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Nel caso di caratteristica O ricaviamo dal teorema precedente che gli
elementi dell’integritad I{K) sono comuni a tutti gli aspeiti chiusi di K, e il
teorema 120 ci dice che non ci sono altri elementi comuni a quegli aspetti.

CAPITOLO V

LO SPAZIO DI UNA VARIETA

§ 1. Punti e i loro intorni.

132. DEFINIZIONE. - Un punfo di un’oggetto ¢ un omomorfismo di un
aspetio S di questo oggetto nel corpo C dei numeri complessi. Esso continua
la prospettiva § — S/[P con un isomorfismo del soggetto S/[p nel corpo C.
Ogni omomorfismo di § in C risnltante nel modo suddetto dalla prospettiva
sara chiamato un punto dell’oggetto (S) portato dalla prospettiva [ (oppure:
portato dall’ aspetto S).

Aspetti S che si presentano a soggetti S/[p di caratteristica p==08non
portano punti. Gli altri ne portano tanti quanti ne porta il soggetto S/
stesso, considerato come aspetio totale.

Ogni omomorfismo o di un anello 4 nel corpo C determina un punto,
purché esso riduca a zero tutti gli elementi inattivi in A senza annullare
tutto I’anello. Invero, I'insieme ¢ degli elementi annullati da ¢ & ideale primo
soddisfacente alle premesse del feorema 72, il quale jmostra che A & base
di una prospettiva [p. Estendendo quell’omomorfismo ¢ all’aspetto S con la
formula evidentemente univoca

(g’) =1 o bE4 bcpo)
si oftiene un punto porfato dalla prospettiva P.

Colla frase «base di un punio P » intenderemo «base di una prospettiva
portante il punto P ».

I punti saranno designati con lettere latine P, @, p, g, ecc. Benehé rap-
presentino omomorfismi scriveremo

2 P)
(invece di #¥ come sarebbe in accordo con la convenzione fatta in 1) per il
valore dell’elemento & nel punfo P, ciod per il numero complesso risaltante

dall’applicazione dell’omomorfismo P all’elemento z che si deve supporre
appartenga all’ aspetto S portante il punto P.
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Conformemente a questa convepmione denoteremo un punto P pitt preci-
samente con A{P), se importa sapere che .1 ¢ base del punso P.

La totalita dei punsii portati dalle prospe'tive coslitwenti una varietd &
lo spazio della varield.

Abbreviamo il terraine « punto dello spazio della varieta V» dicendo
semplicemente « punto della varietd V».

133. Lo spazio di una varieth V diventa topologico con la

DeriNizioNE. - Un inforno del punfo P si definisce, mediante una base
AD1 del punto P sottomessa alla condizione V(4)C V, quale insieme dei
punti A(@) soddisfacenti a un sistema finito di disuguaglianze

* | 2l @) — 2 P) | <713 =1, 2,...m)

formato coun elementi gualunque wx,, ®z,.., %, di A e numeri positivi r,
Tas e, Ty Qualsiasi.
Questo intorno sara designato con

UP, 4, @y. Tgy.eey Lyny T1, Tayeees Tinl

qualora si debbano conoscere, oltre I’anello 4, che chiameremo la base del-
I’ intorno, anche le disuguaglianze’ (¥).

Parlando d’intorno di un punto intendiamo sempre un insieme del tipo
suddetto.

L’ esistenza di un intorno per an dato punto P segue dal fatto che
I’ aspetto S portante il punto P soddisfa alla condizione V(S)C V e pud per-
tanto servire di base per un intorno di P. Comunque sia I'intorno di un
punto P, sempre guesto vi appartiene.

Se U, U’ sono intorni di uno stesso punto P, I’uno definito da {*),
I’ altro definiio con la base B e le disuguaglianze

) f @ —yiP) | <7/ =1 2.., n)

formiamo 1 anello [4, B] generato da A4 e B entro all’oggetto (4) = (B) della
varieta V. Esso & base di una varietsy V([4, B]) che secondo 117 coincide
con la sintesi delle varieta V(4), V(B). Ogni prospettiva [P appartenentc a
questa sintesi estende una prospettiva P, € V(4)C V e una prospettiva
p.€ V(B)C V, il che esige P, = P., perchd si tratta di prospettive apparte-
nenti alla medesima varieta V (ved. 111). Essendo [s,, s,] base di I, si ha
P =p'=0p,, ciod, V{4, B)C V(4) V(BIC V. Questa sitnazione e il [fatto
che [4, B] & base di P come A e B, permettono di definire un intorno U”
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di P mediante la base [4, B} riunendo le disnguaglianze (*), (**) in un solo
sistema

| 2l Q) —xdP) | <15, | 9@ —yiP)| <7/ =1 ,m;j=1.,n

il quale preso insieme con V{4, B))C V(4) ™ V(B) garantisce evidentemente
chesia U"CUMNT".

B soddisfatto dunque anche il secondo dei cinque assiomi stabiliti da
HAUsSDORFF per la nozione di intorno.

Per verificare anche il terzo di questi assioni basta osservare che per
ogni punto P'C U(P. A, &), @z, .. Tpys T, T2yeee, Tyy) 8i ha

UP', A, Xy, Ty, eeey Xy ¥oyeny Pd CU(P, Ay ®yy Zayurey Xypy Tiyoney Tl

purché si seelgano r{ <7 — | & P')— (P} | (=1, 2,..., m).

Volendo verificare il quarto assioma, ciod quello che esprime la separa-
bilityh nello spazio, supporremo che siano P, @ punti diversi dello spazio
della varieta V.

Poiche I’intersezione &; ™ 8, degli aspetti S,, S, (uguali o no) portanti
i punti P, @ & base comune a questi punti, esiste z€ S,/ §, tale che sia
2(P) —2(@Q)| = 2r > 0. E ovvio che g¢li intorni U(P, S, 2, ) e U(Q, S., 2. 7)
allora non hanno punti in comune.

Quanto al quinto assioma di HAUsDORFF. il cosidetto primo assioma
della numerabilith, dobbiamo, per poterlo verificare introdmrre un’ipotesi
ulteriore riguardo agli intorni considerati.

134. Concentrandoci sullo scopo proprio della geometria aritmetica, ciod
sullo studio delle varietd aritmetiche, distingueremo quali inforni arilmetici
appunto quegli intorni di un punto, la cui base & anello aritmetico.

Lo spazio di una varield aritmetica soddisfa a tutti i cinque assiomi di
Hausdorff, purché lo si renda fopologico con intorni aritmetici.

DIMOSTRAZIONE, ~ Sia

V= U Vi4i) (4iD1)

i=1, 2,... R
varieth aritmetica, essendo aritmetiche le basi A; delle varietd parziali V(4,).

I. Ogni punto P della V ha come base uno degli anelli A; che pure
pud servire di base per un inforno aritmetico di P.

II. La dimostrazione data in 133 per il secondo assioma rimane valida
nel caso presente, dato che 1’anello |4, B] & aritmetico se lo sono 4 e B.
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III. Si trasporta -subito altresi la verifica data in 133 del terzo
assioma di HAUSDORFF.

IV. Ci vuole tuttavia un facile complemento alla dimostrazione del-

I’ agsiome della separabilita.
Siano 4 base aritmetica di P portato da &;, B base aritmetica di §
(2= P} portato da S,. Scelto 2€ 8,78, con | 2(P)—2(¢) | = 2r > 0, scrivia-

. c .
molo come quoziente z=_ con a, c€A, aczP.. Per A'=[A4, a=*] vale

allora P, €V(4)C V{4) C V, perche da P € V(4') segue a=* C S, ciod a =,
il che mostra secondo 75 che anche A ¢ base di [[Y. Poich® inoltre 2€ 4, si
pud costruire I’intorno aritmetico

<*) D'(P, A,’ 2, T)-

Applicando un simile ragionamento alla base B del punto @ si ottiene
mediante un anello aritmetico B D B2 con V(B)C V un intorno

U(Q, B, s 1),

il quale per la scelta di » non ha punti ecomuni coll’intorno (*).

V. Per un punto qualunque P portato dall’aspetto SE€V si costruisca
mediante una base 4 =[1, @,, ®z,.., &) con V(4)C V la successione nume-
rabile d’intorni

1 1 1
Uy = U(P, A, @, ey By g N) (N=1, 2.

Se ora
U= U(P, B’ Yi; Yos o000 Yus Tay T2y oeny T,,),

con B=[l, %, %, ..., ), ® intorno aritmetico qualsiasi di P, si ponga

b; c; .
y,-:é, zizé con a, b;, ¢;€ A, a ci=P.
Essendo gli elementi di A polinomi nelle x;, @,,..., m, che intervengono

nelle disuguaglianze

| 24 Q) — o P) | <~1%, (=1, 2,.., m)

descriventi lintorno Uy, dalla continuita delle funzioni razionali segue
la possibilita di scegliere IN cosi grande, che sia

™ 10(@ >3 |0P) 0 9@ —wP)i<r =1 2., m

per ogni @€ Uy.
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Allora a |-y per tutte le prospettive ' portanti punti di Uy, cosi
che BC &, ciogd P € V(B). Infatti, )’ & estensione della prospettiva P’ € V(B)
individuata da )’ B (ved. 73) e pertanto (ved. 111} nguale a P”.

Il fatto che tutti i punti @ € Uy siano portati da prospettive che appar-
tengono alla V(B), e soddisfino alle disuguaglianze (**) conduce aila conclusione

UNC U(P’ B: yl; yZ""; yn, 71; 1‘2,..., 7‘"}

che esprime proprio I’assioma da verificare.

§ 2. Sovrapposizione di punti.

135. DeriNizIONE. - Un punto P é sovrapposto al punto p allora e soltanto
allora che la prospettiva ) portante P sia estensione della prospettiva p
portante p e che valga x(P) = x(p) per ogni x€s.

La sovrapposizione di punti & ovviamente transitiva come I’ estensione di
prospeftive.

Chiameremo prospetlive aritmetiche quelle prospettive che ammettono una
base aritmetica. Partendo dal fatto evidente che il corpo s(p) dei valori com-
plessi #{p) in un punto p portato da una prospettiva aritmetica p & un insie-
me numerabile, possiamo dimostrare:

Se la prospettiva I é esltensione della prospetliva arilmetica P con un
numero finito di elementi, ad ogni punio p portato da P é sovrapposto almeno
un punio P portaio da 1P.

DiMOSTRAZIONE. - Risulti [P dall’ estensione di p con oy, u,, ..., @y,.

Allora S/P K= 1tk. %, %5, ..., #yp) con k=354 P/P isomorfo a s/p
(ved. 67) e u; = x; 4+ . I’ ipotesi che s/p sia isomorfo al sottocorpo s(p) del
corpo C dei numeri complessi garantisce che S/IP & di caratteristica 0 e

pertanto séparabiie sopra %. Ponendo dim%:h, possiamo presupporre la

numerazione degli «; tale che sia K = (k, %, Uz, ..., Uy, ¥) con v=y -+ P,
definito sopra K, = (k. u,. u.,..., u,) dall’equazione

f('v; Usy Wy oo u’h) =" '+' Cy e '0"“1 + + Cn = 07 (0,‘ € KO)'

Per dimostrare il teorema basta realizzare gli elementi di K con numeri
complessi in modo tale che ne risulti un isomorfismo di K in C estendente
I’ isomorfismo % — s{p) dato col punto p.

11 fatto suddetto che s{p) & insieme numerabile permette di dimostrare
snccessivamente 1 esistenza di numeri complessi a; tali che a,, a.,.., a,
siano algebricamente indipendenti sopra s(p).

Invero, se sono gid trovati {=0) tali numeri, & chiaro che il corpo
(8{p), a1, 0s...., ;) generato da essi sopra s(p) & pure un insieme numerabile.
cosicché, qualora non i potesse trovare un numero a,,, algebricamente
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