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Nel case di earat ter is t ica 0 rieaviamo dal teorema precedente che gli 
elementi  dell ' integrit i t  IqK) sono eomuni a tutti  gli aspetti chiusi di K, e il 
teorema 120 ci dice ehe non ci sono altri  elementi  eomuni a quegli aspetti. 

CA.PITOLO ¥ 

LO SPAZI0  DI Ulna VARIET~  

§ 1. Punt i  e i loro intorni .  

13'~. DEFINIZIONE.- Un punto di un'oggetto ~ un omomorfismo di un 
aspetto S di questo oggetto nel corpo C dei numeri  eomplessi. Esso continua 
la prospettiva S ~ S / ~  con un isomorfismo del soggetto ~ / ~  nel corpo C. 
Ogni omomorfismo di S in C r isnl tante nel modo suddetto dalla prospettiva 
sara ehiamato un punto dell 'oggetto (S~ portato dalla prospettiva ~ (oppure: 
portato dal l 'aspet to S). 

Aspetti S ehe si presentano a soggetti S / ~  di carat ter is t iea p:~=0~non 
portano punti. Gli altri ne portano tanti quanti  ne porta il soggetto ~ / ~  
stesso, considerate eom'e aspetto totale. 

Ogni omomorfismo z di un anello A n e l  corpo C determina un punto, 
purchb esso r iduca a zero tutti gli elementi  inattivi in A senza annul lare  
tutto l 'anello. Invero, l ' insieme ¢ degli elementi  annullat i  da ¢~ b ideale primo 
soddisfaeente alle premesse del teorema 7"~, il quale Imostra the  A ~ base 
di una prospettiva ~ .  Estendendo quel l 'omomorfismo ~ al l 'aspetto b' con la 
formula evidentemente univoca 

a °  
~= b~ (a, b E A, b el= C), 

si ottiene un punto portato dalla prospe~tiva 15. 
Colla frase (( base di un punto P )) intenderemo ~ base di una prospettiva 

portante il punto P )). 
I punti saranno designati con tet tere latine P, Q, p, q, ecc. Bench~ rap- 

presentino omomorfismi scriveremo 

(invece di z ~ come sarebbe in aecordo con ta eonvenzione fatta in 1) per il 
valore deU'elemento z nel punto P, eio~ per  il numero complesso r isul tante 
dal l 'applicazione dell'omomorfismt~ P a l l 'e lemento z ehe si dove supporre 
appar tenga al l 'aspet to S portante il punto P. 
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Conformemente a ci~esta conw~nzione denoteremo un punto P pifl preci- 
s~mente con AtP~, se i~nporta sapere ebe ,t ,:~ base del pun~o P. 

La totalith dei pum, i porta~i dalle F,:',;:~;~!t.ive eos~.itue~tti una varieth i. 
lo spazio della variet& 

Abbreviamo il termine (~ punto dello ~pazio della variet~ V)> dieendo 
semplicemente ,~.punto della variet4 V >~. 

133. Lo spazio di una varietit V diventa topologico con la 

DE:~I~IZIO~E. - Un interne del punto P s i  definisee, mediante una base 
A D 1 de! punto P so~tomessa alia condizione V(A) c IT, quale insieme dei 
pt~nti A(Q) soddisfacenti a un sistema finite di disnguaglianze 

(~ I x i ( Q ) -  x,4Pi l < r~ ( i - -  t, 2 . . . . .  'm~ 

formate con etementi  qua lunque  x~, ~2,.. . ,  x~  di A e numeri  
r~, ..., r,~ qualsiasi.  

Questo interne sarfi designate con 

positivi rz 

U(P, A, xl .  x , , . . . ,  Xm, rl ,  r , ,  .... r,,D 

qualora si debbano conoscere, oltre l 'anel lo A, ehe chiameremo la base del. 
l'intorno, an che le disuguaglianze~(*}. 

Par lando d ' in torno Ji 1Jn punto intendiamo sempre u~ insieme de! ripe 

suddetto. 
L 'es is tenza  di un interne per un date punto P segue dal fatto ehe 

l ' aspet to  S portante il punto P soddisfa alia condizione V(S} C F e pub per- 
tanto servire di base per  un interne di P. Comunque sia l ' in torno di un 
punto /), sempre questo vi appartiene.  

Se U, U' sono intorni d i u n o  stcsso punto P, l 'uno definite da (*), 
t' altro definim con ia base B e le disuguaglianze 

~**t t y~(O - y ~ P )  I < r /  ff --- I, ')., . . . ,  hi ,  

formiamo l' anello [A, B] generate da A e B entre al l 'oggetto (A~-~ {B~ della 
varietk V. Esso ~ base d i u n a  variet~ V([A, B]I the  secondo 117 coincide 
cc.n la sintesi delle varieth V(At, V(B}. Ogni prospet t iva ~ appar tenente  a 
qL~esta sintesi estende una prospett iva ~)~6 V(A) C V e una prospett iva 
O~ 6 VIB}C If, il t he  esige p~ = Pz, pereh~ si t rat ta  di prospett ive apparte- 
nenti alla medesima varieti~ V (red. Ill}. Essendo ]s~, s~] base di ~ ,  si ha 

- -  p / ~ -  p~, eio~jV([A, B]) C V(.4~ f'~ V(BtC V. Questa situazione e il fatto 
ehe [A, B] ~ b~se di P come A e B, permettono di definire un interne U" 
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di P mediante la base [A, B] riunendo le disuguaglianze {*), (**) in un solo 
sistema 

I ~dQ)--xdPI  I <r~, [ yt(Q)--yi{P) I < r /  { i =  1,..., m; j - -  1,..., n) 

il quale preuo insieme con Vq[A, B])C V(A)r'~ VtB) garantisee evidentemente 
che sia U" C U r-~ U'. 

soddisfatto dunque anche il secondo dei einque assiomi stabiliti da 
HAUSDORFF per la nozione di intorno. 

Per verificare anehe il terzo di questi assioni basra osservare ehe per 
ogni punto P' C U{P. A, x,,  x2 ..... x , , ,  rj, r2,... ,  r~) si ha 

U{P', A, x~, x.,,..., x,~, r~',.. ,  r'm}C U{P, A, ~c~, xs, . . . ,  win, r~,..., r,,} 

purohb si scelgano r~'< r e -  t ~ ( P ' ) -  xdP)[ ( i - -1 ,  2, ..., m). 
Volendo verifieare il quarto assioma, eiob quello ehe esprime la separa- 

bilit'h hello spazio, supporremo ohe siano P, Q punti diversi dello spazio 
della variet~ V. 

Poichb l 'intersezione S~ r~ $2 degli aspetti $t, ~ (nguali o not portanti 
i punti P, Q b base eomune a questi punti, esiste z ( S ,  f'~ $2 tale the sia 
i z {P) - - z (Q} l=  2r > 0. E ovvio che ~li intorni U{P, S,, z, r} e U(Q, S~, z. r) 
allora non hanno punti in eomune. 

Quanto al quinto assioma di HAUSDORFF. il cosidetto primo assioma 
della numerabilith, dobbiamo, per poterlo verifieare introdurre un'ipotesi 
ulteriore riguardo agli intorni eonsiderati. 

13i. Coneentrandoei sullo seopo proprio della geometria aritmetiea, eio~ 
sullo studio delle variet~t aritmetiche, distingueremo quali intorni aritmeti~i 
appunto quegli intorni di un punto, la cui base ~ anello aritmetieo. 

Lo spazio di una varietd aritmetica soddisfa a tutti i ~inque assiomi di 
Hausdorff, pureh~ lo si renda topologieo con intorni aritmetiei. 

DXMOS~RAZIONE. - Sia 

V = U V{A~) {As D 1) 
t~=l, 2, ... , 'h  

varieth aritmetica, essendo aritmetiehe le basi A~ delle variet~t parziali V(A~). 

I. Ogni punto P della V ha come base uno degli anelli Ai the pure 
pub servire di base per un intorno aritmetieo di P. 

II. La dimostrazione data in 133 per il seeondo assioma rimane valida 
nel caso presente, dato ehe l'anello [A, B 1 ~ aritmetico se lo sono A e B. 

133 - -  134 



80 E. K~.ItLER: Geometria Aritmetica 

III .  Si t rasporta s u b i t o  altresi la verifica data. in 133 del terzo 
assioma di HAUSDORFF. 

IV. Ci vuole tuttavia un facile complemento alia dimostrazione del. 
l 'assiome della separabilitk. 

Siano A base ar i tmet ica di P portato da :,'1, B base ar i tmet ica di Q 
(=1= P} portato da $2. Scelto z E S~ r~ ~?~ con I ziP) - -  zlQ) I --  2r > O, scrivia- 

C 
molo come quoziente z ' - - -  con a, c EA, a c i - ~ .  Per  A ' - - [ A ,  a -~] vale 

a 

allora ~ E  V(A'} C V~A) C V, perch~ da ~ ' E  V(A') segue a - 1 C  S', cio~ a ~-Iz ~',  
il ehe mostra secondo :75 the  anche A ~ base di ~ ' .  Poich~ inoltre a E A', si 
pub eostruire l ' in torno aritmetico 

(*} U(P, A', z, r). 

.kpplicando un simile ragionamento alla base B del punto Q si ottiene 
mediante all anello ari tmetico B' D B D z con V(B't C V an intorno 

U(Q, B', z, r), 

iI quale per l a  scelta di r non ha punti  comuni coll ' intorno (*). 

V. Pe r  uu punto qualunque P portato dal l 'aspet to 8E V si costruisca 
mediante una  base A -" [1, xl,  x z , . . ,  ~,,~] con ViA) C V la successione nume- 
rabile d' intorni 

( 1 i 1 )  
UN= U P, A, xl, x~,..., ~,,, N'  N ' " "  (N=  1, 2,...). 

Se ora 
U ' -  U{P, B, y , ,  y~, . . . ,  y,,, r , ,  r2, ..., r,}, 

con B = [1, zl, z~, ..., za], b inferno ari tmetico qualsiasi di P, si ponga 

b~ c~ 
Y * - ' a '  z i - - -  a con a, b~, c iEA,  a c i = ~ .  

Essendo gli elementi  di A polinomi nelle xl,  x2, ..., ~,~, ehe intervengono 
helle disuguaglianze 

1 
{ ~ (Q)  - -  z~{P) { < ~ ,  (~ = 1, 2, . . . ,  m) 

descriventi  l ' in torno U~, dalla continuit~ delle funzioni 
la possibilit'~ di scegliere N cosi grande, t he  sia 

1 
(**} I aiQ) I > ~ • la(P) I(=~ = 0), I y~(Q) - y~(P) i < r~ 

razionali segue 

(i --  1, 2, ..., n! 

per ogni Q E UN. 
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Allora a c ] : ~ '  per tntte le prospettive ~ '  portanti, punti  di Ulv, cosi 
che B C S', cio~ ~ '  E V(B}. Infatti ,  ~ '  ~ estensione della prospettiva [5" E V(B) 
individuata da ~ '  ~ B lved. q3} e pertanto ived. 111) ugaale  a ~" .  

Il fatto che tutti i punti  Q E UN siano portati da prospettive che appar- 
tengono alla VIB), e soddisfino alle disuguaglianze 4'*) conduce alia conelusione 

UrcC U(P, B, y~, y~,.. . ,  y , ,  r~, r~, . . . ,  r,} 

the  esprime proprio l 'ass ioma da verificare. 

§ 2. S o v r a p p o s i z i o n e  di  p u n t i .  

135. D~'INIZlONE. - Un punto P ~ sovrapposto al punto la allora e soltanto 
allora the  la prospettiva ~ portante P sia estensione della prospettiva 0 
portante p e t he  valga x(P} = x(p) per ogni x E s. 

La  sovrapposizione di pnnti  ~ ovviamente transit iva come l 'es tensione di 
prospettive. 

Chiameremo prospettive aritmetiche qaelle prospettive the  ammettono ana  
base aritmetica. Par tendo dal ratio evidente ehe il corpo s(p) dei valori com- 
plessi z(pl in an  punto p portato da  una prospettiva ar i tmet iea p ~ an  insie- 
me numerabile,  possiamo dimostrare:  

Se la prospettiva ~ ~ estensione della prospettiva aritmetica p con un 
numero finito di elementi, ad ogni punto p portato d a p  ~ so~rapposto almeno 
un punto P portato da ~ .  

DIMOSTRAZIONE. - Risulti ~5 dat l 'estensione di p con x.1, x2, ..., w~. 
Allora S / ~  K = (k. ul ,  u2, ..., urn} con k = s-]- ~ / ~  isomorfo a s / p  

[red. 67} e u~ = xl + ~ .  L' ipotesi  che s /p  sia isomorfo al sottocorpo S(p) del 
eorpo C dei humeri  eomplessi garantisee t he  S / ~  ~ di earat teris t iea 0 e 

perta.nto separabite sopra k. Ponendo dim k = h, possiamo presupporre  la 

numerazione degli x~ tale ehe sia K = [ k ,  ul ,  u2, . . . ,  uh, v) con v = y + ~ ,  
definito sopra Ko = Ik. u~. u2, ..., uh) dalt 'equazione 

f(v, u~, u.o, .... U~,} --  v" Jr- el-  v "-1 Jr- ... -{- c,, --- O, (e, E Ko}. 

Per  dimostrare il teorema basra realizzare gti elementi  di K con numeri  
eomplessi in modo tale t he  ne risalt i  un isomorfismo di K in C estendente 
l ' isomorfismo k - ~  slp) dato col punto p. 

I1 fatto suddetto the  s(p} ~ insieme numerabi le  permette di dimostrare 
suceessivamente l 'es is tenza di humeri  complessi at tall t he  aL, a2,.. . ,  a~ 
siano algebricamente indipendenti  sopra s(p). 

Invero, se sono gi~t trovati l ( ~ 0 )  tali numeri,  ~ chiaro che il corpo 
ls{p)~ a~, a2 .... , at} generato da ess fsopra  s(p) ~ pure an  insieme numerabile.  
cosieeh4, qualora non si potesse trovare un numero at+l algebrieamente 
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