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§ 4. Varietk algebriche.  

1"23. D E F I 5 7 I Z l O ~ E .  - Una w~rie~'~ V chiamasi 
e soltanto a.llora ehe essa sia ia r iunione 

algebrica tsopra A} allora 

V =  U V(Ai) 
i 

di un numero finito di varieth VIAl) di basi A~ D 1 algebriche (sopra AI. 
Per mettere  in rilievo l ' im])ortanza ari tmetica delle varietk che sono al- 

gebriche senza riferimento ad uu ane]lo, ehiameremo tali variet~ anche variet(t 

aritmetiche. 
Risul ta  subito da quella  defini~done e dal teorema 117 che la sintesi di 

varietit algebriche (sopra A) ~ variet5 algebrica (sopra A). 
Varieth algebriche importar~tissime sono le varieth proiett ive definite net 

teorema the  segue: 

l~4.~ Se l' anello A ~ 1 e gli ctementi x~ , x~ .... , x , ,  sono attivi in un  medesimo 

oggetto primario,  l' insieme 

A ~  . . . .  . . .  ~ 

"una ,variet~ algebrica chiusa solora A, che chiamasi la varietY, proiettiva 

generata da x~, x~, ..., ~c,,~ sopra A. 

DIMOSTRAZIONE.  - Essendo l 'anel lo A attivo e primario, esso ~ base di 
una variet~ V~---~ V(A), ehiusa sopra A, perch~ ogni aspetto S D A  compa. 
tibile con (A) ~ da sb stesso estensione di un aspetto s E V(A) e cio~ di quello 
individuato da ~ in A. 

D 'a l t ro  canto il teol:ema 122 dice che 

v~=~ v ~, ~ 
\LX~ x~ ' " " '  

varieti~ semplicemente chiusa e quindi, a maggior ragione, chiusa so- 
pra l ' anel lo  A. Siccome esistono aspetti  che contengono A. la chiusura  
della 172 sopra A garantisce l 'es is tenza della, sintesi !V1, V2}, la quale secondo 
1 |7  coincide con i ' ins ieme ,ner~iol~ato nel teoi°ema da dimostrare.  Dall 'os- 
servazione l ~ l  scgue poi la chiusura della variet~ {V1, V~t, mentre la sua 

algebricit~ g ovvia. 

1~8. Pe r  preparare  lo studio di importanti  varieth algebriche classiche 
dobbiamo premet tere  la nora dimostrazione di un teorema con cui E~t~tY 
NOETI:IER ha posto nuovo fond~mento alla teoria degli ideali nelFintegri t~ 
dei corpi ari tmetici  classici. 
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D~,t0I)tlZlO~E. - Un aspetto S ~ detto iramediato allora e soltanto allora 
che la varietfi. V(S) di base S non eontenga the  S e 1' oggotto di S supposto 
diverse da S. Una prospet t iva ~ immediata  se essa presenta  un aspetto im- 
mediate. 

Se un sottoanello noetheriano A di un corpo ~ integritY, ogni prospettiva 
immediata di base A ~ perfetta. 

DIMOS~RAZlO~IE. - Sia p E V{A) prospet t iva immediata  e sia p :4:0 elemento 
qualunque  del l ' ideale  primo p f'~ A. 

L ' idea le  p • A generate da questo p in A /~ intersezione 

p .  A = ql r", q2 f ' , . . .  ~ qh 

di ideali primari.  Se nessuno dei divisori primi di p • A fosse contenuto in p, 
essi conterrebbero ciascuno un elemento x~ ¢-!=p e ne der iverebbe (x~.x2 .... 
• xh) L c--I= p, mentre inveee per  L abbastanza grande vale (wl • x2. . . .  • xh) L C 
C p . A  C P. Si pub dunque  assumere che, p. es., il divisore primo associate a q~ 
sia contenuto in p e percib uguale a p f ~  A, essendo s immediate  e p .  A:4:0.  
(Se p r-', A contenesse un altro ideale pr imo C oltre ehe l0 r-', A o O, questo C indi- 
v iduerebbe un aspetto s 'E V(s) intermedio fra s e (st e diverse da questi). 
Vale allora [p f-~ A]LC ql per L abbastanza grande. 

Supponendo, il che ~ lecito, che sia f12 f '  ... fa  q~ ::t=p. A, possiamo sce- 
gliere m > O  tale che sia [ p r - ' , A ] m . [ q 2 r ~ . . . r ~ q , ] C p . A  eel esista un ele- 
mento q E [p f'~ A] m-~ • [Clz rx ... r--, lt~] non contenuto in p • A. Per  il quoziente 

q E (Ab vale allora 
P 

{'1 P-q" [p f'~ A] C A, ma pq- =1: A. 

II.  Consideriamo A-modul i  in (A) e designamo, se a, b denotano tali 
moduli, con t t -  b t' A-m0dulo costituito da tutte le somme Z a .  b con a E a, 
bE b. Evidentemente,  tutti  gli ideali di A sono A-moduli  in {A) e so a, I0 
sono ideali in A, la definizione suddetta  di 1t. b coincide con quella di reel. 
tiplicazione di ideali. 

L ' ins i eme  ,X di tutti  gli elementi  x di {A) soddisfacenti  alla condizione 
x .  [p r-~ A] C A ~ ovviamente un A-modulo in {A} contenente l 'anel lo  A D 1. 
Dunque  1' A-modulo ,X • [p r-~ A] ~ ideale eontenente p f'~ A. Dall '  ipotesi che 
questo ideale coincida con p ~ A, risulterebbe, mediante una base Pt (i = 1, 
2, ..., nj d i p  f ' ,  A, per ogni ~ E ~ un sistema di equazioni 

x . . p ~ = X ~ j p j  ( i =  1, 2,..., n ;  ~oEA) 
J 

da! quale si dedurrebbe  l ' annul la rs i  del determinante  ]iv • ~ o - - c O  i , il t he  

A*~nall dl Matematlca 
I o  
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qualificherebbe x come integro sopra A e percib come elemento di A, essendo A 

q c i : A  prima constatato in ~*~. integritSt. Ma ~ C A contraddirebbe al fatto C ~, 

I II .  Sappiamo dunque 

O f ' ~ A c , x . [ p f ~ A ] C A ,  p f ' ,  A :~= ~ • [p f ' ,  A]. 

Passando dagli A-moduli  agli s-moduli  generati da loro otteniamo 

[ p n A ] . s - - p  (ved. 72); ~ : - s - - ~ D s  perch~ x D A ;  ~ . p c s .  

L 'es is tenza di un elemento z di ~ . [ O ~ A ] C A  non eontenuto in p r ~ A  
garantisee ehe l ' ideale  ~ .  p contiene z .  z - ~ - -  1 e coincide percib con s. 
Ora da ~ . 0 -" s segue p~ :4= P, perch~ p2 _. p darebbe p --  ~ .  p .  p "-- ~ - p --  s. 
Esiste dunque p E P talc 
1 9 . ~  ~ ideale in s. Se 
p • s - =  p • ~ .  p C P~ eontro 
p . ~ . p = p ,  c io~p . s - - -=  
riano come A, ~ chiuso e 

ehe sia pc[=p2.  Allora p . ~ C p . ~ = s ,  cosieeh~ 
fosse p .  ~ ~=s risulterebbe p • ~ C  O e pertanto 
1' ipotesi p el= t0 ~-. Si ha dunque p • ~ -- s e quindi 
p, il ehe mostra (red. 93) che l 'aspet to s, noethe- 
in quanto aspetto non totale di un corpo, perfetto. 

126. Se un  aspetto S di un  corpo K algebrico e O-dimensionale sopra il 
corpo Ko contiene questo sottocorpo Ko, esso ~ tJate.  

Infatti ,  ~ E ~ soddisfa, come ogni elemento di K, ad una equazione ao + a~. 
• a~ -{- ... + ~ -  0 (con a~ E Ko) irriducibil  e sopra Ko. Da Ko C S, x C ~ risulta 
a o C ~  e quindi a o - - 0 ,  perch~ altr imenti  1 - - a o .  ao -~ sarebbe eontenuto in 

• Ko C ~ .  Ma a0 = 0 e l"irriducibilit~ della equazione suddetta esigono n = l, 

c io~  x = O. 

I27. Se un aspetto non totale S di un  vorpo K algebrico e O-dimensionale 
sopra un corpo k contiene u n  aspetto perfetto s di questo sotiocorpo, esso 

immediato. 

DIMOSTRAZIO~-~. - Sia S~ aspetto qualunque E V(S). AlIora ~ f "  s e ideale 
primo dt=s in s e pertanto o 0 o p (red. 9~). 

I. Se  ~ 1  f'~ s " - 0 ,  l 'oggetto (s} " - k  di s ~ contenuto in 81 e per 1' osser-  

v a z i o n e  p r e e e d e n t e  $1 n o n  pub e s s e r e  che  t o t a l e :  $1 = K. 

II .  S e  ~ f'~ s = p - -  p • s, e o n s i d e r i a m o  per  x E D u n a  d e l l e  e q u a z i o n i  
ao q-- a l  - x q-  ... q-- a ,  • ~n = 0 (con  a~ E s, a,, :~= 0) s o d d i s f a t t e  da x. P o s s i a m o  

supporre che non tutt i  i eoefficienti a~ siano eontenuti  in p . s .  Sia dunque 
ai C P -  s per i > h, perb a~ c I : P .  s. Allora 

aa "'" ~ \aa 

e p e r t a n t o  h > 0. 
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Sia x r~ + e ~  r~-~ + ... -~ c,, ~ 0 in S~/D~ (con c~ E s) equazione di grade mi- 
nimo cui soddisfa ~c in S i D e .  Da S C  S~ segue DI f'~ S C D  e quindi v~ C 
C D~ f'~ S + D C D, cio6 c,, C D f'~ s C P "- D~ f'~ s C D~. Si deriva dunque  da 
quel la  equazione (x'~-~ + ...}. ~c C D~. Ma, essendo supposto m minimo, si ha 
x'~-~ ... ~l: D~, eosicch6 dove essere ~ C D~, cio6 D C D~ f'~ S data 1' arbitra- 
riet~ nella seelta di ~E D- 

Tenure conto del fatto D~ f'~ S C D, si conclude D~ f'~ S -" D, eio6 D~ -" D, 
c. d. d. 

128. Ogrd insieme di prospettive perfette di uno stesso ~rpo K, prose 
insieme con la prospettiva totale di~K ~ varieta di K. 

DIMOSTRAzIOI~E. - Siano D~, Ds prospett ive perfette di K e z elemento 
qua lunque  di S~. Seeondo 97 esiste p~ E $1 r~ S~ tale ehe p ,  ----- 1 in S~/DI, 
p2 ~ 0 in SJD2. Scelto m eosi grande the  z .  p2"  C S~, si ha z-  p~'~ C S~ f~ S~ 

a 
e quindi z - - ~  con a, bE,?~f'~S~, b----p2 m~]~.D~. D u n q u e j S ~ f ' , S ~  ~ base 

comune a D~ e a D~. I1 resto del teorema ~ ohiaro. 

1.29 Gli aspetti chiusi di un corpo K algebrico e 1-dimensionate sopra k, 
the vontengono k, sono perfetti o K, e la lore totalitd ~ varietd algebrica chiusa 
sopra k. 

DIh[OSTRAZIONE. - I. Sia x E K 
Allora le integrit~ 

' 

algebrieamente indipendente sopra k. 

con Ao = [k, x,], B e -  [k, ~-1] 

sono basi di variet~ V(A), V(B) di K, algebriche sopra k per  il teorema 108. 
Dimostriamo in primo luogo che queste varietk sono costituite soltanto 

da prospett ive chiuse di K. 
Ogni D E V(A) individua in Ao una prospett iva Do perfetta o totale, perch~ 

1' ideale Do = [D f '  Ao! • So ~ principale (ved. 93), essendo ogni ideale in 
Ao = [k, x] di tale carattere.  Dal teorema 127 segue poi che S D So, se non 
totale, ~ immediate e pertanto (red. 125) perfetto. 

Lo stesso vale di V~B). 

II.  Sia S D k  aspetto qualunque  compatibile con K. Esiste allora una  
estensione ,~" di S con w o con x -1. {Ved. 89). 

l~el prim° cas° si PUb estendere S'D Ao con A = I ( K  ) ((~o )) Ao C I (veal. 

83, 76, 87), e tale estensione ,.~" estende pure (red. 73~ l 'aspet to  S "  indivi- 
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d,mto da ~"  in A. Dunque ~ ammette  estensione ~ "  eomune ad una pro- 
spettiva ~ '"  appar tenente  alla VIA). 

Nel secondo caso ~ ammette  estensione eomune ad una prospettiva del- 
l' insieme VIB). 

Se in partieolare ~ ~ prospettiva ehiusa qualsiasi di K con S Dk,  si ha 
net primo caso ~ --  ]~' - -  ~ "  e ~"  --  ~'",  perch~ secondo I tutte le prospettive 
appartenenti  alla V(A) sono ehiuse. 

Valendo lo stesso nel seeondo caso, ~ dimostrato ormai ehe 

V--V(A}~JV{B) 

la totalit~ delle prospettive ehiuse di K in quanto sono totali rispetto a k. 

III .  Questo insieme V ~ varietk teed. 12~), algebriea sopra k seeondo I, 
e ehiusa sopra k seeondo II. 

C. d. d. 

130. L a  totalita delle prospettive chiuse di un  corpo aritmetico K di di. 
mensione e caratteristiea 0 ~ varietd algebrica chiusa la cui base ~ l' integrit~ 
di K. 

DIMOSTI~AZIONE. - I. L' integrit~t I :  I ( K } -  I(~--~]])di K b anello algebrico. 

(Ved. 105}. 

II. Ogni ~ E V(It ~ esteasione delia prospettiva ~o individuata da ~ nel- 
l' anello [1] dei humeri  interi  razionali. Siecome l ' ideale  ~ r-~ [1] ~ prineip~.le, 
lo stesso vale di 15o-" [~c f'~[l~]" So cosicch~ la prospettiva ~o ~ pertet ta  o 
totale. Nel primo eas~) si eoaclude con 127 che ~ 6 immediata  e quindi 
(red. 125~ perfetta. 5~el seeondo caso risulta dal teorema 126 ehe ~ 6 totale. 
Ad ogni modo tutte le pro~pettive appartenenti  alla V(I) sono chiuse. 

III .  Viceversa ogni aspetto chiuso S di K contiene I, perch6 S pub 
estendersi  (red. 83} con L La prospettiva ~ individua dunque in I una pro- 
spettiva ~ ' E  VII), della qaale ~ 5 estensione {red. 73~, ma, per II, quella 
prospettiva ~5' ~ chiusa e pcrtanto nguale alla data ~ .  

La chiusura  della varieth V(I) c0nsegue dal teorema 119. 

131. L~integrit~ • di un co~po arifmetico K di dimensione 0 ~ la totalitit 
degli elementi ~omuni a tutti  gZi aspetti chiusi di K. 

DrMos~rtAZIO~E. - Ogni aspetto S di un eorpo K di caratterist ica p :4=0 
coniiene il corpo primo {1)--[ t] .  Se dunqae  K ~ aritmetico di dimensione 0, 
coneludiamo con l 'osservazione 126 che S dove essere totale. ~ a  S - - K  
anche l ' in tegr i tk  di tale corpo. 
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Nel case di earat ter is t ica 0 rieaviamo dal teorema precedente che gli 
elementi  dell ' integrit i t  IqK) sono eomuni a tutti  gli aspetti chiusi di K, e il 
teorema 120 ci dice ehe non ci sono altri  elementi  eomuni a quegli aspetti. 

CA.PITOLO ¥ 

LO SPAZI0  DI Ulna VARIET~  

§ 1. Punt i  e i loro intorni .  

13'~. DEFINIZIONE.- Un punto di un'oggetto ~ un omomorfismo di un 
aspetto S di questo oggetto nel corpo C dei numeri  eomplessi. Esso continua 
la prospettiva S ~ S / ~  con un isomorfismo del soggetto ~ / ~  nel corpo C. 
Ogni omomorfismo di S in C r isnl tante nel modo suddetto dalla prospettiva 
sara ehiamato un punto dell 'oggetto (S~ portato dalla prospettiva ~ (oppure: 
portato dal l 'aspet to S). 

Aspetti S ehe si presentano a soggetti S / ~  di carat ter is t iea p:~=0~non 
portano punti. Gli altri ne portano tanti quanti  ne porta il soggetto ~ / ~  
stesso, considerate eom'e aspetto totale. 

Ogni omomorfismo z di un anello A n e l  corpo C determina un punto, 
purchb esso r iduca a zero tutti gli elementi  inattivi in A senza annul lare  
tutto l 'anello. Invero, l ' insieme ¢ degli elementi  annullat i  da ¢~ b ideale primo 
soddisfaeente alle premesse del teorema 7"~, il quale Imostra the  A ~ base 
di una prospettiva ~ .  Estendendo quel l 'omomorfismo ~ al l 'aspetto b' con la 
formula evidentemente univoca 

a °  
~= b~ (a, b E A, b el= C), 

si ottiene un punto portato dalla prospe~tiva 15. 
Colla frase (( base di un punto P )) intenderemo ~ base di una prospettiva 

portante il punto P )). 
I punti saranno designati con tet tere latine P, Q, p, q, ecc. Bench~ rap- 

presentino omomorfismi scriveremo 

(invece di z ~ come sarebbe in aecordo con ta eonvenzione fatta in 1) per il 
valore deU'elemento z nel punto P, eio~ per  il numero complesso r isul tante 
dal l 'applicazione dell'omomorfismt~ P a l l 'e lemento z ehe si dove supporre 
appar tenga al l 'aspet to S portante il punto P. 
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