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§ 4. Varieta algebriche.

123. DEFINIZIONE. - Una varietdh V7 chiamasi algebrica (sopra A) allora
e soltanto allora che essa sia la riunione

V=U V(4

di un numero finito di varietd Vi(4;) di basi 4; D1 algebriche (sopra A).

Per mettere in rilievo I'importanza aritmetica delle varietd che sono al-
gebriche senza riferimento ad un anello, chiameremo tali varietd anche varieta
aritmetiche.

Risulta subito da quella definizione e dal teorema 117 che la sinfesi di
varieta algebriche (sopra A) é varieia algebrica (sopra A).

Varieta algebriche importantissime sono le varietd proiettive definite nel
teorema che segue:

124.°Se U anello A D1 ¢ gli olementi x,, ;. ..., T, SO0 attivi in un médesinio
oggetto primario, Uinsiene
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¢ wuna varietd algebrica chiusa sopra A, che chiamasi la variela proieitiva
generata da i, s, ..., T, SOpPra- A.

DIMOSTRAZIONE. - Essendo l’anello 4 attivo e primario, esso & base di
una varieth V, = V(A4), chiusa sopra 4, perché ogni aspetto SO A compa-
tibile con (4) & da sé stesso estensione di un aspetto s € V(4) e cio¢ di quello
individuato da [P in A.

D’ altro canto il teorema 122 dice che

v,=U V(% % ”Efﬂ)
SRR o i

& varietdy semplicemente chiusa e quindi, a maggior ragione, chiusa so-
pra Vanello 4. Siccome esistono aspetti che contengono A. la chiusura
della V, sopra 4 garantisce ! esistenza della sintesi (V, V), la quale secondo
117 coincide con I'insieme menzionaio nel teorema da dimostrare. Dall’ os-
servazione 121 segue poi la chiusura della varietd (Vy, V.), mentre la suna
algebricitd & ovvia.

125. Per preparare lo studio di importanti varietd algebriche classiche
dobbiamo premettere la nota dimostrazione di un teorema con cui EMMY
NoOETHER ha posto nuovo fondamento alla teoria degli ideali nell’integrita
dei corpi aritmetici classici.
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DrrINIZIONE. - Un aspetto S & defto éimmediato allora e soltanto allora
che la varieta V(S) di base S non contenga che S e I’oggetto di 8 supposto
diverso da S. Una prospettiva & immediata se essa presenta un aspetto im-
mediato.

Se un sottoanello noetheriano A di un corpo é inlegrild, ogni prospeitiva
immediato di base A é perfella.

DIMOSTRAZIONE. - Sia P € V(4) prospettiva immediata e sia p 30 elemento
qualunque dell’ideale primo p M 4.

L’ideale p - 4 generato da questo p in A & intersezione
PA=G"DEN DG

di ideali primari. Se nessuno dei divisori primi di p - 4 fosse contenuto in p,
essi conterrebbero ciascuno un elemento x; c'=p e ne deriverebbe (%, -, - ...
*x,)" c|Zp, mentre invece per L abbastanza grande vale (i, - @« ... p) C
Cp-ACP. Si pud dunque assumere che, p. es., il divisore primo associato a .
sia contenuto in p e percid uguale a p M 4, essendo s immediato e p - 43=0.
(Se p ™ A contenesse un altro ideale primo ¢ oltre che p ™ 4 o 0, questo ¢ indi-
viduerebbe un aspetto s'€ V{(s) intermedio fra s e (s) e diverso da questi),
Vale allora [p ™ A)C ¢, per L abbastanza grande. '

Supponendo, il che & lecito, che sia ¢, ™ ... N, E=p- 4, possiamo sce-
gliere m > 0 tale che sia [P A"+ [. .. N Q]Cp-+ A ed esista un ele-
mento ¢ €[p ™ 4]+ [g. M ... 7 qp] non contenuto in p - A. Per il quoziente
%é{A) vale allora

2

%) P A]C 4, ma%c]:A.

p

II. Consideriamo A-moduli in {4) e designamo, se &, b denotano tali
moduli, con & - b I’ A-modulo costituito da tutte le somme Za .5 con a€a,
b€b. Evidentemente, tutti gli ideali di A sono A-moduli in (4) e se @, b
sono ideali in 4, la definizione suddetta di a-b coincide con quella di mol-
tiplicazione di ideali.

I’ insieme X di tutti gli elementi ® di (4) soddisfacenti alla condizione
@ [pAJCA ¢ ovviamente un A-modulo in (4) contenente Panello 4O 1.
Dunque I’ A-modulo X« [p™ 4] & ideale contenente p ™ A. Dall’ ipotesi che
questo ideale coincida con p M 4, risulterebbe, mediante una base p, t=1,
2,.., m) di p A, per ogni x€X un sistema di equazioni

wo_p,-zzcupj (i: 1’ 2,"., n; quA)
}

dal quale si dedurrebbe I’annullarsi del determinante | @ 8;—cy |, il che
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qualificherebbe x come integro sopra A e percid come elemento di 4, essendo A

integrita. Ma X C A contraddirebbe al fatto 1% X g iz A prima constatato in (*).

III. Sappiamo dunque
PRACK-[pNA]CA,  p N AEx-[pM 4]
Passando dagli A-moduli agli s-moduli generati da loro otteniamo
pNA-s=p(ved. 72; X-s=9Ds perché XD A4; p-pCs.

L’ esistenza di un elemento # di x -« [p /™ 4]C 4 non contenuto in p ™ 4
garantisce che l'ideale p.+p contiene z.27*=1 e coincide percid con s.
Ora da 9 - p==s segue P*==p, perché P’ = p darebbe p=y:p-p=p-p=s.
Esiste dunque p€p tale che sia p clzp®. Allora p.pCP - Y =s, cosicché
p-yp ¢ ideale in s Se fosse p-y==s risnlterebbe p-pC P e pertanto
p-8=p-9.PpCP* contro I'ipotesi p c|-p*. Si ha dunque p -y =23 e quindi
pep-P=0p, ciod p-s=1p, il che mostra (ved. 93) che I’aspetto s, noethe-
riano come 4, & chiuso e in quanto aspetto non totale di un corpo, perfetto.

126. Se un aspetto S di un corpo K algebrico e O-dimensionale sopra il
corpo K, contiene questo sotlocorpo K,, esso é tolale.

Infatti, € [P soddisfa, come ogni elemento di K, ad una equazione a, -+ a, -
« &+ ..+ x* =0 (con a; € K,) irriducibile sopra K,. Da K, C S. x C [P risulta
a, CP e quindi a, = 0, perché altrimenti 1 =a, - a;~' sarebbe contennto in
D - K. CP. Ma a, = 0 e irriducibilith della equazione suddetta esigono n = 1,
ciod x = 0.

127. Se un aspelto non totale S di un corpo K algebrico e O-dimensionale
sopra un corpo k contiene un aspetto perfetio s di questo sotlocorpo, esso é

immediato.

DIMOSTRAZIONE. - Sia S; aspetto qualunque € V(8). Allora [, ™ s e ideale
primo S=s in & e pertanto o 0 o p (ved. 94).

I Se P.MNs =0, 'oggetto (s) =%k di s & contenuto in §; e per I’osser-
vazione precedente S, non pud essere che totale: S, = K.

II. Se . s=p =y -8, consideriamo per z€P una delle equazioni
G0+t - %+ i + @y - 2* =0 (con a;€s, a,F0) soddisfatte da x. Possiamo
supporre che non tutti i coefficienti a; siano contenuti in p . s. Sia dunque
a;Cp+s per i > h, perd a, cl=p + 8. Allora

Ay =t Qo (f‘_‘ie)
x —|—~—~—ah x —1—...—[--%C][)1 a, 8

o pertanto h > 0.
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Sia @™ 4 6,@™ "+ ... + €, = 0 in §/[P, (con ¢; € ) equazione di grado mi-
nimo cui soddisfa x in S;/f;. Da SC & segue P, SCP e quindi ¢, C
CPH:MNSH+HPCH cicd e, CPMNsCP=P."sCP:. Si deriva dunque da
quella equazione (x™-* -+ ..)- ¢ CP:. Ma, essendo supposto m minimo, si ha
2™t ... c[= P, cosicch® deve essere & C P, ciod PC P S data 1’ arbitra-
rietd nella scelta di € P.

Tenuto conto del fatto D, ™ SC, si conclude ), NS =N, ciod P, = P,
c. d. d.

128. Ogni insieme di prospeitive perfelfe di wuno stesso corpo K, preso
insieme con la prospetliva fotale digK é varietd di K.

DiMosTRAZIONE. - Siano [, [D. prospettive perfette di K e z elemento
qualunque di 8;. Secondo 97 esiste p,€ S, S; tale che p,=1 in S/P,,
p.=0 in S,/P.. Scelto m cosi grande che 2+ p,” C S,, si ha 2-p,"C SN &,
e quindi # =I—? con @, bES NS, b=p,” czP:. Dunque} $;™ S, & base
comune a p; e a P:. Il resto del teorema & chiaro.

129 Gli aspetti chiusi di un corpo K algebrico e 1-dimensionale sopra Fk,
che contengono k, sono perfetii o K, e la loro totalita é varietd algebrica chiusa
sopra k.

DimosTRAZIONE. - I. Sia x€ K algebricamente indipendente sopra k.
Allora le infegrita

e K . ,
A =I(~Z;), B:I(E) con Ao = [k, @), Bo= [k x]

sono basi di varietda V{4), V(B) di K, algebriche sopra k per il teorema 108.

Dimostriamo in primo luogo che queste varietd sono costituite soltanto
da prospettive chiuse di K.

Ogni D € V(4) individua in 4, una prospettiva [, perfetta o totale, perche
Pideale Po =[P M 4!+ S, @ principale (ved. 93), essendo ogni ideale in
4o = [k, ] di tale carattere. Dal teorema 127 segue poi che SO S,, se non
totale, ¢ immediato e pertanto (ved. 123) perfetto.

Lo stesso vale di V(B).

II. Sia SOk aspetto qualunque compatibile con K. Esiste allora una
estensione N’ di § con ®o con x~. (Ved. 89).
Nel primo caso si pud estendere 8’ D 4, con 4 == I(%)CI(@;}._‘S')) (ved.
[ [

83, 76, 87), e tale estensione S” estende pure (ved. 73) Paspetto S indivi-
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dnato da B’ in A. Dunque [ ammette estensione [P’ comune ad una pro-
spettiva )" appartenente alla V(A).

Nel secondo caso [P ammefte estensione comune ad una prospettiva del-
I’insieme V(B).

Se in particolare [ & prospettiva chiusa qualsiasi di K con SOk, si ha
nel primo caso P=P =P" ¢ P’ =P, perche secondo I tutte le prospettive
appartenenti alla V(4) sono chiuse.

Valendo lo stesso nel secondo caso, & dimostrato ormai che

V= V(4)w V(B)

& la totalita delle prospettive chiuse di K in quanto sono totali rispetto a k.

1I1. Questo insieme V & varieta (ved. 128), algebrica sopra k secondo I,
e chinsa sopra k secondo 1I.
C. d. d.

130. La fotalita delle prospettive chiuse di un corpo aritmelico K di di-
mensione e caratteristica 0 é variet algebrica chiusa la cwi base é U integrila
di K.

DimosTRAZIONE. ~ 1. LIintegrith I =I(K)=1 (E

(Ved. 103).

} di K & anello algebrico.

(1))

I1. Ogni P€ ViI} & estensione della prospettiva [, individuata da I nel-
I'anello [1] dei numeri interi razionali. Siccome 1’ideale [ [1] & principale,
lo stesso vale di Po =[P [1]]+ S, cosicche la prospettiva P, & perfetta o
totale. Nel primo caso si conclude con 127 che P & immediata e quindi
(ved. 125) perfetta. Nel secondo caso risulta dal teorema 126 che P & totale.
Ad ogni modo tutte le prospettive appartenenti alla V(I) sono chiuse.

ITI. Viceversa ogni aspetto chiuse § di K contiene I, perché S pud
estendersi (ved. 83) con I. La prospettiva [ individua dunque in I una pro-
spettiva [ € V(I), della quale [ & estensione (ved. 73), ma, per II, quella
prospettiva )’ & chiusa e pertanto uguale alla data IP.

La chiusura della varieta V(I) consegue dal teorema 119.

131. L integrita di un corpo avitmetico K di dimensione 0 & la totalitd
degli elementi comuni a tutti gli aspeiti chiusi di K.

DIMOSTRAZIONE. ~ Ogni aspetto S di un corpo K di ocaratteristica p==0
contiene il corpo peimo (1) ={1]. Se dunque K & aritmetico di dimensione 0,
coneludiamo con 1 osservazione 126 che S deve essere fotale. Ma §=K &
anche 1'integrita di tale corpo.
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Nel caso di caratteristica O ricaviamo dal teorema precedente che gli
elementi dell’integritad I{K) sono comuni a tutti gli aspeiti chiusi di K, e il
teorema 120 ci dice che non ci sono altri elementi comuni a quegli aspetti.

CAPITOLO V

LO SPAZIO DI UNA VARIETA

§ 1. Punti e i loro intorni.

132. DEFINIZIONE. - Un punfo di un’oggetto ¢ un omomorfismo di un
aspetio S di questo oggetto nel corpo C dei numeri complessi. Esso continua
la prospettiva § — S/[P con un isomorfismo del soggetto S/[p nel corpo C.
Ogni omomorfismo di § in C risnltante nel modo suddetto dalla prospettiva
sara chiamato un punto dell’oggetto (S) portato dalla prospettiva [ (oppure:
portato dall’ aspetto S).

Aspetti S che si presentano a soggetti S/[p di caratteristica p==08non
portano punti. Gli altri ne portano tanti quanti ne porta il soggetto S/
stesso, considerato come aspetio totale.

Ogni omomorfismo o di un anello 4 nel corpo C determina un punto,
purché esso riduca a zero tutti gli elementi inattivi in A senza annullare
tutto I’anello. Invero, I'insieme ¢ degli elementi annullati da ¢ & ideale primo
soddisfacente alle premesse del feorema 72, il quale jmostra che A & base
di una prospettiva [p. Estendendo quell’omomorfismo ¢ all’aspetto S con la
formula evidentemente univoca

a\” a”
(b) =, (@ b€4, bcf),

si oftiene un punto porfato dalla prospettiva P.

Colla frase «base di un punio P » intenderemo «base di una prospettiva
portante il punto P ».

I punti saranno designati con lettere latine P, @, p, g, ecc. Benehé rap-
presentino omomorfismi scriveremo

2P
{invece di 2% come sarebbe in accordo con la convenzione fatta in 1) per il
valore dell’elemento & nel punfo P, ciod per il numero complesso risaltante

dall’applicazione dell’omomorfismo P all’elemento z che si deve supporre
appartenga all’ aspetto S portante il punto P.
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