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modo (*) definito in 93, si verificano subito le equazioni

mz . mz .
=1 - =
% + 22 &/ Py x + @, 0 in &/p.
che dimostrano il teorema nel caso speciale b = 2.
Supponendo che sia gid provato quel teorema speciale per meno di A
prospettive, possiamo affermare 1’esistenza di elementi a; (¢ =1, 2,..., h—1)
con le propriefd

m,-éslf'\sgf\...f\s,,_,l, xiEB,-j in .S‘j/pj {@,]ZI, 2, vee y h———-l)
Se z, c|=s,, ordine di

L1

R A e ok

in P, sard positivo, cosicché x soddisfa alle condizioni proposte

x

(con 1 < L > ordine di o;~* in P,, i=1)

* x=1in &/pP., =0 in 8/P; E=2,... hh.

Se perd x; Cs,, si prenda 2€8 788 .. Ms, con z=1 in &/P,
z2=0in 8/P; (i=3, 4,..., h) e si formi x ==2z.x,L. Scegliendo L in modo
tale che sia (L <4 ordine di 2z in P.) > 0. si ottiene anche in questo caso una
soluzione delle equazioni (*).

II. Siano ora a;€s; qualunque. Secondo I esistono elementi a; appar-
tenenti a 8§ 8 ... s, tali che valgono le equazioni @; = &;; in s;/p;. Sce-
gliendo allora 1’esponente L in

h
=2 a1 —(1—ax*
f==y
in modo che siano soddisfatte le disugunaglianze
L=n;, (L4 ordine di a; in p;)=n; {(i))

questo x sara la soluzione alla quale allude il teorema da dimostrare.

§ 7. Integrithy di corpi.
98. Se A ¢ anello noetheriano con elemento 1, ogni sotto-A-modulo di un
A-modulo aigebrico é algebrico.

DIMOSTRAZIONE. - Ricordiamo che secondo 16 1’algebricitd di un A-mo-
dulo M significa Vesistenza di una A-base finita di M. Sia dunque

" ) n
M=23A4-u;. Linsieme g, dei coefficienti a, nelle somme X a;-wu; (con
fel i=h

a; € A) appartenenti a un dato sotto-A-modulo M, di M & ideale in 4 e per-

97 — 98



K. KinLgr: Geomelria Aritmetica 57

ny
tanto A-modulo algebrico: &, = X au; - 4. Esistono allora elementi vy = ay; -
i

cup . di My, la cui totalith costituisce evidentemente una A-base di M,.

99. Se 8, é aspelto perfetto, ogni Ss-modulo algebrico di un sopracorpo di
K, ammetie una S,~-base linearmente indipendente.

Hn

DimosTrAZIONE. - Sia M = X S;-u; un S;-modulo contenuto nel corpo K
i1

e supponiamo £ a;+u; =0 (a; € S,) senza che siano zero tutti i coefficienti a;.
-1
Ponendo Po=p,- 8, ¢ scegliendo p,”™ con esponente massimo tale che
P Mea; =6,€8, (i=1, 2,..., nj, si avrd anche ;J bi - u; = 0, poiché M &
i1
contenuto in un corpo. Possiamo supporre per es. b, c|TP,. Allora
u, :_§ — b b ""eC.;-: So s u; & superfiuo nella hase di M. Ecco un proce-
+ 2 T 2
dimento per trovare una Sy-base linearmente indipendente di M.

100. Se il corpo K = (A, x} definito do f{o) =" 40y + 2™ 4 ... 4+ 0, =0
la; € A) sopra il corpo k = (A) generato dall’anello A D1 é separabile sopra k,
per z€ K le due affermazioni

. . [4, x]
T};‘Z {A, J:*DCA e aém’i‘
sono equivalenti.

DiMosTRAZIONE. - Trattandosi in quel che segue sempre dello stesso tipo
di fraccia, scriveremo semplicemente T invece di Tx.
k
Notiamo anzitutto che

(*) Tiz-[A, x) C A equivale a Tz -af) =c;€4 (=0, 1,..., n — 1).
Infatti, da [4, z] :ﬁ“?zl -t segue T\z-[4, x)) =”§1A « T(z « ).
=0 i=0

I. Scegliendo gli automorfismi o; del corpo galoisiano K* determinato
da K sopra k come in 62, le condizioni (*) si traducono nelle

(**) Taexi=c f=0,1,..n—1)
=1

dove @; = x7.
Ora, dall’ identitd in K*X]

X} — n—1 .
=192 "T o) X, g€, =)

-
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si trae
“51 ()« i = )fx(w} per x; =uwx,
it (@) - lo  per zjkx,

cosicché da (**) risulta
N1
2« [l = Z ;- gaw) €[4, x).
$==0

II. Avendo il polinomio

v OAX x;" _

xr— % M8y

jm1 X~ [aly)

gli zeri X =2, (=1, 2,..., n), esso & identicamente zero per r < n.
Il suo coefficiente di X" ~* fornisce dunque le relazioni

3o T( " )____%O per 0<<r<mn—1,

i=1 [l 25) falo) 1 per r=mn-—1.
Se ora
(4, z]
€,
)

n-—1
si deduce da z.xf.f, (@)= Xb,-a" (con b,€A) che T(z-x)=b,_, ciod

r-=0

Tiz-x)€ A e cid per la (*), dimostra che T{z-[4, =] C 4.

101. Ogni isomorfismo o di un oggetto B muia un aspetlo S di R in un
aspetto S°¢ di R°, un aspetto chiuso in uwn aspetio chiuso, Uintegrita, I @4{)

di R (supposto primario) sopra un sotfoanello A D1 mnell’ integrita di Rc

sopra A4°.
(Qid risulta subito dal carattere invariantivo di fronte a isomorfismi delle

definizioni alle quali si riferisce questo teorema.

102. Sia A D1 inlegrita in k =(4) e K =14, x) definito sopra k da
fle) =" 4+ a, » '+ ... 4+ a, = 0 (a, € 4), separabile sopra k. Allore

K\ _[4, =]
* I— PN
) (4)< 7
DIMOSTRAZIONE. - Riprendiamo le notazioni usate nella dimostrazione

del teorema 100.
K K . .
Se zEI(Z , anche ¢ . yéf(z per ogni y €[4, x|, essendo x integro so-

¥* &
pra A. Dag-y€ 1({%) (ved. 87) deduciamo allora (ved. 101) 2% . y° € I({(I) e
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&
quindi T{z.-y)Cl (%* }f\ k= 4. Invero, I (%)f\ k, che secondo 87 coincide
z}, ¢ Uintegrith A stessa. Avendo dimostrato T'(z.[4, x])C A4, basta

tener conto di 100, per trovare (*).

con I(

103. Se il corpo K ¢ algebrico, O-dimensionale e separabile sopra K,
Vinlegrita di K sopra un qualsiasi aspetto perfeito S, di K, ha wuna

So-base costituita da n = grado % elementi linearmente indipendenti sopra K,.
[

DIMOSTRAZIONE. - L’anello 8, & integritd in K,, perché §, non ammeite
(ved 91, 96) estensione interna oltre S, (ved 82).

Applicando poi il teorema precedente, dopo aver generato il corpo K nel
modo K= (8,, «) con flxj=a" + @, + " + ... + a, =0 (a;€S,), il che sem-
pre & possibile, troviamo

K N xt
d (So) = iEo % fxl®)
K
So
Se~bage linearmente indipendente (ved. 98, 99). Il numero di questi elementi
base non pud essere minore di n, poiché ogni elemento # di K diventa in-
tegro sopra S, per moltiplicazione con coefficiente ¢,3=0 di un’equazione
Cos 2" 0, - 2" 4 .. 4 ¢, = 0 (con ¢; € S,) soddisfatta da z.

Ma I ( ), che ovviamente & sotto-S;~modulo del membro desfro, ha una

104. Sotto I'ipotesi che il corpo K di caratteristica p=+=0 sia algebrico e
O-dimensionale sopra I’ oggetio (So) dell’ aspetto perfetto S, e che U Sy~modulo
S,*™" sia algebrico, Uintegrita di K sopra S, ha una S,-base costitusta da

n = grado -E-' elementi linearmente indipendenti.

(So

DIMOSTRAZIONE. - Sia K, il massimo corpo intermedio separabile di K
sopra (S,). Esiste allora (ved. 26) una potenza p™ tale che K" C K, e quindi

Kv" _ (K i¢ K A
o SN E, = 22 i - s
I(So) CI(SO) Kl—-l(so), ciod I(SO)CI(SO) .

. . . o § . . . .
Secondo 1'ipotesi sia S, =Z S, .v;. Da cio si deduce successivamente
-2 -4 —4 4 . . s
8P =L8F .o =Z 8§ .0 -07 , ece. finchd si ottiene

- —1 —(m—1
SopmzzlSo"Ui"vjp _",vkp (o )’
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mentre la separabilitd di K, sopra (S.) permette di supporre

Kl p—m

K . ~ I -m
I(S—1)=ES()'MI, eioé I(SO) :Zbop 'u’p .

0

Essendo dangue

I<§)C z Sp o v; - ’U_,"a-1 e Ukp_(m_“ . u,”_’"
ES )

anche " S;-modulo a ginistra sara (ved. 93) algebrico. La sua S,-base, resa indi

pendente secondo 99, & costituita da n elementi, poiche S; .21 (ﬁg)#o per
(]
ogui z€ K (ved. la fine di 103). C. d. d.

108. L’ integrita assoluta 1(K) di wn corpo K algebrico O-dimensionale di
caratteristica 0 e grado assoluto n é modulo generato da n elementi linearmente
indipendenti scpra i ecorpo primo.

DIMOSTRAZIONE. -~ Possiamo supporre K = () definito da «* ... +a, =
= f(x} =0 con a, €[1] (ved. 33). Allora (ved. 102)

(%) C:i[l] : f%}'

La dimostrazione del teorema 98 fornisce una base del modulo I(K) co-
stituita da n elementi, mentre il fatto: 2z - [1] I(K) =0 (per 23=0 qualunque
di K), mostra che quegli elementi base sono linearmente indipendenti sopra (1).

106, Per ogni prospettiva perfetta [) definiamo, qualunque sia il numero
intero n, la potenza [P" della suna origine p = p - S stabilendo, che P”" signi-
fichi I’ S-module p* + S generato in K da p®, il che ovviamente non dipende
dalla scelta dell’elemento base p di [D. Per conformita con N P* =0

7n:=1,...00
(ved. 92) poniamo [P+® ==0.

107. Se il corpo K ¢é algebrico e O-dimensionale sopra U oggetlo (S,) del-
U aspetto perfetio S,, si definisca per ogni €K I'ordine n=mnlz) di z in B,
postulondo n(0) = + oo e per 23=0:

Z n E = n--1 | E
*) z2CPo 'I(So)’ z - Po I(&,)'

Questo ordine coincide per 230, 2z €(S;) con quello definito in 93 e soddisfa
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alle relazioni
n(2, 4 2;) = min (n(z,), n(z.)) per 2,, 2, €K,
nlz - 2o) = nlz) + n(z,) per z€K, 2,€(S,).

DIMOSTRAZIONE. - Siccome in ogni aspetto perfetto S, vale il teorema
dell’ unicitd, a meno di unitd, della decomposizione degli elementi 0 in
fattori primi, un noto feorema afferma la medesima unicitd per 1’anello Sf{X]
dei polinomi sopra §,.

Supponendo dunque come in (*) z . p,~" C I(%—) (con p, » S; = Py), 8i trova

g
un’ upica equazione
-2V +biefz-p )"+ ..+ b, =0 (con b, €S,
con X™ 4 b, - X™* L ... 4+ b, irriducibile in S[X] e quindi in (S,)[X]. Allora
zm+b1 . pon -Zm" +.--+bm '_pgmn "-:O

é l'equazione irriducibile a cui soddisfa z sopra il corpo (S;), donde segue
che gli elementi b, - p,** di (S;) sono determinati da z. Unoc almeno di questi,
sia by » p"", & diverso da O se z3=0. Designando il suo ordine, caleolato
gsecondo 93, con m,, si ha n.h<m,, dato che Pordine di 5,€S, & 0 o

positivo. Con cid & dimostrato I’ esistenza di un numero n soddisfacente alle
condizioni (*) nel caso zs=0.

I. Se in particolare 2z €(8,), si deduce da

K O
peecI(G) s =1() =5, pnoracis,
S Se

che in tale caso % coincide con I’ordine di z introdotto in 93.

I1. Sia n(z;) = 1, = 1, = n|z.) (supposto 2, - z,=0). Da

K K
s I(g)epe-I(3), acpe 1(s)
W g
segue

2i+ 2 CPo - I (f—,)
0
e quindi %n(#, 4 2:) = n. = min (n(z,}, n(z,)).
II1. Sia niz) =n e n(z) =m Allora

2« 2GRt - I(I—S-)

o
Se fosse

z - Z(; C mon+m+1 . I(fx_) ,
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si avrebbe

e poemss . 1(E) = poe 1K)
g VAR

contrariamente al significato di » Dunque niz « ) = n + m.
C. d. d

108, Se il corpo K ¢ algebrico e 1-dimensionale sopra k mentre x €K é
algebricamente indipendente sopra. k, si ho

K g K
I(m) —i§1[k’ x] - 2 con g = gmdom.

(Teorema di F. K. Scamipz).

DiMOSTRAZIONE. — Sia [, la prospettiva perfetta di base [k, x~'] indivi-
duata dall’ideale =" « [k, 2], e si indichi con n(z) 'ordine di 2z€K in [Po.

I. Dimostriamo dapprima che per ogni zEI( ) quest’ ordine non su-

K
[, ]
pera O, purché non sia 2 =0.

Infatti, se n(z) >0, si ha (ved. 107) 2Ca™ I(g) cosicehe vale una

(]
equazione

(*) (z'm)m+a’1'(z'w)mml+'"+am=0 (ale‘so)

con X" 4 q, - X' - ... - a,, irriducibile in §[X] e quindi irriducibile in
KJ[X], dove K, designa il corpo (k, ®). Ma d’altra parte si deduce dall’ipotesi
tatta su 2z 1'esistenza di un’equazione irriducibile in K [X]

" by 2t b, =0 con b€k %

la quale fornisce dal confronto con (¥) le relazioni b; = a, - ¥~ che, essendo
n{a;) =0, mostrano n(b,) = n{a,) +i=4=1, cioé b, CD,. Basta ora osservare
che Po ™[k, «] =0 per provare che z = 0.

II. Come alla fine di 103 si assicura 1’ esistenza di g elementi di I([k;Ka'])
.

linearmente indipendenti sopra K,.

8i scelgono ora successivamente gli elementi 2,, 2,,..., 2, di I([ic—;]) di
]

modo che essi siano linearmente indipendenti sopra K, e valga la

Fomt
2 Ci__:z Ko . z_j,

{E%}') S =

il che evidentemente riesce finché i sia =Cg. Invero per ¢ < g esiste uno 2,

*#) n(z;) = n(2) per ogni z€ 7 (
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linearmente indipendente da 2, ..., #; soddisfacente la (**), perché gli ordini

n(z) degli elementi di I ([-kf-m—]) diversi da 0 hanno secondo I un limite supe-
riore =< 0, V
Risulta subito

(*) n(z) = n(2;) = ... = niz,).

III. Ogni z€ 1 (fEI—%E]) determina univocamente a; € K, tali che z = Zgl ;2.
] f==3

Allora a; =b; 4+ ¢; con b, €[k, x], c,€Po, e quindi anche Z b, . z,EI(rE-}%]).
1

Se fosse Z¢, - 2,40, potremmo supporre ¢, 30, ¢, =0 per i>h e pertanto

(ved. 107), tenuto conto di (*),

h

n(_Z e; o z,-)z min n{c; - %) > 1 4 n(zy),
=1

essendo nic; « z:) = nic;) 4 nfz:;) (ved. 107) e n(c) =1 a causa di ¢; CPp. Ma cid

contraddirebbe alla scelta di #z,, il quale deve realizzare il massimo ordine
h—1

fra gli elementi non appartenenti a X K, . z;. Vale dunque X¢; . 2 =0, ciod
j==1 i

2 = 3 b; - 2;, il che mostra I (——K~> CZk, ] -2, mentre l'inverso di questa

L . [k, ]
situazione & ovvio.

Il teorema or ora dimostrato ammette la seguente generalizzazione pure
trovata da F. K. ScHMIDT:

Se K ¢ Ko = (k, y,..., ©,) CK sono algebrici e n-dimensionali sopra k,
Uintegrita di K relativa a {k, o,,..., x,] ha [k .., x,}-base finita.

DIMOSTRAZIONE. ~ Supponendo il teorema dimostrato per dimensioni mi-

nori di », possiamo affermare, data una qualunque K,-base indipendente
hiid

Ziy ooy 2 di K= X K, -2, Uesistenza di polinomi f, g0, €[k, x,,..., a,]

i=1
con le proprieta

K m
F I({(k, Ty), Loy, a;ﬂ}\) C;Ez[(k’ 1), Xay e, ®,]+2;,

K m
g-1( Z [l @y, @), 2] - 2,y

[, 2,0, @), oc,])c.

dalle quali segue per ogni elemento y di

e ([(k, o ) (s w)
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una relazione

m
feg-y=Z2Za;-z con a; €[k, @, .., 2.],
=1
perchd [k, x,), @2, ..., ®.) [k, X2\ 0o, ®,), &) =1k, 21, ..., @)
Essendo quindi Vintegritd di K relativa a [k, 2y, ..., 2,] un sotto-|%, 2,, ..., x,}-

modulo di
" z‘

Z [k ®1yoeey Xu) 7,
i-—-1[ = ’m}f'g

avra anche essa una [k, ®,,.., © |-base finifa (ved. 98).

CAPITOLO IV
VARIETA

§ 1. Varieta in generale.

109. Se A ¢ base della prospettiva P, ogni elemento di A attivo in A é
atlivo anche in S e U'oggetto di A pud essere identificato con quello di S,
(identificazione, che sempre supponiamo eseguita).

DIMOSTRAZIONE. - 1. Sia a € 4 attivo in 4 e @+ =0 con x€S. Essendo
A base di P, esiste o' € 4 talechea’ c|-P e x+a’'= a”"€ 4. Allora a.0" =0
e quindi a” =0, il che implica x =0, poiché o’ |- [P garantisce che a’ &
attivo in S (ved. 69).

Da cid segue che ogni elemento g (@, b€ 4, b attivo in A4) dell’ oggetto

(4) di A rappresenta anche un elemento dell’oggetto (S) di S. Idenfificando
g g’ di (S), si definisce {4) come sottoanello

1’elemento - di {4) con !’ elemento

di (8).

IL. Ogni elemento x di (S) & quoziente con a, b, ¢, d€A; b, d - B,

a0
b d
% attivo in 8. Allora anche b-¢c=b.d g & attivo in 8, cosicché esiste un
elemento ¥ =§—'-% di (4)C(S) soddisfacente in (S) all’equazione y '§1=
_a<d-c_a
“beced” b

Con questo & dimostrato che il sottoanello (4) di (S) riempie tutto 1’ og:
getto (S).

e percid uguale a x.

110. DEFINIZIONE. - Una varield & un insieme di prospettive (oppure di
aspetti) soddisfacente alle condizioni seguenti:
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