
56 E. K~HLER: Geometr ia  A r i t m e t i v a  

mode (*) definite in 93, si verif icano subito le equazioni 

x~ = 1 in s~/p~, x~ =-0  in s~/p2 

ehe dimostrano il teorema nel case speeiale h - - 2 .  
Supponendo che sia gi~ provato quel teorema speciale per  meno di h 

prospettive,  possiamo affermare l 'es is tenza di elementi  x~ ( $ -  1, 2, ..., h - - 1 }  
con le propriet~ 

x~ E s~ r'~ s~ r~ ... r~ s~_~, x~ ~ ~i in s i /p t  (i, j - -  1, 2, ..., h - -  1~. 

Se x~ ci= sh, 1' ordine di 

~ - -  (con l < L >  ordine di w~ -~ in Oh, i=~=1) 
Xl L + Xa + .,. J r  X~--I 

in Pa sart~ positive, eosieeh6 w soddisfa alle eondizioni proposte 

(*) ~c ------ 1 in s l / p l ,  x ~ 0 in si/Oi (i - -  2, .... hi. 

Se perb x~Cst , ,  si prenda z6s~ f '~s~f '~s~r ' . . . r '~sh  con z ~ l  in s~/O~, 
z - - 0  in si/P~ ( i - - 3 ,  4 , . . . ,  h) e si fermi x = z . x ~  5. Seegliendo L in mode 
tale ehe sia (L -[- ordine di z in P2)> 0. si ottiene anehe in questo ease una 
soluzione delle equazioni (*}. 

II.  Siano era  a~Es~ qualunqne.  Seeondo I esistono elementi ~ appar- 
tenenti  a s~ f'~ sh r~ ... r-~ sh tali ehe valgono le equazioni xi ~ 8~j in st~p1. See- 
gliendo allora l ' esponente  L in 

h 
x = ~, m .  i l  - -  ( i  - -  x ~ )L )  L 

i=I 

in mode che siano soddisfatte le disuguaglianze 

L ~ n i ,  (L - ] -o rd ine  di as in 0 i } ~ n ~  li:4=j) 

q t~s to  x sara la soluzione alia quale allude il teorema da dimostrare.  

§ 7. ln tegr i t~  di ¢orpi. 

98. Se A ~ anello noetheriano con elemento 1, ogni so t to -A-modu lo  di u n  
A - m o d u l o  ai;gebrico ~ algebrico. 

DI~OSTRAZIO~E. - Ricordiamo che secondo 16 l 'a lgebriei t~ di un A-me. 
dulo M signifiea l 'esisten~a d i u n a  A-base  finita di 3/. Sia dunque 

M - - ~  A .u~ .  L ' ins ieme a~ dei eoeffieienti a ,  helle somme E a , . u ,  (con 
i=1 i=h 

a~E A) appar tenent i  a an date sot to-A-m0duto Me di M ~ ideale in A e per- 
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~k  

tanto A-modulo .tlgebrieo: a,~- Z at, /-A. Euiatono allora elementi Vh/ ' - -ah i"  
i. :1 

• ua-}-..,  di M,,  la cui totalitfi cestituisee evidentemente una A-base di ~Jo. 

99. Se  So ~ aspet to  perfet to,  ogn i  S o - m o d u l o  a l g e b r i ~  d i  u n  sopraeorpo d i  
N,, s ta tuet te  u n a  So-base l inearmente ,  i n d i p e n d e n t e .  

}l 

I)IMOSTRAZIO~E. - Sia M -- Z So- u~ un So-modulo eontenuto nel eorpo K 
i t 

n 

e supponiamo Z a i .  ui - -  0 (at E 8o) aenza che siam) zero tutti i coeffieienti a/.  
i - - 1  

Ponendo ~ o ~ P o .  So ,' scegliendo Po"' con esponente massimo tale che 
I I  

po - m  • a~ - -  b~ E So (i - -  1, 2 .... , n}, ai avrh anehe Z b/- u i - -  O, poieh~ M 

eontenuto in un eorpo. Possiamo supporre per es. bx¢"t-l~o. Allora 

u ~ - - - Z - - b l ,  b~-' . u i C  ,~'o" ui ~ superfluo hells base di M. Eceo un proee- 
i 2 i 2 

dimento per trovare una No-base l inearmente indipendente di M. 

i00 .  Se  i t  corpo K = IA, x} de f in i te  da  f(x} " -  x n + al  . x n -x  q.. ... q- an = 0 
qa/ E ill sopra  il  corpo k -"  (A} genera te  da l l '  anel lo  A D 1 ~ separabi le  sopra  k, 

p e r  z E K le due  a f f e r m a z i o n i  

TN{~. [A, x]~ C A e z E [A, x] 

sono equ iva len l i .  

I)IMOSTRAZIONE. - 

di traccia, seriveremo 

Notiamo anzitutto 

Trattandosi  in quel che segue sempre dello stesso tipo 
semplieemente T invece di TK. 

k 

che 

(*) T{z .  [A, x]) C A equivale a T{z .  x ~) - -  ciE A t i - -  O, 1 , . . . ,  n - -  1~. 

Infatt i ,  da [A, x] = Z A . x  / segue T I z .  [A, x]l = Z A • T ( z .  x~. 
i ~ O  i ~ o  

I. Scogliendo gli automorfismi ~ del eorpo galoisiano K* determinate 
da K sopra k come in 62, le eondizioni (*) si tradueono nelle 

# t  

I**) Z z"~. x i" : c i 

dove x~ --  x~ . 

Ora, dal l ' ident i tk  in K*[X]  

f ( x ~  - f(~l  _ , - 1  
_ z g d x ) .  x , ,  

X - -  x i=o 

( i ' - O ,  1, .... n ~ l )  

{gdac} E IA, x]} 

9 ~ -  I 0 0  

An.all  di Matematica S 
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si trae 
~*-~ i f~(x} per xi = x, 
Z g4x)" x/----- 
i=o i 0 per  x~ =1= x,  

cosiceh6 da (**i r isul ta  
I ' $ - - 1  

z .  f~(~c) --= Z c~. g,lx) E [A, x]. 
i ~ o  

II. Avendo il pol inomio 

gli zeri X - -  x] ( j - -  1, 2, . . . ,  n~, esso ~ ident icamente  zero 
Il sue eoeffieiente di X ''-~ fornisce dunque  le relazioni 

__xj r ,p[ ~ x "  I 0 per  0 ~ r < n - -  1, 
i=~f~(xb = ~\fx~)]  = 1 p e r (  r - - n -  1. 

S e  Or~ 

per  r < n. 

E[ A, ~] 
f . (~)  ' 

si deduce  da z .x~ i . f f l x t - -  Z b , . . x "  (con b,.EA) the  T t z . x  ~ } = b , _ l  cio~ 
~'-= 0 

Ttz" x i) E A e ci6 per  la (*), d imost ra  che TIz.  [A, x]} C A. 

101. Ogni isomorfismo ~ di u n  oggetto R m u t a  u n  aspetto S di R in  u n  

aspetto S ~ di R ~, u n  aspetto ohiuso in u n  aspetto chiuso, l ' in tegri t~ I ( A  ) 

di R (supposto pr imar io)  sopra u n  sottoanello A D 1 nell ' integrit& di R ~ 
sopra A~. 

Cib r isul ta  subito dal earat tere  invariant ivo di fronte a isomorfismi delle 
definizioni Mle quali  si r iferisce questo teorema. 

10"2. S ia  A D 1  integrit& in  k = ( A )  e K = 4 A ,  x.} definite sopra k da  
f (x)  = x n + a~ • x n-~ + ... + a ,  = 0 (a~ E A), separabile sopra k. Allora" 

(*) I c f~{~) • 

DIMOSTRAZIONE.  - 

del teorema 100. 

S e z  EI(K) ,  anche 

C1 pra A. Da z . y ( - I  ~- (red. 87} deduciamo allora (red. 

Riprendiamo le notazioni usage 

z . y E f ( K )  per  ogni y E I A  , x], 

nella, dimostrazione 

essendo ~ integro so- 

101, z~.  y~,E I(~---~*) e 
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quindi T(z  • y) C I f'~ k - -  A.  Invero, I -~ f'~ k, ehe secondo 87 coincide 

con [ ] ] ,  ~ l ' integri~k A stessa. Avendo dimostrato T(z  • [A, x ] } c A ,  basta 

tenet  eonto di 100, per trovare (*). 

103. Se il  corpo K ~ algebrico, O-d imens iona le  e separabile sopra  Ko, 
l ' i n t e g r i t d  di  K sopra u n  qua l s ias i  aspetto perfe l to  So di  Ko ha  u n a  

K 
So-base cost i tu i ta  d a n  = grado 7~- elementi  l i nearmen te  i n d i p e n d e n t i  sopra  Ko. 

11o 

D I M O S ~ e R A Z l O ~ I E .  - L'anel lo  So i~ integrit~ in Ko, perch~ So non a m m e t t e  

(red 91, 96) estensione interna oltre So (red 82). 
Applieando poi i[ teorema preeedente,  dopo aver generato il eorpo K nel 

modo K = (So, x) con f (x)  --  x '~ + al . x n-~ + ... -~- an - -  0 (a~ E So), il che sem- 
pre ~ possibile, troviamo 

zK 
, : o  

/1 ( \  
Ma I ( S o )  , c h e  ovviamente ~ sotto-So-modulo del membro destro, ha u s a  

So-base l inearmeute  indipendente {red. 98, 99). II numero di questi elementi  
base non pub essere minore di n, poich6 ogni e lemento  z di K diventa in- 
tegro sopra So per  moltiplicazione con coefficiente vo:~=0 di un 'equaz ione  
co- z 'n + o~ . z "'-~ + ... -}- a m -"  0 (con ~ E Sol soddisfatta da z. 

10& Sotto l ' ipo tes i  the  il  corpo K di caral ter is t ica  p :~=0 s ia  algebrico e 

O-d imens iona le  sopra l 'ogget to (So) de l l 'aspet to  perfet to  So e the  l' So-modulo 

So p-~ s ia  algebrico, l ' i n t egr i l d  di  K sopra So ha  u n a  So-base cos?iluila da 

n : grado  elementi  l i nearmen te  ind ipenden t i .  

DIMOSTRAZIONE. - Sia K1 il massimo eorpo intermedio separabile di K 

sopra (So}. Esiste allora (red. "~6j una potenza p'~' tale t h e  K f * C  K1 e quindi 

,So/ c/(§o) 
Seeondo l ' ipotesi  sia 

Sold --2 

So ~-~ --  Z So • v~. Da eib si deduce sueeessivamente 

- -  Z So p-~ • v~ p-t - -  Z So • v~ • vt p-r, eee. finch6 si ottiene 

So p-'~ --  Y~ So • v~ • vj p-~ ... VA p-~-~), 

1 0 ~  ~ 1 0 4  
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mentre  la separabilith di K~ sopra (So) permette di supporre 

= oio  I(g t . . . .  = • . ~o" u~,  \,%/ 

Essendo dunque 

I ( K t c  Z 5o . V~ . v j ~ - ~  . . . .  • v ~  ~ - c ~ - "  . u l  ~-'~ 
\~. o/  

anehe 1' So-modulo a sinistra sarh (red. 95} algebrieo. La sua So-base, rosa indi 

pendente seeondo 99, ~ eostituita d a n  elementi,  poieh~ So • z f'~ I ~ =~= 0 per  

ogni zE K (red. la fine di I03). C. d. d. 

105. L'integrit4 assoluta l tKI di un corpo K algebrico O-dimensionale di 
caratteris~i~a 0 e grado aesoluto n ~ modulo generato d a n  elementi linearmente 
indipendenti  so~r~ il corpo primo. 

D I M O S ~ R A Z t O ~ E .  - Possiamo supporre K - -  ( x )  definito da x '~ -}-... @ an - -  

- - - f ( x )  = 0 con a, E [1] (ved. 33). Allora (red. 10, °) 

IIK)C~=oZ [1] . f ~ ) .  

La dimostrazione del teorema 98 fornisee una  base del modulo I(K) co- 
stituita d a n  elementi,  mentre  il fatto : z • [1] r~ I(K} :~: 0 (par z :~=0 qualunque 
di K), mostra ehe q uegli eleme~Lti base sono l inearmente  indipendenti  sopra (1). 

106. Pe r  ogni prospettiva perfetta ~3 definiamo, qualunque sia il numero 
intero n, la potenza ~'~ della s~a origine ~ -----p - S stabilendo, ehe [~n signi- 
fiehi 1' S-modulo p'* • S generato in K da p'~, il ehe ovviamente non dipende 
dalla seelta del l 'e lemento base p di ~ .  Per  conformit~ con N ~ n _  0 

(ved. 92) poniamo ~+~-----0. 

I07. Se il eorpo K ~ algebrico e O-dimensionale sopra l'oggetto (So} del. 
l' aspetto perfetto So, si definisoa per ogni z E K l' ordine n ----- n(z) di z in [~o 
postulando n(O} ---- ~ c,o e per z :4:0 : 

Questo ordine c~ncide per z :~= O, z E (So} con quello definito in  93 e soddisfa 

1 0 4  - -  1 0 7  



E.' K~HLER : Geometria Ar i tmet ica  61 

alle re tazioni  
n(z~ + z2) ~ ,  rain (n(zl), n(z,)) per  z~ , z~ E K, 

n(z • Zo) = n(z) + n(zo~ per z ~ ~ ,  Zo ~ (80). 

DI~OS~RAZIO~rE.- S iccome in ogni aspet to perfe t to  So vale il t eo rema  
dell 'unicit /~,  a m e n o ' d i  unitSt, de l la  deeomposizione degli  e lement i  :5t=0 in 
fa t tor i  pr imi,  u n  note t eorema a f fe rma  la  medes ima  unicit/~ per  l ' ane l lo  S~X] 
dei pol inomi  sopra  So. 

Supponendo  d u n q n e  come in ,*) z . Po-"  C I (  K ) ' '  (con Po • So = [5o), si t rova 

un '  un i ca  equazione 

( z  • po-~)  ~ + b~ . (z . po-n} m-~ q- ... q- bm ---- 0 icon b, E So) 

con Xm-I  - b~. Xm-1-q - ... q--b,,, i r r iduc ib i le  in So[X] e qu ind i  in (So)[X]. Allora  

z ~ -1- b~ • pon • z 'n-~ q- ... q- b,, • po 'n" --  0 

l ' equaz iono  i r r iducib i le  a cui soddisfa z sopra il corpo IS0), donde aegue 
ehe gli e l ement i  b a .  po an di (Sd sono de te rminaf i  da  z. Uno a lmeno  di quest i ,  
s ia ba * po an, ~ diverse  da  0 so z=t=0. Dosignando il sue  ordine,  calcolato 
secondo 93, con ran, si ha  n . h ~ m n ,  da te  t h e  l ' o rd ine  di bnESo  l~ 0 o 
posit ive.  Con cib ~ d imost ra to  l ' e s i s t ensa  di un  numero  n soddis facente  alle 
eondizioni  (*) nel ease z=~=0. 

I. Se in par t ico la re  z E (So), si deduce  da  

K 
po  . z c  \ ,%!  (s,)=I\\]-~','o, . z = t : S o  

t he  in tale case n coincide con l ' o rd ine  di z in t rodot to  in 98. 

II.  Sia n(zx) - -  nx ~ n~ - -  n l z 2 )  (supposto z~ • z, # 0~. Da 

. - , z , C  ~ o - ,  • 

segue 

e qu ind i  n(z~ -q- z2t ~ n2 "- min in{z1}, ntz~)). 

I I I .  Sia  n(z) = n e n(#d = m Allora 

z. Zo C:~o " + "  • l ( ~ ) .  

Se fosse 
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si avrebbe 

z C zo-~ . ~o'~+m+~ . l ( K  ) - -  ]~o'+~ . I (K ) 

eontrar iamente al signifieato d i n  Dunque n l z .  Z o ) - - n  + m. 
C. d. d. 

108. Se il corpo 1£ ~ algebrico 
algebricamente indipende~te  soprc~ k, si ha 

e 1 -d imens ionale  sopra k mentre  x E K 

--~=~Z [k, x] • z~ con g - -  grade  {k, x~--~)" 

(Teorema di F. K. SCltMrDT). 

DIMOSTRAZlO:NE. - Sia ~o la prospett iva perfet ta  di base [k, x, -1] indivi 
duata  da l l ' idea le  x -~ • [k, x-~], e si indiehi con n{z) t 'ordine  di z E K in ~o.  

I. Dimoslr iamo dapprima che per ogni z E [ k ~ ]  ques t 'o rd ine  non su. 

pera  0, pureh~ non sia z - - 0 .  

Infatti, se n ( z )>0 ,  si ha (ved. 1 0 7 ) ~ C x - ~ . I  (~--~) cosieeh~ vale una 

equazione 

x) + + ... + a. ,  = 0 (a, &) 

con X "  -j- al • X " -1  ~- ... + a, ,  i rr idueibile in So[X] e quiudi irridueibile in 
Ko[X], dove Ko designa il corpo (k, x). Ma d~altra parte si deduce dal l ' ipotesi  
fatta su z l 'es is tenza di un 'equazione  irriducibile in Ko[X] 

z'* -+- bl . zm- t  -i- ... -b b,,, - -  O con b, E [k, x] 

la quale fornisce dal confronto con (*i le relazioni b ~ - - a ~ ,  a~ -~ che, essendo 
n(a~) ~ 0 ,  mostrano n(b~) - -  n(a,) -{-i ~ i ~ t, eio~ b~ C ~o.  Basra era osservare 
che ~o f'~ [k, a ] - - 0  per provare ehe z - - 0 .  

II. Come alla fine di 103 si assicura 1' esistenza di g elementi  di [k-k-k-~] 

l inearmente indipendenti  sopra Ko. 

Si seelgono ora sueeessivamente gli elementi z~, z2,..., zft di [k~-~] di 

mode ehe essi siano l inearmente indipendenti  sopra Ko e valga la 

{*'1 n(zi} :> n(z) per ogni z C [k, ~ ]  ' z ci;~=lKo .z~, 

il ehe evidentvmente riesce finchb i sia ~ g .  Invero per i < g esiste uno z~+~ 
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l inearmente  indipendente da zl, ..., $~ soddisfacente la (**), perch~ gti ordini 

n(z} degli elementi  di ~ diversi da 0 hanno seeondo I un limite supe- 

riore < O. 
Risulta subito 

(+) n(~l) > ~(~) ~ ... ~ n(~). 

III. Ogni z E X ( ~ - - ~ t  determina univoeamente aiE Ko tali che z = 6~, • Zl .  

Allora a i = b ~ + c l  con b~E[k, ae], c, EI)o, e quindi anehe Xb~ .z ,  E I  [ , ] . 

Se fosse Z c, • z~ :~:0, potremmo supporre eh :4= 0, c~ = 0 per i > h e pertanto 
(red. 1071, tenuto conto di (+), 

n ~ le~ • z~ ~ min  ~(e~. z~) ~ 1 + n(#~), 

essendo n(c( • z() - -  n(v~) + n(z() (red. 107) e n(c~) ~ 1 a eausa di c~ C ~5o. Ma eib 
eontraddirebbe alla seelta di z~,, il quale deve realizzare il massimo ordine 

fra gli elementi  non appartenent i  a Z K o . z # .  Yale dunque Y, c~. z~--O, cio~ 

z = ~ b , . z , ,  iI ehe mostra I(--K~cZ[k," x~]. z, m e n t r e  l ' inverso di questa \[k, x]/ _ 
situazione ~ ovvio. 

I1 teorema or ora dimostrato ammette la seguente generalizzazione pure 
trovata da F. K. ScrimD~: 

Se K e Ko = (k, ~1, . . . ,  x , , )C  K sono algebrivi e n -d imens iona l i  sopra k, 
l ' in tegr i t~  di K relat iva a [k, x,~,..., acn] ha [k, aol, ..., ae,]-base finita. 

nori 

z~,..., z.,, di K--~Ko.z~, 
i=1 

con le proprietor 

f" I([(k, ~1), 

g'  X(i(k ' 

DIMOSI)RAZIONE. - Supponendo il teorema dimostrato per dimensioni mi- 
di n, possiamo affermare,  data  una  qualunque Ko-base indipendente 

l 'esistenza di polinomi f, g , 0 ,  E [k, xl, ..., ~c,,] 

~ , , . . ,  ~ c.:~,=,[(k, ~),  ~ ,  ..., ~ , , ] . , , ,  

x,2, - -  ~¢,,), ~Cl = X2, . , . ,  X,,,), ~Vl]" #~, 

dalle quali segue per ogni elemento y di 

I k, x~,..., ~ C I  k, x~) ,~2 , . . . ,~ ,  k,~2,...,a~,~). ~ 
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u n a  relazione 
~ t  

f .  g • y = Z a,  • z, con a~ 6 [k, x t ,  ..., x , ] ,  

perch6 [(k, x~), ~ ,  ..., w,,] fa [(k, x~, .,., x,~, xl] ~ [k, x l ,  ..., x . ] .  
Essendo quindi  l' integri t i t  di  K re la t iva  a [k, ~ ,  ..., x , ]  un  sotto.[k, wt, ..., x,]. 

modulo  di 

[k, 
~=1 ""' f : g '  

avrk anehe  essa u n a  [k, ~ ,  ..., x ]-base f in i t a  (ved. 98}. 

CAPITOLO IV 

V A R I E T I  

§ 1. Variet• in generale .  

109. Se A ~ base della prospettiva ~ ,  ogni elemento di A attivo in A 
attivo an~he in S e l'oggetto di A pub  essere identificato con quello di S, 
( ideat i f icazione,  t he  sempre  supponiamo eseguita).  

DIMOSTRAZlOI~E. - I. Sia  a 6 A att ivo in A e a .  x -  0 con ruES. Essendo 
A base di ~ ,  esiste a' 6 A tale t h e  a' c[: ~ e x .  a' --  a" 6 A. Allora  a .  a"  - -  0 
e quindi  a " - - 0 ,  il t he  impl ica  a ~ -  0, poieh~ a' c l : ~  garant i sce  ehe a'  

a t t ivo in S {red. 69). 
a 

Da eib segue t h e  ogni e lemento  ~ (a, bE A, b att ivo in A) de l l 'ogge t to  

(A) di A rappresen ta  auehe  un  e lemento  de l l ' ogge t to  (S) di S. Iden t i f i cando  

l' e l emento  a 1' a b di qA) con e lemento  ~ di (S), si def in isce  (A) come sot toanel lo 

di (S). 

II .  Ogni e lemento  ~ di (8) ~ quoziente  . c d coa a, b, ~, d EA; b, d c[- .~,  

a t t ivo  in S. Allora  anehe  b • c ---- b • d • c ~ at t ivo in S, eosieeh~ esiste un  

a . d  c 
e l e m e n t o  y - -  b -'c di (A) C (S) soddis faeente  in (S) al l '  equazione y - h - -  

a . d . ~  a 
e percib ugua le  a x. 

- - b . c . d - - b  
Con ques to  ~ d imos t ra to  ehe il sot toanel lo  (A) di (S) r iempie  tut to  1' og- 

get to (S). 

110. D~FI~IZIO~E. - U n a  varietd ~ un  ins ieme di prospet t ive  (oppure di 
aspetti)  soddi s facente  alle condizioni  seguen t i :  
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