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80. I1 teorema precedente si semplif ica nel case di a n e l l i  p r i m a r i  
earatterizzati  dal ratio, the  in essi tutti  gli elementi inattivi sono infinitesi. 
mali (red. 2). 

Perchd una prospettwa p possa essere estesa con dati elementi ae, y, ... di 
ur~ anello primario contenente s, ~ necessario e sufficiente, che l' ideale p .  A 
generate dall' origine p in A - - I s ,  x. y .... ] sia diverse da A. 

DIMOSTRAT, IOlgE. - I. La eondizione 6 neeessaria  in quanto eontenuta in 
quella  del teorema preeedente.  

II. Per  mostrare la san sufficienza osserviamo anzitutto ehe l ' e temento  
uno e d i s  6 anche elemento uno di  A. ]nfatti,  per z qualunque di A segue 
da e . { z - - e . z ) - - 0  the  z - - e . z - ~ - - 0 ,  giacch6 e - - e  'n, in quanto non infinite- 
simale, 6 a t t i re  in A. 

Dal l ' ipotesi  p .  A : [ : A  dedueiamo come in 79 l 'es is tenza di an ideale 
primo ¢ ~= A contenente p .  A D P. Soddisfacendo ogni elemento i di A inattivo 
in A a d  una  equazione i r a -  0, tale i sar/~ contenuto in ¢. Di n a c r e  sono 
verif ieate le premesse del te0rema 72, il quale mostra ehe esiste una pro- 
spett iva D di base A con ~ f ' A - - c D O  e quindi ~ f ' ~ s D p ,  mentre  
[~ ~ s C P s i  verif iea come alia fine della dimostrazione preeedente.  

§ 4. lntegrit/~ relativa. 

8!. Rieordiamo c h e l a  totalit/~ degli elementi infinitesimali  di un anello 
commutat ive  A 6 un ideale chiamato il radioale di A. 

]~ e h i a r o  ehe f r a i l  radieale Vo di un sottoanello Ao di un anello commu- 
tative A e quello V di A s t e s so  sussiste la relazione 

i*) V f "  Ao --  re .  

Dal fatto evidente ehe il radicale di an  anello primario 6 ideale primo 
• dedaeiamo subito the  ogl~i oggetto primario ~ aspetto presentato da una pro~ 
spettiva la oui origine ~ il radicale dell'oggetto. Infatti,  ogni elemento x di 
un oggetto primario R non appar tenente  al radieale  di R ammette, essendo 
esso a t t i re  in R, an  inverse w-1 E R. Verif icate le premesse del  teorema 68, 
si deduce subito la osservazione suddetta.  

Tenendo eonto della relazione q*) si pub dire ormai ehe ogni oggetto pri. 
marie, in quanto aspetto, ~ estensione di ogni sue sotlo-oggetto. 

Le considerazioni seguenti  ehe mirano ad inqaadrare  la nozione arit- 
metica di ~ integrit~ ~ net prospettivismo, si l imitano at case di anelli primari.  
Giova ricordare, a proposi to ,  ehe nel ease di tali anelli Ao, A si pub sempre 
eoncludere da Ao C A il fatto ~Ao)C (A} per gli oggetti eorrispondenti  !Act, (Ap. 

82. DEFINIZIO~]~. - Un elemento ~ di un 'ogget to  primario R contenente 
l ' anel lo  A 6 detto integro in R sopra A al lora  e soltanto allora che ogni 
aspetto intermedio fra A ed R possa essere esteso con x. 
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La totalit~ I (A ) degli elementi integri in R sopra A $ anello ehe dieiamo 

la integrit~ di R sopra A. 

DI~OSTRAZmNE. - Sia s un aspetto intermedio fra A e R qualsiasi.  

Da x, y E I ( ~ ) s e g u e  tanto l 'es is tenza di una estensione S di s c o n  ~ 
\ - - /  

quanto l 'es is tenza di una estensione S'  di S con y. Essendo S' anehe esten- 
sione di s ,  e valendo x-y E S'; x~.y E S' esiste (red. 76 )una  estensione di s 
con a~ - -  y ed una estensione di s con x, • y. Tenuto conto dell' arbitrariet~t della 

scelta d i s .  ne segue m - y e a ) . y  essere elementi  di I ( ~ ] .  
\A/  

83. Ogni aspetto intermedio ira A ed R pub essere esteso con l'integritd 

I (A ) di R sopra A. ,R supposto primario). 

DIMOSTa~ZIONE. - Supponiamo ehe l ' aspet to  s, intermedio tra A ed R, non 

posse essere esteso con I = I ( A  ). Vale allora l E o .  Is, I] (ved. 80, 1 desi- 

gna t' elemento uno di R e pertanto dis) ,  il ehe corrisponde ad una equazione 

t*) 1 - -  "2 p, • a~ con p, E p, x, E I, 

dato che ogni elamento di [s, I] ~ della forma Z a .  y (con a E s, y E I). 

x l E l ( A  ) segue l 'esistenza di una estensione S~ d i s  con a~l, e d i  Ora da 

nuo o . i  una estensione S~ di $1 (e quindi 

di s} con a~s, ecc. fineh~ si ottiene un aspetto S,,, estensione di S con 
$1, xs , . . . ,  x,, {ved. 77), il che eontraddice all 'equazione (*)esprimente proprio 
l ' impossibilit/t di estendere s con a~, x~,. . . ,  ,x~ (veal. 80). Questa eontraddi- 
zione dimostra il teorema. 

84. L' inlegril(z di R sopra l' integrild di R sopra A ~ l'integrit& di R 
sopra A. (R supposto primario}. 

DIMOSTRAZIO~E. - I. Dal fatto generale evidente I ( ~ / D A  segue 

i -  

I 

II. Siano x elemento qua lunque  di I '  e s aspetto intermedio fra A ed 
R qualsiasi.  

82 - -  S4 
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/R \  
Secondo il teorema preeedente  esiste una  estensione S d i s  con I [ A  ). 

L' ipo tes i  • E I '  garant isce poi l ' es is tenza di un ' e s tens ione  S' di S l e  percib 
di s) eoutenente  x, eosicehi~ esiste anehe (ved. 76) una estensione di s con x. 

Date l 'arbi trar iet~ della seelta d i x e  d i s  so ne deduce 1' C I ( A  ). 
g ~  

Con I e  I I  

d imostra to  il teorema. 

/ ~  

85. Notiamo che l' integri t~ I ( A  / coincide sempre  con 1 ~ integrit/~ di R s o p r a  

l ' ane l lo  [1, A1, perehd~ ogni aspetto in termedio  fra  A ed R b anche in termedio 
tra  [1, A] e R, essendo l ' e l emento  1 di R neeessar iamente  anehe elemento 
d i s .  1~ oppor tune  dunque  l imitarsi  al case ehe i sia eon tenum in A. 

86. Perchd u n  elemento x di u n  oggetto pr imario  R D A D 1 sia integro 
in  R sopra A ~ necessario e suffiviente the x soddisfi  ad un'equazione del 

ripe 

(*) "~'~ "4- al . x n-i + ... + a,, = 0 con ai E A 

DIMOS~RiZIO~E. - I. Supponiamo x integro in R sopra A e a t t i re  in R, 
e r icerohiamo, so sia possibile 

~-~ .  [x -~, A] :4: [z -~, A]. 

Oi sarebbe allora in Ix -2, A] un ideale pr imo ¢:#:[x -~, .4] tale the  
m-t • [a~ -~, A] C ¢, e questo ideale, ehe ovviamente  cont iene tutt i  gli e lementi  
inattivi,  oi0b infini tesimali ,  individuerebbe,  s.econdo 7"~, una  prospet t iva p di 
base [~-~, A] con origine p contenente  x -~. M a p  D x -~ eontraddirebbe (cod. 78) 
l ' ipbtes i  che 0~ sia integro in R sopra A. Vale dunque  

~--i X--~ • [ , A]  -" [a~ -~,  A] 

ed in par t icolare  1 E w-1.  [w-~, A], donde si deduce  un ' equaz ione  del ripe (*). 
Sa 1' e lemento  x supposto integro in R sopra A ~ inatt ivo in R, cio~ infi- 

ni tesimale,  esso soddisfa ad un '  equazione ~c'~= 0 che ~ del ripe suddetto.  

II.  Supponiamo viceversa the  a~ soddisfi ad un ' equaz ione  del tipo i*) e 
sia s u n  qual 'anque aspetto in termedio  fra A ed R. 

Da t*) segue che [s, ~ ] - -  ~ s . ~ t  Scegliamo ~t ( i - - l ,  2, . . . ,  h) fra 
i--0 

a~ o (--1) ,  ~, ..., ~ , -1  di mode t h e  sia 

h h 
(**} Is, ~ , l - - ~ s . ~ ,  e x~cJ-  s . x , .  
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Se non si potesse es tendere s con w, si avrebbe (ved. 80) [s, x] ' - -  p • [s, x] 
e per~.ib, tenuto conto di (**), per  ca. 

I, h Pi 

_ _ P A  E s. contro l ' ipotesi  (**), perehb l - - p 1  

0on eib ~ dimostrato che ~, soddisfacente a (*}, ~ integro in R sopra A. 

87. Supponendo che Ro sia sotto-oggetto dell'oggetto primario R, 
A D Ao siano sottoanelli di Ro, si ottengono le relazioni 

mentre 

/17. 
I ( A ) f ' ~  P~ come conseguenza di R D Ro D A D 1, 

come ~onseguenza di R D A D Ao D 1. 

Infatti ,  dal teorema precedente r isulta the  l ' equazione che caratterizza 
un elemento di Ro (di RI come integro in Ro (in R) sopra A (sopra Ao) lo 
caratterizza altresi come integro in R sopra A. 

88. DEFI~IZIONE. - Un anello A ~ detto integrita in R (integralmente 
ehiuso in R) al[ora e soltanto allora, che R sia un 'ogget to  primario con- 
tenente A tale che 

Dal teorema 84 segue the  l ' iutegri t~ di R sopra un qualsiasi sotto-anello 
di R ~ integritk in R. 

L'integrit~t di un oggetto primario R sopra l 'anello [1] generato dal l 'e le .  
mento 1 sar~ detta semplicemente l 'integrit~ di R e designata con I ( /~  in- 

di I{~--~. Essa i~ sottoanello di ogni integritfi in , .  veee 
\LlJ/ 

§ 5. Es tens ion i  proiet t ive .  

~9. Se un  aspetto s, contenuto in un oggetto primario R, non pub essere 
esteso con l'elemento ~ di R, l'inverso x/1 di ~ ~ integro sopra s e si ha 
x -1 E ~ per ogni ~tensione S di s ehe contiene x -~. 

D ~ O S T B ~ [ O ~ .  - Dall' ipotesi segue (red. 80j 1 C P • [s, m] equivalente ad 
un'  equazione del tipo 

1 - -  Po -{- Pl  • ~ + ... ~ p,, • x" (con p ,  E p~. 
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