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Da l~of"A = I~ f'~A st'~ue S.)C S e percib ~ved. 65} 1~ f'~ So C I~o, perch6 l ' a l t r a  
possibilit/~ ammessa  in 65, cieb So C ll), darebbe A ~- So ~ A C ~ f'~ A :i= A. 
Conf ron tando  questo r isul ta to  c,)n !~o = [11) ~ J ] .  So C ~ f ' '  So si o t tengono 
le relazioni  ~ r~ So = ~0,  S D  So qua l i f i can t i  S come es~ensione di So. I~o b 
l ' u n i e a  prospet t iva  di base .1 ehe ammet t a  ~ come estensione,  poichfi la 
eondizione lib f'~ So --  ~o ,  S ~  So D A de te rmina  1' ideale ~5o f'~ A = ~ f'~ So f'~ A ---- 
- -  ~5 ~ A ind iv iduan te  ~o in A. 

74. Og~i anello A intermedio fra un  aspetto s e una  estensione S d i s  
base di una  sola prospettiva ~o inlermedia fra p e ~ nel sense, ehe ~o sia 
estensione di p, mentre ~ sia estensione di ~o. ~o ~ indiv iduata  dall ' idea. 
le ~ f ' ~  A. 

DIMOSTRAZlONE. - Da A D s e ~ f~ 8 --  p =~=s segue A ct= ~ ,  eosieeh6 
esiste (ved. 73) ~o di base A, un ica  in quanto  estensibi le  a ~ .  Allora  
~o ~ A = ~ f'~ A induce  [~o f'~ s - -  ~ f'~ 8 :-: p, cio~ ehe ,~o ~ es tens ione  di p. 

75. Se Ao C A sono sotloanelli di un  aspetto S tali the ogni elemento di A 
a 

8ia quozienle b con a, b E Ao, b c t- ~ ,  menlre A ~ base di ~ ,  allora l'at~ello 

Ao ~ anche esso base di ~ .  

a 
DI~OS~BAZIO~E. - Ogni x E S  ~ quoziente  x : ~  con a, b E A ,  b=t:US.  

ao'. be' 
Siano a ----- ..... ao '  b =~-o con ao , ao'. be. be' E Ao, ao, be ci~_ ~ .  Atlora  ao.bo' = ao.b.bo 

ao' • bo 
non appar t i ene  all '  origine ~ ,  essendo ques ta  ideale primo. Dunque  x = a~-~-b~) 

con ao'- be, ao • be' E Ao, ao.  be' c] :  ~ ,  e. d. d. 

§ 3. E s t e n s i o n e  di u n a  p r o s p e t t i v a  con dat i  e l e m e n t i .  

76. Estendere una  prospet t iva  p (un aspet to 8) con dati elementi x, y, ... 
di un anello A eontenente  s, s igni f ica :  es tendere  P trisp. 8 ) i n  mode tale, 
che i[ sot toanello Is, .r, y, ...] di A genera te  da 8, :c, y, ... sia base de l l ' e s tens ione .  

Pe r  pe ter  a [ [e rmare  ehe una  prospet t iva  p pub essere estesa con dati  
e lement i  ~c, y, ,.. basra cons ta ta re  l ' e s i s tenza  di una es tens ione S di s conte- 
nente gli elemen~i x, y, . . . .  In fa t t i  tale S eonterr~ 1' anel lo A - "  [s, x, y, ...], 
che individua~ secoado 74, una  es tens ione di s con x, y . . . . .  

77. Se la prospettiva ~" ~ estensione della prospeltiva ~ con ! ' insieme E'. 
menlre ~ ~ eslensione di una  prospetliva p con l ' insieme E, allora ~ '  d 

estensione di p con E ~J E'. 
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DIMOSTRAZIONE. - L' anello IS, E'], base di 9 ' ,  ~ la totalit~ delle somme 

(*) a + E e ' . b  con a, bES ,  e'E[E']. 

Poich~ 9 estende p con E, ogni elemento di S ~ quoziente ~ - con a~, y appar- 
Y 

tenenti  a Is, El, y r ' i : 9 .  51e risulta per  (*) un 'espressione come quoziente il 
cui numera tore  i~ elemento di [s, E, E'], mantra  il denominatore  giace in 
[s, E] sellza appar tenere  a 9 oppure a 9 ' ,  valendo 9 ' f ' ~ S  --  9 .  Sieeome 
ogni elemento z di S'  ~ quoziente di espressioni del ripe (*)con denominatori  

non appartenenti  a 9 ' ,  r isulta ormai per z una espressione - con x,, y E [s, E, E'], 
Y 

y c ] : 9 ' ,  c . d . d .  

78. Non d mai  possibile estendere una prospettiva p con l'inverso w -~ di 
un elemento delP origine p di p. 

Infatti ,  se fosse S u n a  estensione di s con w-l, si avrebbe, designando 
con 1 t ' e lemento  uno eomune (red. 70} a s e S, 

1 --  x .  x - 1 C  p -  S C  9 ,  

il che ~ impossibile. 

79. Perchd una prospetliva p possa essere estesa con dati elementi x, y, ... 
necessario e sufficiente, vhe l' elemento uno di s sia pure elemento u~o di 

A - - I s ,  x, y, ...] e abe l' ide(lle p . A q - A ' . A  generate in  A dalP origine p e 
dall ' insieme A' degli elementi di A inattivi  in  A s i a  diverse da A. 

]~IMOSTRhZIONE. - I. Se 9 estende p con a¢, y, ..., l 'elemen~o uno di 
S D A coincide [red. 70) con quello d i s .  Gl ' insiemi p e A" generano dunque 
in A l ' ideale  p . A - ~ A ' . A ,  il quale a eausa di p - - 9  ~ s ,  A ' C 9  (red. 69) 
6 eontenuto in 9 e pertanto ~ diverse da A. 

II.  Supponiamo, viceversa, she l ' e lemento  uno di s sia l ' e lemento 1 di 
A e sia anche p .  A ~ A'-  A :4=A. 

Un teorema generale di K~ULL (fondato sul postulate di selezione ed 
immediate,  se si sostituisee a quel postulate il lamina di ZoRI~) insegna, t he  
ogni ideale diverse dal l 'anel lo  totale 6 contenuto in un ideale primo altresi 
diverse dal l 'anet lo  totale. Esiste dunque in A u n  ideale primo C=~=A eonte- 
nente  p .  A ~ A' .  A D A'. Soddisfacendo C a l l e  premesse del teorema 72, si 
ottiene una prospettiva 9 di base A individuata da 9 r " ~ A -  C cosieeh4 
9 f~ s - -  C f "  s D P mentre  si ha 9 f'~ s C P in eonseguenza di s C S (ved. 65), 
poieh4 s C 9 si eselude, essendo 1 E s anehe elemento uno di A C S. Abbiamo 
quindi 9 f " s - - - -p ,  S D s ,  e cib mostra che la prospettiva 9 di base A -  Is, 
x, y, ...] ~ estensione d i p .  
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80. I1 teorema precedente si semplif ica nel case di a n e l l i  p r i m a r i  
earatterizzati  dal ratio, the  in essi tutti  gli elementi inattivi sono infinitesi. 
mali (red. 2). 

Perchd una prospettwa p possa essere estesa con dati elementi ae, y, ... di 
ur~ anello primario contenente s, ~ necessario e sufficiente, che l' ideale p .  A 
generate dall' origine p in A - - I s ,  x. y .... ] sia diverse da A. 

DIMOSTRAT, IOlgE. - I. La eondizione 6 neeessaria  in quanto eontenuta in 
quella  del teorema preeedente.  

II. Per  mostrare la san sufficienza osserviamo anzitutto ehe l ' e temento  
uno e d i s  6 anche elemento uno di  A. ]nfatti,  per z qualunque di A segue 
da e . { z - - e . z ) - - 0  the  z - - e . z - ~ - - 0 ,  giacch6 e - - e  'n, in quanto non infinite- 
simale, 6 a t t i re  in A. 

Dal l ' ipotesi  p .  A : [ : A  dedueiamo come in 79 l 'es is tenza di an ideale 
primo ¢ ~= A contenente p .  A D P. Soddisfacendo ogni elemento i di A inattivo 
in A a d  una  equazione i r a -  0, tale i sar/~ contenuto in ¢. Di n a c r e  sono 
verif ieate le premesse del te0rema 72, il quale mostra ehe esiste una pro- 
spett iva D di base A con ~ f ' A - - c D O  e quindi ~ f ' ~ s D p ,  mentre  
[~ ~ s C P s i  verif iea come alia fine della dimostrazione preeedente.  

§ 4. lntegrit/~ relativa. 

8!. Rieordiamo c h e l a  totalit/~ degli elementi infinitesimali  di un anello 
commutat ive  A 6 un ideale chiamato il radioale di A. 

]~ e h i a r o  ehe fra il radieale Vo di un sottoanello Ao di un anello commu- 
tative A e quello V di A s t e s so  sussiste la relazione 

i*) V f "  Ao --  re .  

Dal fatto evidente ehe il radicale di an  anello primario 6 ideale primo 
• dedaeiamo subito the  ogl~i oggetto primario ~ aspetto presentato da una pro~ 
spettiva la oui origine ~ il radicale dell'oggetto. Infatti,  ogni elemento x di 
un oggetto primario R non appar tenente  al radieale  di R ammette, essendo 
esso a t t i re  in R, an  inverse w-1 E R. Verif icate le premesse del  teorema 68, 
si deduce subito la osservazione suddetta.  

Tenendo eonto della relazione q*) si pub dire ormai ehe ogni oggetto pri. 
marie, in quanto aspetto, ~ estensione di ogni sue sotlo-oggetto. 

Le considerazioni seguenti  ehe mirano ad inqaadrare  la nozione arit- 
metica di ~ integrit~ ~ net prospettivismo, si l imitano at case di anelli primari.  
Giova ricordare, a proposi to ,  ehe nel ease di tali anelli Ao, A si pub sempre 
eoncludere da Ao C A il fatto ~Ao)C (A} per gli oggetti eorrispondenti  !Act, (Ap. 

82. DEFINIZIO~]~. - Un elemento ~ di un 'ogget to  primario R contenente 
l ' anel lo  A 6 detto integro in R sopra A al lora  e soltanto allora che ogni 
aspetto intermedio fra A ed R possa essere esteso con x. 
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