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§ 2. Aspetti commutativi.

Se non & detto altro. limiteremo le considerazioni ulteriori al caso di
agpetti commutativi.

68. Perché un anello commuiativo A sic aspetto, & necessario e sufficiente,
che esso ammelta una percezione A/0 tale. che da €A, xc|=0 segua sempre
Uesistenza di x~* € A: L’ ideale 0 é allora U origine della prospettiva presen-
tante I'aspetto A.

DIMOSTRAZIONE. — I. Siano S aspetto commutativo e € S, x c[z[P. L’ ideale
x-S generato da x in S coincide allora con S, poiché esso non & contenuto
in D. Esiste dunque y € S soddisfacente a x-y =1€S8.

II. Supponiamo, viceversa, che ogni ¥€A==0 non appartenente a 0
ammetta x—*€ 4. Siccome allora tale x genera sempre l'ideale -4 = 4,
si conclude che ogni ideale diverso da 4 & contenuto in 0. Mentre ¢id signi-
fica che 4 — A/0 & percezione centrale, "ipotesi 0= 4 implica 1'esistenza
dell’elemento 1 = 2.2~ in 4.

§9. Ogni elemento x di un aspetlo commuiativo S, attivo nel soggetio
S/, cioé xclZP é attivo anche in S.

Difatti, Uipotesi che @ sia attivo in S/, significa @ c|-[d, poiché nel
caso commutativo S/[P & corpo (ved. 64). Il teorema precedente mostra
allora che 2+y =0 con y€S induce y =" -2x-y=0, c. d. d

70. Se I’aspetto commutativo S contiene I’ aspetto s, I'elemento uno E di
S coincide con; quello e di s, purché non sia s CP" per m qualunque. Vale
in particolare E—=e nel caso di S estensione di s.

Invero, le relazioni E-e==¢, ¢-e=¢ inducono (E—ej.-e=0 e quindi
(ved. 69) E—e =0 qualora non sia eC[p, ciod s CID™ con m qualunque.
Nel caso di S estensione di s la possibilith eC P si esclude a causa di
eclzp=MP"s

71. DEFINIZIONE. - Un anello commutativo 4 ¢ detto base dell’aspetio
8§ oppure base della prospettiva [ allora e soltanto allora che

1) 4 sia sottoanello di S,
2) Ogni elemento di S sia quoziente ba con @, b€A4, becZP.

L’ ideale intersezione P A sard chiamato UVideale individuante S
o P in 4.

Questo insieme [P A4 & base dell’ideale [, il che esprimiamo
scrivendo

A4S =P
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Notiamo a proposito il fafto generale

[CN4]-8§=C

valido per ogni ideale € in S. Invero, ogni € C & quoziente ¥ con a, b€ A4,

b
bcl- B, cioé b2 €S, mentre a =b-xC TN 4.

72. Perché un ideale C di un anello commulativo A individui una pro-
spettiva di base A é necessario e sufficiente, che esso sia primo F=A e con-
tenga tutti gli elementi di A inalltivi in A. Per la prospettiva P individualc
da C valgono le relazioni

PN 4 =c¢, D=c-.8

DiMoSTRAZIONE. - 1. 1. intersezione P A4 dell’origine P di una pro-
spettiva P di base 4 con 4 & ideale primo (ved. 64) in 4 C S, diverso da 4
perché (ved. 711) 4- S=[SMN 4] S=S+=P =[P 4].S. Gli elementi di 4
inattivi in 4 sono inattivi in § e pertanto {ved. 69) elementi di [) o anche
di P 4. LVideale ™ 4 soddisfa dunque alle condizioni chiamate neces-
sarie nel teorema suddetto.

II. Sia, viceversa, C3=4 un ideale primo di 4 contenente tutéi gli ele-
menti inattivi in 4. Hsiste allora I’ oggetto (4) di 4, il quale comprende

1’insieme S di tutti i quozienti @ con a, b€ A, bc-c. Essendo € primo, questo
q b { P q

S risulta anello e la totalita [ dei quozienti g con'b€ 4, c€C, be|=C & ideale

in S diverso da S, poiché CF=4 e gcﬂ) (@, b€ 4, bcl=¢) induce g.—_%, con

c€C, V€4, ¥cl-cequindib'-aCccioé a €. Oltre la conseguenza P=c- S
ne ricavamo, che da g c= segue %G S. Soddisfatte le premesse del teo-

rema 68, si conclude ormai che [ & I’origine di una prospettiva [) presen-
;=a€4 (bEA,
bclz¢, c€¢) si trae a-bCc, ciod aCc, vale P 4 =¢, il che mostra che
Ianello 4 & base della prospettiva P, mentre ¢ & 1’ideale individuante P.

tante 1’ aspetto S. Abbiamo gid notato ) = ¢+ S. Siccome da

73. Ogni svttoanello A clZTd di un aspetto S é base di una prospettiva I,
individuata da Po A4 =P N4, la quale ¢ la sola prospettiva di base A di
cui P sia estensione.

DIMOSTRAZIONE. — P/ A=A & ideale primo in A CS. Essendo ogni
elemento inattivo in A pure inattivo in S e pertanto (ved. 69) contenuto in
P4, questo ideale individua (ved. 72) una prospettiva [P, di base A.
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Da P4 =D"4 segue §,C S e percio (ved. 65) P S C o, perché I’ altra
possibilith ammessa in 63, cioe S, C P, darebbe A =S NACPNJAF A
Confrontando questo risultato con Po=[PD A4]- S CPB M S, si ottengono
le relagioni P S, =MD:, SO S, qualificanti § come estensione di S,. o &
I’unica prospettiva di base 4 che ammetta [) come estensione, poiché la
condizione P NS = Po. SO S, D A determina 'ideale P, NA=PNE N A=
=P "™ A individuante [, in .

4. Ogni anello A intermedio fra un aspeito s e una eslensione S di s ¢
base di una sola prospettiva [, infermedia fra p e P nel senso, che P, sia
estensione di D, mentre P sia estensione di Po. Do € individuata dall idea-
le P A

DIMOSTRAZIONE. - Da 408 ¢ P s=Pp=s segue Ac-P, cosicché
esiste (ved. 73) P, di base A4, unica in quanto estensibile a P. Allera
PN Ad=MD" A induce Po "N s =P s =D, cioé che P, & estensione di p.

75, Se A, C A sono sottoanelli di un aspelto S tali che ogni elemento di A
a
; b
A, ¢ anche esso base di P.

sia quoziente ; com a, b€ A,, b |~ D, mentre A ¢é base di B, allora I’ anello

DIMOSTRAZIONE. - Ogni x€S & quoziente ng con a, b€ A4, bcZPh.

14 F

Siano a = %‘3—; b =i—° CON o, Gy . by. by € Ay, @0, by Ci= . Allora @o+by’ = Ao+ bb,
0 G

. - . . a,
non appartiene all’origine [P, essendo questa ideale primo. Dunque ® = Y
o * Yo

con a, - by, @by €A, ag+b =P, c. d. d.

§ 3. Estensione di una prospettiva con dati elementi.

©6. Estendere una prospettiva p (un aspetio 8) con dali elementi x, y, ...
di un anello 4 contenente s, significa: estendere P (risp. s) in modo tale,
che il sottoanello [s, ., g, ...| di A generato da s, @, ¥, ... sia base dell’ estensione.

Per poter affermare che una prospettiva P pud essere estesa con dati
elementi «, ¥, ... basta constatare I’esistenza di una estensione S di s conte-
nente gli elementi #, 9, ... Infatti tale S conterra 1’anello A ={s, @, ¥, ...,
che individua. secondo 74, una estensione di s con », ¥, ....

77. Se la prospettiva P ¢ estensione della prospettiva P con Uinsieme E.
menire P ¢ estensione di una prospeltiva p con Uinsieme K, allora P’ ¢
estensione di p con E\w E'.

8 — T



