
§ 2 .  Aspet t i  c o m m u t a t i v i .  

Se non ~ detto altro. ]imiteremo le 
aspetti commutativi.  

considerazioni ulteriori al easo di 

68. Perchd un anello commutalivo A sia aspetto, d necessario e sufficiente, 
ehe esso ammetta una pereezione A/O tale, ehe da vc E A, x cl: 0 segua sempre 
l' esistenza di x~ -~ E A: L' ideale 0 ~ allora l' origine della prospettiva presen- 
tante l' aspetto A. 

DIMOS~rtAZIO~E. - I. Siano S aspe~to eommatativo e x E S. ~ c]:: ~ .  L' ideale 
x .  S generato da x in S coincide allora con S, poich6 esso non ~ contenuto 
in 15. Esiste dunque y E S soddisfacente a x .  y = 1 E S. 

II. Supponiamo, viceversa, che ogni xE A:4:O non appartenente a 0 
ammetta  ~c-~E A. Siccome allora tale ~ genera sempre l ' ideale  a ~ - A - - A ,  
si conclude che ogni ideale diverso da A ~ contenuto in O. Mentre cib signi- 
flea che A ~ A/O ~ pereezione centrale, l ' ipotesi  O:#:A implica l~esistenza 

delF elemento 1 = x, • x -~ in A. 

69. Ogni elemento x di un aspetto commutativo S, attivo nel soggetto 

S/~), cio~ x el: ~ ~ atlivo anche in S. 
Dil'atti, l ' ipotesi  che x sia attivo in S / ~ ,  significa ~c cl:_~), poich~ nel 

caso commutativo S/ll~ ~ corpo (red. 64}. I1 teorema preeedente mostra 
allora che x . y = 0  con y E S  induce y = x  - z - x . y = 0 ,  c . d . d .  

70. Se l'aspetto commutativo S contiene l'aspetlo 8, l'elemento uno E di 
S coincide ¢on;~(tttello e di s, purehd non sia s C ~)~' per m qualunque. Vale 
in particolare E ~ e nel caso di S estensione di s. 

Invero, le relazioni E . e ' - e ,  e - e - - e  inducono ( E - - e l . e = 0  e quindi 
(red. 69~ E - - e - - 0  qualora non sia e C ~ ,  ciob s C ~ "  con m qualunque.  
5Tel easo di S estensione di s la possibilith e C ~  si eselude a eausa di 

71. DEFI~IZIO~E.- Un anello commutativo A ~ detto base dell'aspetto 
S oppure base della prospettiva lO allora e soltanto allora che 

1) A sia sottoanello di S, 

2) Ogni elemento di S s i a  quoziente b con a, b E A ,  be t :  ~ .  

L ' idea le  intersezione ~) f'~ A sar~t chiamato l'ideale individuante S 

to ~)) in  A. 
Questo insieme ~ f'~A ~ base del l ' ideale  10, il che esprimiamo 

serivendo 
r ,  A ] .  S = 
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Notiamo a proposito il fatto generale 

l e n A ]  • S =  ¢ 

a 
valido per ogni ideale E in S. Invero, ogni ~E ~ 6 quoziente ~ con a, bE A, 

b ~1- ~), cio~ b -~ E S, men,re  a - -  b .  x C (g f'~ A. 

72. Perehd un ideale C di un anello commutative A individui una pro. 
spettiva di base A ~ necessario e sufficiente, che esso sia primo :~= A e oon. 
tenga tutti gli elementi di A inattivi in A. Per la prospettiva ~ individuata 
da C valgono le relazioni 

~ f ' , A  = C, ~ = C . S .  

DIMOSTRAZIONE.- I. L ' in tersez ione  ~ f'~ A del l 'or igine ~ di una pro- 
spett iva ~ di base A con A 6 ideale primo (red. 64) in A C S, diverse da A 
perehO (red. 71) A .  S = [S r~ A].  S = S =~= ~ = [~ r~ A].  S. Gli elementi di A 
inattivi in A sono inattivi in S e pertanto feed. 69) elementi  di ~ o anche 
di ~ f "  A. L ' idea le  ~ f'~ A soddisfa dunque alle condizioni chiamate neces. 
sarie nel teorema suddetto. 

II. Sin, viceversa, ¢=~=A un ideale primo di A contenente tutti gli ele. 
menti inattivi in A. Esiste aliora 1' oggetto tA) di A, il quale eomprende 

a 
l ' ins ieme S di tutti i quozienti b con a, b E A, b el= C. Essendo ¢ primo, questo 

c 
S r isulta anello e la total i t~ ~ dei quozienti b con b E A, c E ¢, b c I- ¢ 6 ideale 

in S diverse da S, poieh6 ¢==~=A e ~ C ~  (a, bEA, b : l = ¢  ) induce ~ --~; con 

E ¢, b' E A, b' :I_- ¢ e quindi b' • a C C tie6 a E ¢. Oltre la conseguenza ~ ----- ¢ • S 
a b 

ne ricavamo, che da ~ :1 z ~  segue - E S .  Soddisfatte le premesse del teo- a 

rema 68, si conclude ormai the  ~ 6 l 'or igine di una prospett iva ~ presen. 

tante l 'aspet to  S. Abbiamo gik notate ~--~ ¢ .  S. Siocome d a ~  b = a E A  (bEA, 

bcl_-C, eEc)  si trae a . b C c ,  cio~ a c e ,  vale ~ f " , A - - c ,  il ehe mostra the  
l 'anel lo A 6 base della prospett iva ~ ,  mentre C ~ l ' ideale  individuante ~ .  

73. Ogni sottoanello A el:  ~ di un aspetto S ~ base di una prospettiva Do 
individuata da Do c'~ A -  ~ c'~ A, la quale d la sola prospettiva di base A di 
eui ~ sia estensiOne. 

DI~OSeRAZIO~rE. - D ~ A :4= A 6 ideale 
elemento inattivo in A pure  inattivo in S e 

f'~ A, questo ideale individua (red. 72) 

primo in A c S. Essendo ogni 
pertanto (red. 69~ contenuto in 

una prospett iva Do di base A. 
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Da l~of"A = I~ f'~A st'~ue S.)C S e percib ~ved. 65} 1~ f'~ So C I~o, perch6 l ' a l t r a  
possibilit/~ ammessa  in 65, cieb So C ll), darebbe A ~- So ~ A C ~ f'~ A :i= A. 
Conf ron tando  questo r isul ta to  c,)n !~o = [11) ~ J ] .  So C ~ f ' '  So si o t tengono 
le relazioni  ~ r~ So = ~0,  S D  So qua l i f i can t i  S come es~ensione di So. I~o b 
l ' u n i e a  prospet t iva  di base .1 ehe ammet t a  ~ come estensione,  poichfi la 
eondizione lib f'~ So --  ~o ,  S ~  So D A de te rmina  1' ideale ~5o f'~ A = ~ f'~ So f'~ A ---- 
- -  ~5 ~ A ind iv iduan te  ~o in A. 

74. Og~i anello A intermedio fra un  aspetto s e una  estensione S d i s  
base di una  sola prospettiva ~o inlermedia fra p e ~ nel sense, ehe ~o sia 
estensione di p, mentre ~ sia estensione di ~o. ~o ~ indiv iduata  dall ' idea. 
le ~ f ' ~  A. 

DIMOSTRAZlONE. - Da A D s e ~ f~ 8 --  p =~=s segue A ct= ~ ,  eosieeh6 
esiste (ved. 73) ~o di base A, un ica  in quanto  estensibi le  a ~ .  Allora  
~o ~ A = ~ f'~ A induce  [~o f'~ s - -  ~ f'~ 8 :-: p, cio~ ehe ,~o ~ es tens ione  di p. 

75. Se Ao C A sono sotloanelli di un  aspetto S tali the ogni elemento di A 
a 

8ia quozienle b con a, b E Ao, b c t- ~ ,  menlre A ~ base di ~ ,  allora l'at~ello 

Ao ~ anche esso base di ~ .  

a 
DI~OS~BAZIO~E. - Ogni x E S  ~ quoziente  x : ~  con a, b E A ,  b=t:US.  

ao'. be' 
Siano a ----- ..... ao '  b =~-o con ao , ao'. be. be' E Ao, ao, be ci~_ ~ .  Atlora  ao.bo' = ao.b.bo 

ao' • bo 
non appar t i ene  all '  origine ~ ,  essendo ques ta  ideale primo. Dunque  x = a~-~-b~) 

con ao'- be, ao • be' E Ao, ao.  be' c] :  ~ ,  e. d. d. 

§ 3. E s t e n s i o n e  di u n a  p r o s p e t t i v a  con dat i  e l e m e n t i .  

76. Estendere una  prospet t iva  p (un aspet to 8) con dati elementi x, y, ... 
di un anello A eontenente  s, s igni f ica :  es tendere  P trisp. 8 ) i n  mode tale, 
che i[ sot toanello Is, .r, y, ...] di A genera te  da 8, :c, y, ... sia base de l l ' e s tens ione .  

Pe r  pe ter  a [ [e rmare  ehe una  prospet t iva  p pub essere estesa con dati  
e lement i  ~c, y, ,.. basra cons ta ta re  l ' e s i s tenza  di una es tens ione S di s conte- 
nente gli elemen~i x, y, . . . .  In fa t t i  tale S eonterr~ 1' anel lo A - "  [s, x, y, ...], 
che individua~ secoado 74, una  es tens ione d i s  con x, y . . . . .  

77. Se la prospettiva ~" ~ estensione della prospeltiva ~ con ! ' insieme E'. 
menlre ~ ~ eslensione di una  prospetliva p con l ' insieme E, allora ~ '  d 

estensione di p con E ~J E'. 
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