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§ 6. N o r m a  e t r a c c i a .  

59. DEFI~IZTONE. - Se A ~ s o p r a - a n e l l o  di a n  corpo k e poss iede  qua le  

k - m o d u l o  una  base  f in i ta  A - -  ~ k - z ~ ,  per  ogni  e lemento  a~ di A si defini-  

scone  la  n o r m a  e la  traccia r e l a t i ve  con le f o r m u l e  
n 

N,  Ix "-  I a~j I , T A ~ -  :E a~ 

pa r t endo  dal le  espress ioni  

~c . z~ ---- E a~ i • z] (a~ t ~ k) 

dei p rodot t i  w.  z~ med ian t e  una  k-base m i n i m a  (eio~ ta le  ehe  n sia minimo).  
Sono ev ident i  tanto  la i n d i p e n d e n z a  di ques t a  de f in iz ione  da l la  see l ta  

de l la  base  m i n i m a  d i  A qua n t o  il  suss i s te re  de l le  re laz ion i  

IVA(x . y) -- N~x. iV~y, TA(m + y) = TAX ~- TAy 

per  e l emen t i  q u a l u n q u e  ~, y di A. 

60. Se l 'e lemento  z di  A genera u n  sottocorpo ~k, ,x) di  A definite da  

~ "  - -  c~ • x "'-~ + ... + ( - -  1 ) " c , ,  = O, Ic, E k) 

si ha, des ignando con h i l  range  di  A quale  (k, w)-modulo, 

N,4x - -  c h T,4~ ---- h • c~. 

h 
DIMOSTRAZIO~E. - S ia  A -  E (k, x ) .  z~ eosieeh~ gli e l emen t i  z~. x)  c o n  

i - -  1, 2, ..., h, j - -  0, 1, 2, ..., m - -  1 eos t i tu i scono  u n a  k -base  i n d i p e n d e n t e  
di A. Mol t ip l ieando ques t i  e l emen t i  pe r  x si o t tengono  le equaz ion i  

~ . z ~  - - 0 .  z , - ] - 1 ,  z , .  x + 0 .  z , .  x '  + . . .  + 0 . z , . ~  m - '  

x . z i  • x : O. z~ + O . z ~ .  x + 1 • z , .  ~ -~ ... + O. z ~ . ~ c " - '  

x -  z , .  x, m - '  - -  ( - -  1) . . . .  lore- z, + . . . . . . . . .  + c, z , .  x ' ~ - '  

da l le  quai l  seguono  subi to  te f o r m u l e  suddet te .  

61. S e i l  corpo K o ~ intermedio f ra  k ed i l  corpo K algebrico e O-dimen~ 
sionale sopra k, per  ogni elemento ~c di  K valgono le relazioni  

k So k ~ Ko 
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DI~tOS~RAZlONE. - I. Le  fo rmule  

( /':), 
N K ~  "- ~,n, p --- grado (k--~) 

/ 
N(h'~, ~)x - -  c~.  {q - -  grade  

k (k, x) / 

r i su l t an t i  dal l '  appl ieaz ione  del teorema preeedente  ai easi A --  K e A = (Ko, ~c} 
dimno 

N g x  - -  [N~Ko, x)x)'" e s imi |men te  TKX --" r . T(Ko, ~)x~ 

K 
con r - - - g r a d e  (Ko, a¢)" 

I I .  Sia  x"  - -  O, - x "-~ J r  ... -{- (--  i ) ' C ,  = 0, (C~ E Ko) i r r iduoibi le  sopra 
K(,, cosieeh~ (red. 60~ 

N(K., ~)x --- O , ,  T(Ko, ~)X - -  O,.  
Ko go 

Mediante  una  k-base  ind ipenden te  % ,  v . , , . . . ,  vh di Ko si formi la k-base  
v , : . x  .~ ( i ~ - i  2 , . . . ,  h, j ' - l ,  2 , . . . .  n - -  t) di (K,,, x). Ponendo 

si t rova 

i J 

f16 - V i • ~ - - t  - -  ~ a ~ -  v j .  x "-~ % t - -  1} "-~ ~ b;~. v~ % ... 
J J 

= l - v / . x  

, , ° • • . . . . . . . . . . .  • ° ° • . . . . . . . . . . . .  ° 

" V i ' X  " - z - -  1 . 'O~.~"--t 

donde si o t t iene  

(*) N(~:o, ~)~ = [ b~ [ = NKoiC,} - -  NKo(N(Ko, ,)X} 
k ~ k ~o 

~: tc Ko 

Valendosi  delle fo rmule  o t t enu te  in I e di  quel le  c h e s e  ne deducono 
dal la  sost i tuzione di K 0 a k, si r iconosce,  t h e  bas ta  e levare  al la r - e s i m a  

p o t e n z a  i membr i  de lFequaz ione  (*) per  dimosSrare la pr ima delle relazioni 
asserite.  In  mode analogo si eons ta ta  la seeouda di quel le  relazioni.  

62. Se K ~ algebrieo, O - d i m e n s i o n a l e  e separabi le  sopra  k e se K *  desi.  
g n a  i l  corpo ga lo i s i ano  d e t e r m i n a t e  d a  K sopra  k (secondo i l  teorema 47), i l  
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K* K K* 
gruppo --~ ha l ' ind ice  n = grade ~ sotto -k- e, ponendo 

K* 2 K* 
k ~=1 K 

n 

sussis~ono per  ogni  x E K le relazioni  N a x  = II x:~ , TKa~ = E ~ .  

D~MOSTRiZIOm~.- Dal teorema 22 segue ehe K* ~ ~eparabile sopra k. 
K* K* K* K* 

Dunque fred. 52t ordine -k - - -  grade -~- ,  ordine -~- --  grade ~ , il ehe me. 

K 
stra n - -  grade ~ . 

Sia f(x) = 0 con f ( X )  - -  X "~ - -  c~ . X ~ - ~  + ... + ( - -  1)~'cm irriducibile in 
k[X]. Allora ~ved. 60) 

t * )  h T ~ - - h  o~ con h = g r a d o  K K/ ~ '  - - -  C m  ~ " 

Siccome gli elementi ~ , ,  x~,, ..., ~ ,  subiscono, ne l l ' appl icare  un auto- 

morfismo • E k ° , sempliccmente  una permutazione, i coefficienti  del polinomio 

K* 
g ( X ) - - ~ I ( X -  ~ )  sono invarianti  rispetto al gruppo ~ e pertanto (red. 53t 

elementi di k. Essendo f ( X )  irr iducibile in k[X] e f(~.~) - -  0 per i ~ 1, 2, ..., n, 
questo f i X }  ~ il solo divisore irr iducibile di g(X)  in k[X], eio6 g ( X ) - - f ( X )  ~ 

K 
con h - -  n : m --  grade ~k, ~)" 

Dal confronto dell '  espressione g{X) - -  X "  - -  (~ x~O. X " - i  + ... + ( - -  1 ) ' I I ~  
i 

con gtX}  - -  f i X )  h = X "  - -  h • cl . X "-1 + ... + ( - -  1}'c~ si ottengono, tenure 
conto di {*}, subito le relazioni asserite nel teorema. 

CAPITOLO II I  

P R O S P E T T I V E  DI UN OGGETTO 

§ 1. Le  n o z i o n i  f o n d a m e n t a l i .  

63. Osservando ehe un corpo nella sua totalit'~ non ammette ohe due 
tipi di omomorfismi, gli isomorfismi e le riduzioni di tutti i suoi elementi a 
zero, si ~ condotti a r iprodurre  matematicamente  la situazione generale, che 
nella realtk gli ogge~ti si osservano prospett ivamente,  cio~ per  mezzo degli 
aspetti ehe essi presentano nelle diverse lore prospettive. Si arriva eosi a un 
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