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49. / /  numero degli aulomorfismi relativi di un corpo K algebrico e 
1£o 

O-dimensionale sopra k non supera il grado --~ det massimo corpo int~rmedio 

K~ separabile sopra k. Esso uguagli~, questo grado nel vaso di K gatoisiano 
sopra k e soltanto allora. 

DI~aOS~RAZIONE. - S i a  Ko - -  (k, ~c) definito sopra k da f(x) - -  ~" + ... - -  0. 

I. Secondo 46 ogni automorfismo ~ di K sopra k ~ individuato dal suo 
effetto su Ko che a sua volta ~ determinato da ~c ~'. 0ra. f [ x ) - - 0  comporta 
f ( ~ j  : 0 e percib l' esistenza di un divisore X -  x ~ di ]'{X) in K[X]. Quindi, 
il numero degli automorfismi relativi di K non pub essere maggiore del 
grado n di f(X}. 

[I. Se ci sono precisamente n automorfismi ~1, a2, ..., ~,, di K sopra k, 
,si conoseono n divisori diversi X - - x : ~  di fiX~ cosicchfi 

f(X~ -- ~ ( X - -  x~,). 

Sia (K, K ~) la composizione di K con s~ stesso sopra k. Da f(x,~) - -  0 segue 
II {x ~ - -  x:~l = 0 nel corpo ih,  K ~} e quindi  ~: - -  ~ ,  cio~ z - -  ~ ,  K • - -  K ~  
- - K ,  e cib mostra  the  K 6 galoisiano sopra k. 

III .  Supponendo, viceversa, K galoisiano sopra k, da f ( ~ ) ~  0 in K segue 
~ved. 48) la  r iducibil i tk completa f ( X ) - - I I ( X - - x 3  in K[X], da fx($)=t=0 

i 

{red. 23) segue poi f~(x~):4:0 e quindi ~ :4: x~ per i::~ i. Gli isomorfismi a~ 
di Ko sopra k definiti  da 

(Z a , .  • ~'~)~, = ~, a m  • x~" (a,,, ~ k) 

sono dunque distinti. 0ra,  essendo (red. 22) il corpo {Ko, Ko~0 C K separabile 
sopra k come / ~  e h~=i, si ha {Ko, K o : 0 - - h % .  Quegli isomorfismi af sono 
pertanto automorfismi di Ko. Estendendoli  (red. 41) a K e componendo K 
sopra Ko----Ko~ con K~,  si ottiene un corpo (K, K~ ~} the  in quanto ~ com. 
posizione di K sopra k con K coincide con K. Cib dimostra the  a,~ sono auto- 
morfismi di K sopra k, i quali sono distinti, avendo essi in Ko lo stesso el. 
fetto degli automorfismi a~ ivi distinti. 

§ 5. La teoria di Galois. 

50. Conveniamo d'intendere,  qua lunque  siano i c~rpi K D k ,  con 

K 
k 

1' insieme, evidentemente gruppo, degli automorfismi di K sopra k. 
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Si verif icano allora subito le relazioni 

K K 
c k5 

k% -- a - 1  a, 

per kl D k~ , 

s e a  ~ automorfismo di /(. 

Analogamente intendiam% se 
un corpo K, con 

G designa un gruppo di automorfismi di 

K 
G 

l ' insieme, evidentemente corpo, degli elementi di K invarianti  di fronte a 
tutti  gli automoffismi appartenent i  a G. 

Alle relazioni suddette  corrispondono allora ]e formule 

K K 
G-~ C ~ per  G~DG~, 

a - ~ o a -  G ' s e a  ~ automorfismo di K. 

K 
51. 0gni  elemento di G lasciando fissi gli elementi di 9 '  si ha 

K DG. 

Ogni elemento di k essendo invariante di fronte a tutti gli elementi di 

K 
~-, s i  h a  

K 

52. Se K ~ galoisiano e 8eparabile 8opra k, esso ~ galoisiano e separabile 
K 

sopra ogni Ko intermedio fra K e k, e l'ordine del gruppo -Ko coincide col grado 

di K su Ko. 

DI~osTnAzIo~]~. - 0gni  composizione (K, K ~) di K con K sopra Ko 
anche eomposizione di K con K sopra k e pertanto uguale a K, cio~ K b ga- 
loisiano sopra Ko. 

La separabilit~t di K sopra k permette  di supporre che K = (k, x) sia 
definito da f i x ) - - 0  con f~(w)=[= 0, allora K - - ( K o ,  x) sar~t definito sopra Ko 
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da ~lneqaazione g{~) - -0  iI cui membro sinistro eorrisponde a un divisore 
giX} E Ko!X] di f (X} - -  g(Xt • hiX). Da f~(x) - -  g~(~) • h(~} segue gx(~) ~= 0 eiob 
la separabilith di K sopra Ko. 

Essendo dunque K stesso i[ massimo eorpo intermedio fra K e Ko sepa- 
rabile sopra Ko, il teorema 49 ei permette di oonoludere t he  il numero degli 
automorfismi di K sopra Ko uguaglia il grade di K sopra Ko. 

53. Per ogni corpo Ko intermedio di un ~rpo  K galoisiano e separabile 
sopra k vale 

K 

Di ratio, secondo 5[  si ha 

K K K 

] 

K 
si ha altresi, ponendo ~ - -  G, 

K K 
-" ] / ~ D  G, e quindi, tenure eonto del teoroma 52, 

K K ordine K ~ ordine G = grade -=-; g r a d e / f l  -" K1 Ko 

il ehe mostra K 1 -  Ko, e. d. d. 

54. Se K ~ galoisiano e separahile sopra k, vale per ogni sottogruppo 
K 

K 
- m  '" ° 

G 

e i l  poli nomio g(X) = II (X - -  x ~) d irriducibile in  K[X]. 

DIMOST~AZIONE. - L'equazione g(~) - -  0 mostra ehe il grade di K relat ive 
K 

al corpo ~ non supera l 'ordine del gruppo G. D'altro canto si r icava dalla 

ipotesJ' G K K C~ che il corpo -G ~ intermedio fra k e K eosieoh~ quel grade re- 
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lativo coincide (ved. 52} con l'ordine del gruppo 

K 

Avendo dimostrato 

ordine G ~ g r a d o  K K 
iGi  = ordine iG) ~ ~ 

ordine G 

(red. 51). 

risulta verificata tanto l'eguaglianza (*) quanto la irriducibilit~t dell'equazione 
K 

g(~)  - -  0 sopra ~ .  

55. Introduciamo in analogia ai simboli [M], (M) definiti in 1 il simbolo 

intendendo con cib, qualora M designi un sottoinsieme di an gruppo G, il 
gruppo generato da M in G, cio6 il minimo sottogruppo di G contenente Fin- 
sieme M. 

56. Se K ~ galoisiano e separabile sopra k, e K1, Kz sono corpi intermedi 
f ra  K e k, si hanno le relazioni 

g ~K K t K g c.~K 
Kl f~  K~ - I K~' K~t ' dK~, K,)- -  KI K22 " 

DIMOSTR/~IONE. - I. Da K1 f'~ K~ C Ki segue (ved. 50) 

K K (i = 1, 2} e quindi K ~ I K K I 

mentre da I K K I K ~ ,  ~ D / ~  si conclude, tenuto conto di 53, 

K K K 
~ K K C g --  Ki,  cio~ ~ K g ~  C Kl  c~ K~' 

d o n d e  s i  t rae  c o n  54: e 5 0  

K K i ~  K 

che, insieme con l'affermazione poc'anzi ottenuta, dimostra la prima delle 
r e l a z i 0 n i  a s s e r i t e .  

54  - -  56  



E. K~BLI~R: Geen~etria /~ritmet~ca 37 

II. - Da (K~, Ks)D K~ segue 

K K f.~K 
(K~-; K,) C K--~ K~' 

Og,i elemento di K__ f.~ K__ lascia fisso ogni elemento di (K~, K~, eio~ 
K1 K2 ~ 

K r~K K . 

Con eib ~ ehiara la second~ relazione del teorema. 

57. Ogni corpo (Kx, K) generate da un corpo Ks galoisiano e separabite 
sopra k con un vorpo qualunque K D k ~ galoisiano e separabile sopra K. 
Si  ottiene ogni automorfismo di (KI, K) sopra K dall'estensione di un  auto. 
morfismo di Ks sopra K: ~ K. Identifivando un automorfismo di K~ ogni volta 
con la sua estensione si stabilisce l'identit& 

(K1, K) K 
K - - K I f ~ K  

DIMOSTRAZIO:~.. - I. Se N~ ~ galoisiano sopra k, tulle le eomposizioni 
((K~, K), IK1, K) ~) "-(K~, K~ ~, K) di (K1, K) con s~ stesso sopra K coincidono 
con (K~, K) perehd (Ks, KI ~)- 'K1.  Dunque (K~, K) b galoisiano sopra K. 

II. Supposto K1 separabile sopra k, sia K~--(k,  x)def ini to  da f (~ ) - -0  
con f,~(z) =[= 0. Allora (KI, K) -- (K, ~) ~ definito sopra K da un' equazione 
g (~) - -0  con g~(~)=~=0 perehd g(X) /~ divisore di f(X). Ne risulta ehe (Ks, K) 
/~ separabile sopra K. 

I IL Ogni automorfismo a E (KI~ K) b isomoffismo di K~ sopra k e pertanto 

{K~, K~ ~) ~ K~, essendo Ks galoisiano sopra k. Ponendo, come in II, Ks -- (k, x), 
si ricava da 

{ a , . .  = a . , .  " (am E K) 

che ~ ~ individuato d~l suo effetto qa~Iv ~utomorfismo di K1 e eostituisce 
pertanto l 'uniea estensione di tale automorfismo al eorpo (K1, K}. In questo 
senso possiamo dire 
(,~ (K~, K) K1 

K C Ks f~--'--K" 

(Ks, K) Se si applic~ il teorema 54 al easo G -- K , ciob (red. 53) G "- K, 

si riconosce che il polinomio 

n ( X - -  ~-) = g(X~ 
(K1, K) 
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6 irriducibile in KIX ] e tanto pifl in qK~ f'~ K)IX], aaello eui esso appart iene 
cascade ~° EK1. L ~eqnazione gi~J -" 0 definente (K~, K) sopra K definisce 
dunque altresi il eorpo K1 : lk, x) sopra K1 f'~ K, il che mostra la coineidenza 
dei due gradi relativi corrispondenti.  Ma essendo questi anche tved. 5~) gti 
ordini dei gruppi (*), si ha P uguaglianza fra i due membri  della (*). C .d .d .  

58. Un ~orpo Ko, intermedio fra un corpo K galoisiano e sep(~rabile 
sopra k ed il corpo k, ~ galoisiano sopra k allora e soltanto allora the il 

K K 
gruppo K.~ sia invariante in -k" Associando a ogni automorfismo, di K, sopra 

k l' insieme della sue estensioni a K, si stabilisce un  isomorfismo fra Ko k e l l  

K K 
gruppo fattoriale ~ /  ~ . 

DEHOSTRAZIONE. - I. Se Ko 6 galoisiano sopra k, vale (Ko, Ko ~) = Ko 

oppure Ko ~ - -Ko  per ogni a E ~ .  Applicando la relazione 

K 

si trova a -1 K K K /~0 ¢~ --  Ko per ogni ~ E ~ . 

K 
Ko ~ (red. 50) 

K K 
II. Supponendo, viceversa, che Koo sia invariante nel gruppo k-, cio6 

the  valga ~-1 K K K K-~¢~----~o per ogni ¢~E~, si conelude~ tenure eonto della rela. 

zione (*) ehe Ko~--~Ko, t ie6 ¢~ induce un automorfismo di Ko sopra k. 0 r a  
K 

l 'ipotesi, ehe due elementi  ~, z di ~ abbiano lo stesso effetto su tutti gli 

K 
elementi  di Ko, equivale evidentemente a x E~o~. Dunque, il numero degli 

K 
automorfismi di Ko sopra k, determinat i  dagli elementi  del gruppo k-, 

K K 
uguale  alPordine del gruppo fattoriale k / K o "  Essendo questo numero il massimo 

possibile, cio~ uguale  al grade di Ko sopra k (red. 52), si riconosce non 
soltanto the  Ko 6 galoisiano sopra k (red. ~9), ma altresl ehe t n t t i  gli 
automorfismi di Ko sopra k sono forniti  dagli automorfismi di K s()pra k. 

II[.  Gli elementi  di K K appartenent i  ad un medesimo elemento--Koa del 

gruppo fattoriale k Ko sono proprio quelli che estendono l ' e lemento  ~, con- 

siderato c o n e  automorfi~mo di Ko, al corpo totale K. 
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