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49. Il numero degli automorfismi relativi di un corpo K algebrico e

O-dimensionale sopra k non supera il grado % del massimo corpo inlermedio

K, separabile sopra k. Esso uguaglic questo grado nel caso di K galoisiano
sopra k e soltanio allora.

DiMOsSTRAZIONE. — Sia K, = (k, x) definito sopra k da f(z)=2" +..=0.

I. Secondo 46 ogni antomorfismo o di K sopra % ¢ individuato dal suo
effetto su K, che a sua volta & determinato da x°. Ora. flx) =0 comporta
flx®) = 0 e pereid I esistenza di un divisore X — x° di f{X) in K[X] Quindi,
il numero degli automorfismi relativi di K non pud essere maggiore del
grade »n di f{X).

II. Se ci sono precisamente # automorfismi o,, a,,.., 5, di K sopra k,
si conoscono % divisori diversi X — x% di fiX) cosicché

FIX) = (X — w7,
=1

Sia (K, K~) la composizione di K con 8é stesso sopra k. Da f(x7) = O segue
Il {7 — ") = 0 nel corpo (K, K~} e quindi «* = 2%, cio¢ 1=o0;, K'= Ko%=
= K, e cid mostra che K & galoisiano sopra k.

III. Supponendo, viceversa, K galoisiano sopra k, da f(x)=0 in K segue
(ved. 48} la riducibilith completa f(X) =1 (X —=a;) in K[X], da f,fx)=0

(ved. 23) segue poi f.(x;)==0 e quindi x;,3=2; per iz Gli isomorfismi o,
di K, sopra k definiti da

(E O » 2™)0 = I @, » 2™ (B €K)

sono dunque distinti. Ora, essendo (ved. 22) il corpo (K,, K,%) C K separabile
sopra k come K, e K%, si ha (K,, K%)= K,. Quegli isomorfismi s, sono
pertanto automorfismi di K,. Estendendoli (ved. 41) a K e componendo K
sopra K, = K% con K&, si ottiene un corpo (K, K°") che in quanto & com-
posizione di K sopra % con K coincide con K. Cid dimostra che o;t sono auto-
morfismi di K sopra k, i quali sono distinti, avendo essi in K, lo stesso ef-
fetto degli automorfismi o, ivi distinti.

§ 5. La teoria di Galois.
50. Conveniamo d’intendere, qualunque siano i corpi K D%, con

K
k
I’ insieme, evidentemente gruppo, degli automorfismi di K sopra k.
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Si verificano allora subito le relazioni

K K
k_l C ’72 per k1 ») kz y
I-clg= c“l%c, se ¢ & antomorfismo di K.

Analogamente intendiamo, se G designa un gruppo di automorfismi di

un corpo K, con
K

a

I’insieme, evidentemente corpo, degli elementi di K invarianti di fronte a

tutti gli antomorfismi appartenenti a G.
Alle relazioni suddette corrispondono allora le formule

K K

G C G per G.D G,
g——Il(GE = (g—)d, se ¢ & automorfismo di K.

51. Ogni elemento di G lasciando fissi gli elementi di %, 8i ha

Ogni elemento di k essendo invariante di fronte a tutti gli elementi di

DG

-]:, si ha
K

52. Se K ¢é galoisiano e separabile sopra k, esso é galoisiano e separabile

Dk

sopra ogni K, intermedio fra K ek, e Uordine del gruppo % coincide col grado
(/]
di K su K,.

DIMOSTRAZIONE. - Ogni composizione (K, K°) di K con K sopra K, @
anche composizione di K con K sopra k e pertanto uguale a K, cioé K & ga-

loisiano sopra K,.
La separabilita di K sopra k permette di supporre che K =(k, ) sia

definito da f(x) =0 con f,{x) =0, allora K = (K,, x) sard definito sopra K,
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da un equazione gix) = 0 il cui membro sinistro corrisponde a un divisore
giX)€ KJX] di f(X) = g(X)+ MX). Da f(x) = g,(x) « hix) segue g,{x)=4=0 ciod
la separabilith di K sopra K,.

Essendo dunque K stesso il massimo corpo intermedio fra K e K, sepa-
rabile sopra K,. il teorema 49 ci permette di concludere che il numero degli
auntomorfismi di A sopra K, ugunaglia il grado di K sopra K,.

53. Per ogni corpo K, intermedio di un corpo K galoisiano e separabile
sopra k vale

K
=
(®)
Di fatto, secondo 51 si ha
K . K K
K, = (_K:)D K,, e quindi grado }g;S graclofo ;
K,
. . K
si ha altresi, ponendo — = G,
Ao
K K oo
z. o —Ej G, e quindi, tenuto conto del teorema 52,
(@)
K . K 1 K
grado = ordine z = ordine @ = grado &

il che mostra K, = K,, ¢. d. 4.

B4. Se K ¢ galoisiano e separabile sopra k, vale per ogni sottogruppo G

oy

E

*) =G,

QX

(@)

e il polinomio g(X) = HG (X ~— x7) & drriducibile in I—é{X}.
-3
DiMosTRAZIONE. ~ L’equazione g(x) = 0 mostra che il grado di K relativo

K
al corpo @ ton supera Pordine del gruppo G. D'altro canto si ricava dalla

ipotesi Gc—i—{ che il corpo g & intermedio fra k e K cosicchd quel grado re-
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lativo coincide (ved. 52) con l'ordine del gruppo

£ 56 (ved. 51).

(@]

o

ordine G = grado b ordine —KI;:« = ordine G
(@) &)

risulta verificata tanto eguaglianza (*) quanto la irriducibilita dell’equazione

Avendo dimostrafo

g{x) = 0 sopra {é

55. Introduciamo in analogia ai simboli [M], (M) definiti in 1 il simbolo
| MY

intendendo con cid, qualora M designi un sottoinsieme di un gruppoe G, il
gruppo generato da M in G, ciod il minimo sottogruppo di G contenente l'in-
sieme M.

56, Se K é galoisiano e separabile sopra k, e K,, K, sono corpi intermedi
fra K ¢ k, si hanno le relazioni

K__{K KE( K __K_K
K1AK2—‘ K]_, Kz(’ ‘K]., Kz)—-K;l KZ‘

DiMosTRAZIONE. - 1. Da K, M K, C K, segue (ved. 50)

K K . _ .. .o K K K
K;’”\KZDK; (¢=1, 2) e quindi mj . K
K K K . .
mentre da %K, 7 s:o K si conclude, tenuto conto di 53,
K K K ~
E éf@y“”mﬂggﬁCﬂ K
1K’ K.} \K; (K, K\

donde si trae con 54 e 50

K

K K
% KIhK2

A AL

che, insieme con laffermazione poc’anzi ottenuta, dimostra la prima delle
relazioni asserite.

54 — a6



B. KiuLer: Geometria Aritmetica 37

II. - Da (K,, K,;} D K, segue
K _E K
(K., Ko) " K: K,

Ogni elemento di E"\E‘lascia fisso ogni elemento di (K,, K,), cioé
1 2

K~ m KN C J_ .
Kg_ Kz (Kl'« Kz)

Con c¢id & ehiara la seconda relazione del feorema.

57. Ogni corpo (K., K) generato .da un corpo K, galoisiano e separabile
sopra k con un corpo qualunque K Dk é galoisiano e separabile sopra K.
Si ottiene ogni automorfismo di (K,, K| sopra K dall estensione di un auto-
morfismo di K; sopra K, ™ K. Identificando un automorfismo di K, ogni volia
con la sua estensione si stabilisce 1 identitd

K., K) K
E K. K

DIMOSTRAZIONE. - I. Se K, & galoisiano sopra k, tutte le composizioni
(K., K), (K., K)y) = (K., K", K) di (K,, K) con s stesso sopra K coincideno
con (K;, K) perché (K,, K;*) = K,. Dunque (X,, K} & galoisiano sopra K.

I1. Supposto K, separabile sopra k, sia K, = (k, =) definito da flx)=0
con fu{x)=0. Allora (K,, K) = (K, x) & definito sopra K da un’equazione
g(x) = 0 con g,{x)==0 perché giX) & divisore di f(X). Ne risulta che (K;, K)
& separabile sopra K.

III. Ogni automorfismo cé{—lﬁ—if—@ ¢ isomorfismo di K, sopra k e pertanto
(K,, K,°) = K,, essendo K, galoisiano sopra k. Ponendo, come in 1I, K, = (k, ),
si ricava da

{(ZQp + X™F = Z @y, » (2°)7 (@ €K)
che ¢ ¢ individuato dal suo effetto quale automorfismo di K, e cosiituisce
pertanto 1’ nnica estensione di tale automorfismo al corpo (K,, K). In questo
senso possiamo dire

(Kl 3 K) KI
*
' ’ K C K1 ~ Kw
Se si applica il teorema 54 al caso G = Q%_{_{f_) , ciod {ved. 53) (—I—f—l-’ég’ =K,

si riconosce che il polinomio
I (X —a)=gX)

s t‘.‘t;xf’i?
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¢ irriducibile in K{X] e tanto piti in (K; M K)}{X], anello cui esso appartiene
essendo x° € K,. L’'equazione g(w) =0 definente (K,, K) sopra K definisce
dunque altresi il corpo K, ={k, x) sopra K, ™ K, il che mostra la coincidenza
dei due gradi relativi corrispondenti, Ma essendo questi anche (ved. 32) gli
ordini dei gruppi (*), si ha I’ uguaglianza fra i due membri della (*}. C.d.d.

38. Un corpo K,, intermedio fra un corpo K galoisiano e separabile
sopra k ed il corpo k, é galoisiano sopra k allora e soltanto allora che il

gruppo - sia invariante in % Associando a ogni aulomorfismo- di K, sopra
o

k I insieme delle sue estensioni a K, si stabilisce un isomorfismo fra -°

% e il

.. K|K
gruppo fattoriale Py / o

DiMOSTRAZIONE. - 1. Se K, & galoisiano sopra k, vale (K,, K°) = K,
oppure K% = K, per ogni cég. Applicando la relazione

(*) o 1“?’ o= RI% (ved. 50)
0 0

si trova o E-O"—E er ogni <:E-~Ig
£°TK P % E

1I. Supponendo, viceversa, che K sia invariante nel gruppo 2—(, ciod

K,

che valga o Ec: per ogni cég, si conclude, tenuto conto della rela-

K° K
zione (*) che K, =K,, cioé ¢ induce un automorfismo di K, sopra k. Ora

I’ipotesi, che due elementi o, t di K abbiano lo stesso effetto su tutti gli

k

elementi di K,, equivale evidentemente a 16%0. Dunque, il numero degli
[
automorfismi di K, sopra k, determinati dagli elementi del gruppo kE , &

uguale all’ordine del gruppo fattoriale %/ g . Esgendo questo numero il massimo
o

possibile, cioé uguale al grado di K, sopra k (ved. 52), si riconosce non
soltanto che K, ¢ galoisiano sopra k (ved. 49), ma altresi che tmitti gli
automorfismi di K, sopra & sono forniti dagli automorfismi di K sopra k.

III. Gli elementi di % appartenenti ad un medesimo elemento %c del
0

gruppo fattoriale %/ g sono proprio quelli che estendono !’elemento o, con-
' ]

siderato come automorfismo di K,, al corpo totale K.
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