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§ 4. (Mrpi galois iani .  

1: si;:ni~ie', : ~e:~erar(, ~!~. o~wp~; ~h:. ~iCi ,.ta K - ,.h~ tin ~:orp~ /((=. i! qna le  sia 
i~omorfo ~, K~ media:~,~- un i:,c:m~rfisw(~ :,.o/rra k. eio6 un isomorf isme ~ tale 
ehe sia a := c~, per oc'ni~ ~t <:. k. 

39. O.qni ,~opracorpo K di 1,: p~b ,,ssere composto sopra k con u n  quals ias i  

vorpo I t \  (dgebrico rispetto a k. 

DIMO,-:]'aAZlOXE. - i .  Sia K ~ - - ( k ,  x~, x~ . . . . .  x , , ) .  F o r m i a m o  gli anel l i  
A~, = ~ X ~ ,  X~ . . . .  , X , , !  e A := K[X~,  X~. . . . . .  X,,,] dei polinomi in m var iabi l i  
X~, X.~, ..., X,n con e , , , f f ie ient i  appar~enent i  a k. ri~p. a K e eh iamiamo 
l ' i dea ie  primo di ~u~ti i pol inomi f tX~,  X 2 , . . . ,  X m } E A ,  con ta proprie |5  

f(x~, x.~, ..., x,,) - -  0. 
L ' ide~ le  I~. A - - [ .  K genera te  da t ia A ~ cost i tui to da tut te  le somme 

C~. f~ ~con C~ E K, L ~ t). 
i 

Sia g(X~. X , ,  ,.., X m ) - "  v C, .  f~ un  quMsiasi  e lemento de l l ' i n t e r sez ione  

[ - A  (~ A0 dell '  ideale ~.  A oon 1' anello Ao. Des ignando con /'1, P~, ..., PN i 
diversi  prodot t i  delle potenze del le  X~. X2,  ..., X , ,  ehe en t rano  in almem~ 
uno dei pol iaomi  f i .  g e ponendo g = ~ b j .  P~, fi = ~ a ~ -  P i  si o t tengono le 

i i 
re lazioni  bj - v  C,.a~j ~ j - -  1, 2, . . . , N I .  Ora ~ note ehe un  sistema b ~ - - ' E ~ , . a  o 

( j---1,  2, ..., N} di equazioni  l inear i  con coeff ic ient i  in k ehe a m m e t t a  una  
s01uzione ~; = C, in un sopraeorpo K di k ~mmet te  neeessa r i amente  anche  
una  soluzione ~ - -  c~ i~ k. Avremo al lora  b, = Ec~ • a~j e quindi  g[X~, X , ,  

i 

..., X,,} - -  Z c , .  f~. Ne r isul ta  
i 

(*) ~ . A (S Ao = ¢. 

I I .  Sia  $ • A - -  q~ ~ q~ ~ ... ~q~, l~ decomposizione dell '  ideale ¢ .  A in ideati  
primn,ri appartenent,  i agli  ideal i  p r imi  J[~ D f. Allora ~ ~ Ao D f. Se fosse 
~ N Ao ~ t: per  tu t t i  gli indici  i si potrebbero scegliere f~ ~ ~ ,  (5 Ao tall  che 
f , ( ! -~  eosiceh~ per  L abbas tanza  g rande  varrebbero le due  a f fe rmazioni  con- 
t radi t tor ie  (f~. f~ ... h )  L C f .  AV~Ao = f (ved. (*)) e 15" 5 . . . .  h )  L (]2 f ,  essendo f 

ideale primo. 
Suppon iamo dunque  per esempio 

• *) $ ~  N A0 - -  1~. 

L'  ideale  pr imo ~ def inisce  Mlora un  sopraeorpo tK, 7tl, y , ,  ..., Y,~) di 

K curat ter izzato dat le  equazioni  

F(y~,  y , ,  ..., ymt = 0 (allora e sol tanto al tora ehe sia FIX} ~ :~l  
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e questo corpo eon t iene  (k, y~, y~, ..., y,,} isomorfo a Kx med ian t e  l ' i somor-  
f ismo , def in i te  da  a * -"  a {a ~ k), x d  = y~ {i - -  1, 2, ..., m). In fa t t i  l ' i po tes i  
(**) garan t i sce  che le equazioni  def inenf i  questo sot toeorpo (k, y~, y~ . . . .  , y,,) 
di (K, y l ,  y~, ..., y~} sopra k eoineidono fo rmahnen t e  con le equazioni  ehe 
def in iscono /(1 sopru k. 

II eorpo (K, yx, y~, ..., y , , ) =  (K, K~ ~} ~ una  delle possibil i  composizioni  
di K con K~ sopra k. C. d. d. 

40. Come r isul ta to  aeeessorio del r ag ionamento  p receden te  not iamo per  
appl icazioni  u l ter ior i  il l emma  seguente  : 

Supponendo K sopracorpo di k. Ao - -ane l l o  k[X~, X2, ..., X,,~] dei poli- 
nomi in X~, X.~, ..., X , ,  sopra k, A----. anello K[X~, X~, ..., X,~] dei polinomi 
in X~, X2 , . . . ,  X , ,  sopra K e designando per ogni ideale f in  Ao con f .  A 
l' ideale generate da f in  A, si ha 

f .  A N A o = f .  

41. Ogni isomorfismo ~ di un vorpo k pub estendersi in modo ohe esso 
diventi isomorfismo di un date corpo {k, x~, x2, ..., ~,,) algebrico sopra k. 

DIMOSTRAZlO~E. - R ip rend iamo  le notazioni  d e l l a  d imost raz ione  ;:~9. 

Ponendo  

. x , ' ,  . . .  x : : }  o = . . .  

(aid .... ~,,, e lement i  q u a l u n q u e  di k) 

si def in isee  un isomorf ismo a di Ao- -k [X~ ,  X , ,  ..., Xm] sa l l ' ane l l o  Ao ~ -  
- - k : [ X , ,  X , ,  ..., Xm] dei pol inomi di X oon eoeff ie ient i  in  k ~. 

Al l ' i dea le  primo f sl=Ao eor~'isponde a l lora  an  ideale  pr imo f ~ = A o  ~ 
cosiceh~ le equazioni  

f~(y~, y , ,  ..., y,,}----0 {allora e sol tanto a l lora  che sia f"(X)Ef~} 

def in iseono un corpo (k ~, y~, Y2, ..., y,,,} isomorfo a (k, x~, x2, ..., x, ,)  me- 
d ian te  1' assoeiazione 

y, a ? "  . i.~ ,~*~... ~.~ . y i~. y2~ ... ym 

2" ,~ ... i,~ • yl  ~1 • y i~ ... y 

Che t.ale associazione s tabi l i sca  un isomorf ismo si ver i f ica  subito tenendo 
conto delle re lazioni  PIY~, y2, ..., Ym)-" 0 e de l l ' i somorf i smo Ao-- . -Ad.  

42. Fra le composizioni sopra k di un corpo K D k yon un corpo K1 alge. 
bri~o e n-dimensionale sopra k ce n'~ una the ~ n-dimensionale sopra K. 
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D r ~ o s ~ ± z l o ~ E ,  - [. Nel case part icolare K~- - (k ,  x~, x~, .... x~,,), dal- 

l ' ipotesi  dim k l - - n ,  col ragionamento 39 si conclude the  l ' ideale  ivi desi- 

gnate con i~ b 0, cosicch6 si pub prendere ~ - - 0  ottenendo con questo un 
corpo (K, KI~} = (K, yl ,  y~, ... y,} n-dimensionale  sopra K. 

II. Nel case generale K~- - (k ,  xl ,  w,, ..., ~,,) possiamo supporre  che 
K o - - ( k ,  x~, x~, ..., ~,)  sia n-dimensionale  sopra k. Secondo I esiste allora 

una composizione (K, Ko a) di K con Ko sopra k con dim (K, Ko ~} 
K - - n .  

Estendendo, come descrive 41, l' isomorfismo Ko --* Ko ~ al corpo K~ --  (Ko, 
~c,.1, .... x,~) si ottiene an sopracorpo K~ ~ - -  iKo ~, y,,+x, ..., Ym) di Ko ~ con cui 
l,ub essere composto (K. Ko't sopra K0 ~. Siccome in tale composizione 
~(K, Ko:), ( / ~ ) ~ ) =  (K. K I ~  il prodotto ~x b isomorfismo sopra k come i suoi 
fattori  ~, ~, si tratta di una eomposizione sopra k. Quale sopraeorpo di 
(K, Koz~ essa b almeno n-dimensionale  sopra K mentre b ehiaro d' alrra parte, 
che non esistono comp¢,~izioni sopra k di K con /(1 la cui dimensione sopra 
K sut,eri queila di K1 sopra k. 

48. DE~'I~IZlONE. - Un corpo K ~ detto galoisiano sopra k allora e so!- 
tanto allora the  esso sia algebrieo su k e the  ta composizione di K con K 
sopra k dia sempre K. 

Ne segue subito, che u n  corpo galoisiano sopra k ~ necessariamente 
O-dimeasionale sopra k. Infatti ,  il teorema preeedente  comporta l 'esis tenza 
di una composizione di K con K sopra k avente la dimensione relat iva 

2 • dim k "  

44. L a  eomposizione sopra k di u n  eorpo K galoisiano sopra k con un  
corpo intermedio fra k e K d4 sempre K. 

D~OS~RXZm~E. - S i a k  C Ko C K e (K, Ko ~) composizione di K con Ko 
sopra k. K essendo algebrieo su Ko, l ' i somorfismo K o - ~  Ko ~ pub essere 
esteso (red. 41) al eorpo totale K, dando cosi un corpo K ~ D Ko ~. Esiste allora 
una eomposizione (IK, Ko"), (K~) ~) = (K, K ~} eli tK, Ko ~) con K ~ sopra Ko ~ ehe 

altresl composizione di K con K sopra k, pereh~ ~ laseia fissi gli elementi  
di k. Dall ' ipo~esi che K sia galoisiano sopra k segue (K, K ~) ----K e tanto 
pih (K, Ko ~} ----K, c. d. d. 

4~. L a  composiaione sopra k di u n  vorpo K~ gatoisiano sopra k con un  
corpo K~ galoisiano sopra k ~ galoisiano sopra k e d~terminata univovamente 

meno di isomorfismi sopra K~. 

DIMOS~R.~ZIO~E. - Siano K --  (1(1, Ks"), K '  --  (1(1, K~] eomposizioni di 
K~ con Ks sopra k e (K', K~) una eomposizione qualunque  di K'  con K sopra 
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//'1. Vale allora {K', K, ~) --((K~, K2~), (K~, K2~P)): (K~, {K2 ~, K2 e)). L' isomor- 
fismo z -~ di K2 T su 'Ks pub estendersi (red. 41) al corpo (K, ~, K~p) dando 
{K2 ~, K::e) ~-' - -  (K~, K2~ ¢-') --  Ks giaeehd K2 ~ galoisiano sopra k mentre  a~x-~ 

isomorfismo sopra k. Abbiamo dunque {K, ~, K~O : Ks • e pertanto (K', K 0  
- - ( K ~ ,  Ks ~) ovvero (K', K P ) =  K' .  

Prendendo K ' - - K  si trova (K, K~)-~ K. il t he  signifiea, data l 'arbi tra-  
riet~t nella scelta di f~, che K ~ galoisiano sopra k. 

Pe r  K '  qualunqe da (K', K ~ ) -  K '  segue subito 

(*) K '  D K~ 

K '  K~ K 
cosiechd grade ~ -  ~> grade "~k- "- grade -~. Pe r  la s immetr ia  del ragionamento 

K K '  
si ha  anche grade -k-~  grade-k-  e quindi nella (*} vale il segno di uguale. 

Ma K '  : K, ~ dice appunto, the  K '  ~ isomorfo a K sopra K~. 
C. d. d. 

46. Se gli isomorfismi ¢~, ": di u n  corpo K agiscono entre a u n  medesimo 
corpo K' ,  {clod K ~, K ~ C K't ,  e hanno lo stesso effetto dentro un  soltocorpo I ~  
di K su cui K ~ puramente  inseparabile, essi coincidono. 

DIMOSTRAZIO~XJ~. - Sia p la earat teris t ica di K e z un elemento qualunque 
di K. Esiste una potenza p "  - -  q ~ale the  ~q appart iene al sottocorpo Ko, cosic. 
chd vale 

{zq~ ~ = {zqv" e pertanto 0 = (z~q - -  (z~)~ "-- (z ~ - -  z~)q 

eio~ z : - -  z T--  0, c. d. d. 

47. Da ogni corpo K algebrico e O-dimensionale sopra k, per m e n o  di 
successive composizioni sopra k con K, si ottiene alla fine un  corpo galoisiano 
sopra k determinate univocamente da K e k a meno di isamorlZsmi sopra K. 
Ogni sopracorpo di K galoisiano sopra k contiene u n  tale corpo galoisiano 
determinate da K sopra k. 

DIMOSTRAZIOIgE.- I. Sis K*-" {k, #c), definite da f[x)= O, il massimo 
corpo intermedio fra K e k separabile sopra k {red. 26), e sia nil grade di 
K* sopra k. 

Partendo da K--Ko e componendo successivamente con K sopra k, si 
costruiscano i corpi Ko, K~, K~, ... di mode che sia K~+~-'(K~, K~#+~):~ K~. 

Dall' ipotesi x ~ -- x. ~# segue z°i --- #~ per z qualunque di K* e quindi (red. 
46), essendo K puramente inseparabile sopra K*, #a~ = zO~ • per z qualunque 

di K, cio~ i--j. L'equazione f(~o~)- 0 di grade n mostra allora ohe quells 
eostruzione finisee al massimo dope n- i passi, 
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Sia K ~  (m ~ 0) l ' u l t imo  corpo in questa  serie cosicch~ sappiamo : 

t*) (K., , K ~) = K, .  

comunque  sin scelta la composizione di K,.  con K sopra k. Ne risulta subito 
K',,, essere galoisiano sopra k. Infat t i  ogni composizione 

(K,~, K ~ ) =  (K~, K ~, K ~'~'', ..., K ~''~) 

di K,,, con s~ stesso sopra k coincide per  la (*) con /~, , .  

II .  Siano /t~----{K, K ~ ,  ..., K%), Kxx : (K. K ~ ,  ..., K ~q) corpi galoisiani 
ot tenut i  da K per  mezzo di coraposizioni successive con K sopra k. Compo- 
nendoli  sopra K si ott iene un corpo (Kx, K ~ z ) -  (Kx, K P, ~ ', .... K~:~D in 
cui (Kx, K '~) = K~, (Kx, K~i~) --  KI ,  essendo h )  galoisiano sopra k e K inter- 
medic  fra k e K~ (ved. 44). Vale dunque  {K~, K~x ) -" K] cio~ 

K~ 
K ~ I c K ~ ,  grado/~---/= grado ~ 1  ~ grado -k - 

e per  la s immetr ia  del ragionamento  

K~ K~ 
grado ~ <= grado 

eosieeh6 K.[r = Kx come afferma il teorema. 

I I I .  Supponendo  in I I  the  Kx sia un  sopracorpo qua lunque  di K, galoi- 
siano sopra k, e K11 stia a indicare  lo stesso corpo detto prima, si r i trova 
K[z C Kl ,  il che costi tuisce 1' ul t ima affermazione del teorema. 

48. Un oorpo K algebri¢o e O-dimensionale sopra k ~ galoisiano sopra k 
allora e soltanto allora the ogni polinomio f (X)  irriduoibile in k[X] e a n n u .  
lantesi in K sin prodotto di fattori lineari in K[X]. 

DIMOSTR,~.ZIO1,TE. - I. Sia f(~) : 0 con x E K, e designi  g{X) un fat- 
tore irricIucibile nel la  docomposizione eli f (X}  in K[X]. Il corpo (K, y) definito 
sopra K d a  g{y} : 0 ~ composizione (K, tk, y)) --" (K, (k, ~)~) sopra k di K con 
(k, ~) perch6 (k, yJ, definito sopra k da f ( y ) =  0, ~ isomorfo a (k, X) sopra k. 
Se dunque  K ~ galoisiano sopra k, per  il teorema 44 (K, y ) =  K, cio~ g(X) 
/~ l ineare.  

II .  Vieeversa,  supponiamo che ogni pol inomio irr iducibi le  in k[X] avente 
uric zero in K si  spezzi dentro a l l ' anel lo  K[X] in fattori l ineari.  Sotto l ' ipo- 
te~i che K :  {k, x~, ~2, ..., x,~,) sia 0 -d imens iona le  sopra k si hanno ,equaz ion i  
f i(a~)--0 con f~(X) i rr iducibi l i  in k[X]. Per  ogni composizione {K, K ~} : (K, 
xa% xa ~, .,., ~ )  di K con K sopra k vale allora f~(xi ~} : 0 donde si conclude 
x~aE K perch~f f~(x~)--0 induce  la riducibilit& completa  di f~(X) in K[X]. 
Valendo dunque  (K, K ~) : K, il corpo K ~ galoisiano sopra k .  
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49. / /  numero degli aulomorfismi relativi di un corpo K algebrico e 
1£o 

O-dimensionale sopra k non supera il grado --~ det massimo corpo int~rmedio 

K~ separabile sopra k. Esso uguagli~, questo grado nel vaso di K gatoisiano 
sopra k e soltanto allora. 

DI~aOS~RAZIONE. - S i a  Ko - -  (k, ~c) definito sopra k da f(x) - -  ~" + ... - -  0. 

I. Secondo 46 ogni automorfismo ~ di K sopra k ~ individuato dal suo 
effetto su Ko che a sua volta ~ determinato da ~c ~'. 0ra. f [ x ) - - 0  comporta 
f ( ~ j  : 0 e percib l' esistenza di un divisore X -  x ~ di ]'{X) in K[X]. Quindi, 
il numero degli automorfismi relativi di K non pub essere maggiore del 
grado n di f(X}. 

[I. Se ci sono precisamente n automorfismi ~1, a2, ..., ~,, di K sopra k, 
,si conoseono n divisori diversi X - - x : ~  di fiX~ cosicchfi 

f(X~ -- ~ ( X - -  x~,). 

Sia (K, K ~) la composizione di K con s~ stesso sopra k. Da f(x,~) - -  0 segue 
II {x ~ - -  x:~l = 0 nel corpo ih,  K ~} e quindi  ~: - -  ~ ,  cio~ z - -  ~ ,  K • - -  K ~  
- - K ,  e cib mostra  the  K 6 galoisiano sopra k. 

III .  Supponendo, viceversa, K galoisiano sopra k, da f ( ~ ) ~  0 in K segue 
~ved. 48) la  r iducibil i tk completa f ( X ) - - I I ( X - - x 3  in K[X], da fx($)=t=0 

i 

{red. 23) segue poi f~(x~):4:0 e quindi ~ :4: x~ per i::~ i. Gli isomorfismi a~ 
di Ko sopra k definiti  da 

(Z a , .  • ~'~)~, = ~, a m  • x~" (a,,, ~ k) 

sono dunque distinti. 0ra,  essendo (red. 22) il corpo {Ko, Ko~0 C K separabile 
sopra k come / ~  e h~=i, si ha {Ko, K o : 0 - - h % .  Quegli isomorfismi af sono 
pertanto automorfismi di Ko. Estendendoli  (red. 41) a K e componendo K 
sopra Ko----Ko~ con K~,  si ottiene un corpo (K, K~ ~} the  in quanto ~ com. 
posizione di K sopra k con K coincide con K. Cib dimostra the  a,~ sono auto- 
morfismi di K sopra k, i quali sono distinti, avendo essi in Ko lo stesso el. 
fetto degli automorfismi a~ ivi distinti. 

§ 5. La teoria di Galois. 

50. Conveniamo d'intendere,  qua lunque  siano i c~rpi K D k ,  con 

K 
k 

1' insieme, evidentemente gruppo, degli automorfismi di K sopra k. 
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