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Dal teorema 22 segue infatti etle la totalit~ dei sotto-corpi di K separa. 
bili sopra k genera un massimo eorpo Ko separat)il(, sopra k. Se. nel (.aso 
Ko # K~ il eorpo K non fosse t)uramente inseparabile sopra Ko allora potrebbe 
faeilmente trovarsi un elemeuto x r- I K0 tale che (Ko, xt fosse separabih; 
sopra Ko e dunque (red. 21) separabile anche sopra k. 

§ 3. Dipendenza l ineare di differenziali  e dipendenza algebriea di elementi .  

II note legame fra ta dipendenza anali t ica di funzioni e la dipendenza 
l ineare dei lore differenziali  totati ritrovasi pure partendo dal nostro punto 
di vista algebrieo. 

27. Se in un corpo algebrivo e separabile su k sono linearmente indipen- 
d d d 

denti i differenziali relativi ]¢x~, k x.,, ..., kX, ,  {xi E K}, allora sono algebrica. 

mente indipendenti  sopra k gli elementi vc~, ~.,, .... x , , .  

DI~OS~RAZIOI~E. - Essendo il eorpo Ik, x~, ..., x , , ) =  Ko separal)ile sopra 

k {teorema 20)avremo dim K°]~ --  range Ko. d°K°'k da eui, tenuto conto che 

do d Ko 
m :> range Ko .~-Ko ~ range K .  k K o -  m, segue d i m ) - - - m ,  c. d. d. 

28. Se in un  corpo K algebrioo, separabile~e n-dimensionale sopra k sono 
d d d 

linearmente indipendertti i differenziali relativi k x~, ~ x2, ..., ]~ x.,,, esso ~ sepa. 

rabile e O-dimensionale su (k, x l ,  x,2, ..., ~,). 

DIMOSTRAZIONE. - Si osservi dapprima che ik, ~c~, ..., x,} - -  Ko b n-di- 
mensionate su k (red. 27). Designando y un elemento qualunque di K, il eorpo 
{k, ~¢~, .... x,,, y ~ -  K~ b separabile sopra k (teorema 20}. Se danque  f { ~ ,  ..., 
~,,, y} m 0 definisce K, sopra Ko, nella relazione 

dl n dl 

ehe defiaisce il modulo 

! Q .  K ~ - -  K~. d~ y-4- ~2 K~ • -k X~, 
i:=t 

non possono essere zero tutte !~ n q-1  derivate parziali. Se fosse f u - - O ,  si 
otterrebbe da quel ls  relazlone una dipendenza l ineare fra i differenziali 
dl d 
k-x~ ehe varrebbe anehe per i Kw. Ne segue fu ~= O, il ehe esprime la sepa- 

rabilitk di (k, ~q, ..., $,,, y) sopra Ko. Dal teorema 22 risulta ehe K, potendo 
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esso generarsi sopra Ko mediante un numero finito di tail eorpi (k, x~, ..., x,,, y), 
separabile sopra il eorpo n-dimensionale  Ko. C. d. d. 

29 ]~ note il teorema dell 'esistenza di un elemento primitive:  
Se in un corpo (k, x~, ..., Xm), O-dimensionale su k, sono separabili sopra 

k i corpi (k, ~¢~), (i ---- 1, 2, ..., m - -  1), esiste un  elemento z tale vhe (k, x~, ..., 
= (k, 

Ne segne immediatamente:  

80. Sotto le ipotesi del teorema 28 esiste un elemento y tale ehe K -  (k, 
x l , . . . ,  ~,~, y) sin definito da f(x~, ..., x., ,  y ) - -O ,  con fv :4 = O. 

31. 2iel caso di un  corpo K algebrico sopra k di earatteristica 0 la dipen. 
denza lineare di differen~iali retativi a k vorrisponde preeisamente atla dipen- 
denza algebrica sopra k degti elementi differenziati. 

DIMOST~AZIONE.- Per  il teorema "~7 basra dimostrare la indipendonza 

lineare dei differenziali  d d #¢x~' ..., ~ di elementi w~ ..., a~m algebrieamente 

indipendenti .  
Possiamo sempre assumere che x~, ..., x, ,  siano contenuti  in nn sistema 

x~, .... x,, d i n  etementi  algebricamente indipendenti  su k, designando con 
n la dimensione di K sopra k. Dal teorema 29 segue allora c h e s i  ha K - -  (k, 
xl ..., x , ,  y) con 

i=-1 

Essendo 

d d 
K .  k K - - K . k y ~ -  

'~ d 
~ I K .  ~ x~, 

d 
chiaro ormai ehe i differen~iali ~ 

mente indipendenti .  C. d. d. 

d K 
rango K .  k K ---- dim ~- --  n, 

~c~ ( i - - - i ,  ..., m) debbono essere linear- 

32. Ricordiamo la definizione: Un corpo k ~ chiamato p e r f e t t o  se, 
essendo p =4= 0 la sua caratteristiea, l ' ins ieme k p delle p-es ime potenze degli 
elementi di k coincide con k oppure se la sua carat terist iea ~ 0. 

Ogni corpo K alge~ico~su un corpo perfetto k ~ separabile 8opra k. 

DI~OSTRAZIO~E. - Basra considerare il easo di earat terist ica p :4= 0. 
Poich~ in questo caso ~ supposto ogni elemento a di k essere della forma 

a --  bp, si ha da ----pb~-I. db --  0 cosieeh~ la differenzia~ione assoluta di K 
coincide con quella di K aopra k. 

'28 ~ 3 2  
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Siano x , ,  x~, ..., x , ,  elementi di K algebricamente dipendenii  sopra k 
e f (x l ,  x2, .... x m ) - - 0  una relazione di grad() minimo. NeW equazione diffe- 

renT, iale ~ f~i" d x ~ - - 0  non possono essere zero tutti  i eoeffieienti fx~: 
i = l  

n~ i d e n t i c a m e n t e ,  
perch4 allora f(x~, x~, . . . .  xm) = 0 sarebbe della forma 

P con b,,,, .... ,.~ E k, della forma oppure, essendo a,,,, . . . , .~ --  b , , ,  .... ,,,. 

(Z b, , ,  .... , , .  x~' • ~ '  ... x,~m) p -- 0, 

ohe eondurrebbe ad una relazione 

fa I n I n r n  
b . , ,~ ,  ... . , , ,  • xl • x2 ... x~ -= 0 

di grade minore di quello di f =  0, 
n~ in  a l t r o  m o d e ,  

pereh~ in tal ease una almeno delte equazioni f~i = 0 eostituirebbe altrest 
una relazione di grade minore di quello di f - -0 .  

Da cib r isul ta  che dx~, dx2, ..., dx,,  sono l inearmente dipendenti.  
0ra,  se K ~ n-dimensionale  sopra k, n ~- 1 elementi di K sono sempre 

algebricamente dipendenti  sopra k. Non esistendo dunque in K pifi the  n 
differenziali  assoluti ( - - re la t ivi )  l inearmente indipendenti,  P. ehiaro ormai 

che K ~ separabile sopra k. C. d. d. 

38. Poieh6 il eorpo primo di un corpo K. eio6 il sottoeorpo (1) di K 
generate dal l ' e lemento  1 di K, 6 sempre perfetto, e poieh6 i eorpi aritmetiei  
possono definirsi anche quali corpi algebrici sopra il lore eorpo primo, pos- 
siamo, in conseguenza det teorema 30 e della dimostrazione 82, constatare:  

In  un corpo aritmetico K segue sempre dalla dipendenza algebrica di 
elementi di K la dipendenza lineare dei lore differenziali. Se dim K =  n, 
K . dK ---- K . dx~ + ... + K . dx,,., esiste un  elemento y di K tale the K -" (xz, .... 

x. , ,  y) sia definite da f{x~, . . . ,  x , ,  y ) - - 0  con [v ~ O. 

34. Nel caso in cui la caratterist iea sia p::~:0, non c'/~ da aspettarsi 
un'  analogia diretm col teorema 31, dato ehe ~ zero il differenziale di ogni 
p-esima potenza x ~ (xE K}. Perb si ottiene un' analogia indiretta intercalando 
il eorpo K ~ eostituito dalle p-esime potenze di tutt i  gli elementi  di K. Il 
fatto ehe questo iasieme K ~/~ un corpo, risulta dalle identit/~ { ~  y ) ~  x ~ ~ yP, 
( x . y ) P - ' x  ~. y~ ehe mostrano inoltre che con ~ ~ x p {xEK} ~ definito un 

isomorfismo di K su K ~. 

32 - -  34 
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Per  stabil ire quel l ' analogia  annuneiata,  dimostriamo dappr ima:  

35. Se per un  eorpo K, algebrico e puramente inseparabile su k, vale 
d 

- - ~  K .  k X,~, il corpo K pub generarsi nel modo seguente K -  (k, K .  ~ K  i=1 

DIMOS~RAZIO:~E. - P o n e n d o  (k. xt,  x2, ..., x,,~) --  Ko si deduce dal l ' ipotesi  
del teorema 

'~ d d- K =  ~ K . x ~ = O  

il che esprime K essere 0-dimensionale  e separabi le  su Ko. Secondo il teo- 
rema 30 vale dunque  K - - I K o ,  y). Ma essendo K puramente  inseparabi le  
sopra k, l' elemento y soddisfa ad un 'equaz ione  yP~--  a --- 0 con a E k C Ko. 
L 'osservaz ione  2~ mostr~ al lora y c K o  eio~ K - - K  o, perch6 al tr imenti  K 
sarebbe insepttrabile sopra Ko. C. d. d. 

36. Nel caso in cui K sia di caralteristica p :4= 0 e algebrico sopra k, le due 
a f f  ermazioni 

d d d 
z c K . - k x ~ + . . . + K ,  k x ~  e z c l k ,  K ~, x~, x~ , . . . ,  x,,,) 

sono equivalenti. 

DIMOSTRAZIONE. - I. Da z C (k, K p, x l ,  x~, ..., ~,,) segue 

d d ~." d d " d 
~zCK.fcKP+~K.~=I ]cx~ e pereib k z C Z K . ~ x ~ ,  

essendo dx p - - 0  per x qualunque di K. 

II. Viceversa, supponiam0 

q,) 

Possiamo limitarci ai 

k Z ---- ~ a~- k x~ (a~ E K). 

caso in cui i differenziali d w~ siano l inearmente 

indipendenti.  
II eorpo K, algebrico su k, ~ algebvieo e anche puramente  inseparabi le  

su h o - - ( k ,  Kp} poichO per x qua lunque  di K vale ~ P C K o .  
Se supponiamo dunque  

- ( K .  K - - Z K . - - z i ,  n - - r a n g o  K ,  d 
i~1 Ko 

iI Worema preeedente  mostra ehe K ' - { K o ,  zl ,  z~, ..., z,,}. 

Annali di Matematica 

35 - -  36 
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Ponendo (Ko, z~, z2, ..., za) --  Ka,  (0 ~ h . ~  n), avremo 

( . * * )  Kh = K~_~ + K~_~. z~ ÷ ... + K~_~-z~ -~ 

(il che significa che ogni elemento di K~ ~ combinazione l ineare di 1, ~ ,  ..., z~ -1 
con coefficienti  appartenent i  a Ka_~}, essendo 

(o) z~ - -  a~ = 0 con a~ ~ Ko C hS,-~. 

L 'appl ieazione suceessiva delle (***) conduce alia eonelusione 

(oo) K - -  ~A Ko z?'z~' "."" 
o~mi<~ 

Supposto  ehe vatga una  relazione 

r~,~ m I z m n  • g~ z~ , ~ - 0  con am,,t, ... m, (o°o) ~ a.a,m .... .,~ ... 

senza the  siano zero tutti  i eoeffieienti  a,.,,.,...,~,~, seegliamo h < n  tale ehe 

nella (o%)non  siano effet t ivamente presenti  le z~ con l ~ h mentre vi sia 
presente la z~. Allora la (o%) espr imerebbe che z~ soddisfa rispetto a Kh- ; ,  
ad un 'equaz ione  di grade minore d i p  cosicch~ l 'equazione (o) sarebbe ridu- 
cibile e pertanto (veal. 24) zh C Kh-1. L ' e l emen to  zh sarebbe dunque  superf ine  
nel generate  il corpo K:  (Ko, zl .... , zh-~, zh 1, ..., z,,) e si avrebbe 

d 
range K . ~ K ~ n - - 1  

centre l ' ipotesi  (**). 
Avendo dimostrato e h e l a  (o%) ~ possibile solamente se tutti i eoefficienti 

a,n,~,,, ...,,~ sono zero, se ne conclude the  nell '  espressione 

o~m~ p 

con cui, seoondo (oo), pub seriversi F elemento ~ eonsiderato nel l ' ipotesi  (*), 
i coefficienti  c,.,,., ... ,.~ sono determinati  univocamente  da z. 

Ora ~ chiaro che la differenziazione di K rispetto a k coincide con quella  
di K rispetto a K o - - ( k ,  K~)~ date che i differenziali  degli elementi di K ~ 
sono automatioamente zero. L ' ipotes i  the  i differenziali 

d d (i 1, 2, ,z) 
(++) k ~, = ~ ~ '  = ..., 

siano l inearmente indipendenti  ci permette  di supporre in (**) z~--x~ per 

i = 1, 2, ..., m. 
Dalla (+) segue 

d d " ... "~-1 ... ~ ' ~  ~ i  

36 



E. K~.HLER: (~eometria Ar i tme t i ea  27 

d 
Teaendo oonto di (*), (++) e della indipendenza l ineare dei ~oz~ ( i -  1, 

2, ..., m) se ne dedueono le relazioni 

E m~c,,,~ ...,~i . . . '~"  z ~  "'" z~i-~ "'" ~,~ - -  0 per i > m 
o<:mv,C, p 

ehe alla toro volta d~mno m~c~. . . ,~ . . . ,~- - - -0  per  i > m, dimostrando eosi (si 
osservi che mi < p - - c a r a t t e r i s t i e a  di K) ehe in (+) non entrano effettiva- 
mente ehe gli elementi  z l - - x l  (i ~ m). 

Ma ei6 ~ proprio quello che volevasi dimostrare.  

g- 
37. Se u n  corpo K ~ algebrico su  k con d i m  k ' -  n e i n separab i l i t d  rela.  

t iva  i >  O, esso p u b  generars i  s u  k con n q- i, m a  non  con meno  elementi .  

D I M O S T R A Z I O N E .  - I. Sia 

(*) K .  d "+~ d ~ K  --  'g, K .  
h = l  -if ~ t t  • 

d 
Ponendo (k, x~, ..., ~ , + ~ ) :  KI  si ha K . ~ K : O ,  eiob ehe K ~ 0-dimen- 

sionale e separabile su K~. Ne segue che fra gli elementi  w~, ..., w,,+i debbono 
trovarsi n elementi  a lgebricamente indipendenti  sopra k. Supponiamo per  
esempi0 ehe K . ~ -  (k, x l ,  .... x,~) sia n-dimensiona!e  sopra k. Esiste allora 
(red. 26) fra K e K~ un massim0 corpo intermedio separabile K8- - (K~ ,  y). 
Essendo K puramente  inseparabile sopra K8 e valendo, di seguito all' ipotesi (*) 

d "+~ d K.~-K= ~ K . ~ h  
h=n+1 

it eorpo K pub generarsi  (ved. 85) nel modo seguente 

(**) K - - - - ( K s ,  x , + l ,  . . . ,  m , , + ~ ) -  {K2, y,  ~ , + 1 ,  . . . ,  ran+i). 

Poieh4 i eorpi (Ks,  y) e (K~, ~n+~) sono 0-dimensional i  sopra Kz mentre  
uno di essi ~ separabile, si pub applieare il teorema 29 serivendo (Ks, y, 
~,~+~)--(Kz, z) eosieehd da (**) r isul ta  

K = (K2, z, ~ , + , ,  . . . ,  ~ , + ~ ) =  (k, x~,  . . . ,  x , , ,  z, x . + 2 ,  . . . ,  x,~-~). 

II. Se ~ possibile genera te  il corpo K con m elementi  y~, ..., Ym sopra k: 
d " d d 

K - -  (k, Yl , ..., y,~), si ha K . ~ K "-  E K . f~ y~ e percib m ~ rango K . Tt K - -  n + i . 

C. d. d. 
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