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alle regole
(U + Vo, = U, + Vo), (U Vg, = UV VU,
Blu + v) = du -+ v, B(u+ v) = u -+ 30 4 v Bu,
se si tiene conto delle equazioni differenziali di %, ¢ chiaro ormai che con

le espressioni d(g) calcolate dalle equazioni (4) sono soddisfatte le regole di

differenziazione in X.
C. d. d. (Ved. 13)

18. Le equazioni differenziali relative di K quale sopracorpe di k definito
dalle relazioni f; = 0 si otlengono aggiungendo alle equazioni

d L.om a ,
) Ef’ =0 cioe V:I(fi)m" Cpe = 0 t=1, 2,..., b

le relazioni

dif w (f d
i e Bl | - . - ‘V=O
k(g) v=1 g/‘]“’v k{r

equivalenti al fatlo che
a d d . ad
K‘};K——K"kml—}-K"kwg*‘{"-.-"!‘l\,'icwm‘
Cid segue immediatamente dall’enunciato precedente.

Se nelle nostre applicazioni di questo teorema, citando le equazioni
differenziali relative di un corpo K, scriviamo solamente le relaziomi (5),
vogliamo esprimere con cid che queste relazioni costituiscono un sistema base
per le equazionifdifferenziali relative nel senso esposto in 14, prendendo

d a d

A f ?S Lyy veey Exm
come base del K-modulo K. %K .

§ 2. Separabilith e inseparabilith relative.

19. La inseparabilita sopra k di un corpo K algebrico sopra k & definita
come la differenza

rango K'(;ili'-—-dim—x;;T

fra il rango del K-module K - zK {che chiameremo talvolta semplicemente
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E. Kiurer: Geometria Aritinetica 19

il rango di K sopra k) e la dimensione di K sopra k (ciod il numero massimo
di elementi di K algebricamente indipendenti sopra k). Dal teorema seguente
risulterd subito che questa differenza non & mai negativa.

20. Per ogni corpo K, intermedio fra K e k vale la disuguaglianza

K,

= inseparabilita E

inseparabilita %

DimosTRAZIONE. - Ammettiamo senza dimostrazione il fatto (del resto
facile a dimostrarsi) che il corpo K, & algebrico sopra &k come K.

I. Consideriamo dapprima il caso in cui K = (K,. ).
Se x & algebricamente indipendente sopra K,, le equazioni differenziali
di K sono costituite solamente dalle equazioni differenziali di K, e da quelle

equivalenti al fatto che K.dK =K. .dx -+ K.dK,. Ne risulta K- % K =

= K. %x + K. %Ko (eon %w linearmente indipendente da tutti i differenziali
relativi di elementi di K,) e rango K - %Koz rango K« %9150 designando con
d, la differenziazione in K,. Da cid segue rango % == ra,ngol-ii-—o + 1, il che
mosfra insieme con dim%: dim—K-k} + 1 la coincidenza delle inseparabilita

di K sopra k e di K, sopra k.

Se invece dim = = 0, il corpo K pud essere definito sopra K, mediante
O

una sola equazione f(x) =0, cosi che le equazioni differenziali relative di K
rispetto a £ sono costituite in questo caso oltre che dalle equazioni differen-

ziali relative di K, e dalle equazioni esprimenti che K - ZK =K- %x + K-%Ko

dalla sola equazione
d
fm . 76:1: + =0

dove i puunti sostituiscono una combinazione lineare di differenziali relativi

di elementi di X,. Il rango K-%Ko ¢ dunque maggiore di | o uguale al

d
rango K, - kK" secondo che I’equazione suddetta sia soddisfatia identicamente
0 no, il che dimostra il teorema anche per il caso dimE =0.

Q

II. Ci riferiamo ora al caso generale in cui K = (K,, @, @, .., L)+
Denotando con K; i corpi K; =(K,, ®,, .., x;) e con d; la differenziazione in
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20 E. KigLer: Geometria Aritmetica

questi corpi (il quale simbelo non si deve confondere col d; usato nella
definizione delle corrispondenze infinitesimali o differenziali), possiamo seri-
vere, per quanto abbiamo dimostrato nella parte I, le disuguaglianze

K;
?,

rango Ki,, - C}%}l Kiy,—dim K;:'l > rango K; - %K, —dim

essendo. come presuppone il caso I, Ki,; = (K;, wiy.) Dall’addizione di que-
ste disnguaglianze risulta
K,

rango K,, - %Km — dimgg@ = rango K+ %’Ko——dlm? ,

k k
c. d. d.

Prendendo K, =k si constata che la inseparabilita % é sempre non-ne-
gativa.

21. DEFINIZIONE. - K & detto separabile sopra k quando la inseparabilita
K ; . . , .
= & gero, altrimenti esso & chiamato inseparabile sopra k.

k
Se K & separabile sopra K, e se K, é separabile sopra k, anche K é sepa-

rabile sopra k.

DiMosSTRAZIONE., — Essendo K separabile sopra K, abbiamo
K- —-K K. k 2+ ..+ K- .rm+K K0 con m =dim4

e per analoga ragione
K, doXO_KG Z¥t - A K, 65:3;,, con m=dim .

Ora, siccome evidentemente ogni equazione differenziale relativa di K,
vale anche entro il corpo K, avremo

d d d
K'}}KQ—K'?}y;—f—...'}—K'%y”
e pertanto
P Y I Y U o

che mostra rangoe K - —,@K < m-+n= dim% e con cid la separabilith di K
sopra k, c. d. d. "

23, Se un corpo K = (K., K;) puod essere generato mediante i suoi sotio-
corpi K,, K. supposti algebrici e separabili sopra k, e se vale

K,

dlmg_dlmm+dxm %

k
anch’ esso é separabile sopra k.
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Da
d m d . K
K, . kl K, = E:;Kl . }; x con m=dim 7;1
d n d K
K, ,k” K, =i§1K2 . fy, con n=dim —k—z
segue infatti
d g d v O
K.EK—%K.kw'+2,‘K.79yj

e pertanto la separabilita di K sopra k, essendo m -+ n la dimensione di
K sopra k.

23. Un corpo K del tipo (k. x) é inseparabile sopra k allora e solianto
allora che esso sia definito sopra k medianie un’equazione

fley=0 con fua}=0

senza che il polinomio f(X) si annulli identicamente.
Infatti si ha

=0

d d d
K-%K_K-kw, fx(m)-k

e tutte le equazioni differenziali relative sono conseguenze di queste relazioni.
24 Se un elemenio x di un corpo K Dk soddisfa ad uw’ equaziorne del tipo

2 —a=0 (@ €k,

p 40 essendo la caratteristica di k, il corpo (k, x) é inseparabile sopra k
purché x non sita elemento di k.

Cid risulta dal teorema precedente e dal fatto che un tale polinomio
X*" - a, se é riducibile, non pud essere che una potenza (X** — bjp*~*, (b € k),
di un polinomio dello stesso tipo.

25. DEFINIZIONE. - Un corpo K algebrico sopra k== K & detto puramente
inseparabile sopra k allora e soltanto allora che ogni elemento x di K sod-
disfa a un’equazione del tipo " —a =0 con a €k, essendo p=+0 la carat-
teristica del corpo. 1l fatto che veramente in tale caso K sia anche sempli-
cemente inseparabile risulta da cid che in K esiste almeno un elemento w,
tale che il corpo (k, ) & ==k e pertanto (ved. 24) inseparabile sopra &k,
mentre se K fosse separabile sopra k, anche {k, x) dovrebbe essere sepa-
rabile sopra k (teorema 20).

26. In un corpo K algebrico e O-dimensionale sopra k esiste sempre un
massimo corpo intermedio separabile K,, su oui K, se non ¢ uguale a K,.
& puramente inseparabile.
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22 B. Kiunee: Geomelria Aritinctice

Dal teoreman 23 segue infatti che la tofalita dei sotto-corpi di K separa-
bili sopra k genera un massimo corpo K, separabile sopra k. Se. nel caso
K, # K, il corpo K non fosse puramente inseparabile sopra K, allora potrebbe
facilmente trovarsi un elemento xc| K, tale che (K,, x} fosse separabile
sopra K, e dunque (ved. 21) separabile anche sopra k.

§ 3. Dipendenza lineare di differenziali e dipendenza algebrieca di elementi.

Il noto legame fra la dipendenza analitica di funzioni ¢ la dipendenza
lineare dei loro differenziali totali ritrovasi pure partendo dal nostro punto

di vista algebrico.

27. Se in un corpo algebrico e separabile su k sono linearmente indipen-
denti © differenziali relotivi %xl, %wz, O dk:x:m {x: € K), allora sono nigebrica-
mente indipendenti sopra k gli elementi x., ©., ..., @y .

DiMosTRAZIONE. — Hssendo il corpo (k, «,, ..., x,) = K, separabile sopra
k (teorema 20) avremo dim Ki": rango K- ‘Ii: K,, da cui, tenuto conto che

k
d, a . K,
m >rango K, ?K” =>rango K - kK° = m, segue dim % =m c d. d.

28. Se in un corpo K algebrico, separabilele n-dimensionale sopra k sono

. L C L. .. d d .

linearmente indipendenti ¢ differenziali relativi _ x,, @2, .., 7%, , €380 ¢ sepu-
k k

rabile e O-dimensionale su (k, x,, Xz, ..., ®n).

DIMOSTRAZIONE. - Si osservi dapprima che (k, &, ..., ©,) = K, & n~di-
mensionale su & (ved. 27). Designando y un elemento qualunque di K, il corpo
{k, &, ..., T, y) = K, & separabile sopra k (teorema 20). Se dunque f{x,, ...,
x,, y) = O definisce K, sopra K,, nella relazione

d n d
fo-By+in, Fu=o
che definisce il modulo
dy o _ d, * d,
KI‘WIZKl_KI‘kuy%—;ﬁ,K“_}Zm”

non possono essere zero tutte le n 4 1 derivate parziali. Se fosse f, =0, si
otterrebbe da quella relazione urna dipendenza lineare fra i differenziali

Ei—laz,- che varrebbe anche per i %w Ne segue f, 3= 0, il che esprime la sepa-

k
rabilita di (k, @y, ..., &, y) sopra K,. Dal teorema 22 risulta che K, potendo
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