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alle regole 

~(u + v) = ~u + ~v, ~(u . v) = u . ~v + v . ~u, 

se si tiene conto delle equazioni differenziali di k, ~ chiaro ormai che con 

le espressioni d(~)calcolate  dalle equazioni (4)sono soddisfatte le regole di 

differenziazione in K. 
C. d. d. (Ved. 13) 

18. Le equazioni differen~iali relative di K quale sopracorpo di k definito 
dalle relazioni f~ "-0 si ottengono aggiungendo alle equazioni 

(5) d , "~ - - 0  ( i -  1, 2, ..., h} 

le relazioni 

equivatenti al fatto che 

k - -  ,=1 \ g ~ v  

K . d  d d d k K  = K .  ]cx~ + K .  kx.. + ... + K .  ~x, , .  

Cib segue immediatamente dall!enunciato preccdente. 

Se nelle nostre applicazioni di questo teorema, citando le equazioni 
differenziali relative di un corpo K, scriviamo solamente le relazioni (5), 
vogliamo esprimere con cib the  queste relazioni costituiscono un sistema base 
per le equazioniSdifferen~.iali relative nel senso esposto in 14, prendendo 

d d d 

come base del K-modulo K .  d sK. 

§ 2. Separabilit~ e inseparabilit~ relative. 

19. La inseparabilitd sopr~ k di un corpo K algebrico sopra k ~ definita 
come la differenza 

tango K -  ~ K - -  dim 
k 

d f r a i l  rango del K-modulo K - k K  tche chiameremo talvolta semplicemente 
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il ra~wo di K sopra k) e la dimensione di K sopra k {eio~ il numero massimo 
di elementi  di K algebricamente indipendenti  sopra k). Dal teorema seguente 
risutter~ subito che questa differenza non i~ mai negativa. 

20. Per ogni vorpo Ko intermedio f ra  K e k vale la disuguaglianza 

inseparabilit~ Ko ~ inseparabili t~ K 
k "  I f ,  

DIM0S~RAZION~.- Ammett iamo senza dimostrazione il fatto (del resto 
facile a dimostrarsi) che il corpo Ko /~ algebrico sopra k come K. 

I. Consideriamo dapprima il case in cui K - - ( K o ,  x). 
Se x b algebricamente indipendente sopra Ko, le equazioni differenziali  

di K sono costituite solamente dalle equazioni differenziali  di Ko e da quelle 
d 

equivalenti  al fatto che K . d K - - K . d x + K . d K o .  Ne risulta K . ~ K =  

d d 
----- K .  k ~ -J" K .  ~ Ko (con ~x  l inearmente  indipendente da tutti i differenziali  

relativi di elementi  di Ko) e range K .  d do ]~ Ko --  range Ko- k- Ko designando con 

K Re do la differenziazione in Ko. Da cib segue range -~ - -  range ~- + 1, il t he  

Ko 
mostra insieme con dim K = dim-)-  -]- 1 la eoineidenza delle inseparabili tk 

di K sopra k e di Ko sopra k. 

Se invece d i m ~ o - - 0 ,  il eorpo K pub essere definite sopra Ko mediante 

una sola equazione f{~c) ----- 0, cosi the  le equazioni differenziali  relative di K 
rispetto a k sono costituite in questo ease oltre che dalle equazioni differen- 

ziali relative di Ko e dalle equazioni esprimenti  che K .  d k K :  K .  d ~ w + K ,  d Ko 

dalla sola equazione 

f = . : ~ x  + . . .  = 0  

dov~ i puuti  so~titui~eouo uua eombinazione lineare di differenziali  relativi 

di elementi  di Ko. I1 range K .  d Ko ~ dunque maggiore di I o uguale al 

range Ko • d l' ]~Ko secondo che equazione suddetta sia soddisfatta ident icamente 

K o no, il ehe dimostra il ~eorema anehe per il ease d i m ~ o - - 0 .  

iI .  Ci r iferiamo era al ease generale in cui K =  (Ko, xl ,  x2, ..., ~, ,) .  

Denotando con K~ i corpi Ki = {Ko, x~, ..., x~) e con d~ la differenziazione in 
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questi corpi (il quale simbolo non si deve coafondere  col d~ usato nella 
definizione de[le eorrispondenze infinitesimali o differenziali}, possiamo scri- 
vere, per quanto abbiamo dimostrato nella parte I, le disuguaglianze 

di+l ~ d~ K~ 
range K~+I" ~ K,+I - -  dim ~ range K, • ~- K~ - -  dim -~- , 

essendo, come presuppone il case I, Ki+~ = fK~, xi+~). Dall 'addizione di que- 
ste disuguaglianze risulta 

d,, _ K~ do Ko 
range Kin.  k - K i n - - d i m  , ,  ~ r a n g o K o . ~ K o - - d i m ~ - ,  

c. d. d. 
K 

Prendendo K o - - k  si constata che la inseparabititd -k ~ sempre non-he. 
gativa. 

21. DE:FII~IZlOI~E. - K ~ detto separabile sopra k quando la inseparalJilit~ 

K ~ zero, al tr imenti  esso 6 chiamato inseparabile sopra k. 
k 

Se K ~ separabile sopra Ko e se Ko ~ separabile sopra k, anche K ~ sepa. 
rabile sopra k. 

DIMOSTRAZlOSE. - Essendo K separabi le  sopra Ko abbiamo 

K . d  d d ]~ K - -  K .  k x~ + ... + K .  k xm + K .  Ko con m = dim K ° 

e per analoga ragione 

do do do , Ko.  ~- Ko = Ko- -~ Yl + + Ko.  -~ y ,  con n = dim Ko 
~ ' '  k * 

0ra,  siecome evidentemente ogai equazione differenziale relat iva di Ko 
vale anehe entro il corpo K, avremo 

K . d d]~ y~ + d 
k K o - - K .  ... + K .  

e pertanto 
d d d d d 

K .  7 ¢ K = K .  ]~x~+ ... + K .  ~kx,,, + K . ~ y i + . . .  + K .  ~ y .  

ehe mostra range K -  - d K ~ m + n - -  dim K e eon cib la separabiliVa di K 
k 

sopra k, c. d. d. 

22. Se un ~orpo K = (KI, K2) pub essere generate mediante i suoi sotto. 
vorpi K~, K2 supposti algebri~i e separabili sopra k, e se vale 

dim = dim ~- + dim ~k- ' 

aneh'esso ~ separabile sopra k. 
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Da 

segue infatti 

d l  ~ d 1 
Kt " k  K1 --  E KI"  x,~ con m - -  dim K1 

K~ 
• con n - -  d{m - -  

K . d  d d 
fc g --  z g . i¢ ~ q- ~ K . -k y j 

e pertanto la separabil i tk di K sopra k, essendo m ~ n la dimensione di 
K sopra k. 

23. Un corpo K del tipo (k. x) ~ inseparabile sopra k allora e soltanto 
allora vhe esso §ia definito sopra k mediante un'equazione 

f (~} = O oon f ,~x)  = O 

senza che il polinomio f (X)  si annull i  identicamente. 

Infat t i  si ha 

K . d  K . d  d 
~ K - -  k x, f~(~) . -k X~ -" O 

e tutte le equazioni differenziali  relative sono conseguenze di queste relazioni. 

24 Se un  elen~ento ~ di un corpo K ~ k soddisfa ad un' equazion'e del tipo 

x~P x -- a --  0 (a E k}, 

p ~ 0 essendo la caratteristiva di k, il vorpo (k, x} $ inseparabile sopra k 
p~rvh$ x non sia elemento di k. 

Cib risulta dal teorema precedente  e dal fatto ehe un tale polinomio 
XP ~ - a, se ~ riducibile, non pub essere the una potenza IX~ ~ - -  b}~ x-~, (b e k~, 
di un polinomio dello stesso tipo. 

25. DEFII~IZIONE. - Un eorpo K algebrieo sopra k =~: K ~ detto puramente 
inseparabile sopra k al[ora e soltanto allora ehe ogni elemento a~ di K sod- 
disfa a un 'equazione  de! tipo xp z -  a - - 0  con a E k, essendo p =~= 0 la earat- 
terist iea del eorpo. II fatto che veramente in tale caso K sia anehe sempli- 
cemente inseparabi le  ristflta da cib ehe in K esiste almeno un elemento x, 
tale ehe il eorpo (k, ~) ~ =~=k e pertanto (red. 24~ inseparabi le  sopra k, 
mentre se K fosse separabile  sopra k, anehe (k, x) dovrebbe essere sepa- 
rabile sopra k (teorema 20). 

26. In  un eorpo K algebrieo e O-dimensionale sopra k esiste sempre u~ 
massimo eorpo intermedio separabile Ko, su vui K, ~e no';~ ~ uguale a Ko, 

puramente in~eparabile. 
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Dal teorema 22 segue infatti etle la totalit~ dei sotto-corpi di K separa. 
bili sopra k genera un massimo eorpo Ko separat)il(, sopra k. Se. nel (.aso 
Ko # K~ il eorpo K non fosse t)uramente inseparabile sopra Ko allora potrebbe 
faeilmente trovarsi un elemeuto x r- I K0 tale che (Ko, xt fosse separabih; 
sopra Ko e dunque (red. 21) separabile anche sopra k. 

§ 3. Dipendenza l ineare di differenziali  e dipendenza algebriea di elementi .  

II note legame fra ta dipendenza anali t ica di funzioni e la dipendenza 
l ineare dei lore differenziali  totati ritrovasi pure partendo dal nostro punto 
di vista algebrieo. 

27. Se in un corpo algebrivo e separabile su k sono linearmente indipen- 
d d d 

denti i differenziali relativi ]¢x~, k x.,, ..., kX, ,  {xi E K}, allora sono algebrica. 

mente indipendenti  sopra k gli elementi vc~, ~.,, .... x , , .  

DI~OS~RAZIOI~E. - Essendo il eorpo Ik, x~, ..., x , , ) =  Ko separal)ile sopra 

k {teorema 20)avremo dim K°]~ --  range Ko. d°K°'k da eui, tenuto conto che 

do d Ko 
m :> range Ko .~-Ko ~ range K .  k K o -  m, segue d i m ) - - - m ,  c. d. d. 

28. Se in un  corpo K algebrioo, separabile~e n-dimensionale sopra k sono 
d d d 

linearmente indipendertti i differenziali relativi k x~, ~ x2, ..., ]~ x.,,, esso ~ sepa. 

rabile e O-dimensionale su (k, x l ,  x,2, ..., ~,). 

DIMOSTRAZIONE. - Si osservi dapprima che ik, ~c~, ..., x,} - -  Ko b n-di- 
mensionate su k (red. 27). Designando y un elemento qualunque di K, il eorpo 
{k, ~¢~, .... x,,, y ~ -  K~ b separabile sopra k (teorema 20}. Se danque  f { ~ ,  ..., 
~,,, y} m 0 definisce K, sopra Ko, nella relazione 

dl n dl 

ehe defiaisce il modulo 

! Q .  K ~ - -  K~. d~ y-4- ~2 K~ • -k X~, 
i:=t 

non possono essere zero tutte !~ n q-1  derivate parziali. Se fosse f u - - O ,  si 
otterrebbe da quel ls  relazlone una dipendenza l ineare fra i differenziali 
dl d 
k-x~ ehe varrebbe anehe per i Kw. Ne segue fu ~= O, il ehe esprime la sepa- 

rabilitk di (k, ~q, ..., $,,, y) sopra Ko. Dal teorema 22 risulta ehe K, potendo 


