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In questo caso vale anche 1' equazione differenziale 

d~ - -  1 • dx - -  0 (per x qua lunque  di A). 

Avremo spesso oceasione di applieare l 'osservazione seguente 

Se in un anello qualsiasi  A il simbolo f (~l , . . . ,  am) designa un 'espres-  
sione 

(5t Z . a~...i,~ • x~ ~ ... x~' icon a~,...iEA) 
h . . . .  ,*.~ 

e se f ~  denotono le << derivate parziali >> 

i~, ...,tm 

mentre ~f significa la (< variasione )> di f 

Q im 
~ f  = ~ (da~ . . .~ ,~b  . ~el . . .  x , , ,  , 

si ha l ' equazione differenziale 

d f - -  Ef~  
Y 

• d z ~  - -  ~ f  = 0 .  

5Totiamo ancora the,  se f, g sono polinomi come (5), e se esiste in A i l  
quoziente 

f~xl ,  ..., x , , !  

(il che presuppone che g non sia zero o 
1' equazione difforenziale 

COIl  

divisore dello zero in A) avremo 

( =g'f~--f'g~'~O5 ~(~)=g'~f--f'~gg5 
g jffy 

§ 3. Differenti  relativi .  

14. Se Ao ~ sottoanello di un ane]]o A, definiamo la differenziazione 
d 

relativa-~o di A rispetto ad Ao aggiungendo sempticemente alle equazioni 

differenziali  (assolute) di A l e  equazioni 

dxo -" 0 (per ogni Xo E Ao). 
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Sotto l ' i po t e s i  che l ' A - m o d u l o  

dolle  fo rme  p fa f f i ane  

abbia  nna base f i n i t a :  

d 
A. :4-;.4 

A "Ao 

d 
~ x .  A o y  (x, y 6 A )  

= A • (oi + A • ~ + ... + A • o),~ ; 

e che  A possegga un e l emen to  1 si pub de f in i re  u n a  ser ie  di ideal i  

t h e  si e h i a m a n o  i differenti  di  A rispetto ad  Ao. 

I1 differente di  ordine n 

g def in i t e  pe r  n < n~ qua le  ideale  g e n e ra t e  in A da tut t i  i d e t e r m i n a n t i  

a(1) ~(i) ~(1) 
il tbi 2 .,. ~im_ . 

.(.-) .(2) ..(3) 
(21 ~'~ '*®' "" '~' . . . .  , 

a(m--.) _(m--n) _(m--n) 

t h e  possono fo rmars i  eol le  mat r i c i  (a~ j di tu t t i  i s is temi 

. . .  

• • . • • ° . ° . . . , . ° ° , . . . . 

~(m--n) ~(m --n) 
1 . t O l + . . . ' ~ t ~ m  . a ) m ' - - O  

di m -  n equaz ion i  d i f fe renz ia l i  r e l a t ive  di A. P e r  n ~ m si def in i see  

Dal  t eo r ema  di LAPLACE segue  che  tut t i  ques t i  d e t e r m i n a n t i  sono com- 
b inaz ioni  l i nea r i  (median te  fa t to r i  appar tenen~i  ad A) di d e t e r m i n a n t i  ( m -  

ehe  se rvono  al ia  fo rmaz ione  di ~ ,~+jA-t ,  donde  si d e d u c e  il 1)-pli 
\Ao/ 
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fatto gi~ indicate in (1) 

d 
dalla scelta delta base to~, to~, ..., to,,, di ,4 • -~o A. 

D~NOSTRAZmNE. - I. Se un sistema N di equazioni differenziali  relative 
di A i~ tale ehe ogni equazione differenziale relativa del ripe 

E a i -  t o~=0  
i--:l 

si  d e r i v a  da  e q u a z i o n i  
~t 

-~ a! k~" ~i = 0 
i = l  

appartenent i  al sistema B nel mode seguente 

as = ~ ~ .  a~ k) (~  ~ A, i = 1, 2, ..., m) 
k 

diremo {e solamente in questo case) ehe ~2 ~ sislema base per le equazioni 
differenziali relative. 

0 r a b  ehiaro che basta, per generare  l ' idea le  D,s(~), costruire tutti i de- 

terminant i  {2) che si ottengono partendo solamente da equazioni differenziali  
prese da un sistema base. 

d 
II. Se ~) 6 un elemento qualunque di A • -xoA, anehe 

(3} % ,  a~,  . . . ,  to m , to 

b base di quel modulo. Prendendo an  sistema base qualsiasi per  le equa- 
zioni differenziali  relative di A serit te con t%, % , . . . ,  to,, insieme con 
l' equazione 
(4) a, • to, -b ... + a m  .tom -4-(o--0,  

ehe si deriva dal fatto ohe to pub esprimersi  mediante le forme toi, ot teniamo 
un sistema base per le equazioni differenziali  relative di A serit te eon la 

nuova base del modulo A .  d A Difatti ogni equazione differenziale relativa 
A o  " 

del tipo 

b , . %  + . . .  +b,, , . to, , ,  A - b . t o ' - - O  

si pub serivere qualo b-upla della (4) pih una equaziene differenziale in eui 
non entrano ehe le forme ¢o~,..., tom. 

14 



14 E. Ki(HLnr: Geom, et~'ia A~itmct$ca 

Non eonoseendo aneora la indipendenza dei differenti  seriviamo b, , ' (~.)  

per il differeute ealcolato mediante l a  base (3). Per  ottenerlo dobbiamo for- 
mare tutti  i determinant i  di ordine (m-[ -1) -n  analoghi a quelli ~2). 

0ra,  se nella lore formazione nou interviene l 'equazione (41, naseono 

solamente determinant i  appartenent i  a l l ' ideale ~),,_~ A~o C ~,, ~ • 

Altrimenti  essi sono della forma 

(5) ~ ,  ~ ,  ... ~ _ . ,  0 

0 
a(m--~)  _(~v-~)  _ ( m - - n )  0 

dove la parte segnata da tinee interviene gi/~ nella formazione di ~,, . ~  . 

chiaro pertanto che tutti i determinant i  che servono alla generazione 

di ~,,' -~o trovansi gi/~ nell' ideale ~,, ~t~ e eib mostra ehe 

Na, siecome si pub seegliere (5) tale ehe esso sia un qualsiasi determi- 

nante generante  ~,,[A00 ' vale anche la:  ~), ~ C~n'  

Questo fatto 

6 evidentemente yore anehe per n ~ m. 

I IL Supponiamo era che 
6.)x ~ 5}z ~ . . .  , ff)q 

d 
sia una base qualunque del modulo A.jt-oA. Designamo con 

i differenti  cli ordiue n ealeolafi r ispet t ivamente con le basi 

O)t~ 0 ) ~ . . . ~  fl) m 

0)~, 0)2,..., ~Om, (01~ 6)~,..., d)q 
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E. KXI~LER: Geometrla Aritmetiva 15 

d A L'applieazione sueeessiva di quel ehe abbiamo dimo- del modulo A.Ao " 

strato in lI. mostra 

e percib 

c. d. d. 

tanto b,, ~ -" b"' Ao quan, to 

o( o) 

15. Sotto l' ipotesi the Ao C A, Ao C .4, siano soUoanelli di un  medesimo 

anello R tall the ogni elemento di Ao, A possa rapln'esenta/tsi neUa forma ~- 
Y 

con ~, y E Ao, ri~p. ~on x, y E A, in ~ui y ~ 0 non ~ divisore dello zero in R, 
vale 

(cio6 l'ideah, ~,(~_~)pub essere gen.erato dall'ideale ~),, [Ao ' 

D I ~ O S T R A Z I O N E .  - I .  A bbiamo gih osservato in 
differenziale 

(x) y . d x , - - x , . d y  
(6} d ~/ - -  y~ --  0 

13 the vale l'equazione 

per ogni quoziente w del tipo suddetto. 
Y 

Dimostriamo ora the si ottengono le equazioni differenziali di /1 scri. 

vendo le equazioni (6~, limitandosi perb per eiascun elemento ~ di A- ad una 
Y 

X 
sola rappresentazione .~, ed aggiungendo le equazioni differenziali di A. 

Infatti queste ultimo equazioni garantisoono the l'equazione 

d ~ y ' .  d~' dy' y, y,~ = 0 

derivata da un'altra espressione ~i--m-dello s t e S S O y  olemento ~ d i ay  per d(y) 

il medesimo visultato di {6). Basra, per vederlo, effettuare il calcolo seguente, 

1 4  - -  1 5  
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unieamente fondato sulle equazione differenziali di A 

~, • y '  - -  x '  • y ,  ;r~ • d y '  - -  y • dx '  -"  x /  • d y  - -  y '  • dx.  

YY' dx') ---- -Y-YY-'- • (x' . dy  - -  y' . dx) iyg )  . Ix .  d y ' - -  y .  

e pertanto, essendo ~ • y' ---- x' • y, 

y' . d . v ' - -  x ' . d y _  y . d ~ - - x . d y  
y , 2  - -  y,~ 

Un simile ealeolo mostra allora ehe le regole di differenziazione in A sono 
eonseguenze delle sole equazioni differenziali di A, pureh~ si prendano per i 

~/ le espressioni date dalla (6~. 

]I. Poieh~ le equazioni differenziati di A sono costituite, oltre che d~ 
quelle esprimenti ehe A .  d A - - - . 4 ,  d A  (clot ~ ehe i differepziali degli elementi 
di A formano base del modulo .4. dA),  solamente dalle equazioni differenziali 
di A, e poieh~ d 'al t ra  parte le equazioni d.~o ~ 0, che earatterizzano il pas- 
saggio dalla differenziazione assoluta di .4 a quelia relativa rispetto ~d Ao, 
seguono gi~ stabilendo solamente ehe d A o - - 0 ,  5 chiaro che si ottiene una 

base per le equazioni differenziali earatterizzanti il modulo ,4-. d__~ serivendo 
Ao 

d 
semplieemente le equazioni differenziali caratterizzanti il m(~dulo A-~oA,  

d d 
eambiandovi perb il segno ~o con Ao" 

0ra  tale base di equazioni serve a cateolare sia una base dell ' ideale 

b'[A~\Ao/ ehe una base dell ' ideale ~"(-A'o I ' \A,  C. d. d. 

CikPITOLO II 

CORPI ALGEBRICI 

§ 1. Le equazioni differenziali  dei eorpi algebriei.  

16. Contrariamente ali 'uso eonsueto, adopero il termine << algebrico ~ nel 
significato seguente: chiamo algebrieo ogni oggetto dell' algebra (anello, corpo. 
oorpo reiativo, gruppo, modulo, eee.), ehe pub essere generato da un numero 
finito di elementi mediante le operazioni che servono alia sua definizione. 

Dunque un eorpo K ~ detto a|gebrico (o meglio aritmetico) allots e sol- 
tanto allots ehe ogni elemento di K pub essere ottenuto da eerti elementi 

15 - -  1({ 


