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CAPITOLO V. 

TRANSITIVITA ED INTRANSITIVITA 

A) T r a n s i t i v l t i t .  

98. Sia ~ un gruppo od uno pscudogruppo di sostituzioni sull ' insiemc 

numerabile  I eli e lement i :  

1, 2 , . . . . ,  n, ..... 

Diremo che il complesso ~ possiedc t r a n s i t i v i t h  f in i ta  di  g r a d e  m quaiudo, 

estratti  ad arbitrio da I due sistemi di m elcmcnti :  

Xi~ X ~  .... ~ Xm~ 

Yt ,  Y~, .... , y m ,  

esiste almeno una sostituzione s di ~ tale che:  

s(x~) = y , ,  s(x~) - -  Y2,...., s(xm) - -  Ym. 

99. Sia C un gruppo od uno pseudogruppo transitive. Sc si pub determi- 

nate  un numero intcro ~ talc chc il complesso ~ non abbia transitivit~t di 

grade superiore a ~, si dir£ chc il complesso date possiede t r a n s i t i v i t d  f in i ta  

l im i ta ta .  :Nel case contrario si dirh che ~ possiede t r a n s i t i v i t d  f in i ta  i l l im i ta ta .  

(*) Ved i  ~[emorie 1 a e 2 a, ¢ Anna l i  di Matemat ica  ~,. serie I V ,  tome IV ,  fasc. 1.2; 
tome ~r, fasc. 1-2. 
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100. Passiamo ora a definire ta t~'ansitivild infinita. Estratti da I due 

sistemi di infiniti e lementi :  

X - -  [x~, x~ ,  .... , x~, . . . .] ,  

Y =  [Y~, Y2,...., Yu,....], 

chiameremo sistemi residui di I rispetto ad X ed Y i sistemi formati con 

gli elementi di I che non appartengono r ispet t ivamente ad X e ad Y. 

Ci6 posto, diremo che un complesso ~ possiede transitivit~t infinita di 
gvado m se, estratti ad arbitrio da I due sistemi X, Y in modo che i rela- 

tivi residui abbiano egual potenza m, esiste almeno una sostituzione s di 

~ale che:  

s ( x , )  = y~ ( i =  1, 2,..0. 

101. Dato uno pseudogruppo composto:  

C" ---- C -i-- C', 

supponiamo che esista un sistema A d i m  element i :  

65~ ~ a2  ~..,,~ ~ m  

tale che, preso un sistema arbitrario X pure di m e lement i :  

si possa determinare una sostituzione c" di C" soddisfaeente alle eguaglianze: 

c"(a~) = x i  (i = 1, 2,...., m). 

Sotto questa ipotesi vogliamo dimostrare che nelto pseudogruppo sem- 

plice C' esiste una operazione c' avente  la medesima proprietb~ della c". 

Scelt~ infatti una operazione qualunque h' di C', poniamo:  

h'(y~) : a,, h'(y2)= a~,...., h'(y,~) == am, 

e determiniamo una operazione h" di C" tale t h e :  

h"(a~) ---- y~ (i--- 1, 2, .... , m). 

II prodotto c ' =  h". h ' .c"  appartiene a C' e sostituisce al sistema A il si- 

sterna X. 
Un 'ana loga  proposizione vale nel caso in cui i sistemi A e X siano ~br- 

mati con infiniti elementi ed i relativi residui siano di egual potenza m. 

Da queste considerazioni cousegue che:  
Se uno pseudogruppo composlo C " =  C + C' ha transit ivi td finita od 

infinita di grado m, lo pseudogruppo semplice C' possiede t~ansitivitd finita 

od infinita di  eguat grado. 
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102. Se nello pseudogruppo C' esiste una sostituzione el" tale che :  

¢t c~ (x~) --- a~, 

si dimostra~ in maniera del tutto simile alla precedent% l 'esis tenza di una 

operazioae c~' di C' avente  la stessa proprieth della e~". 

103. Aff inch~ un  complesso ~ abbia t~'ansitivit(t  f in i ta  di  g rado  m occo~'re 

e basra ehe esista u n  s i s t ema  : 

A ~ [a~, a~,.,. ,  a,,] 

d i m  e l e m e n t i  tale  ehe, preso  u n  s i s t ema  ad  a~'bitrio : 

X = [ x ~ ,  x~, .... , x,~] 

put 'e  d i  m e t emen t i ,  si possano dete~'mina~'e due  so s t i t u z i o n i  s e ~ d i  

sodd i s facen t i  al le  e g u a g l i a n z e  : 

(a)  s(a ) = x, ,  

(b) ~(x~) : ai (i - -  1, 2,...., m). 

La condizione ~ sufficiente. 

Siano infatti : 

Xl~ X.,~....~ Xm~ 

Yi ,  Y~, ' " ,  Y,~, 

due sistemi arbitrari  e siano s e ~ l e  due operazioni di ~ taIi che :  

s ( a l ) : y ~ ,  ~ ( x ~ ) : a ~  ( i = 1 , 2 ,  .... , m). 

I1 prodotto ~. s appart iene a ~ e sostituisce agli elementi x~ gli elementi y~. 

La condizione enunciata ~ poi manifestamente necessaria.  

OSSERVAZlONE. Se il complesso C ~ un grupp% la (b) ~ una conseguenza 

della (a) potendosi scegliere come sostituzione ~ t ' inversa  della s. 

Se ~ ~ invece uno pseudogruppo, le (a), (b) sono generalmente fra loro 
indipendenti % come vedremo pifi avanti, vi sono casi in cui una sola di 
esse ~ verificata. 

104. Condiz ione  necessa~'ia e suf f ic iente  affinchO un  comptesso C abbia 

transit ivi td~ in f i n i t a  di  g rado  m ~ che esis ta u n  s i s t ema  : 

A - - [ a ~ ,  a2, .... , aM,....] 

d ' i n f i n i t i  e l emen t i ,  aven te  i l  res iduo  A'  di  p o t e n z a  m, tale che, p~'eso ad 

a r b i t r i o  un  s i s t ema : 

X - - -  I x  i , x ~  , . . . . ,  x , , , . . . . ]  

Annalf di Mat~matica, Serie IV~ Tomo VII. 14, 
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col hesid~o X '  di  p o t e n z a  m, si possa d e t e r m i n a t e  una  sos t i t u z ione  s di  

sodd i s facen te  alle e g u a g l i a n z e  : 

(a) s(a¢) - -  x~ (i - -  1, 2,..., n,....). 

Per p ro ra t e  l 'asserto basterA, evidentemente~ costt'uire una operazione 

di ~ per la quale s ia :  

(b) ~(x,) = a , .  

Consideriamo dapprima il caso in eui m 4 infinito. Indichiamo con X "  

ed X "  i residui di A e A' rispetto ad X e supponiamo che X" si~ formato 

con infiniti elementi. 

In tale ipotesi, possiamo determinare una operazioue c di (~ tale che:  

c(X)  --" A , ,  

essendo A~ una parte propria di A. Basta infatti scegliere come operazione c 

quella che sostituisce ad X" it sistema A'. 

Prendiamo quindi una operazione h di C che sostituisca ad A~ il sistema A 

e fbrmiamo il prodotto z - - c .  k. 

Questa operazione appartiene a ~ e, come subito si verifica~ soddisfa 

alia (b). 
In particolare, si pub fare X :  A '  e, per conseguenza, X"- - -A.  

Se poi il residuo con infiniti etementi 6 X'" anzich6 X",  bisogner'h assu- 

mere come operazione c quella che sostituisce ad X "  il sistema A'. 

"Infin% nel caso in cui m 6 un numero fiaito~ il complesso ~ 6 un gruppo 

perch6 esistono in esso delle sostituzioni su un numero finito di elementi (n. ° 101). 

Si pu6 pertanto assumere come operazione z l ' inversa  della s. 

Un' analoga proposizione vale he1 caso in cui si suppouga soddisfatta, la (b) 

in luogo della (a). 

105. Sia ~ un complesso avente transitivit~t finita di grado ~n. 

I1 gruppo : 

G = (~, ~ - ' )  

generato da ~ contiene per intero ~ e perci6 possiede transitivit~ fiaita di 

grado m almeno. 
Indichiamo con H il gruppo formato con le sostituzioni di G che lasciano 

fermi gli e lementi :  
(~¢) 1, 2, .... , m, 

e decomponiamo a destra il gruppo G rispetto ad H :  

(8) G --- E(H.g),  



che operano su una infinit~ n,~merabile di elementi 107 

Mediante considerazioni fncilissime si riesce a provare che tutte le opera- 

zioni di un quasi-gruppo di (8) sostituiscono al sistema (0¢) un medesimo sistema: 

(~) x~, x2,.. . xm~ 

e che le operazioni di due quasi-gruppi distinti sostituiscono al sistema (~)dei 

sistemi the  differiscono fra lore almeno per l 'ordine con cui si presentano gli 

elementi nei sistemi stessi. 

Da ci6 consegue che i quasi-gruppi di (~) corrispondono biunivocamente 

alle disposizioni degli elementi di I a d  m a d  m~ e cio~ che:  l ' indice  di H 

in G ~ la pote'nza del nurne~'abile. 

106. Se si trasforma il gruppo H mediante una operazione g di G tale 

che ad (0¢)sostituisca (~), si ottiene un gruppo K formate con le operazioni 

di G che lasciano fermi gli elementi di (~). 

Da qui si deduce the  il gruppo comune ai trasformati di H mediante G 

C 
si riduce alla sola ldentifft e che i complessi ~ e ~r soao oloedricamente 

isomorfi. 

107. Le cousiderazioni svelte nei preeedenti nJ 105~ 106~ si possono ripe- 

terc ia tegrahnente  nell ' ipotesi che C abbia transitivith illfinita. L 'un ica  varia- 

zione da apportare 6 reiat iva all ' indice di H in G ch% in questo case, 6 la 
potenza del continue. 

108. Diremo che un complesso ~ di sostituzioni su I ~ regolare quando 

ogui sostituzione di C (esclusa l ' identith, se esiste ill C) opera su tutti gli 
elementi di I. 

Ci5 posto, vogliamo dimostrare il seguente teorema:  

Un complesso ~ transi t ive  e vegolare ~ necessariamente un gvuppo 

avente per  o~'dine la potenza del nume~'abile e per  grade di t ransi t iv i td  uno. 

I1 complesso ~ deve conteuere l'ideHtit~t perch6 altrimenti, e per le ipo- 

tesi fatte, nessuna operazione di ~ laseierebbe fermo un elemeuto prefissato x.  

Se ~ fosse uuo pseudogruppo composto C-t-C'~ per la proposizione del 

n. ° 101, sarebbe pure transitive lo pseudogruppo semplice e regolare C' la 
qual cosa, come ova s '4 visto, ~ impossibile. 

Ii complesso ~ deve dunque essere un gruppo. 

Inoltre, poich6 il sottogruppo H di ~ che abbiamo definite al n. ° 105, s i  

riduce alla sola operazione identica, l 'ordine di ~ s;~r~t egtmle aWindice di H 
in ~ e clog sar/~ la potenza del numerabile. 
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t~ infine manifesto c h e l a  transitivit~ di ~ non pub essere di grado 

superiore ad 1. 

109. Un comptesso abeliano e t~'ansigivo ~ ~ un grt tppo avenge per  or- 

dine la po tenza  del nun~er'abile. 

In virgil della proposizione precedente, basra dimostrnre che C 6 un 

complesso regolnre. 

Sin c quelln opert~zione d i e  che lascia fermo l 'e lemeuto 1 e sin h una 

sostituzione che al posto di 1 porte~ x.  

Si ha nllora: 

h - t .  c .  h, = c, k -  ~. c .  I~(x) = c ( x )  ---- x ,  

e aio6" 
c ~ l .  

Segue dn ci6 the  ogni sostituzione di ~, diversa dnlla identith, deve 

operar e su tutti gli elementi di L 

110. Un g~'uppo G di sos t i tuz ioni  su I avente tcans i t i v i td  in f in i ta  coin- 

vide col gruppo  gotale. 

Per ragioni eviden~i, baster/t dimostrnre il teoremn nel easo in eui G 

nbbia transitivith infinita di grndo infinito. 
Decomponinmo nnzitutto l ' insieme I in una infinit~t numernbile di sue- 

cessioni : 
X : [ x ~ ,  x~,...., x~,  .... ], 

Y : [y~, y~,. . . . ,  y , , , . . . . ] ,  

A~ : :  [~:~ :¢i~,'"', ~tn,"'-], 

A., --- [%i, %~,'"', %~,'"'], 
• , • * • * . * • ° • • • • , ° * ° 

ed indichiamo con a t u n a  sostituzione qualsiasi suli ' insieme A~ e con a.2, 

az,...., am, .... delle sostituzioni simili alia a~ ed opernnti r ispett ivamento sugli 

insiemi As, A3, .... , Am, ..... 
Nel gruppo G esisterh allora, per le ipotesi fntte, unn sostituzioae s del 

tipo : 
S ~ ( i . a  t . a  2 . a  3 .  . . . . .  a m . ,. . .~ 

dove ~ 6 unn operazione sugli elementi di X. 
Costruiamo poi una sostituzione t di G ehe abbin In proprietbo di trnsfor- 
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mare ~ in 84 stessa, a,  ill ao~ .... , am in am+~ eac.. Un~ 

avrh la forma:  

(X;  A , ;  A~; ; Am ; ; Y ) .... .... 
t - -  X; A~; Aa; .... ; A,~+~; .... , Y,A~ 

e trasformer$ la s in :  

S t ~ ( ~ , a  2 . ~ .  , . , o  . a m +  t • , , . ,  

siffattu operazione 

Poich6 nel gruppo G esists l 'operazione s . s ~ - l - - a ~ ,  possiamo intanto 

affermars che in questo gruppo figurano tutte quelle sostituzioni che operano 

su insiemi A di elementi tall che gli elementi di I non appartenenti  ad A 

siano infiniti. I,~ particolare, esisteranno in G 1s sostituzioni che operano su 

un numero finito di elementi e quells che si possono decomporre in un nu- 
mero infinito di cicli. 

Rest.a pertm-,to da provare l 'esistenza in G di quells sostituzioni che 

operano su infiniti elementi e che si decompongono in un numero finito 
di cicli. 

Poich6 alcuni di questi cicli sono necessariamente aperti, baster~ dimo- 
strafe che un qualsiasi ciclo aperto su I :  

.q = (...., ~_~,...., ~_~, ~o, ~,,...., ~,....) 
appartiene a G. 

Invero, il ciclo g si pus considerare come il prodotto delle due operazioni: 

h = ( ~ _ ~ ,  ~-~)-(l~-~, ~ -~ ) . . . . . . (~_~ ,  ~_~_, ) . . . . . ,  

h = (...., i3_0~,...., ~_~, ~_~, t~0, ~ ,  ~, . . . . ,  ~ ,  .... ) 

che appartengono,  per quanto s'4 detto superiormente, a G. 

Questo gruppo ~ dunque ii totMe su L 

OSSERVAZIONE. I1 teorema che abbie~mo ora dimostrato, mentre ci a s s i c u r a  

che non esistono gruppi, all ' infuori de1 totale, aventi transitivith infinita, nulla 

ci dice circa Ml'esistenza di pseudogruppi infinitamente trm~sitivi. 

Su ci5 non siamo in grado di dire niente di preciso perchS~ pur non 

conoscendo esempi di siffatti pseudogruppi, non abbiamo ragioni sufficienti 
per escluderne l'esistenze~. 

Se per5 sappiamo che un complesso ~ ha transitivit~ infinita di grado 
finito m, possiamo affermare che ~ coincide col gruppo totale. 

Infatti ~ ~ necessariamente un gruppo (n. i 101~ 104) e ~d esso 4 applica- 
bile il precedente teorema. 
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111. Diamo ora alcuni esempi di gruppi e di pseudogruppi transitivi. 

ESEMPIO I. I1 gruppo generato dalle potenze positive e negative del 

ciclo aperto : 
g --~ ( .. . .  , - -  n , . . . . ,  - -  1, O, 1, . . . . ,  n ,  .... ) 

ha trallsitivitt~ finita di grado uno. 

ESEMPIO IL I1 gruppo formato con tutte le sostituzioni del t ipo: 

(o.= 
dove a~ b sono numeri razionali determilmti e dove x pu6 assumere tutti i 

valori razionali positivi e negativi, ha transitivitS, finita di grado due. 

Invero, fissati gli elementi 0, 1 e presi due elementi qualsiasi c~, }, esiste 

nel gruppo dato l 'operaz ione:  

X 

ehe al posto di 0, 1 porta r ispett ivamente a, ~. 

ESEg.~PIO III. I1 sottogruppo G~ del totale formato con tutte le sostituzioni 

ehe operano su un numero finito di elementi possiede transitivith fiuita di 

grado illimitato. 
La medesima trat~sitivit~ g posseduta dal sottogruppo G 2 di G~ formato 

con le sostituzioni di G~ ehe sono di elasse pari. 

ESEMPIO IV. Consideriamo tutte le sostituzioni del t ipo: 

( ' )  
g - -  m~  -+- r 

dove x pu6 assumere tutti i valori razionali e dove m g un numero intero 

ed r un lmmero razionale. 
II eomplesso di queste sostituzioni eostituisee ul~o pseudogruppo G" perehb,, 

come agevolmeate si pu6 verifieare, il prodotto di due di esse 6 una sostitu- 

zione della stessa elasse, e pereh~ le inverse di quelle sostituzio~fi ehe eorri- 

spo~ldono a valori di mA F 1 non appartengono a! eomplesso dato. 

Questo pseudogruppo possiede inolLre trausitivit~ finita di grado uno ma 

non di grado superiore. 
hffatti, seelto un elemento { ad arbitrio, le sostituzioni di G " :  

( ( g t  - -  

sotlo tali che :  
g~(O) = ~, g,(~)  = O. 
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Osservando poi ehe non esiste alcuna sostRuzione g di G" tale che :  

1 
g(0) = 0, g(1) = ~, 

si pub affermare che il grado di transitivit~ di G" non supera l' unith. 

ESEMPIO V. Diamo infine un esempio di uno pseudogruppo avente transi- 

tivit/~ t i a r a  illimitata. 

Sia G, il gruppo eonsiderato nell 'Es. III e sia y una operazione senza 

periodo o con periodo infinito. 

Ii complesso : 

G " ' -  G t + Gl- Y + .... + Gi.y ~ + .... 

uno pseudogruppo composto avente la stessa transitivit~ posseduta da G~, 
e cio4 di grado illimitato. 

Per la proposizione del n. ° 101, lo pseudogruppo semplice:  

G ' - -  G l 'Y  + .... + Gt .y~  + .... 

ha pure transitivit~t finita illimitata. 

B) S e m i t r a n s l t i v i t k .  

112. Al n. ° 103 abbiamo osservato ehe te condizioni (a) e (b), relative 

alla transitivitS~ finita di un complesso di sostituzioni, sono fra loro general- 

mente indipendenti e che esistono dei complessi per i quali ~ soddisfatta una 
sola delle due condizioni suddette. 

I complessi di questo tipo, che sono necessariamente degli pseudogruppi, 
verranno chiamati  s e m i t r a n s i t i v i .  

Sempre riferendoci al n. ° 103, diremo poi che un complesso ~ possiede 

s e m i t r a n s i t i v i t d  supe~'io~'e (inferior'e) d i  g~'ado m se 5 soddisfatta la condi- 

zione (a) ma non la (b) [la condizione (b) ma non la (a)]. 

S e i l  numero m pub essere preso ad arbitrio, si direr che C possiede 
s e m i t r a n s i t i v i t d  i l l im i ta ta .  

Osserviamo infine che, in virtfl delle considerazioni svolte al n. ° 104, si 

pu6 escludere l 'es is tenza di complessi aventi seraitransitivith infinita. 

113. Se C possiede semitrans]tivit~ superiore di grado m, lo pseudo- 

gruppo ~ - i ,  formato con le inverse delle operazioni di C, possiede semi- 
transitivith inferiore dello stesso grado. 
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11t. I1 gruppo : 
G = (c, c 

generato dR ~ possiede transitiviti~ di grado eguale o superiore a quello 

relat ivo alia semitransitivit~t di C. 

Segue da ci6 che le proposizioni che abbiamo date ai n. * 105, 106 per i 

complessi transitivi sono valide anche per gli pseudogruppi  semitransitivi 

perch~ esse sono eselusivamente  fondate sutla transitivitg di G. 

Dal n. ° 101 si deduce poi che :  

Se lo pseudogruppo composto : 

C" = C + C' 

ha semitransitivit~ di grado m, lo pseudogruppo semplice C' possiede semi. 

transitivit~ di egual grado. 

11~. SiR ~ uno pseudogruppo avente  semitransitivit& superiore di grado m. 

Consideriamo tutti i possibili sistemi di m elementi che si possono for- 

mare con l ' insieme I e d  indichiamo con K 1' aggregato di questi sistemi. 

Poich4 ~ ~ semitransitiv% esistono dei sistemi X di K al posto dei quali 

si possono portare, mediante sostituzioni di C~ tutti gli altri sistemi di K stesso, 

ed esistouo dei sistemi Y per i quali ~ esclusa tale possibilitg. 
1~ pertanto conveniente di seindere K helle due elassi K~ e K= tbrmate 

tutti i sistemi del tipo di X e con tutti i sistemi del r ispet t ivamente  con 

tipo di Y. 

Scr iveremo : 
& = 

& = [ L ,  L , . . ,  Yn, . . . .  ] ,  

e chiameremo K~ e K s classi di semitransitivit& 
1~ poi evidente  che le operazioni di ~ debbono sostituire ad ogni sistema 

di K 2 uu sistema pure appar tenente  a K s. 
Vogliamo ora dimostrare che :  le classi K, e K.2 contengono ent~'ambe 

infiniti sistemi. 
Prendiamo infatti una operRzione C di ~ tale che :  

c(X,)- Y,. 

Poich6, come abbiamo superiormente deft% 1' operazione c deve sostituire 

ad ogni Y,. un Ys, eSSR dovrg sostituire ai sistemi di K, tutti i sistemi di K~ 

ed in pid il sistema Y,. Ci6 richiede evidentemente  the  i sistemi X siano in 

numero infinito. 
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Se poi i sistemi Y fossero in numero finito, la stessa operazione c sosti- 

tuirebbe ad un sistema di /{2 un sistema di K~, il the  6 assurdo. 

116. Consideriamo aneora il eomplesso ~ del numero precedente e suppo- 

niamo che esista in K. un sistema Z tale che, mediante le operazioni di ~, 

possa essere sostituito ad un sistema arbitrario di m elementi. 

In tale ipotesi, il complesso C 6 semitransitivo superiormente ed inferior- 

mente senza per6 avere transitivitg di grado m. 

La classe I(~ si pu6 allora dividere in due nuove classi K2' , K2" formate 

r ispet t ivamente con i sistemi di K: che sono della stessa specie di Z e con 

quelli che sono di specie diversa. Scr iveremo:  

= [ X , ,  X , , , . . . . ] ,  

= [ z ,  , & , . . . .  , z n , . . . . ] ,  

K'2 '=[Y, '  , Ye',...., Y,(,....]. 

1~ poi facile provare che:  le opevaz ioni  di C sostituiscono ad ogni si- 
sterna di K~.' un sistema della medes ima classe. 

Considerazioni analoghe si possono fare partendo da u ,  complesso semi- 

transitivo inferiormente. 

117. Sia C u n  complesso semitransitivo (ad es. superiormente) avente le 

classi (~) (n. ° 115) e sia t una sostituzione qualsiasi sull ' insieme L 

In virtfl della semitransitivit~ di ~, le operazioni del eomplesso t - ' . ~ . t  
sostituiseono ad ogni sistema l(Y,.) un sistema t(Y,) e e~d un sistema t(X,.) un 

sistema arbitrario. 

Da ci6 discende che il complesso t - ~ . C . t  ~ pure semitransitivo e che 
ha te c i a s s i :  

K', = [t(X,), .... , l(X~),....], 

= I t ( L ) , . . . . ,  

Se poi l 'operazione t appartiene a ~, ta classe K t ~ contenuta in K~' o 

coincide con essa, e la elasse K 2 contiene K~' o coincide con K2'. 
Iu particolare, se:  

t ( i , )  = y i ,  

la classe K,' contiene, oltre a K~, il sistema Y~, ed il complesso t - : . ~ . t  non 
pub essere contenuto in ~.  

Considerazioni analoghe valgono per un complesso ~) avente semitransi- 
tivit~t inferiore. 
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Possiamo inoltre affermare ehe :  

a) Un complesso semit,ransitivo superiormente (inferiormente) non 
invariante nO riducibile (nO ampliabile) in s~ stesso. 

b) Non esistono complessi abeliani semitransitivi. 

118. Diamo ora aleuni esempi di semitransitivit~t. 

ESEMPIO I. Consideriamo lo pseudogruppo ~ formato con tutte le sostitu- 

zioni del tipo : 

dove x 6 razionale, m ~ intero positivo ed r g razionale positivo. 

Questo eomplesso possiede semitransitivit~ superiore di grado uno perch, ,  

come agevolmente  si pu6 verifieare, ~ possibile di portare aI posto di - - 1  

qualsiasi elemento, mentre  al posto di 0 si possono portare  solo humeri  

positivi. 

La elasse K~ ~ formata con tutti i humeri razionedi negativi  e la classe K2 

formata con lo zero ed i humeri raziona.li positivi. 

Osservando poi ('he nessuna sostituzione di C laseia fermo un ele- 

mento x ~ 0 ,  possiamo affermare the  C non ~ semitransitivo inferiormente. 

ESEMPIO II. Supponiamo ora ehe helle sostituzioni (o) i numeri  m ed r 

possano assumere qualsiasi valore razionale positivo. 
Lo pseudogruppo ~), formato con tutte queste sostituzioni, eontiene il 

preeedente  ~ ed ~ semitransit ivo superiormente con le medesime classi 

di ~.  
Inoltre, il eomplesso ~ possiede semitransitivitA infbriore perehg, presi 

ad arbitrio un numero razionate positivo p ed un numero razionale qual- 

siasi x,  6 sempre  possibile di de terminate  due humeri razionali positivi m 

ed r tall t h e :  
p - - - r e x + r ,  

In questo esempio, le classi K~ K~', K('  (n. ° 116) sono r ispet t ivamente 

ibrmate con i numeri razionali negativi, con i humeri razionali positivi e 

con lo zero. 
ESEMPIO III. Costruiamo infine uno pseudogruppo C avente semitransiti- 

vith superiore di grado illimitato. 
Prendiamo come insieme [ la successione:  

. . . .  , - -  n , . . . . ,  - - 2 ~  - -  1 ,  1 ,  2 , . . . ,  n , . . . . ,  
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e scegliamo ad arbitrio uu numero intero m e d  un sistema X di m elementi 

estratti da [ :  
X = [x,, x,,. . . ,  x,d. 

Ci5 fatto, costruiamo la sostituzione : 

[1, 2 , . . ,  m; r e + l ,  m + 2 , . . . . ,  m + , " ,  .... ; - - 1 ,  --2,. . . . ,  - - n ,  .... \ 
C~-~- [ ) 

dove le suceessioni:  

Pi,  P2,'"', P~', .... ; lq, 1%,"', }zn~ .... 

sono formate r ispett ivamente con i numeri positivi e negativi di I che non 

appartengono ad X. 

Ripetendo questa costruzione per tutti i possibili m e per tutti i sistemi X 

relativi, otteniamo un complesso oX di infinite sostimzioni. Lo pseudogruppo ~, 

generate da oX, non ~ transitive perch~ le sue operazioni sostituiscono ad 

ogni elemento negative un elemento pure negative, ma possiede semitransi- 

tivitg superiore di grade illimitato perch6 al posto del sistema 1, 2,...., m 

(m arbitrario) si pub portare un qualsiasi sistema d i m  elementi. 

C) I n t r a n s i t i v i t h .  

119. Date un complesso ~ di sostituzioni su /~ diremo ehe esso ~ i n t r a n -  

s i t ive  quando le condizioni (a) e (b) del n. ° 103 non sono verificate per nessun 

elemento a dell ' insieme L 

Diremo poi the  C possiede: 

~) i n t r a n s i t i v i l d  di  I a specie quando il gruppo: 

g - -  (~, ~ - ' )  

intransitive ; 

~) i n t r a n s i t l v i t d  di  2 a specie  quando il suddetto gruppo ~ transitive. 

L ' in t ransi t iv i th  di 2 ~ specie pub presentarsi solo negli pseudogruppi. 

120. DMla proposizione del n. ° 101 si deduce immediatamente ehe :  

Uno pseudog~'uppo composto  : 

C " :  C +  C' 

o i n t r a n s i t i v e  nel  solo case che sia i n t r a n s i t i v e  C'. 

Inoltre, poich~ : 

(C", C"- ')  = (C ' ,  C'-% 

possiamo affermare ehe : le in t rans i t i v i ld ,  di  C" e di  C' sono del la  stessa specie. 
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121. Consideriamo dapprima un complesso ~ avente intransitivith di 1 ~ 

specie. 

Prendiamo un elemento x di [ e costruiamo il sistema X di tutti gli ele- 

menti diversi the  le operazioni di G portano al posto di x. 

I1 gruppo G opera transi t ivamente sugli elementi di X e non pub conte- 

nere delle operazioni the  sostituiscano ad elementi di X degli elementi estranei 

ad X stesso. 

Ripetendo per tutti gli elementi di I ei6 t he  si ~ fatto per x veniamo 

ad ottenere un insieme numerabile J di sistemi del tipo di X. 

Da quanto si g ora detto risulta ehiaramente ehe due quatunque di questi 

sistemi o hanno tutti gli elementi in comune, oppure non ne hanno nessuno. 

Segue da ei5 t he  se si estraggono da J tutti i sistemi fl'a loro diversi ehe 

in esso compsriseono~ si vengono a distribuire gli elementi di [ in un numero 

finito od in una infinit~t numerabile di sistemi: 

(~) x , ,  x ~ ,  , .... x n ,  , .... 

the  verranno chiamati sistemi di transit ivi td di ~. 

Le operazioni di C, appartenendo a G, sostituiseono agli elementi di un 

sistema gli elementi del medesimo sistema, ma non ~ detto ebe esse possano 

congiungere due elementi arbitrari  di uno stesso sistema (vedi n. ° 123). 

Ci6 significa ehe, mentre un gruppo ~ sieuramente transitivo rispetto a 

eiaseun X,~, uno pseudogruppo pu6 anche essere, rispetto ad X,,, semitransi- 

tivo od intransitivo di 2 ~ specie. 

Osserviamo infine come non sia possibile di deeomporre un qualunque 

sistema X,  in part i :  

(~) Y , ,  Y~, .... , Y~, .... 

in modo ehe ogni operazione di C sostituisca ad ~ .  il sistema stesso. 

Infatti, se esistesse una decomposizione come (~), ogni operazione g di G, 

potendosi porre sotto la forma:  

~1 ~ "e~2, (s~, %, , ~ . ~ = ± 1 )  

avrebbe la medesima proprietfl delle operazioni di ~ il the  6 contrario alla 

transitivit~t di G rispetto ad X,,. 

122.  S e  : 
e ~ h i-h~-...-hm-... 

g una decomposizione della sostituzione c di C nei suoi eicli, ogni eielo h m 

deve evidentemente operare su elementi di un medesimo sistema di transitivitS~. 



che operano sl.~ una infiniNt numerabile di elementi 117 

In eonseguenza  di ci6, se ogni s i s tema X~, ha  un n u m e r o  finito di elementi~ 

le operazioni  di C hanno  per iodo  finito od infinito. 

Se poi ~ deve  essere  uno pseudogruppo ,  6 necessa r io  che  ad ogni in tero  

posi t ivo 1~ co r r i sponda  qua lche  s is tema X,, a v e n t e  un n m n e r o  di e lement i  su- 

pe r io re  a p.. 

123. Diamo e ra  un esempio  di uno pseudogruppo  in t rans i t ive  di 1 ~ specie.  

Sia J¢ uno pseudogruppo  semi t rans i t ivo  s u p e r i o r m e n t e  di g rade  uno a v e n t e  

le classi  : 

K ,  = Ix, ,  x~, .... , x,~,,...l, 

G = M ,  y~,...., y,~,....], 
e sia : 

c ~ ' ( a ~ ,  a,).(...., - -n , . . . . ,  - - 1 ,  O, 1,..., n,....) 

una sost i tuzione su e lement i  d ivers i  da quelli  su cui operano  le sost i tuzioni  di if. 

Lo  p seudogruppo  : 

= (J~, c), 

g e n e r a t e  4t~ e e da X, G c o m e  fac i lmente  si verif ica,  in t rans i t ive  di 1 ~ speci% 

ed a m m e t t e  i t r e  sistemi di t r ans i t iv i t a :  

a i a  a 2 

.... ~ - - ~ ~  .... ~ - 1~ O~ 1~.,,.~ ~ .... 

x ~  x ~ , . . ,  x~,  .... ; Yi~ Y 2 , " ,  Y~, .... 

Lo p seudog ruppo  @ 6 t r ans i t ive  r i spe t to  al pr imo sistema,  in t rans i t ive  

di 2 ~ specie  r i spe t to  al secondo e semi t rans i t ivo  r i spe t to  al terzo.  

124:. Occupiamoei  infine della in t rans i f iv i t~  di 2 ~ specie.  

Un esempio  assai  sempl iee  di ta le  in t rans i t iv i th  ci 6 offerto dallo pseudo- 

g ruppo  sempl ice  C' g e n e r a t e  dal la  operaz ione  : 

C ~ (.. . ,  - -  n , . . ,  - -  1~ 0~ 1,... ,  n,....). 

Inve ro ,  il g ruppo  (C', C '-*) 6 t r ans i t ive  (n. ° 111), e :  

cr(n)  > n, c " ( - -  n) > - -  n.  

125. L ' i n s i e m e  I di e l ement i  su cui ope rano  le sosti tuzioni di uno pseudo-  

g ruppo  C in t r ans i t ive  di 2 ~ specie,  non si pub d iv idere  (come si 6 fat to nel 

case  de l l ' in t rans i t iv i tg  di P specie) in s i s t emi :  

X~, X , . . . . ,  X~,  .... 
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tali che le operazioni di ~ sostituiscano ogni elemento di un sistema gene- 

rico Xn con un elemento del medesimo sistema. 

Infatti~ se fosse possibile una tale suddivisione, le operazioni del gruppo 

(~, ~-~), potendosi porre sotto la forma:  

g = c~ .c9- . . . .c  ~'. (~, %, . . ,  ~,n = ~--- 1) 

avrebbero  la medesima propriet~ delle operazioni di ~. 

126. Le considerazioni svolte ai n. ~ 105, 106, 107 si possono integralmente 

r ipetere per  it caso attuate perch~ esse sono fbndate sulla transitivit/~ del 

gruppo G. 
l~ da notare poi ehe se ~ ~ abeliano, tale 0 anche il gruppo G, e che 

l 'or(line di C ~ la potenza del numerabile  (n. ° 109). 

I)) lmprlmitivitit. 

127. Dato un gruppo o pseudogruppo C di sostituzioni su I~ diremo che 

esso ~ imp~'imitivo se 0 possibile eli dividere t ' insieme I in un uumero fi- 

nito ~ 2 od in una infiait5, numerabile  di s is temi:  

(~) X,, X~,...., X~, .... 

(contenenti ciascuno almeno due elementi) tali che ogni operazione c di 

soddisfi all' eguaglianze : 
(a) c (X, )  = X ~  (n = 1, 2,.._). 

Chiameremo X~,...., 32,, .... sistemi di impr imi t i v i tg .  

Se la suddetta  suddivisione ~ impossibile, diremo the  il eomplesso ~ g 

p~'imitivo. 

128. Un complesso intransitivo di 1 ~ specie 6 sicuramente imprimitivo, 

potendosi scegliere come suddivisione (a) la suddivisione (z) fatta al n. ° 121. 

Questo caso (rientrando nello studio generale dell ' intransitivith) non ci inte- 

ressa par t icolarmente ;  qui ci occuperemo invece di quei complessi imprimi- 

tivi che sono transitivi o semitransitivi od intransitivi di 2 ~ specie. 

129. Se ~ b imp~imi t ivo ,  tale ~ il gruppo : 

G = (~, E - t )  

e viceversa. 
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Una qualsiasi operazione g di G, potendosi porre sotto la forma:  

~ ~ ~'~ (el, e~, . . ,  ~m -4-1)~ g --~- O 1 . 6 2 ~ . . . . . C  m ~--- _ _  

soddisfa s icuramente alla condizione (a) del n. ° 127. 

La reciproca ~ manifesta essendo ~ contenuto in G. 

Da q u e s t a  proposizione consegue irnmediatamente che :  

a) Se C ~ impv imi t i vo ,  G non pub avere t rans i t i v i th  mul t ipla .  

~) Affinchb lo pse~dogruppo composto : 

C" = C + C' 

sia impr imi t i vo ,  oecorre e basra che tale sia C'. 

130. [ s is temi di i m p r i m i t i v i t d  hanno tut t i  egual potenza.  

Infatti, presi ad arbitrio da (c) due sistemi X,~ ed X,~ esiste, nel gruppo 

transitivo G, una sostituzione g tale che :  

g(Xm) = 

131. Se esiste un gruppo  H invar ian te  per  G ed in transi t ivo ,  i s is temi 

di t rans i t i v i t~  di H : 

x i ,  . . . .  

sono di i m p r i m i t i v i t h  pe r  G e quindi  pe r  ~.  

Prendiamo una sostituzione g qualsiasi di G, due elementi x ed y di un 

sistema X,, ed una operazione h di H tale che :  

y = h(x). 

La trasibrmata g - ~ . h . g  appartiene per ipotesi ad H e sostituisce all 'ele- 
mento g(x) l ' e lemento  g(y). 

Ci5 prova che g(x) e g(y) appar~engono ad uu medesimo sistema X,~. 

Ripetendo poi per  l 'operazione g-~ il ragionamento ora fatto si giunge a 
stabilire che : 

g(X~) = X ~ .  

Pertanto, i complessi G e ~ sono imprimitivi. 

132. Condizione necessaria e sufficiente alfinchO (~ sia i m p r i m i t i v o  b 

che il g ruppo  A, formato  con le sost i luz ioni  di G che lasciano f ermo un 

etemento prefissato x i ,  sia contenuto in un  sot togruppo propr io  B di G. 
La condizione ~ necessaria.  
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Sia X~ il s istema di imprimitivit~ che contiene t ' e lemento x~. 

Le sostituzioni g di G tMi ehe :  

g(i~)  -= X ,  , 

eostituiscono evidentemente  u ,  sottogruppo B di G contenente A. 

La condizioue 6 sufficieute. 

Poich5 gli elementi che Ie operazioni di B sostituiscono ad x~,  formano 

un sistema X~ di transitivit~ per  B, le operazioni di G, non apparteneat i  

a B, debbouo sostituire agli elementi di X~ degli elementi  cstranei al sistema 

stesso. 
Da ci5 segue che una operazione h sut sistema X~ e le sue trasformate 

mediante G, generano un gruppo invariante ed iutransitivo. 

Si pub pertanto affermare (n. ° 131) che G e ~ sono imprimitivi. 

133. Se G b r e g o l a r e ,  il  comp le s so  ~ ~ i m p r i m i t i v o .  

Infatti, poich6 A si r iduce Mla sola operazione ide!ltica, si pub seegliere 

come gruppo B u,~ qualsiasi sottogruppo di G. 
In particolare si ha the  i c o m p l e s s i  a b e l i a n i  sono i m p r i m i t i v i .  

134. ESEMPIO I. Lo pseudogruppo generato dM ciclo : 

g ~--- (...., - -  n,...., - -  1, O, 1, .... , n,....) 

6 imprimitivo poich6 G 4, in questo caso, abelia,~o. 

Ponendo : 
B : [1, ga,.] (h />  1, r -=- +___ 1, ! 2,....), 

si hanno h sistemi di imprimitivit~ di facilissima costruzione. 

ESEMPIO II. I1 gruppo G formato con te sostituzioni del t ipo:  

dove x, m, r sono humeri razionMi ed m .> O, ~ primitivo. 
Infatt% seelto come gruppo A l ' insiome delle sostituzioni ehe lasciano 

fermo l 'Memento O, e presa una sostituzione qualunque di G:  

si consideri il gruppo generato da A e da g. Questo gruppo, contenendo le 
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operazioni : 

\~t~" ~x + 9 x m x  + r 

e le loro i~verse 7 -~, coincide con G. 

Si pu6 pertanto escludere l 'es is tenza di sottogruppi di G contenenti A. 

CAPITOLO VI. 

IL GRUPPO TOTALE ED ALTRI GRUPPI SPECIALI 

A) I1 g r u p p o  t o t a l e .  

t35. Abbiamo detto altrove che cosa s ' in tende  per  gruppo totale G di 

sostituzioni su una infinit~ numerabile I di elementi ed abbiamo anche dat% 

per questo gruppo, alcune proprieth. Ad esempio, si ~ visto come G abbia 

per ordine la potenza del continuo (n. ° 27) e come esso sia l 'unico gruppo 
avente  transitivit~ infinita (n. ° 110). 

I1 gruppo totale contiene infiniti sottogruppi ed infiniti sot topseudogruppi;  

fra essi hanno particolare importanza, per le considerazioni che faremo in 

seguito, il gruppo G~ formato con le sostituzioni di G che operano su un 

numero finito di elementi, ed il gruppo G 2 formato con le sostituzioni di G~ 
che hanno classe pari. 

136. Un c o m p l e s s o  ~ ,  c o n t e n e n t e  u n a  s o s t i t u z i o n e  h su  i n f i n i t i  e t e m e n t i .  

e le sue  t ~ ' a s f o v m a t e  m e d i a n t e  G, c o i n c i d e  con  il  to ta le .  

Poich~ ii complesso C contiene il gruppo H ge~lera.to da h e dalte sue 

trasfbrmate, baster'~ dimostrare che H possiede transitivit~t infinita. 

Supponiamo dapprima che h sia un ciclo aper to :  

h --- (...., - -  n,... . ,  - -  1, O, 1, . . . ,  n,  .... ). 

Per le ipotesi fatte, il gruppo H conterr~ anche il cic]o : 

h l ~ ( . . . . ,  8, 7, 5, 6, 4, 3, 1~ 2, 0, - - 1 ,  - - 2 ,  --3,. . . .)  

e, conseguentemente,  il prodot to:  

h.h~----(0~ 2, 1).(4, 6, 5).(8, 10, 9)-.... 

che ~ formato con infiniti cicli chiusi. 
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Se invece  h contiene,  nel la  suu deeomposizione in eicli, a lmeno un ciclo 

aper to  ed even tua lmen te  dei cicli chiusi, 6 possibile, median te  un procedi- 

mento del tutto ~nalogo M precedente ,  di eost rui re  un~ operazione di H for- 

ruata con infiniti eicli tutti  ehiusi.  

Si pu6 per tan to  supporre  ehe esista in H una operazione del t ipo :  

S ~ C o.C i.c~......On..... 

dove co, e~, .... , c, , ,  .... sono cicli tutti  chiusi.  

Scegl iamo ad arbitr io tin s i s tema X di infiniti e lemeut i  : 

X = [ x o ,  xi , . . . .  , x ~ ,  .... ] 

con il res iduo X' formato pure con infiniti e lementi ,  ed indichit~mo c o n :  

A : [ a 0 ,  a2~ .... , a~, . . . . ]  

un s is tema ot tenuto p rendendo  ao da c0, a~ da c~, ecc. .  

L a  trasformt~ta di s med ian te  una operazione g di G tale t h e :  

g(a~u) = x ~  (n = O, 1, 2 , . . . ) ,  

una  operazione : 
= h o. h t- h~- ....- h~- .... 

r i spe t t ivamente  gli e lement i  nella quale  i cieli ho, h~,.. . . ,  h.2~, .... contengono 

Xo~ 0 6 ~ . . . ,  Xn~ . . . . .  

Ci6 posto, e s t r aggh iamo da X'  un s i s t ema :  

Y-----[Yo, Y~, .... , Y~,....] 

in modo ehe il res iduo di X'  r ispetto ad Y con tenga  infiniti elementi ,  e trasfor- 

miamo ~ median te  una operazione y di G soddisfacente  alle eguag l i anze :  

~(x~) - -  x~ ,  ~(h~(x~)) = y~ (n = O, 1, %...). 

Ques ta  tras~brmat~ appar t i ene  ad H ed ha  la proprietor di sosti tuire aI 

s is tema X il s i s tema Y. 

Consider iamo or~ un s i s tema:  

Z--~[Zo~ z~,. . . . ,  z,~,....] 

aven te  e lement i  in eomune  con X ma t~le che il residuo Z' di X'  r ispetto 

a Z con tenga  infiniti e lementi .  
Poieh6 un sistema, Zl ,  es t ra t to  da Z', 6 del medes imo tipo del prece- 

dente  Y, esistono in H due operazioni  che sosti tuiscono ai sistemi X e Zj ri- 

spe t t ivamen te  i sistemi Z~ e Z. I1 prodotto di queste  due operazioni  appar-  

t iene ad  H e sost i tuisce ad X il sistema. Z. 
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Resta infine da provare ch% mediante le operazioni di H, si pub sosti- 

tuire ~1 sistema. X un sistema T tale che il residuo di X' rispetto ~ T con- 

tenge~ un numero finito di elementi. 

Indieato con T~ un sistema estratto dal residuo di X rispetto a T~ 6 

possibile, per quanto s '6 detto superiormente, di costruire due operazioni l 

e ), di H soddisfacenti Mle eguaglianze:  

l(X) ~-- T, , ),( T) = T, .  

Segue da ei6 che il prodotto l-)~ -~ sostituisce ad X il sistema T. 

137. Un co~tplesso chiuso ~,  contene~tte una  ope~az ione  h su un  n u m e r o  

f inilo di  e l emen t i  e le sue t vas fo rma te  me d i a n t e  G, coincide con G. 

Si~: 

(:~) h~, h2,.... , hn, .... 

una successione di trasformate di h tale che ogni h,, operi su elementi di- 

versi da quelli su cui operano le altre sostituzioni di (a). 

II prodotto H h~ ~ eonvergente, opera su il~fiuiti elementi e, per le ipotesi 
n = l  

fatte, appartiene a ~.  1~ dunque applicabile il criterio del n. ° 136. 

138. AI n. ° 58 nbbiamo definito il gruppo commutatore G~ ed il gruppo 
derivato Ga di un complesso ~ .  

Se ~ 5 il gruppo totale G~ si ha:  

Ge -~ G a =  G. 

Infatti, i gruppi G c e  Ga sono invarianti  in G e contengono sicuramente 
delle operazioni su infilliti elementi. 

139. TEOREMA. [l g ruppo  totale non possiede sottog~'uppi aven t i  indice 

f ini to e d iverso da 1. 

Sia H u n  sottogruppo di G avente indice finito m e sia,: 

m 

(5) G = ~ (I t 'gn)  
*~=1 

una decomposizione di G rispetto ad H. 

Un~ operazione y di G su infiniti elementi e con periodo primo p ~ m, 
deve appartenere ad H. 

Infatti, se due diverse potenze y" e ys apparteugono ad un medesimo 

quasi-gruppo di (~), l 'operazione y~.-s appartiene ad H. Se invece l ' ipotesi 
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precedente  non 6 verificata, il gruppo H dovrh neeessar iamente contenere 

una delte prime m potenze di 7- 

Poich6 queste considerazioni si possono ripetere per tutte le trasfbrmate 

di ~, mediante G, si pt~b ~ffermare the  H - ~  G e~ eonseguentemente,  che m---~l. 

14:0. II precedente  teorema ci permette  di dimostrare assai rapidamente 

come non sia possibile di scindere il gruppo totale G in due compless! $' e 

simili a quelli formati con le sostituzioni pari e co~t le sostituzioni dispari 

del gruppo totale su m elementi (~). 
I~lvero, se fosse possibile la suddetta decomposizione di G, il compIesso $ 

sarebbe un sottogruppo di G di indice 2. 

l i l .  Vogliamo ora vedere  quali sono i complessi invarianti contenuti in G. 

Osserviamo anzitutto ehe un complesso invariante per  G, non potendo con- 

tenere operazioni su infiniti elementi~ deve apparte~lere al gruppo G~ (n. ° 135). 

Si pub dunque escludere l 'esiste~za in G di pseudogruppi blvarianti.  

Si~ poi H u~l sottogruppo i~variatite di G e s ia :  

h=:(1,  2~ 3~ .... ~ n).c~.. .... cr 

una sua operazione qualsiasi. 
Scelto un elemento x,  distiHto da quelli su cui opera h, si considerino 

le due operazioni di H :  

h~ ~ (1, x ,  3,...., n).c~......c,., 

h --- h .h~  a-~ (1, 2, x). 

Iusieme Mla operazione h~ il gruppo H collterr~t, in virtfi della sua inva- 

rianza, tutte le trasformate di h e quindi tutte le operazioni del gruppo G~. 

Inoltre, poich6 G 2 ha indice 2 i~ G~, non esister~t alcun gruppo conte- 

nuto in G~ e contenente G2. 

Possiamo dunque concludere che :  
I gmcppi O~ e O~ sono gti unici  sottog~uppi invar iant i  del rotate G. 

1 ~ .  Passiamo alla r icerca dei sottogruppi invarianti di Gt e G~. Mediante 

considerazioni del tutto analoghe a quelle .fat te  al numero precedente  si pub 

provare  che :  
a) Il  g~'uppo O~ ~ l'~tnico sottog~uppo invariante  di G~. 

(i) Cfr .  G. VITALI, Sos t i t u z i on i  sopra  u ~ a  i n f i n i t ~  numerab i l e  di  elementi .  (Bol le t t ino  

d e l l a  ~, M a t h e s i s  ),~ a n n o  vi i ,  1915). 
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b) I1 g~'ztppo G,, non a m m e t t e  so t t ogrupp i  i n e a r i a n t i  all" i n f u o r i  de l la  

i den t i t d .  

143. Dai preeedenti risultati eonsegue immediatamente ehe il gruppo G 

ammette  un' unica serie di composizione cosi formata :  

G, G i, G~, 1. 

B )  I1 g r u p p o  l i n e a r e .  

144. Intenderemo 

del tipo : 

per g r u p p o  l i n e a r e  l ' insieme di tutte 

a x  -t- b = 
c x  n t- 

le sostituzioni 

dove a, b, e, d sono numeri razionali determinati e dove x pub assumere tutti 
i valori ntzionali e l'infinito. 

Affinch~ l 'espressione (:¢) rappresenti una effettiva sostituzione occorre e 
basta che il determinante : 

- -  ad  - -  bc 

sia diverso d~t zero. 

Le sostituzioni (~), per le quali il determinante 5 eguale ad I o pub ridursi 

tale, costituiscono un sottogruppo invariante det lineare che diremo g r u p p o  

~nodulare. 

I gruppi l ineare  e modulare verranno rispett ivamente indicati con L e d  M 

e le sostituzioni (a) si rappresenteranno col noto simbolo: 

a, 
c, d]" 

145. I1 gruppo L 5 triplamente transitivo poich~ i parametri  indipendenti 

che figurano in (~) sono precisamente tre; il gruppo M possiede soltanto 

transitivith di grado due perch~ i suddetti parametr i  debbono soddisfare alla 
relazione : 

ad - -  be ~--- 1. 

146. Diremo che una sostituzione di L ~ iperbol ica,  parabol ica ,  od ellit- 

t ica secondo che essa lascia fermi due elementi, uno solo, oppure opera su 
tutti gli elernenti. 

Affinch~ una sostituzione (~) lasci fermi due elementi od uno solo~ occorre 
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ehe il discriminante:  
(~) (d - -  a) ~ + 4be = (a + d) ~ - -  4~ 

dell' equazione : 
c x  ~ + (d - -  a )x  - -  b ~ O, 

s i a i l  quadrato di un numero razionale oppure sia zero. 

14=7. Mediante facilissime considerazioni si pub dimostrare che:  

~) Le sos t i tuz ion i  di  L sono f o r m a t e  con tu t t i  c icl i  ch ius i  di  egual 

ord ine  oppure  con tu t t i  cicl i  aper t i .  

b) Una sos t i tuz ione  iperbol ica ~ f o r m a t a  con tu t t i  cicl i  a p e r t i  o con 

tu t t i  scambi. 

c) Una so s t i t u z ione  parabol ica  ~ f o r m a t a  con tu t t i  cicli  aper t i .  

148. I l  g ruppo  generato  dalte sos t i tuz ion i  parabol iche  coincide col mo- 

du la t e .  

Osserviamo anzitutto che, in virtfl della (~t), ogni sostituzione p~rab01ica 

app~rtiene ad M. 
Presa  pot una sostituzione qualsiasi di M: 

(a,'b~ 
h = kc, d ] '  

determini~mo um~ sostituzione parabolie~: 

h -- \p ,  q] 

tale the  h.t~ sia ancora una sostituzione parabolica. 
Tale determfnazione 4 possibile, comunque sia h, poich6 essa ~ collegata 

a]la risotuzione del sistema indeterminato:  

i a m + c n + b p + d q ~ 2  
mq - -  np  ~ 1 

t m + q  ~---2 

helle incognite m~ % io~ q. 
Segue da ei6 che h pub esprimersi 

rabotiche h .h  e k -~. 

come prodotto detle sostituzioni pa- 

149. II g ruppo  m o d u l a t e  non a~nmette so t togruppi  i n v a r i a n t i  a l l ' i n -  

f uor i  della iden t i th .  
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Un gruppo H invariante in M, essendo transitivo, contiene una opera- 

zione h tale che:  
h(O) = ~ .  

Le trasformate di h mediaute le operazioni del tipo: 

(~') x~ ~ ~ x ,  

appartenggno ad H, sono fra loro divers% ed hanno la stessa proprieth di h. 

l%rtanto, il prodotto di una di queste operazioni per h - '  ~ diverso dall ' iden- 

tit~t e lascia fermo l 'e lemento 0. 

Se questo prodotto 6 una operazione iperbolica, ii gruppo H contiene una 

operazione h tale che :  
h(o ) - ,  0, h (~ )  = ~ ,  

e contiene la trasformata h, di h mediante la sostituzione : 

x i - - x +  1. 

I1 prodotto hL.h  -~  appartiene ad H e, come facilmente si verifica, 6 una 

sostituzione parabolica del tipo: 

, 

Sia poi : 

la trasformata di l '~ mediante una operazione' della forma (~,). Poiehg m e p~ 

sono in nostro arbitrio, si pus disporre di essi in modo ehe ;~ ci rappresenti 

una qualunque delle sostituzioni paraboliehe the  laseiano fermo 1' elemento oc. 

I1 gruppo H, eontenendo perei6 tutte le sostituzioni paraboliehe, coin- 
cide con M. 

150. Vediamo ora quali sono i sottogruppi invarianti  di L. 

Notiamo anzitutto che ogni commutatrice di L appartiene ad M, che il 
L 

gruppo ~I 4 abeliano (n. ° 78) e che le sue operazioni hanno periodo due. 

Indichiamo poi con H un sottogruppo invariante di L e con D il gruppo 
comune ad H ed M. 

Poich4 H ed M sono invarianti  in L, il gruppo D sar~ invariante in M 

e, non potendo ridursi alla identitY, dovrh coincidere con M. Pertanto, pos- 

siamo affermare che H, contellendo interamente M, 6 formato con tutte le 

operazioni di L ehe corrispondono ad un sottogruppo di L 
• M "  
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Reciprocamente ,  il complesso formato  con tut te  le operazioni  di L che 

L 
corr ispondono ad un sot togruppo di ~ cost i tuisce un sot togruppo invar ian te  

di L. 

In par t icolare ,  i sot togruppi  invar ian t i  massimi  di L dovranno  corrispon- 

L 
dere  ai sot togruppi  di 3~/che hanno indice due (aft 56). 

151. Le  precedent i  considerazioni  si possono ev iden t emen te  r ipe tere  per  

un qualsiasi  sot togruppo K di L contenente  il gruppo modulare .  Da ci5 segue 

che una  qua luuque  successione di g rupp i :  

L, L~, . . ,  Lm,.. . ,  

tale che c iascun L,~ sic invar ian te  mass imo nel precedente ,  non soddisfa alla 

condizione b) del n. ° 84 e cio~ che il  g ruppo  L non a m m e t t e  serie di com- 

posizione.  

C) I1 g r u p p o  m e t a c i e l i c o .  

152. Sic G il gruppo genera to  dal cielo aper | ,o:  

g - -  (...., - -  n,...., - 1, O, 1,...., n, .... ). 

Ch iameremo gruppo  metaciclico il pifl ample sot togruppo M del totale 

sugli e lement i  : 
. . . .  ~ - - r ~  . . . .  ~ - -  1~ O~ 1 ~ . . . .  n~ . . . .  

t h e  cont iene  G come sot~ogruppo invar ian te .  
Una  qualsiasi  sostRuzione m di M deve  t ras fbrmare  g it~ s~ stessa op- 

pure  nel la  sua  inversa  g - ' .  

Nel pr imo case si deve  a v e r e :  

m(n + 1) = re(n) + 1, 

e cio~ : 

Nel secondo caso, l ' ope raz ione  m deve  essere della fb rma:  

m = gray 

dove : 
y = (1, - -  1). (2, - -  2).....- (n, - -  n)..... 

Si ha  infa t t i :  
m - l . g . m  -~- y - ~ . g - y  = g - ~  

y . m  - l . g . m . Y  -~ - -  g~ 
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d~ cui : 

L e  sostituzioni di M s o n o  pertanto tutte e sole le seguenti:  

M -= [G, G.y]. 

l~ poi evidente come tutte le operazioni di G.y abbiano periodo due. 

153. Determini~mo tutti i possibili sottogruppi di M: si~t N uno di essi. 

Se N ~ppartiene a G, esso deve avere  la forma: 

N-- -  [1, gr~] (h ~--- ± 1, +--- 2,....). 

Se illvece N ~ formato sottanto con operazioni di G.y, esso deve avere  

ordi~e due perch, ,  se contenesse due operazioni gray e gS.y, conterrebbe 

anche ii Ioro prodotto:  
gr .  y . g~ . y ___ g,~--~. 

Consideriamo infine il caso in cui N contenga operazioni di G e di G.y.  

Indichiamo con g,~ la pi~t piccola potenza posit iva d i g  che figurt~ in N 

e con g~'.y una operazione di N appartenente  a G.~'. 

Se 9x.~[ ~ un'al tr~ operazione di N~ si ha:  

g~. y . g% y --- g~- , . ;  

e poich~ le potenze d i g  che figurano in N sono del tipo g~,~, deve aversi :  

Le opert~zioni di N sono dunque tutte e sole le seguent i :  

g~% g~,~+~.y (~ e ~ - - 0 ,  ± 1 ,  ± 2 ,  .... ). 

I1 gruppo N ha poi, evidentement% indice ~ in M. 

Inversamente,  se ~ ed ¢- sono due numeri interi presi ad arbitrio (9 ~ 0), 
il complesso : 

N==[g~,  g~'p~.y] (~ e ~ = 0 ,  ± 1 ,  -+-2, .... ) 

un sottogruppo di M avente  indice ~. 

Per  un determinato ~ si hanno ~ sottogruppi corrispondenti ai valori di r :  

O~ 1~ 2 , . . ,  9 - -  1. 

15~. I sottogruppi del primo tipo, cio~ i sottogruppi di G, sono invarianti 

in M per l~ definizione stessa di M;  quelli del secondo tipo non possono 

Annal i  di 2~latematica, Ser ie  I V ,  Tomo V I I .  t7 
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essere invar ian t i  perch~ : 
g - i . S . , ( . g  = g,.-2 y. 

Vediamo infine quail sono i sot togruppi  invar ian t i  del terzo tipo. Se :  

N - -  [g~'~, gt,,~+r.y] 

uno di essi, deve  a v e r s i :  

e eiog : 
l ~ + r - - 2 : ~ t ~ - t - r ,  ( ~ - - t ~ i ) ~ : 2 .  

Quest '  u l t ima eguag l ianza  ~ soddisNt ta  soltanto da p---1 oppure da p---~ 2: 

per  o == 1 si ha  il gruppo M~ per  p = 2 si hanno i due seguent i  sot togruppi  

invar ian t i  in M :  

N~ = [g% g ~ . y ] ,  N~ = [g~., g~+l.~,]. 

155. 0 s s e r v i a m o  infine t h e  i gruppi G, Ni, N. 2 sono invar iant i  massimi  

in M e ehe essi ammet tono  il g ruppo :  

G, = [g2z] 

quale  comune  sot togruppo invari~tnte massimo.  

D~ eib d iscende t h e  M ~ un gruppo risolubile aven te  infinite serie di 

composizione (n. ° 90). 




