
U n  t e o r e m a  d i  l i m i t e  

di Or~oaaTo NIOO[.ETTI (a Pisa) 

1. Sia q~(a, ~, y; n) una funzione 

defiuita per  i valori interi e non negativi  di queste variabil i ;  

un valore positivo arbitrario, si consideri la disuguagliauza:  

(1) 

od anche 1' uguaglianza:  

(2) 

reale delle quattro variabili a, ~, y, n, 

e fissato per  n 

ed ammett iamo che per 1' una o, r ispett ivamente,  per  1' altra di queste relazioni 
siano soddisfatte te condizioni seguenti :  

a) Per  ogni valore  determinato di n, la (l) (la (2)) ha un numero f ini to 

~2(n) di soluzioni (a~y) in humeri interi e non negativi;  

~) ad ogni soluzione (al3y) 6 associato, con una legge determinata,  

un numero reale e non negativo P~th' (oppure p~y;~, ,  se questo numero di- 
pende anche dal numero n ) c h e  si dirb. il peso della soluzione (o:~.); ed 
indichiamo con 

(3) = 

la somma dei pesi delle soluzioni della (1 ) (o  della (2)) corrispondenti ad un 
valore determinato di n; ammett iamo che si abbia  

(4) lira H(n) --~ + oo ; 
9 ~ o o  

y) sia h un intero positivo arbi trario;  ed indichiamo con Q(n, h) le 

soluzioni della (1), o della (2), per le quali sono soddisfatte anche le relazioni 
complementari  

(I)~ ~ h ,  ~_>h ,  ~ , ~ h ;  

(aggiungiamo cio6 le (1)h alia (1) o alla (2)); e dieiamo 

(3)h H(u, h)---- Z p ~  n, 

¢~(~, [3, ~,; n ) ~  O, 

q~(~, [~, "I; n ) =  O; 
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la s o m m a  dei pesi  cor r i spondent i  a ques te  soluzioni;  a m m e t t i a m o  che si abbia ,  

pe r  qua lunque  valore  de t e rmina to  di h :  

lim H(n, h) _ 1. 
(5) , , _ .  H(n) 

Cosi, ad esempio,  sia ~(a, ~, 7; n ) :  n - -  (a + ~ + 7), e si abb ia  l 'uguagl ianza  : 

~(a, [~, 7 ;  n ) = n - - ( a + ~ + 7 ) - - O "  

F a c e n d o  s u c c e s s i v a m e n t e  a - - - n ,  n -  1, .... 2, 1, 0, si ha  subi to 

f~(n) 1 + 2 + 3 +  .... +(n+l)=(n22)/  -a- ~ 

ed ins ieme per  n ~__ 3h, 

~2(n, h) --= ~(n - -  3h) = ( n - 3h + 2). 
2 

se infatti va lgono le (1)h, posto :¢ : a" + h, ~ ~--~ + h, 7 = 7 ' + h ,  

~ ' ~ 0 ,  ~ . ' ~ 0  ed £ + ~ ' + 7 " - - - n - - 3 h .  

sar~ a' ~ 0 ,  

Se si pone quindi p ~  = 1, ~ H(n) = ~2(~t), H(n, h) = ~2(n, h) e var ranno  le 

relazioni  (4) e (5). 
Come al tro esempio  sia aneora  ~p(% ~, 7; n) = n - -  (:¢ + ~ + 7 ) ,  ma  si abb ia  

la d i suguagt ianza  

~(~, ~, 7; n ) = - n - - ( : ¢ + ~ + 7 ) ~ - - 0 ;  

sia ancora  P ~ v - - 1 ,  Ques ta  d i suguagl ianza  equiva, le a l l e n  t - 1  relazioni 

:¢ + ~ + 7 :=  i(0 ~ i ~  n); si ha quindi  ora  

{i + 2) 1 " 1 (n -4- 1)(n ~ + 5n + 6) ; :_  2~(i ~ + 3 i + 2 ) = =  
= o ' I  2 o 

ed aneora,  pe r  n ~ 3h, ~(n, h) - -  ~2(n - -  3h);  va lgono quindi aneora  le relazioni 

(4) e (5); etc.  

$. Sia ora  f ( x y z )  una funzione del le  t re  variabil i  (reali o complesse)  x ,  y, z, 
la qaa le  sia definita in un eampo C ~li ques te  var iabi l i  e sia t imi ta ta  in C, 

per  tutti i punti  ( xyz )  del c ampo  C si abb ia  eio~ I f(xy:.)I  ~ A, dove  A 6 un 
numero  de te rmina to  e rialto; e, ind icando con Po =---(abe) un punto del campo C, 

la f (xy~) ,  quando  il punto  P - - ( x y z )  tende,  nel c ampo  C, al punto Po ~(abc)~ 
tenda ad un l imi te  de t e rmina to  e finito L. Questo  aecadr~  in par t ieo la re  

quando  la f ( x y z )  sia cont inua  uet punto Po; 6 al iora L = f ( P o ) - - f ( a b c ) .  
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Siano inol tre  

(6) a,,  bk, c~, (i, h~ l-----O, 1~ 2 .... p .... ) 

tre successioni ,  tali ehe il punto  (a~b~cz) a p p a r t e n g a  sempre  
si abb i a  inolt~'e 

(6') l ima, ,  = a, lira b ,  - -  b, lira c ,  - -  c;  

al e a m p o  C; e 

e colle notazioni precedent i ,  pon i amo :  

1 
(7) O(n) - -  . . . . .  ~ p ~ ,  ~tf(a~b~c. c), 

zz L n ) (,~) 

dove  la s o m m a  ~ es tesa  anco ra  a tutte te soluzioni (a~y) (in humer i  iuteri  e 

non negat ivi)  del la  (1) (o della (2)). 

In  queste ipotesi ,  si ha l' uguag l ianza  

(8) lira 0(n) ~ L 
n ~ o o  

e, (quando la f sia con t inua  nel  punto  P0 ~ (abe))  

(8') lim O(n) -~ f(abc). 

Pe r  d imos t ra re  ques to  teorema,  indichiamo con a un numero  posi t ive  arbi- 

t rar io ;  e de te rmin iamo un numero  intero h, tale che per  i ~ h, h ~__ h, 1 ~ h, 
si abb ia  nelle (6) 

(6") a~ ----- a -t- 0~, bk -~- b + 0'~, c~ = c + 0"~, 

con [0], [0't, 10"] ~ 1; e d iv id iamo la s o m m a  del  2'  m e m b r o  della (7) in due  

part i  E', E", la p r ima  delle quali, E', con tenga  i termini  cor r i spondent i  a 
quel le  soluzioni del la  (1) (o delia (2)), nelle quali  una  a lmeno delle :¢, ~, ~. 

minore  di h,  (E' con te r rh  quindi  H ( n ) ~  H(n, h) termini),  1' a l t ra  ~" con tenga  

tutti  gli attri t e rmin i ;  e poniam0 co r r i sponden temen te  0 ( n ) =  A ~ - I - B n .  

A b b i a m o  allora, poich6 I f ( x y z ) t  ~ A nel c a m p o  C: 

I A,, l < A H(.) --  h) I H(n, h)] • / / (n)  = A 1 H(n)  1 

sar~t perc i5  pe r  la (5) l i m A , ~ - - - 0 ;  preso  quindi  un n u m e r o  • pos i t ive  arbi- 

trario,  potr/~ de te rminars i  un intero n~ (che d ipenderh  anche  da  h) ta le  che  
per  n ~ n~ sarh 

(9') 1 A- 1 ~-- ~. 

Annali di Matematiaa, Serie IV,  Tome I .  13 
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Cous ider iamo ora  uu te rmine  qua lunque  della s o m m a  B,,; si av ranno  le (6"') 

cio5 il punto  (a~b~cT) sar'~ (nel campo  C e) nell' in~or~m eubico F: di Into 2a del 

punto Po-- (abc) ,  e poich5 si ha lira f ( P ) :  L, preso aucora  s posit ivo arbi- 
I '  ~ P o 

t rar io,  poss iamo de t e rmina re  ~ in g'uis~ t h e  in tutti  i punti  di C ehe appar-  

t engano  a F~, si abb ia  

(9") f(x.yz) --~ L -t- ~ con I ff I < 1. 

De te rmina to  cosi il numero  z, d e t e r m i n e r e m o  h e poi n~, in guisa  t h e  

per  i, h, l ~ h va lgano  le (6") e per  n ~ ~h la d i suguagl ianza  (9'). 

I~ allora, con notazioni  ev iden t i :  

1 1 
B,~ H(n) y-' P~7, uf(a:~b~ 7 ) - -  H( ~) ~"P~'(, ~' I L + ~q~.re I - -  

H(n, h) ~ ,~,, 
--- L tI(n) -I- ~-(~) ~ p~v, , , ~ ' r  ; 

)oich6 le P~i~;,,~ sono reali  e non negat ive ,  posto 

~ l ~-- 1 ; po t remo poi 

H(n, h) 
abb ia  H(n) ~ l + ~' 

1 

1 ~ ,  I <~ 1 ; 

de t e rmina t e  un intero n 2 ta le  che per  ~ n ~  si 

con l°~l <~ 1; sar~ al lora per  n ~ n~ 

(9'") B , - - - - L + o ) ~  con t ~ ) [ < f 2 ;  

det to  infine n 0 il magg io re  dei due  humer i  n~ ed n~, sar~t per  n ~ n  o 

(10). O ( n ) - ~ A , + B , = L + k a ,  con ] k l < 3  ; 

donde~ poich~ s ~ a rb i t ra r io ,  segue  la (8). 

I1 t e o r e m a  ~ cosl d imost ra to .  

3. Osse~vazioni  e complemen t i .  
a) Si pub dare  al t e o r e m a  d imos t ra to  una fbrma molto sempl iee .  

:Nelle ipotesi  p receden t i  i punti  (a~b~c¥) del  campo  C fo rmano  un g ruppo  

infinito G, il quale  ha in Po=--((tbc) un punto l imi te ;  e, ad es., la disugua-  
gl ianza ~0(% ~, 7; n)~_~ 0 s t acea  dal g ruppo  G, per  ogni valore  di ~, un sotto- 
g ruppo  fiuito F,,~ di Q,~ pun t i ;  sin inoltre Q(n~ h) il numero  dei punti  di F,~ 

che  cadono  in un intorno hh, assegna to  a rb i t r a r i amente ,  del punto Po. Attri- 
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buiamo a ciascuno dei punti di F,, un peso Pz~T,u, reale e non negativo, e 
detto H(n) il peso totale del gruppo F , ,  H(n, h) quello dei punti di ]P,, che 

cadono nell ' intorno 5h,  sia l imH(n)- - - :+o% ed insieme lira H(n, h)__ 1. 
. . . . . .  H ( n )  

Diamo infine ad ogni punto (aab~cT) di P,, la massa  l~aab~cT) e conside- 
riamo la m e d i a  p o n d e r a t a  0(u) delle masse di r , .  I1 teorema dimostrato dice 

che questa media  0(n), quando n tende all' infinito, tende al limite L (o ad [[abc)). 

b) Questa forma di enunciare  il teorema conduce facilmente ad alcune 
estensioni notevoli. 

Cosi, ad esempio, invece di una, si abbia un sistema d i g  relazioni 

(1") q0da, ~, y; m, n,...., p ) ~ 0  ( i = I ,  2, .... , g) 

le quali contengano (oltre le a, ~, 7) h ~ l  parametr i  m, n, .... p ;  le q0~ sieno 
definite per i valori interi e non negativi dei loro argomenti  e soddisfino alle 
condizioni (analoghe alle a), ~), ~,) del n. ° 1): 

£)  per ogni sistema (m, ~7, .... p) di valori interi non negativi le rela- 
zioni (1') hanno un numero finite ~(m, n, .... p) di soluzioni (~, ~, ,() in humeri  
interi, non negativi. 

~') Assegnata ad ogni soluzione (~, ~, T) un peso, reMe e non negativo, 

P:4~¢ (o p ~  ; ,,, u,...., p) la somma dei pesi H(m,  n, .... p) tenda Ml'infinito posi- 
tivo, quando m, n, .... p tendono t u t t i  a -q-oo; preso cio~ un numero positivo 
M a/~bitrario, si possa determinare  un intero k~,  tale che quando si abbia 

m ~ k ~ ,  n ~ h ~ ,  .... , p ~  k~t, sia sempre H(m, n, .... ,p)~> M, scr iveremo:  

(4') !im H(n~, n,...., p ) =  )- oo ( m ~ o o ,  n ~ o % . . . . ,  p ~ o o ) .  

,f) Sia h u n  intero positivo arbitrario;  e si aggiungano alle (12)le disu- 

guaglianze a ~ h ,  ~ h ,  y ~ h .  Avendo i simboli ~(m, n, .... p ;  h), H ( m , n ,  .... p ;  h) 
significati evidenti, si abbia ancora 

(4")h lim H(m,  u, .... , p;  h ) =  + oo 
ed insieme 

H(m,n,  .... , p ; h )  1~ 
(5') lim H(m, n,...., p) "-  ( ~ n ~ o %  ~ z ~ o o ~  .... , p - -*oo) .  

Posto allora 

(7') 1 
O(m, n,...., p ) - =  H(m, n,...., p)EP~'~'S(a~'b~c~ ) 



96 NmOLETTI: U~ teorema di limite 

dove  la s o m m a  ~ es tesa  a tut te  le ~2(m, ~, .... ,p) soluzioni delle (1'), si ha 

(8") l im0(,~, n, .... , p ) = L  ( m - - o %  n - - o o ,  .... , p - - o ~ ) .  

Poss iamo anche  suppor re  che nolle succossioni  (6) gli indici i, h, t possaao  

p rendero  anche  valor i  (interi) negativi ,  avendos i  o r a :  

(6") lim a~ - -  a~ lira ba --" b, lira cz - -  c ; 

e che helle (1') sia le var iabi l i  ~, ~, y sia le m, n,...., p, possano p rende re  

anche  valor i  interi  noga t iv i ;  e cons iderando  in ques ta  ipotesi  le soluzioni 

dolle (1') pe r  le qual i  ~ ora  {aI__~h, I ~ t ~ h ,  I g t ~ h ,  valgano ancora  
la (4")~ (4')a , (5"), quando  i pa r ame t r i  ~n, n,...., p, tendono a .+__oo; si avr~  

ancora  la (8"), pe r  m, n,...., p che tendono ora  a ± oo. 
c) A b b i a m o  suppos to  che i pesi  P~}v (o p~};,,,) siano numer i  real i  e non 

negat ivi ,  ma  ~ facile v e d e r o  che essi possono suppors i  anche  compless i ,  quando,  

in luogo delle (4) e ( 5 ) s i  pongano  lo condizioni  seguent i .  
Pe r  semplic i tg  di scr i t tura)  poniamo p'~:---~ ]P~vl  ed indichianqo cogli 

aceent i  lo quantit~t tut te  re la t ive  alle p'~}v; a m m e t t i a m o  al lora che si abbiano  

le relazioni ; 
(3") lira H'(n) ~ ~ ,  

lira H' (n ,  h) ~__ t ; 
(4") , , - -~  H'(~0 

inoltre,  indicando con A un numero  posi t ivo 

qua lunque ,  la d i suguag l i anza  

(1l)  H'0~) < A. I H(n)I. 

Da ques ta  segue,  t h e  sar~ 

lim t H(n) f = q-  ~o ; 

posto inol t re  

K(n, h) --~ H(n) - -  tI(n, h); 

sar~t pe r  h qua lunque  

l K(n, h) l ~_ K'(n, h); 

ed a nche per  la ( i1) :  

lim K' in ,  h )  O, 

determinato ,  si abbia,  per  n 

K'(n,  h) ----- H' in)  - -  H' in ,  h), 

K'(n, h) 
lira H'(n)  - - 0  

lira K(zb h )  0. 
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Riprendiamo ora la dimostrazione del n. ° 

avremo 
A.  K'(n, h) B,~ ~-- L (1 

tA-I "~ f/-/(n) t ' 

essendo ancora 

e quindi sarg 

1 ) E,,p - 
n ~ ~ ,  

2; colle notazioni precedenti  

K(n, h) / 
/ + 

H'(n, h) H'(n, h) 
[-< I < h < A  

si avranno perci6 ancora le (9"), (9"), (9'") e quindi la (10), con ] ) ~ I ~ 2 - t - A ;  
e perci6 varr~t ancora la (8). 

d) Invece  di considerare una  funzione f (xy~)  possiamo anche conside- 
rare  una successione di flmzioni F, ( xy z ) ,  (n-----1, 2, .... ) te quali siano ancora 

definite e l imi ta te  nel campo C (sin cio6, per un punto ( xy z )  arbitrario in C 

e pe2' q~talunque n, I F , , ( x y z ) l ~ A ,  essendo A u n  numero finito) e, quando il 

punto ( x y z ) t e n d e  in C al punto Po =--(abc) ed n tende a - t--~,  tendano 
ad un timite determinato e finito L; posto allora:  

1 
(7") 0,(~) = H-~-) Epoxy, ,~F,(a,¢b~cv), 

si av ra  aneora:  

(8'") lim 0~(n) ~ L. 

Riprendiamo iufatti il ragionamento del n. ° 2; varr~t ancora ta (9'). Con- 

sideriamo inoltre l ' intorno cubico Fo, di lato 2a, del punto Po ~ (abc); fissato e 

positivo arbitrario, potremo, per  le ipotesi fatte, determinate  ~ ed un  intero ns, 
tali che quando il punto (a~b~c.c) 6 in Pa ed n ~ ns,  si abbia  

(~'i E,(a~b~c,() ~ L -t- ~e, con l~ l "~ 1 ; 

dopodich6 basta  prendere per n o i l  maggiore dei numeri n~, %,  ha, per avere  
ancora la (10) per  n ~ no, e quindi la (8'"). 

In particolare potremo supporre c h e l a  successione F , ( x y z )  tenda unifor- 

memente  nel campo C a d  una funzione f (xyz) ,  la quale sin continua nel punto 
Po ~- (abc) ; 6 allora L -~- f(obc). 

e) Abbiamo supposto c h e l a  f ( xy z )  tenda, per  P ~ P o ,  ad un limite deter- 
minato e finito L; ma, con alcune res t r i z ion i  esse~ziali ,  il teorema pu6 valere 
ancora, quando la f l x y z )  tenda all'infinito, per  P ~ P u  in C. 
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Supponiamo, ad esempio, c h e l a  f ( x y z )  sia in C reale e positiva e sia 

l i m f l w y z ) :  + ~ ,  i pesi P~v siano reali e non negativi e vatgano ancora 
P ~  Po 

le (3) e (4). 
Ogni termine di 0(n) 6 allora positivo e quindi sara, colle notazioni del 

ll." 2, 0(~z)>B n. Sia ora M positivo, grande a piacere; e si prenda h in 

guisa che per a ~ h, ~ ~ h, 7 ~ h si abbia /(a~b~cv) > M; 6 atlora 

H(n, h) 
B ,  > - - - - - M  

It(n) 

H(n, h) 1 
e se no 6 tale che per n > ~ n  o sia ad es. H(n) > ~ ,  sar'~ per ~*t>% 

M 
O(n) > B,~ > ~ ; 

e quindi sar/~ lira 0 ( n )  ~ + ~ .  

f)  I1 teorema si estende poi subito al caso di iv(~ 1) successioni 

ai ,  bh, cz .... et (i, h~ l, t ~ l  7 2 .... ) 

convergenti  a limiti determinati  e finiti a, b, c, .... , e, e ad una funzione 

f(x~x.,. . . .xp) (od ad una successione f ,  lx~x~... .x~)) la quale sia definita e 

l imitata in un campo C dello S p -  (x,x~.. . .xp),  al quale appartengano tutti 

i punti (a~baez....et) e che, quando il punto P = - ( x , x ~ . . . . x ~ )  tende in C al 

punto Po-~  (abe....e), tenda ad un limite determinato e finito L. 

Se poi una o pitt t r a l e  successioni a~, ba, .... ,et  (ad es. la a~) tende all 'in- 

1 
finito, basta porre a , ~ ' ~ - - ,  per ridursi al caso precedente. 

4:. Esempi .  

Q(n, h) -~- H(n, h) ~ n - -  h -4- 1. 

Poniamo f ~ x ) ~  x ;  abbiamo il teorema di CAUCHY: 

S e ~  

l i m a , ~ a  7 ~ anche l i m a 4 + a ' 2 A -  .... -4-a. 

~ 1 ,  p~ -~  l;  ~ ~ ( n ) ~ t t ( n ) = n ;  

ed il teorema vale anche quando a~ sia reale e positiva e lira an = + ~ .  

b) Sia ancora p ~ l ,  ~ ( ~ , n ) = n - - ~ > 0 ,  ~ > 1 ;  e si ponga p~=g~- -g .~_ , ,  

dove g,~ 6 una successiot~e (reale o complessa) divergente, tale cio6 ehe sia 
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n 

lira g,, ~ ~ ;  si abbia  inottre per  essa, con n qua lunque  E, I g~ --g~-~ [ ~  A l g - I ,  

essendo A ua numero  fiuito. 1~ allora,  coIle notazioni del n. ° 3, c) 

n h - - I  

H(n) ~- g . ,  H'(n) -~ E~ I g, - -  g,-~ 1, K'(n,  h) --~ E~ ]g, -- g~_, I 
1 1 

e valgono le (3"), (4") e la (11). 

Posto ancora  f i x ) - ~ x ,  si ha it t eorema di JENSE:N : 

Sia lira an-----a; e sia gn una successione (reale o complessa) d i vergen te  

p e r  n ~ ,  pe r  la quale si abbia, p e r  n qua lunque  

(12) E~lg, - -  g~-~ t < A I g,~ I, 
1 

essendo A un n u m e r o  f ini te  ; posto 

n 

= - g , _ , ) a ,  

l ira O(n) ~ a .  

Ed il t eorema vale  ancora,  quando  la successione a~, sia posi t iva  e diver- 

genre, e l a g , ,  sia una successione reale,  c rescen te  e d ive rgen te  a + ~ .  

b ,  b .  si ha  cosl il t eo rema :  c) Sia a,~--g,~--b'-~(n~l);_g._~ __ 6 0(n)=g--~; 

Sia ga una successione d ivergente ,  pe r  la quale valga la (12); e sia b... 

un" a l t ra  successione ; se si ha lira b .  - -  b._~ __ a, essendo a un n u m e r o  deter-  

m ina to  e f ini te ,  ~ anche lira b.  
n ~ cx~ g ll 

E se le successioni b , ,  g .  sono crescent i  e d ive rgen t i  ed 6 

lira b~ - -  b . _ i  anche  i im b~ 

d) Sia era  p-----2, ¢ ? ( : ¢ , ~ ) ~ n - - ( : ¢ + 1 3 ) ~ 0 ,  ~ 1 ,  ~ 1 ,  p ~ : l .  

l~ ~(n) ~ H(n) ~ n, e per  n __~ 2h, fl(u, h) - -  H(n, h) -~- n - -  2h -4- 1 ; sono 
quindi soddisfat te  le (3) e (4); sia poi f ( x ,  y ) - - - x y ;  

Abbiamo il t eo rema  di CAUCHY: 

S e a .  e b~ (n--~ 1, 2 .... ) sono due successioni convergen t i  a due l i m i t i  
d e t e r m i n a t i  e f in i t i  a, b, si ha : 

l im a~bn -t- a2b._ ~ -F....-F a . b .  
: a b ;  
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e, quando  i te rmini  delle due successioni  abbiano un segno costante  ed una 

a lmeno di essa sia d ivergen te  e l' a l t ra , .se  converge ,  abbia  un l imite diverso da 

zero, il t eo rema  vale ancora ,  in quanto  l ' e spress ione  e ~ b , q - a e b n _ ~ q -  .... +a,,b~ 
n 

ha  iu questo caso per  l imite l ' inf ini to  posit ivo o negat ivo.  

Pi0 genera lmente ,  se f ( x ,  y)  ~ una funzione delle due variabil i  x ,  y,  la quale 
1 n 

nel punto (ab) sia cont inua,  l 'espressione 0(n)--- n E if{a~, b~_i)  tende al l imite f (a ,  b). 

e) Sia ancora  p-~-2, ~(~, t t ) - - ' n - ( o :  ~.- ~t)=O, c¢~1 ,  ~ l ~ l ;  p~l~.,~,~n~+. , 

essendo ~', s due numer i  reali,  non negat ivi ,  t~ ancora  ~2(n),--n, e per  n ~ 2 h ,  

~(n,  h) - -  n - -  2h  -t-- 1 ; H(n)  ~ . ~  E~i'~(n - -  i)*; e per  n ~ 2h : 

l h 
K(n,  h) : t t (n )  - -  H(n,  h) - -  ~ Z~ { i*(n - -  i) ~ + iS(n - -  i> ~ }.  

1 

1 ~ j " ( n - - i )  s ed ~ per  ~ ' ~ 0 ,  s ~ 0  Ora pub sc r ive rs i :  t t (n )  == n nr+~+, t 

# 

1 .  f l im ~ + ~ i i r ( n -  i) s = B ( ~ ' +  l, s +  l)---~ x r ( 1 - - x ) ~ d x ,  
a ~ n  i 

0 

dove  con B(~- -4- 1, s -I- 1) abbiamo indicato la funzione Eu le r i ana  di 1 ~ specie (4); 

6 quindi  l imH(n)-----4-o~;  ogni te rmine  di K(n,  h) ~ poi minore  di I, e 
~ O O  

6 anche  K ( n , h ) < 2 h ;  ne  segue :  l imK(2 'n)"  - - 0 ;  le (3) e (4) sono rio6 quindi 
t ~ O O  zaVt~ ) 

soddisfatte.  

Sia anco ra  f ( x ,  y)  - -  x y ;  sar~ 

O ( n ) -  1 ~, i~(n _ i)sa~b,,_, 
H(n )n  r+s 1 

e si avr~,  
l im 0(n) ----- ab. 

0) Dividendo infatti l'intervallo (0....1) in u parti uguali, e post() 

.fl. = 1 -- ~ U:,.+s , 

B , r ÷ s , s  ~-1) lira 1 " . 1 " 
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Poniamo ora  

~i = i r ' a i ,  ~k = M . b h ;  y(n) - -  O(n) .H(n)  1 n 
n - -  ~p-+s+~ ~i~, ~,,_~ ; 1 

si ha it t eo rema  (di CESARO): 
S i a n o  r, s d u e  n u m e r i  ~'eali e n o n  n e g a t i v i ,  e si abb ia  

. O~ n 

h m  ~ : a~ lira : b ; 

b a n c h e :  

l im 7(n) - -  l im o:~,, --I- a~, ,_~ -4- .... -4- ~ . ~  ~___ B(r  -1- 1, s + 1) .ab  ( 5 ;  

ed il t eo rema  vale anche  quando ad es. l e a , , ,  ~. siano positive, una delle 

due successioni :¢--" ~'-~ sia d ivergen te  a -4-c~ ,  e 1' a l t ra  o sia d ivergente ,  o 

converga  ad un l imite posi t ivo;  in questo caso l ' espress ione  y ( n ) h a  infatt i  

per l imite l ' inf ini to positive. 

g) Sia infine p = 2 ,  ~(~, ~, n ) = n  - ( ~ t ~ i ) > 0 ,  a > l ,  ~ 1 ,  p~- - -  1, f ( x y ) - - x y .  

g a(n) = H(n) = 2 e per  n > 2h, ~(n, h) = H(n, h) --- 2 ; valgono 

quindi  le (3) e (4). Si ha  il t e o r e m a :  

S i a  

e si  p o n g a  

si h a  

l i m a . = a ;  l i m b . - - - b ;  

lira 0(n) --- ab, etc. 
n ~ o ~  

5. a) Consider iamo ora, in luogo delle successioni convergen t i  a . ,  b . ,  c ...... , 

delie funzioni (reali o complesse) a(x) ,  b(x),  c (x )  .... di una  var iabi le  rea le  x~ 

(:} Un ragionamento, un po ~ pih minuto; dimo~tra la formula anche per 7-, s reali, 
maggiori di - -  1. 

Anna~i di M~tematica, Serie I V, Tomo I.  14 
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definite in un intervallo (xo ~) ,  dove x o ~ un numero determinato, le quali, 

quando x ~  + ~ ,  tendano a dei limiti determinati  e finiti a, b, c ..... 
b) Si abbia poi, ad es. una relazione 

(13) ~(~, l~, ~-; x) >_ o, 

nelle quattro variabili reali (a, ~, y, x) (od un sistema di tali relazioni) la 

quale, per ogni valore reale x ~ x 0 ,  sia soddisfatta da tutti i.-punti di un 

campo finito C~ dello S~ ~ (a~y) (iI quale campo C~ potrh essere a tre dimen- 

sioni od anche una superficie od una linea e) che app~trtenga ad ,un campo 

determinato C dello S 8 ~- (a~y). 

Sia p(a~,, x) una funzione, reale o complessa, delle quattro variabili reali 

a~ ~, y, x ,  definita per x ~:~ x o e per (% ~, y) nel campo C; e consideriamo l ' in- 

tegrale 

(14) H(x) -~_f p(a~y, x)d(o 
o~ 

dove dto ~ l 'e lemento di spazio del campo Cx; e ammett iamo the  questo 

integrale sia determinato e finito per ogni x ~ xo, e tenda all' infinito, quando 

x ~ - t - o o ;  posto inoltre, quando la T(a~y, x) non sia reale e positiva, 

p ' (~v ,  x) = I p(~y,  x) l, 

ammett iamo ehe anche l ' integrale 

(14') H'(x) : f p'(a~y, x)do~ 
o~ 

si~ determinato e finito per x ~ xo; sar~ allora H ' ( x ) ~ l H ( x ) ]  e quindi sar~ 

anche lim H'(x )~- ! - -c~;  ed ammett iamo aneora che si abbia, per ogni valore 
di x :  

(14") H'(x)  < AH(x), 

essendo A Un numero finito. 
Detto poi h un numero positivo arbitrario, aggiungiamo alla (12) le rela- 

zioni ]al_~ h, j ~ ] ~  It, 1Yl~-~h, e diciamo C~.h, il campo ottenuto cosi dal 

campo C~; e poniamo: 

H'(x, h) --j'p'(%. ~, ~, x)d~o; (15) 
~Xj b, 
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ed ammet t i amo  infine che si abbia, per  h qua lunque :  

,. H'(x, h) 
( 1 6 )  u m  ~ - - -  1 

H (x) 

e) Sia ora fie, ~, ~; x) una  funzione delle 4 var iabi t i  % ~, ~; x ,  definita 

per  x ~ x  o ed in uu campo F dello spazio ~3 -~ (% '~ ,~ )  ii quale  con tenga  

tutti  i. punti  (a(~), b(~), c(7)) , dove  ( ~ y )  6 un punto qua lunque  di C (ed anche  

il punto Po~-(abe)) e quando il punto (¢~)  tende in F a Po ed x ~ - t - ~ ,  la 

f(% ~, ~; x ) t enda  ad un l imite de te rmina to  e finito L. 
Poniamo al lora  : 

m.f  (t7) o (x ) -  H(x) x). c(r); x)do ; 
o~ 

un rag ionamento  affatto analogo a quello del n. ° 2 d imost ra  la formula :  

(18) lim 0(x) - -  L; 

se ill par t icolare  la f(% "q, ~; x) ~ una funzione f(% ~, ~) delle sole vari~tbili (% ~ ~) 

definita nel campo F e cont inua  nel punto Po ~ (abc)~ sar~ L ~-f((L b, c); e la (18) 
si scriver~t : 

(18') lira 0(x) ~ f(abc). 

Ed hanno  luogo delle osservazioni  affatto ana loghe  a quelte del n. ° 3. 

d) Cosi~ per  fare un esempio semplicissimo, sia a(a) una  funzione delia 

var iabi le  rea le  a, definita per  ogni valore  positivo delia var iabi le  a, in tegrabi le  
ill qua lunque  interval!o posit ivo finito, la quale  per  a ~  + ~  tenda  ad un 

i imite  de te rmina to  e finito a ;  e sia p(a, x) una  funzione posi t iva delle due 

variabil i  real i  % x~ definita ed in tegrabi le  per  i valori  positivi di queste  
variabili .  

F a c c i a m o  nel la  (13) ¢~ ~ x - -  :% ~ ~ 0; e l' in tegra le  

H(x) ~-~p(a, x)de 
u 

sia de te rmina to  e finito per x ~_> 0 e, quando x - - +  o~, t enda  a l l ' inf ini to  po- 
sitivo. Posto 

1 
O(x) - -  H(x)_~ x)a(a)da, 

9 
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si h a  la  f o r m u l a  

lira 0(x) = a, 

e 1~ f o r m u l a  v a l e  ancora ,  quando  l im a(a)  ~ a ~--- + ~ .  

In  pa r t i co l a r e ,  pe r  p(a,  x )  ~ 1, si h~ la f o rmo la  ana, loga a que l la  di CAUCtIY 
(cfr. n. ° 4, a ) :  

l im 1 ~a(~)d~ = a. 

0 


