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Eine  B e m e r k u n g  z u r  L a n g e v i n - G l e i c h u n g  

W i r  b e z e i c h n e n  als , L a n g e v i n - G l e i c h u n g ~  die zuers t  
von  LANGEVIN 1 zur  Diskuss ion  der  B r o w n s c h e n  Bewe-  
gung  ben i i t z t e  s t o c h a s t i s che  Di f f e ren t i a lg l e i chung  

~(t) = - f l u ( t )  + A(O. 

Hier  is t  u(t) die G e schwind igke i t  des b e t r a c h t e t e n  
~Brownschen  Tei lchens~ zur  Zei t  t; - fl u(t) e n t s p r i c h t  
de r  B r e m s u n g  des Tei lchens ,  und  ,4 (t) b e d e u t e t  die zeit-  
l ich unregelm~tssige S t 6 rung  se iner  ]3ewegung. 

In  der  vo r l i egenden  No te  m a c h e n  wir  eine ]3emerkung  
zur  B e h a n d l u n g  d ieser  Gle ichung  fiir den  Fall ,  dass  die 
~cBremsung,  oder,  a l lgemeiner ,  der  der  s y s t e m a t i s c h e n  
K r a f t  e n t s p r e c h e n d e  T e r m  n i c h t  wie in (1) der  Ge- 
s c h w i n d i g k e i t  u(t) p r o p o r t i o n a l  ist .  

Ffir  diese Diskuss ion  gehen  wir  aus yon  der  als Dif-  
f e r e n z e n g l e i c h u n g  g e s c h r i ebenen  Gle ichung  (1) 

,,,+~ = , , , (1-/~m) + A,At 

u n d  v e r a l l g e m e i n e r n  diese zu 

U v + l  = ](Uv) + AvAt , ,  

Aus (4) folgt  we i t e r :  K o n v e r g i e r t  die Ver t e i l ungs -  
f u n k t i o n  der  uv ftir v +  oo gegen woo(x) = w(x) ,  so is t  
diese F u n k t i o n  eine L6sung  der  I n t e g r a l g l e i c h u n g  

o o  O0 

/ e i t  X w(x) dx  = o¢(t)/e it /(X) w(x) dx  . (5) 

(1) . . . .  
Weitcr ist bekanntlich einzig eine lineare Funktion 

einer normal vcrteilten stochastischcn Gr6sse wicdcr 
normal vertcilt. Somit folgt aus (3) : 

Sind die Gr6ssen d~At, beziehungsweise A~, normal 
verteil t ,  so i s t  u~ d a n n  u n d  n u t  d a n n  n o r m a l  vertei l t ,  w e n n  
/ (u~)  = a u~ + b i s t  t. 

Setz t  m a n  also N o r m a l v e r t e i l u n g  von  A~ u n d  u~ vor-  
aus, so is t  zwar  in Gle ichung  (3) bzw.  in  (1) e in E r s a t z  
yon  --  fl u(t) d u r c h  --  fl u(t) + c o n s t  m6gl ich ,  es ver-  
b i e t e t  s ich j edoch  e ine  w e i t e r g e h e n d e  V e r a l l g e m e i n e r u n g  
im Sinne  von  (3)2,a. 

I s t  a b e r / ( u ~ )  = a u~ + b u n d  s ind  die d~  n o r m a l  ver-  
te i l t  m i t  der  S t r e u u n g  a2(A), so folgt  aus (3) fiir  die 

(2) S t r e u u n g  von  uoo 

a2(u~o) a2( A ) At  z 
1 - a* (6) 

Der eine yon uns (K.-F. M.) dankt dem Sehweizerisehen National- 
(3) fonds ffir die Gewiihrung eines Stipendiums. 

K.-~F. IV[oPPERT und F.  GRON 
wo [(u~,) n u n  n i c h t  m e h r  l inear  zu sein b r a u c h t .  

Die wechse l se i t igen  B e z i e h u n g e n  zwischen  d ieser  
D i f f e r enzeng le i chung  (3) u n d  der  ihr  e n t s p r e c h e n d e n  
Di f fe ren t i a lg le i chung ,  der  V e r a l l g e m e i n e r u n g  y o n  (1) im 
enge ren  Sinne,  sol len hier  n i c h t  b e t r a c h t e t  w e r d e n  ~. 

W i r  s e t zen  voraus ,  class die V e r t e i l u n g s f u n k t i o n  der  
s t o c h a s t i s c h e n  Gr6ssen d v  At, bez i ehungswe i se  d~, zeit-  
unabh / ing ig  ist ,  das  he i ss t  also, class a l l e d  ~ diese lbe  Ver-  
t e i l u n g s f u n k t i o n  be s i t z en ;  we i t e r  se tzen  wir  voraus ,  dass  
die d v  u n t e r e i n a n d e r  u n d  von  den  uv s t a t i s t i s ch  u n a b -  
hi ingig s ind .  

Es  sei n u n  wv(x)  die W a h r s c h e i n l i c h k e i t s d i c h t e  yon  
u~ und  o¢(x) die c h a r a k t e r i s t i s c h e  F u n k t i o n  yon  A v d t  8. 
D a n n  folgt  aus (3) 

(4) 

c o  oo 

; e  i g x ~fd~+ I (X) dx = ~ ( t ) / B  ~g [(x) ~Yv (x) dx 
-oo -oo 

i p. LAUCEVXN, C. r. Acad. Sci. 146, 530 (1908). 
2 Vgl. zu dieser Frage: P. LfsvY, Processus stochastiques et mouve- 

ment Brownien (Gauthier-Villars, Paris 1948). 
a Ffir diese Begriffe und die zugeh6rigen Rechnungen siehe zum 

Beispiel H. CRAM~R, Mathematical Methods of Statistics (Princeton 
University Press, Princeton, 1946). 

Base l ,  N a u e n s t r a s s e  16 4, u n d  P h y s i h a l i s c h - C h e m i s c h e  
A n s t a l t  der  Un ive r s i f f i t  Base l ,  den  18. S e p t e m b e r  1954. 

R d s u m d  

Quelques  ques t ions  c o n c e r n a n t  une g6n6ra l i sa t ion  de  
l ' 6qua t ion  de LANGEVIN s o n t  discut6es .  

1 Damit Konvergenz eintreten kann, muss 0 ~  a ~ 1 sein. 
2 Sind die einzelnen Ar ihrerseits als Summen vieler statistisch 

unabhfingiger Gr6ssen aufzufassen, so folgt aus dem zentralen Grenz- 
wertsatz die Normalverteilung der Av. 

s Vgl.den/ihnliehen, aberandersformuliertenund anders hergelei- 
teten Befund yon S. CtIA~nRSnKHAR, Rev. rood. Phys. 21,383 (1949), 

4 Jetzt Universitfit Hobart, Hobart, Tasmanien. 

Kinet ische  Isotopenef fekte  bei  e l ektrophi len  
a r o m a t i s c h e n  Subs t i tu t ionen  

H e u t e  wird  a l lgemein  a n g e n o m m e n ,  dass  sAmtl iche 
e l ek t roph i l en  a r o m a t i s c h e n  S u b s t i t u t i o n e n  i iber  e inen 
zweis tu f igen  M e c h a n i s m u s  ab lau fen  : 

E x p e r .  31 


