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Eine Bemerkung zur Langevin-Gleichung

Wir bezeichnen als «Langevin-Gleichung» die zuerst
von LANGEVIN! zur Diskussion der Brownschen Bewe-
gung beniitzte stochastische Differentialgleichung

u(t) = —put) + A@). ¢y

Hier ist wu(f) die Geschwindigkeit des betrachteten
«Brownschen Teilchens» zur Zeit ¢; — B u(f) entspricht
der Bremsung des Teilchens, und A (f) bedeutet die zeit-
lich unregelmissige Stérung seiner Bewegung.

In der vorliegenden Note machen wir eine Bemerkung
zur Behandlung dieser Gleichung fiir den Fall, dass die
«Bremsung» oder, allgemeiner, der der systematischen
Kraft entsprechende Term nicht wie in (1) der Ge-
schwindigkeit #(¢) proportional ist.

Fiir diese Diskussion gehen wir aus von der als Dif-
ferenzengleichung geschriebenen Gleichung (1)

Upt1 = t, (1— B AL) + A, At (2)
und verallgemeinern diese zu
Upp1 = flus) + Ay At (3)

wo f(uy) nun nicht mehr linear zu sein braucht.

Die wechselseitigen Beziehungen zwischen dieser
Differenzengleichung (3) und der ihr entsprechenden
Differentialgleichung, der Verallgemeinerung von (1) im
engeren Sinne, sollen hier nicht betrachtet werden?.

‘Wir setzen voraus, dass die Verteilungsfunktion der
stochastischen Grossen A, A¢, beziehungsweise 4,, zeit-
unabhéngig ist, das heisst also, dass alle 4, dieselbe Ver-
teilungsfunktion besitzen; weiter setzen wir voraus, dass
die 4, untereinander und von den wu, statistisch unab-
hingig sind.

Es sei nun w,(#) die Wahrscheinlichkeitsdichte von
u, und «(#) die charakteristische Funktion von A4, A4:3.
Dann folgt aus (3)

oo

/eitxwy+1 (%) dx = a(t)/e“”” w, () dx )

-0

1 P. LanGEvIN, C. r. Acad. Sci. 146, 530 (1908).

2 Vgl. zu dieser Frage: P. LEvy, Processus stochastigues et mouve-
ment Brownien (Gauthier-Villars, Paris 1948).

3 Fir diese Begriffe und die zugehdrigen Rechnungen siche zum
Beispiel H. CRaMER, Mathematical Methods of Statistics (Princeton
University Press, Princeton, 1946).
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Aus (4) folgt weiter: Konvergiert die Verteilungs-
funktion der u, fiir ¥ oo gegen we(x) = w(x), so ist
diese Funktion eine Lésung der Integralgleichung

oo 00

/eitxw(x)dx — d(t)feuﬂx)w(x) dx. (5)

— 00 -0

Weiter ist bekanntlich einzig eine limeare Funktion
einer normal verteilten stochastischen Grosse wieder
normal verteilt. Somit folgt aus (3):

Sind die Grissen A, Al, beziehungsweise 4,, normal
verieilt, so ist u, dann und nuy dann normal verleilt, wenn
f(u,) = au, + bistt.

Setzt man also Normalverteilung von 4, und #u, vor-
aus, so ist zwar in Gleichung (3) bzw. in (1) ein Ersatz
von — fu(tf) durch — B u(f) 4+ const méglich, es ver-
bietet sich jedoch eine weitergehende Verallgemeinerung
im Sinne von (3)%3,

Ist aber f(u,) = a uy, 4+ b und sind die 4, normal ver-
teilt mit der Streuung o2(4), so folgt aus (3) fiir die
Strenung von #e
o2(A) A2

O'a(uoo) = 1 a8

(6)

Der eine von uns (K.-F. M.} dankt dem Schweizerischen National-
fonds fiir die Gewihrung eines Stipendiums.

K.-F. MopPERT und F, GRUN

Basel, Nauenstrasse 16 3, und Phystkalisch-Chemische
Amnstalt dev Universitit Basel, den 18. September 1954.

Résumé

Quelques questions concernant une généralisation de
I’équation de LANGEVIN sont discutées.

1 Damit Konvergenz eintreten kann, muss 0= a < 1 sein.

2 Sind die einzelnen A ihrerseits als Summen vieler statistisch
unabhingiger Grossen aufzufassen, so folgt aus dem zentralen Grenz-
wertsatz die Normalverteilung der Av.

3 Vgl.denihnlichen, aber anders formulierten und anders hergelei-
teten Befund von S. CHANDRSEKHAR, Rev. mod. Phys. 21, 383 (1949),

4 Jetzt Universitit Hobart, Hobart, Tasmanien.

Kinetische Isotopeneffekte bei elektrophilen
aromatischen Substitutionen

Heute wird allgemein angenommen, dass sdmtliche
clektrophilen aromatischen Substitutionen iiber einen
zweistufigen Mechanismus ablaufen:



