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$3ber  e i n e n  A u s n a h m e f a l l  
des  W i e d e r k e h r s a t z e s  y o n  P o i n c a r 6  

Bei der  U n t e r s u c h u n g  der  S tab i l i t~ t  des P l a n e t e n -  
s y s t e m s  l a n d  POINCAR~; 1 den  fo lgenden  Satz ,  de r  fiir die 
slatist ische M e c h a n i h  yon  g r u n d l e g e n d e r  B e d e u t u n g  ge- 
w o r d e n  is t  : 

E i n e  inkompress ib le  Fli~ssigkeit  be]inde sich in  e inem 
R a u m  yon beschriinktem V o l u m e n  in  einer stationi~ren Be-  
wegung. Durch ldu[ t  e in  Tei lchen z u r  Ze i t  t ~ 0 den P u n k t  
P0, so is t  es , unend l i ch  wahrscheinIich~, daft das Te i lchen  
i m  L a u f e  seiner Bewegung  i m m e r  wieder in  beliebige N d h e  
des P u n k t e s  Po gelangen wird.  

Wie  schon  POINCAR£ se lbs t  u n d  sp~iter a u c h  HADA- 
MARD u n d  CARATHI~ODORY 2 b e m e r k t  haben ,  1/il3t sich der  
Begr i f f  ccunendlich wahrscheinl ich~,  m i t  Hi l fe  des LE- 
BESGUEschen Mal3es s aube r  fassen :  die P u n k t e ,  fiir die 
keine Wiederhehr  im Sinne  des Sa tzes  s t a t t f i n d e t ,  b i lden  
eine M e n g e  yore Marie O. 
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B e k a n n t l i c h  l~il3t s ich der  W i e d e r k e h r s a t z  auf  ein ab-  
gesch lossenes  m e c h a n i s c h e s  S y s t e m  a n w e n d e n ,  dessen  
P h a s e n r a u m  end l i ch  ist. E r  besagt ,  dal3 der  P h a s e n p u n k t  
des  S y s t e m s  im Laufe  der  B e w e g u n g  i m m e r  wieder  der  
u r sp r f ing l i chen  Lage  bel iebig  n a h e k o m m e n  m u g .  Aus-  
n a h m e n  k b n n e n  s t a t t f i n d e n .  A b e r  die A u s n a h m e p u n k t e  
des P h a s e n r a u m e s  b i lden  eine Menge v o m  Marie 0. 

I n  der  vo r l i egenden  Mi t t e i l ung  m 6 c h t e n  wir  auf  eine 
solche A u s n a h m e  z u r i i c kkommen ,  die y o n  G. D. BIRK- 
HOF~ 3 in e inem g r 6 g e r e n  Z u s a m m e n h a n g  ges t re i f t  wnrde .  
Das  Beispiel  b e s i t z t  den  Vor te i l ,  dab  es sieh, wie wir  zei- 
gen werden ,  m i t  e in fachen  H i l f s m i t t e l n  da r l egen  l~il3t : 

Vorge leg t  sei e in Bil lard,  das  yon  e iner  El l ipse  be- 
g r e n z t  wird.  Die p u n k t f 6 r m i g  v o r a u s g e s e t z t e  Kuge l  be- 
wege sich auf  d e m  h o r i z o n t a l e n  Tiseh  re ibungsf re i ,  so 
dal3 sie a m  R a n d e  u n e n d l i c h  of t  r e f l ek t i e r t  wird.  I m  
Laufe  ih re r  B e w e g u n g  wird  die Kuge l  n a e h  d e m  Wiede r -  
k e h r s a t z  j ede r  P h a s e  i m m e r  wieder  be l iebig  n a h e k o m -  

1 H. POINCARI~, Les m6thodes nouvelles de la m6canique c61este, 
t. 3, chap. 26, p. 140 ff. 

2 j .  HADAMARD, J. Math., 5 e s6r. 3, 331 (1897). - C. CARATH]~O- 
DORY, Sitzungsber. der Preul3. Akad. (1919), ~. Halbbd., p. 580 ff. 

3 G. D. BIRKHOFF, Dynamical Systems (1927), p. 251. 

men.  E ine  A u s n a h m e  b i lden  abe r  die B a h n e n  d u r c h  die 
B r e n n p u n k t e  der  El l ipse .  W i r  b e h a u p t e n  nXmlich : W e n n  
die t (ugel  durch  e inen  B r e n n p u n k t  der E l l ipse  liiu/t,  so 
konvergiert  ihre B a h n  gegen die grofle Achse  der El l ipse .  

Zum Beweis  n e h m e n  wir  an,  die B a h n  b e g i n n e  in 
e inem P u n k t e  P0 der  El l ipse ,  de r  wie in  der  F i g u r  
auSe rha lb  der  grol3en Achse  l iegen m6ge.  

Die Kuge l  laufe  v o n  P0 aus  d u r c h  den  e inen Br e n n -  
p u n k t  F 1. I m  P u n k t e  Pa der  El l ipse  w e r d e  sie re f lek t ie r t .  
D a r a u f h i n  muB die Kugel ,  e iner  b e k a n n t e n  E i g e n s e h a f t  
der  El l ipse  zufolge, den  a n d e r n  B r e n n p u n k t  F 2 pass ie ren .  
Die nS, chs te  Re f l ex ion  erfolge im P u n k t e  P2, worau f  die 
Kuge l  von  n e u e m  d u r c h  F 1 1Auft, usw.  

Mit  ~n (n = 1, 2 . . . .  ) b e z e i c h n e n  wir  den  Winke l ,  u m  
den  m a n  das  n - t e  B a h n s t i i c k  P n - t  P n  i m  p o s i t i v e n  S inne  
d r e h e n  mul3, bis es mi t  de r  grol3en Achse  z u s a m m e n -  
fAllt. Die Winke l  9n l iegen o f f enba r  alle im I n t e r v a l l  
0 ___< ~0n < ~. 

F e r n e r  seien ~1, c% . . . .  die W i n k e l  zwischen  den  B a h n -  
s t i i cken  in den  P u n k t e n  P1, P2 . . . . .  Die K o n v e r g e n z  der  
B a h n  gegen die grol3e Achse  folgt  u n m i t t e l b a r ,  w e n n  wir  
beweisen  k6nnen ,  dab  

an -+0. 

U m  dies zu zeigen, e n t n e h m e n  wir  d e m  Dre ieck  
.FIF2P 1 die Re l a t i o n  ~02 = ~, -- a~ und  e n t s p r e c h e n d  aus 
den Dre iecken  F 1 F , P  n (n = 1, 2 . . . .  ) 

(i0n+l = ~0n-  ~n" 

Folgl ich  n e h m e n  dic W i n k e l  ~0 n wcgen  ~,  => 0 m o n o -  
t o n  ab  n n d  s t r e b e n  gegen e inen  gewissen  G r e n z w e r t  
cp ~ 0. Dies  f i ihr t  zu a n -~ 0, w o m i t  unse re  B e h a u p t u n g  
bewiesen  ist .  

Will  m a n  die U b e r l e g u n g  an f  ~n -> 0 zusp i t zen ,  so h a t  
m a n  auf  das  Dre ieck  F I F z P  n h i n t e r h e r  den  S i n u s s a t z  
a n z u w e n d e n .  Es  i s t  zu b e a c h t e n ,  d a b  ein k re i s f6 rmiges  
Bi l lard  im Gcgensa t z  z u m  e l l ip t i schen  ke inen  A u s n a h m e -  
fall  zum W i e d e r k e h r s a t z  enthAlt .  ED. BATSCHELET 

M a t h e m a t i s c h e s  S e m i n a r  der  Un ive r s i tXt  Basel ,  den  
2. Apr i l  1948. 

S u m m a r y  

In  an  el l ipt ical  b i l l ia rd  t h e r e  exis ts ,  in c o n t r a s t  to  a 
c i rcular  one,  an excep t ion  to  POINCAR]~'S r ecu r rence  
t h e o r e m,  in as m u c h  as the  p a t h  of a b i l l ia rd-ba l l  t h a t  
goes t h r o u g h  a focus of t h e  ell ipse converges  t o w a r d  the  
long axis.  

Appl i ca t ion  of Par t i t i on  C h r o m a t o g r a p h y  
to  M i x t u r e s  i n s o l u b l e  in Water  

(The ana lys i s  of f a t t y  acid  esters)  

In  p a r t i t i o n  c h r o m a t o g r a p h y  silica gel, s ta rch ,  and  
cellulose h a v e  been  used  as a car r ier  for t h e  s t a t i o n a r y  
w a t e r  phase ,  t h e  l a t t e r  s u b s t a n c e  be ing  in t h e  fo rm of a 
p a p e r  s t r ip  1. The  passage  of a s econd  phase ,  w h i c h  is 

1 R. CONSDE.% A. H. GORDON and A. J. P. MARTIN, Biochem. 
J. as, ~ 4  0944). 


