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Summary. We develop an Ito formula about  a regular family of martingales 
in which we replace the parameter  by a continuous semi-martingale. We 
give an application to an averaging problem, under mixing assumptions, in 
a stochastic differential equation with small parameter. 

Introduction 

Soit (M x) xER a une famille de martingales r6elles sur un espace de probabilit6 
filtr6 (f2,F. Ft,P ). Darts ce qui suit nous cherchons un d6veloppement de 
M ( X ,  t) quand X t e s t  une semi-martingale continue /i valeurs dans R e, sous 
certaines hypoth&es de r6gularit6 sur la famille (MX). 

Dans le cadre de la th6orie des flots stochastiques, on peut trouver dans les 
travaux de Bismut [2] et Kunita [9] des formules concernant le 
d6veloppement de M (X t, t) lorsque: 

m t 

M~ = Z S qSi(x' s, co) dN~ i 
i = 1 0  

off N~ sont des semi-martingales continues. 
Ces r6sultats sont obtenus sous des hypoth&es de diff6rentiabilit6 sur les 

applications: 
x ~ i ( x , s ,  co) et x ~ M ( x , s ,  co). 

L'originalit6 du travail qui suit r6side peut-atre dans le fait que les 
hypoth&es de r6gularit6 qui sont utilis6es ici pour obtenir le d6veloppement de 
M(Xt ,  t) concernent la diff6rentiabilit6 et le caract6re h61derien de l 'application 
x---,M x de R e dans H espace de Hilbert des martingales de carr6 int6grable. 

La troisi6me partie illustre l'utilit6 d'un tel type de formule, par un exemple 
d'application fi un probl6me d'effet de moyenne dans une 6quation 
diff6rentielle stochastique. 
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D6crivons maintenant les r6sultats obtenus: 
Le d6veloppement formel de M(Xt, t) fair appara~tre un terme que l'on peut 

noter de mani6re intuitivement parlante: 

r 

(0.1) 
0 

La premibre partie de l'article s'attaque /~ la d6finition de cette int6grale 
stochastique. 
Sous l'hypothbse: 

M" est dans Ck'~(R d, H) (0.2) 

(k fois diff6rentiable et /t d6riv6e d'ordre k localement h61derienne d'ordre a) 
d 

avec k + a > ~ ,  on montre que pour N e H  on peut trouver un processus 

d (MX' N )  
a(x, s, co) continu en x, qui est une version pr6visible de d ~ p o u r  chaque 

x, et que a(x, s, co) verifie des conditions de domination lorsque x reste dans un 
compact. 

On peut alors d6finir ~ dM xs (que nous noterons M. x) comme l'unique 
0 

martingale localement de carr6 int6grable, nulle en 0, v6rifiant: 

dM x~, N = ! a(Xs(co ), s, co) d (N)s  pour N~H.  (0.3) 

On obtient aussi au passage le fait que sous l'hypoth6se (0.2) les processus 
croissants ( M  x) ont des accroissements domin6s par les accroissements d'un 
processus croissant int6grable fixe, lorsque x varie dans un compact de R d. 

Cette premi6re partie utilise fortement le lemme 1 qui est un type de crit6re 
de Kolmogorov (voir Neveu [14] et [15]). 

I1 est assez 6tonnant de noter que pour obtenir ces r6sultats, il ne suffit pas 
d'imposer des conditions de r6gularit6 h61derienne C ~ (a fix6) ~t l 'application 
M" dans un espace H p d'ordre 61ev6 comme le montre l'exemple: 

t 

M t = ~ sign (x - Bs) dB~ 
o 

off B. est un mouvement brownien et xER, (voir Yor [27] et la remarque qui 
suit la proposition 1). 

Dans la seconde partie, sous l'hypoth~se: 

M" est dans Ck"*(R e, H;) et dans Ck"~" (R ~, H) 

d 
avec p > l ,  k + a > - d + 2  et k ' + a ' > ~ + l ,  les sauts des M x sont uniform6ment 

P 
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born6s, nous 6tablissons que pour X semi-martingale continue ~t valeurs dans 
R d : 

M(Xt, t)=M/Xo,0)+ i X dX'  
i ~ j  O 

1 z t 02M 
+~ ~ X )~ 

d 
] \  

ff Xi,~MX~ +MXt (0.4) +i7~T \ axi/, 

0M 0 : M  
o6 M(x, s), w--(x,  s), et x--w--~ (x, s) sont des versions continues en x dont on 

u x l  G X  i (TX j  

prouve l'existence. 
Nous allons maintenant  aborder le contenu de la troisi6me partie qui est 

l'origine de ce travail. 
La motivation premi6re &ait d'btudier les r6sultats de Khashminski  [6, 7], 

et Papanicolaou-Varadhan [19]. 
La situation trait6e chez Khashminski  [6, 7] est de mani6re simplifi6e la 

suivante: 
on se place sur un espace (f2, F~b, F,P) off les tribus Fab croissent avec 

l'intervalle [a, b] et v6rifient une hypoth6se de m61ange relative ~t P du type: 

HE(A/Fos)-E(A)][~<r(t--s) []AlJo~ si s<t et A~bFt, oo (0.5) 

off r ( .  ) est une fonction positive telle que u6r(u)~O, quand u tend vers + oo. 
Si F(x, t, co) est une application sur R a x R+ • ~t valeurs dans R a, Ft, t- 

measurable pour chaque x et t, v6rifiant E(F(x, t, co))=0, sous des hypoth6ses 
de diff&entiabilit6 en x sur F et de convergence de moyennes temporelles de 
certaines fonctions d6terministes li6es A F, on montre que les processus X ~ 
d6finis par:  

t 

_ (0.6) 
X o - x  0 

convergent en loi vers une diffusion dont on calcule les caract6ristiques locales. 
On pourra  voir des applications de tels r6sultats chez Papanicolaou [17]. 
L'article de Papanicolaou-Varadhan [19] pr6sente un th6or6me abstrait et 

ses applications dans le cadre d'une 6volution al6atoire dans un espace de 
Banach. 

Parallelement, chez Papanicolaou-Stroock-Varadhan [20], on peut trouver 
l '&ude du comportement  asymptotique des lois des x ~ solutions de: 

dx~ = F(x~, y,/~2) dt (0.7) 

X~ = X  0 

off Yt est un processus de diffusion ou de saut, qui v6rifie des conditions de 
r6currence dont nous allons parler plus bas. Pour des r6sultats de ce type, on 
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pourra se reporter ~ Papanicolaou-Stroock-Varadhan [20], et aussi fi Freidlin 
[5] et /t Brancovan-Bronner-Priouret [3] pour les questions de grandes 
ddviations li6es. 

Des syst6mes tels que (0.7), off g6n6ralisant (0.7) interviennent, entre autres, 
en th6orie du transport, darts l'6tude du comportement asymptotiques des 
6quations de Kolmogorov associ6es aux g6n6rateurs L ~ de (x ", if). On pourra 
voir fi ce sujet Papanicolaou [18] et aussi Benssoussan-Lions-Papanicolaou 
[13. 

Plagons-nous par exemple darts le cas o/l Yt est une diffusion de g6n6rateur 
L. On fait des hypoth6ses de r6currence sur Yt qui sont essentiellement du type 
suivant: 

On suppose que y admet une probabilit6 invariante m e t  que pour toute f 
continue born6e, v6rifiant r e ( f )=0 ,  on peut trouver une solution g born6e 
l'6quation: 

Cg = - f .  (0.8) 

Si m(F(x,.))=0, pour tout x, on peut montrer  en utilisant une technique de 
martingales, que les processus x ~ convergent en loi vers une diffusion. 

Cette d6monstration poss6de l'avantage de la simplicit6r sur les 
d6monstrations qui concernent les hypoth6ses m61ange du type (0.5). 

L'id6e utilis6e est la suivante: 
X e X e Si on note g~ la solution de L g x = - F ( x , . ) ,  t+eg( t, Yt/~2) poss6de un 

ddveloppement en semi-martingale o6 n'apparait plus le terme singuiier 

i F (  1 Xs, Ys/~2) ds. 
g 

Nous avons suivi cette d6marche pour 6tudier sous des hypoth6ses de 
mdlange le comportement asymptotique des processus x ~ solutions de: 

dx~ =~ F(x~, t/e 2, co) dt + G(x~, t/e 2, co) deBt/~2 

x;  =Xo (0.9) 

off B t est un mouvement brownien. 
On utilise de mani6re inattendue dans ce contexte une technique de martin- 

gale. 
On remplace le probl6me (0.8) par: 
(0.10) 6tant donn6e f(e, co) Ft,t-measurable , born6e v~rifiant E(f(t,  co))=O, 

trouver G(e, co) born6e telle que: 
t 

G(t, co) + S f (s, co) ds est une martingale c/tdl/tg. 
0 

Si f est progressivement measurable, les conditions de m61ange que nous 
supposons assurent l'existence d'une solution ~t (0.10). 

(Nous supposons essentiellement que la fonction r qui intervient dans (0.5) 
est int6grable sur R§ dx.) 
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Si on note G x la solution de (0.10) associ6e /t F(x,s),  on 6tudie avec les 
m6thodes des deux premi6res parties 

x~ + ~G(x~, tie 2, r (0.11) 

I1 est /t noter que les r6sultats que nous obtenons (voir th6or6me 2, et la 
remarque qui le suit) permettent dans le cas a = 0 ,  d'affaiblir certaines des 
hypoth6ses de Khashminski [6, 7]. 

P r e m i 6 r e  par t i e  

Dans cette partie nous allons consid6rer une famille (M x) x e R  d de martingales 
v6rifiant des hypoth6ses de r6gularit6, en vue de d6finir l'int6grale stochastique 
t 

dMXs ~ (que nous noterons plus synth6tiquement M x) de la famille (M ~) le long 
0 

d'un processus X continu adapt6,/t valeurs darts R ~. 
Formellement on attend d'une d6finition raisonnable d'une telle int6grale le 

fait que si: 

t 

M~ = ~ a(x, s, e)) dM~, on a: (1.1) 
0 

t 

MX= S a(X~(co), s, co) dM~. (1.2) 
0 

Mais imm6diatement se pose le probl6me de savoir si le processus 
a(X~(c~), s, o~) reste essentiellement inchang6 si on choisit diff6rents processus a 
permettant d'6crire (1.1). 

Exemple. Soit (f2, F, F t, P) satisfaisant aux conditions habituelles (voir Meyer 
[13]), B t u n  Ft-mouvement brownien, et 

t t 

M~' = S sign_ (x - Bs) dB~ = S sign + (x - B~) dB~ 
0 0 

- 1  si x_-<0 { - 1  si x < 0  
off sign (x)= 1 si x > 0  sign+ (x)= - 1 s i  x > 0 .  

(1.3) 

Notons N la tribu pr6visible sur f2 x R+, et T u n  r6el strictement positif. 
Consid6rons la classe Rg (resp. Re) des processus a(x, s, co) sur R x [0, T] x f2 

continus ~t gauche (resp. /L droite) dans la variable x, et dans L2(~, dP. dt) pour 
chaque x. 

Tout  616ment a de Rg (resp. Rd) v6rifiant: 

t 

si x e R  et t <= T M t = S a(x, s, o~) dB s off M~ est donn6 par (1.3), est tel qu'il existe 
0 

un ensemble N de [0, T-1 x (2, dP.  dt n6gligeable pour lequel: 
a(x, s, co) = sign _ (x - B s(co)) (resp. a (x, s, co) = sign + (x - B~ (o~)) sur R x ([0, T] 

x ~2- N). 
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Cependant si l 'on veut d6finir Mff" en s'inspirant de (1.2) on a l'ambiguit6 
suivante: 

t t 

sign_ (Bs-Bs)  dB~= - B ,  et ~ sign+ (Bs-B~)dB~=B r 
0 0 

Ceci va nous conduire/ t  imposer des conditions de rdgularit6 sur la famille M x 
pour pouvoir d6finir M x. 
Commenqons par fixer les notations: 

Soit (f2, F, Ft, P) un espace de probabilit6s muni d'une filtration satisfaisant 
aux conditions habituelles. On note ~ la tribu pr6visible sur Q x R+, H l'espa- 
ce de Hilbert des martingales r6elles de carr6 int6grable, qu'on identifie par le 
biais des variables terminales/t  L2(F~o), et H o le sous espace de H des martin- 
gales de carr6 int6grable nulles en 0. En vue de l'application donn6e en 
troisi6me partie nous consid6rons des martingales qui ne sont pas 
n6cessairement continues. 

Si N e s t  un 616ment de H o, on note H N le sous espace stable engendr6 par 
N (HN={h .N ,  h e L 2 ( ~ , d P . d ( N ) ) }  off h . N  d6note l'int6grale stochastique 

~h(s,o))dNs; pour ce point on peut se reporter fi Meyer [12]) et PN la projec- 
0 

tion orthogonale de H o sur H N. 
Si E est un espace de Banach, k un entier positif, a~[0, 1], nous dirons 

qu'une application f de R ~ dans E est de classe C k'" (ou appartient fi 
Ck'a(Rd, E)) si f est k fois continument diff6rentiable et si les d6riv6es partielles 
d'ordre k sont localement h61deriennes d'ordre a sur R d. 

On notera, si D est une partie born6e de Rd: 

Ilfllk,~=llflJk, O,D= ~ supIID~f(x)]IE (1.4) 
0 < I~tl <k x e D  

pour f e  Ck(N, E) 

I I fNk ,a ,o  
I I D ~ f ( x ) - D ~ f ( x ' ) l l  

=llf[lk, O,D+ ~ sup "0<a- -<l  
I~l=k x , x "  I x - x ' l  ~ ' - 

x ,  x" eD  

pour f ~ C k' a(Rd, E). 
Nous utiliserons le fait que lorsque f est une fonction positive C ~ ~t support 

compact sur R d v6rifiant: 

S f ( x ) d x = l  et h~Ck'a(R d, E) 

II h( . ) - n d S f ( n ( x -  y)) h(y) dyJlk,~ 

tend vers 0, pour D partie born6e de R a et O<=a'<a si a > 0  et a ' = 0  si a=0 .  
Nous allons commencer par d6montrer un lemme qui est une version du 

critCre de Kolmogorov et qui nous sera utile dans la suite. 

Lemme 1. Soit ((2, d ,  P) un espace de probabilitd. Pour toute application x ~ A  x 

de classe C k'a de R d dans LP(O,d ,P ) (p>  l) avec k +a>a-+j  (j~N), il existe une 
P 

application A de R d • ~2 dans R essentiellement unique telle que: 
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a) pour chaque co~(2 x-+A(x,  co) est de classe C j de R e dans R. 
b) pour chaque x ~ R  d A(x,  .) est sr et les dOrivOes D~A(x, co) pour 

tout muhi-indice ~ tel que O< I~[ <J sont indistinguables de D~A~(LP(P)). 
De plus si B = B ( x o ,  R ) est une boule de R e , il existe une constante 

Ck,~,p,B>O telle que pour tout AeCk '~(R d, LP(P)) on ait: 

II I[1(., co)IIj, Bllp_ -< Ck,a,p,~llA.llk,~,B (1.5) 

oft A(x,  co) est une version rOguli8re de A. vOrifiant le a) et b). 

DOmonstration. Quitte/ t  consid6rer C k- ~' ~(R a, LP(P)) nous supposerons a >0. 
Soit x ~ A ~  dans Ck'"(R ~, LP(P)), on peut choisir une application Z(x ,  co) de 

Rex f2 dans R measurable, qui pour chaque x est indistinguable de A~ et 
chaque co est dans L~oo(R d, dx) (en utilisant le th6or6me de Fubini). 

Consid6rons maintenant une fonction f positive C ~ ~t support compact sur 
R d et telle que Sf (x )  dx  = 1. 

On d6finit: 
A"(x, ~o) = n d ~ f (n(x - y)) Z (y, co) dy. 

Les applications A "(x, ) sont de classe C ~ en x pour chaque co, de plus les 
applications x ~ A  "(x , . )  de R e dans LP(P) v6rifient: 

lim IIA~. -- A.I[k,=,D=O 

pour toute partie D born6e de R e et 0 < e < a. 
d 

Fixons de ]0 ,  a[ tel que k + a ' > - + j .  
P 

Soit B = B ( x o ,  R ) une boule de R d, il existe K > 0  telle 
fE  C~~ (R d, R): 

E Iv I( )l 
B I~l=k 

+ ~S 2 [D=f(x)-D=f(Y)IP dxdy]  
1/p 

BxB Ioq=k IX--Yl  a'p+d 

que pour toute 

(1.6) 

pour ceci on pourra se reporter h Triebel [24] p. 323 et 328, et Uspenski [25], 
[2]. 

Choississons a" e]a', a[. 
Appliquons l'in6galit6 pr6c6dente aux fonctions A"( . ,  co)-  A " ( . ,  co), en 

int6grant les deux membres 61ev6s/t la puissance p, il vient: 

E[lkA"(., co)-Am(.,  co)llf, B] 1/p < K'  IIA ~. -- ATllk, a",B. 

On peut alors extraire une suite n k telle que: 

~]]A"k(-, co) - A  . . . .  ( ' ,  co)]lj, n 

converge p.s. et dans LP(Y2, d ,  P). 
On en d6duit qu'en dehors d'un ensemble P-n6gligeable A"k(.,co) converge 

au sens de la norme [I Hj, B vers une application A(x,  co) dans CJ(B,R) pour 
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chaque co. Comme d'autre part D ~ A"~(x,.) converge vers D~A~ pour O< 1~[ =<j 
dans Le(p), D~A(x, co) est indistinguable de D~Ax, pour O__<[el<j si x~B. De 
plus: 

II IlA(., co)IIj, BIlp< K'IIA.IIk,a-,B< K'llA.IIk, a,B. 

En consid6rant les boules B(O, n) on obtient facilement l'existence d'une version 
A (x, co) v6rifiant le a) et b). 

L'estimation (1.5) se d6duit alors facilement de ce qui pr6c~de. [] 

Nous allons maintenant appliquer le lemme 1 pour obtenir la 

Proposition 1. Soit x ~ M  x une application de R a dans H o de classe C k'a avec 
d 

k + a > ~ + j  (jeN). 

Soit N~Ho,  il existe une application a(x,s, co) de RaxR+ • dans R 
vkrifiant : 

a) si (s, co)~R+ x f2 x~a(x , s ,  co) est de classe C ~, 
b) si x~R d et ~ est un multi-indice de longueur O__<[c~[__<j, 

D~a(x, s, co)eLZ(~, d P . d ( N ) )  et 

P-essentiellement, 
c) si B=B(xo ,R  d) est une boule 

L2(~, dP. d ( N ) )  et v~rifie: 

( D~M, N) t  = i D~ a(x, s, co) d(N)~ 
0 

de R d, gB(s, co)=Ha(.,s, co)]lj, B est dans 

[Ig~llL~<~,dP.d<N> ~ Ck, a,~ IIPN(M')l[k,a,~ (1.7) 

off la constante ~0Ck, a, ~ est ind@endante de M', et [I I]k,~,B est donnd par (1.5). 
De plus si a 1 e t a  2 vdrifient a) et b), il existe un ensemble N d P . d ( N )  

ndgligeable tel que a 1 e ta  2 co~'ncident sur Rd• (R§ • n - N ) .  

Ddmonstration. Commengons par montrer l'existence de a ( . , . , . ) .  

Soit U N l'isomorphisme de H N sur L2(~ ,dP.d(N)) ,  si hx=UNopn(M ~) 
x~h~ est de classe C k'~ de R d clans L2(~, dP. d(N)) .  

On applique alors le lemme 1 ~ l'espace de probabilit6s 

( f 2 x R + , ~ , ~ d P . d ( N ) ) .  

Soit ~ une version r6guliOre donn6e par le lemme 1, pour clore la 
d6monstration de l'existence de la fonction a, il suffit de montrer que: 

t 

(D~M ~, N) t  = ~ D~(x ,  s, co) d(N)~ P-essentiellement, 
0 

pour ~ multi-indice de longueur 0<  [c~[ <j. 
Or D ~ ( x  . . . .  )=  UNopN(D~M ~) dans L2(~, dP . d ( N ) )  d'ofi: 

t 

( D ' M  ~, N) t  = (PN(D~M~), N ) t  = ~ D ~ ~(X, s, co) d(N)~ P-essentiellement. 
0 
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Pour  l 'unicit6 il suffit de r emarquer  que si a I e t  a 2 v6rifient a) et b), alors 
V x ~ R  a ai (x  . . . .  ) = a 2 ( x , . , . )  d P . d ( N )  p.s., et la continuit6 permet  de 
conclure.  []  

Notation. Si x ~ M  ~ v6rifie les condi t ions de la p ropos i t ion  1, et si N e H  o on 
d{MX, N )  

appel lera  version r~guli~re de d ( N )  une appl icat ion a(x, s, (9) v6rifiant les 

condit ions a), b), c) de la p ropos i t ion  1, de plus on notera  a N une telle version 
(qui est essentiel lement unique). 

Remarque. 1) Le c) de la p ropos i t ion  1 permet  de choisir une version du 
processus ( N )  telle que pour  cgef2 et t eR+:  

x ~  a(x, s, o ) ) d ( N ) s  est cont inu sur R e et domin6 un i fo rm6ment  en t et en 
o 

x, quand  x reste dans un compac t  de R e par  un ~16ment de L 1 (P). 
2) Le l emme 1 peut  laisser esp~rer que si x ~ M  x it valeurs dans un espace 

H p de mart ingales  ( p > 2 )  est C ~ avec p . a > d ,  on pour ra  t rouver  une densit6 
d ( M ~ , N )  

pr6visible cont inue en x. 
d ( N )  

Ce r6sultat est inexact, il suffit de consid6rer:  

t 

x M t = j sign (x - Bs) dBs, t <= T, 
0 

c o m m e  au (1.3); cette appl ica t ion appar t ien t  it C~ H p) pour  p >2 ,  voir  Yor  
[27], et cependant  on ne peut  t rouver  de densit6 pr6visible (ou m6me mesura-  

d(MX, N )  
ble) cont inue en x. 

d ( N )  

Dans ce qui suit nous dirons que A est un processus croissant int~grable si A est 
cont inu it droite croissant  adpt6, nul en 0, et tel que A~  est int~grable. 

Le l emme 1 v a n o u s  permet t re  de mon t r e r  que si M" est de classe C k'a avec 
d 

k + a > ~  de R a dans Ho, il existe un processus A croissant int6grable qui 

<<domine>> les processus ( M  x) quand  x reste dans un compac t  de R d. 
Plus pr6cis6ment on a: 

Proposition 2. Soit x ~ M  ~ une application de Ck'"(R ~, Ho) avec k + a >  d, soit B 
une boule de R e, il existe un processus croissant intdgrable A tel que: Z 

si x e B  et s < t ( M X ) t - ( M ~ ) s < A t - A s P  p.s. (1.8) 

DSmonstration. S o i t / ~  le sous espace stable de H o engendr6 par  la famille M x, 
x s R  a. 121 est s6parable, on peut  alors t rouver  une suite (6ventuellement finie) 
d'616ments N i de H o for tement  o r thogonaux  deux it deux e n g e n d r a n t / ~  et tels 
que ~ ]j N~ [[ ~ < oo (voir K u n i t a - W a t a n a b e  [10]). 

Nous  d6mont re rons  la p ropos i t ion  dans le cas d 'une suite infinie, le cas 
d 'une suite finie @ant plus direct. 
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Soit I un entier > 1, on note  [1, l] le segment  de N{1 . . . . .  l}. 
Consid6rons  U z l ' i somorphisme de l 'espace stable H z engendr6 par  

N~,. . . ,N~ sur L 2 f2xlR+x [1,1] ,~|  ~, d ( N ~ ) x 5  i 
i ~ l  

(pour  all6ger l'6criture). 
Soit p~ la projec t ion  o r thogona le  de H o sur /-/~. Le l emme 1 nous donne  

une version r6guli6re de U z o pl(M'):  ai(x, s, co) off ie[1,  l], x e R  e, coef2. 
De plus si B e s t  une boule  de R e on a: 

fl(i, s, co)%fsuplai(x, s, co)] est un 616ment de L 2 de no rme  inf6rieure/~: 
x ~ B  

C. IIM'llk,a,B. 

Off C est une cons tante  qui ne d6pend ni de 1 ni de M" (voir d6mons t ra t ion  du 
l emme  1). 

Consid6rons  le processus croissant  int6grable K t = ~ (N/ )  t, et m la mesure  
d P . d K =  ~ dP.d(N~) sur ( ~ x R + , ~ ) .  i>__1 

i__>l 

Soit pour  chaque i d i une densit6 de d P . d { N ~ )  par  r appor t  f i m  (on a aussi 
le fait que en dehors  d 'un  ensemble  P-n6gligeable di(co, .) est une densit6 de 
d{N~)(co) par  r appor t  ~t dK(co)). 

On a: 

Si y eB ~ a 2 (y, s, co) d i < ~ f 2  (i, s, co) d~fgi(s ,  co). 
i~=l i<=l 

[i ] On a de plus E gl(s, co)dK s < C 2 IIM'l[2a, B. 

Par  cons6quent  gz(s, co) est une suite croissante qui converge m-p.s, vers 

[i ] a(s, co) qui v6rifie: E a(s, co)dK~ <C2[[MII2,a,B. 

De  plus si y~B: 

t t 

a 2 co) d i dKs <= ~ a(s, co) dK s P-p.s. 
i N l  s s 

Le m e m b r e  de gauche de l 'in6galit6 pr6c6dente converge dans L~(P) vers 
( M Y ) t -  (MY)~, on en d6duit  que:  

t 

pour  y~B ( M Y ) t  - ( MY)~ <= ~ a(s, co) dK, P-p.s. 
s 

et doric le processus croissant  int6grable ~ a(s, co) dK~ v6rifie les condi t ions  de la 
proposi t ion.  [ ]  o 
Nous  aUons ma in tenan t  mon t r e r  la 

Proposition 3. Soit x--+M ~ une application de classe C k'~ k + a > ~  de dans 

Ho, et X un processus prdvisible d valeurs dans une boule B de R a. 
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L'application L de H o dans R ddfinie (en vertu de la proposition 1) par: 

L ( N ) = E [ i  a(X~(co),s, co)d(N)~] N e l l  o (1.9) 

est linOaire et continue. 
De plus il existe une constante C ind@endante de M" telle que: 

Ik L IL H~ ~ C . li M" lhk,a,B (1.10) 

et si A est un processus croissant intOgrable dominant les ( M  ~) au sens de (1.8) 
pour x~B on a: 

LIL[IH~ <(E(Aoo)) ~/2. (1.11) 

D~monstration. Mont rons  que L est lin6aire, nous allons nous l imiter ~t mon t r e r  
le fait que si N e t  N' sont darts Ho,L(N)+L(N ' )=L(N+N' )  (le fait que 
L ( 2 N ) ~ = 2 L ( N )  est encore plus simple ~t montrer) .  

Soit dm la mesure  dP .  d ( N ) + d P ,  d (N ' )  sur la tr ibu N. 
Si b,b',b", sont  des densit6s par  r appor t  g dm des mesures  d P . d ( N ) ,  

dP. d(N' ) ,  d P . d ( N + N ' )  (toute autre  mesure  que dm par  r appor t  ~t laquelle 
ces trois mesures  seraient abso lument  continues conviendrai t  de m6me), on a: 

dm p.s. [VxeR d aN(x, s, (o). b + aN,(x, s, co). b' = aN+ u,(X, s, co). b"] 

en effet les deux membres  d6finissent pour  chaque x de R d u n e  densit6 par  
r appor t  ~t dm de d P . d ( N + N ' , M X ) .  

On en d6duit imm6dia temen t  que L(N + N') = L(N) + L(N'). 
Mont rons  que L e s t  cont inue et v6rifie (1.10). 

Ceci provient  de l'in6galit6 (1.7) de la p ropos i t ion  1 qui permet  d'6crire: 

si N e l l  o [L(N)12<=E a2(X~(co),s, co)d(N)s  x IINll2oSC2NNl[2.ollM'lbk,a, B. 

Enfin mon t rons  (1.11): 
Supposons  que X prenne seulement  un n o m b r e  fini de valeurs a i iE[1, k], et 

d6finissons l'616ment I de H 0 par :  

It = i hs(co) dKs 
0 

off hs(co ) est le vecteur ligne (l(Xs(co) = ai) ) i~[1, k] et K t la mar t ingale  vectoriel-  
le dont  les composan tes  sont les M~' i~[1, k]. 

I1 est facile de voir  que dans ce cas on a: 

L(N) = E(Ioo Noo ) 

et donc  si A est un processus croissant int6grable dont  les accroissements  
dominen t  ceux des M ai on a: 

F d ] E(I2)=E ~ ~ l(X~=a~)d(M"')~ <=E[Aj  
t -O i = 1  

et donc  IILIIH. ~ <=E(Ao~) 1/z. 
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Dans  le cas g6n6ral on  utilise une suite X m de processus 6tag6s sur ~ 
valeurs dans B convergeant  s implement  vers X et le fait que:  

E [ 7  (X"]( ) ) d ( N )  ] IINII (E(A )) IL(N)] = lim a N co, s, co s < = H 6  oo 
p ~ o o  L 0 

et on obtient  la proposit ion.  
Remarquons  que si les accroissements de A dominen t  ceux des processus 

( M  x) xER d le lemme de F a t o u  permet  d'6crire pour  un processus X pr6visible 
~t valeurs dans Rd: 

E [ i  a2(X~,s, co)d(N)s ] <-_E[A~] 

et par  cons6quent  on voit  que:  

09 

d6finit une forme lin6aire cont inue sur H o dont  la norme est major6e par  
E(Ao~)~. [] 

Nous  allons main tenant  utiliser la propos i t ion  3 pour  d6finir l ' int6grale 
s tochast ique M x dans le cas d 'un  processus cont inu ~ valeurs dans R d. 

Nous  nous restreignons au cas off X est cont inu pr incipalement  pour  ne 
pas nous heurter  ~t des difficult6s de localisation, du fait que les martingales 
que nous consid6rons ne sont pas continues. 

k a [ d \  Rd Proposition 4. Soit x -~M x une application de classe C '  ~k+a>~)  de dans 

H o et H un processus continu adapt~ d valeurs dans R e. Il existe une martingale 
localement dans L 2, nulle en O, M x, essentiellement unique, vdrifiant pour N dans 
Ho: 

( M  x, N}  = ~ aN(Xs(co), s, co) d (N}s  P-essentiellement. (1.12) 
0 

Si de plus X est d valeurs dans une boule B de R d, il existe une constante 
Ck, a, a > 0 telle que pour toute M ~ C k' a(Ra, Ho) 

HMXlluo < Ck, o,e. HMIIk,,,B. (1.13) 

Ddmonstration. L'unicit6 est imm6dia tement  ~t d6montrer.  

Pour  1'existence, si 1'on suppose dans un premier temps X ~t valeurs dans une 
boule B de R a, d 'apr6s la propos i t ion  3 il existe un unique 616ment M x de H 0 
tel que:  

V N ~ H  o E[(MX, N ) ~ J = E [ i  au(X~,s, co) d (N) s  ] 

on en d6duit par  un a rgument  classique (voir Meyer  [-12]) que pour  tout  N 
dans H o: 

t 

( M x, N) ,  = ~ aN(Xs, s, o9) d(N)~.  
0 
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Dans le cas off X n'est pas born6, il suffit de consid6rer les temps d 'arr& T n 
= i n f { t > 0 ,  lX~l>n} qui croissent vers +o% et M x la martingale localement 
dans L 2 d6finie par: 

MX _ A/IXTn 
T n ^ t  - -  ~ ' a  T n A t  

Ol.1 X T n d6signe le processus X( T,/x t, co). [] 

Remarque. Soit x ~ M  ~ et X v6rifiant les conditions de la proposit ion 4, on 
suppose X ~t valeurs dans un compact, soit H un sous espace stable de Ho, p 
la projection sur H et f i ~ = p o M  ~, il est facile de voir que: 

p(M x) = f i  x. 

Une application de ce r6sultat est le fait que si N~i~N est une suite de 
martingales fortement orthogonales engendrant H o et si a~ sont des versions 

d ( MX, N~) 
r6guli6res de on a: 

d ( N~) 

M x= ~ ~ai(Xs, s, co)dN~ 
i=O0 

off la s6rie pr6c6dente con~(erge dans H o. 

Notation. Si M e t  N sont dans H on d6finit ( M , N )  par (Po(M),Po(N))t off Po 
est la projection (orthogonale) sur H o. Lorsque x ~ M  x appar t ient / t  Ck,"(R a, H) 

k + a > ~  et  X est un processus continu adapt6 ~t valeurs dans R a, on pose: 

M X = f i  x 

off f i = p o o M .  

Deuxi6me partie 

Le but de cette partie est de trouver un d6veloppement (voir th6or6me 1) de 
M ( X .  t) lorsque X est une semi-martingale continue /~ valeurs dans R a, et 
x--,M x est une application de R a dans H qui v6rifie des conditions de 
r6gularit6 que nous pr6ciserons dans la suite. Nous allons commencer par un 
r6sultat d'existence de version r6guli&e de M x. 

Proposition 5. Soit x ~ M  x une application de classe C k'a de R d dans l'espace H p 

des martingales de puissance p-i~me intdgrable avec: p > l ,  et k + a > - + j  oft 
P \ 

j ~ N ) ,  il existe une application M(x,s, co) de Rex  R+ x f2 dans R essentiellement 

unique vkrifiant : 
a) Pour co fixd, x---rM(x, t, 09) est de classe C J, et DaM(x, t, co) est continue en x 

uniformkment en t pour tout multi-indice ~ de longueur O< I~1 _-<J. 
b) Pour x@R d, coCO t~D~M(x,  t, co) est c&dldg, 0 < I~1 <J. 
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c) Pour x E R  d, D~M(x , . ,  . ) = D ~ M  x dans H p O<=lc~ [ ~j .  
d) Si B e s t  une boule de R e, sup llM(x, t, co)llj,~ est dens LP(P). 

~>0 

Demonstration. Admettons dans un premier temps l'existence d'une application 
~C/l(x,t, co) sur R d x R +  x£2 ~t valeurs r6elles, mesurable, indistinguable pour 
chaque x de M ~. et v6rifiant en outre: 

pour chaque x et co t--+M(x, t, co) est c/tdl~tg 

pour chaque t (x, co)~M--(x, t, co) est ~ B(Ra)®F,-mesurable 
S > t  

et enfin pour toute boule B de R e, g(co)=sup IM(x, t, co)l est une application 
x ~ B  

finie et darts LP(P). t >=o 
Alors era utilisant l'in6galit6 de Doob (voir Meyer [13]), la d6monstration 

est analogue ~ celle du lemme 1,/t savoir: 
quitte/~ consid6rer C k-1"1 on suppose a>0 ,  on choisit f > 0  C ~ /t support 

compact dans R e, telle que S f ( x ) d x  = 1. 
On pose: 

M"(x, t, co) = n e S f (n(x - y)) ~/(y, t, co) dy. 

Etant donn6 les propri6t6s de l~, on a imm6diatement le fait que: 
x ~ M n ( x ,  t, co) est de classe C ~, pour chaque x et co M"(x, .,co) est c/tdl/tg, la 
continuit6 en x des D~M"(x,t, co) est uniforme en t, enfin l'application 
x ~ M " ( x , . , . )  est /t valeurs dans H p et de classe C ~, (les d6riv6es 6tant 
repr6sent6es par les D~M"(x, . , . ) ) .  

On choisit a 'e ]0 ,a[  tel que k + a ' > d + j ,  et si B e s t  une boule de R e on 
6crit en utilisant l'in6galit6 (1.5): P 

l[supll M"(. ,  t, co)-  M~( . ,  t, co)H i.BN~ 
t>=o 

=< K p sup [~ IMP(x, t, co)-  Mm(x, t, co) l p dx +. . .  
t>o LB 

i1 

B× B I~l=k l X --Yl d+~'e P 

I I M x - M  ~ i l p d x - t - . . .  

B×BI~I=k I x - - Y [  d+a' p 
~ p  n m <(K ) IIM. - M ,  llk,,",B 

o/1 a" ~]a', a[. 

On conclut alors ta d6monstration comme au lemme 1. 
Montrons maintenant l'existence de t'application M. 
Elle r6sulte d'une modification d'un lemme qui se trouve chez Doleans- 

Dade [4] ou encore chez Stricker-Yor [23] (lemme 1): 
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le lemme 1 de la premi6re partie nous dit d'une part (en utilisant l'in6galit6 de 
Doob) que pour chaque N >  1, il existe gN(co)eLP(P) telle que: 

VxeB(O, N) [sup IM~(co)[ <gN(co) P.p.s.] 
t > o  

et d'autre part pour chaque t>O il existe une application H,(x, co) continue en 
x pour chaque co, Ft-mesurable et indistinguable de Mr pour chaque x. 

On note ID l'ensemble des dyadiques de R+ r6els de la forme ~ k e N ,  

n e N )  et pour b<c rationnels on note MCb(N,x, co) le nombre de mont6es de 
/ 

H.(x, co) sur IDc~[0,N[, par dessus l'intervalle a,b. M~ est alors mesurable en 
(x, co) et on introduit 

C={(x, co)3(b,c)3N> l b < c  et M;(N,x,  CO)=oo} 

vo {(x, co) 3N > 1, x < [NIet sup ]H,(x, co) > gN(co)} 
t>-0  

C est B(R d) | F-mesurable et pour tout x: 

C x = {co: (x, co)e C} est P-n6gligeable. 

On pose alors pour (x, t, co) R a x R + x f2: 

~r t, co) =0  si (x, CO)eC 

= lim Hs(x, co) si (x, co)~C. 
S ~ t s > t  

I1 est facile de voir que ~r est mesurable et v6rifie les propri6t6s annonc6es en 
d6but de d6monstration. [] 

Nous allons maintenant construire des approximations de l'int6grale sto- 
chastique M x en utilisant une technique de convolution. 

Lemme 2. Soit x ~ M  x une application de classe C k'a k + a > ~  de dans 

H, M(x, t, co) une version r~guli~re (voir proposition 5) de M'[, et # une mesure de 
radon positive d support compact sur R a. 

~r(t, co)=jd#(x) M(x, t, CO) est une martingale cddldg de H, et si N e l l  o 

t 

(M, N>t = j (j d#(x) aN(X,S, CO)) d (N>s P-essentiellement. 
0 

(2.1) 

D~monstration. M est clairement une martingale c~tdlfig de H (grgtce aux condi- 
tions de domination de la proposition 5) et: 

M,N- i (J d ,(x) aN(x, s, co))d < N Ss 
0 

t 

est une martingale, d'ofi l'on d6duit la formule (2.1). []  
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k d)  Ra Lemme 3. Soit x - . M  ~ une application C k'" + a > ~  de dans H et X 

continu adapt~ d valeurs dan.s une boule B de R a. Si f est positive de classe C °o 
t 

support compact dans R a et j f ( x ) = l ,  j d y j f , ( J s - y ) d M Y ~  (ddfinie grace au 
0 

lemme 2) converge fortement dans H o vers m x, off f , (x)  = nd f (n x). 

D~monstration. Soit M(y, t, co) une version r6guli+re de Mt y, et 

.M"(x, t, co) = j dy f , (x  - y) M(y, t, co). 

Clairement x-~M"(x , . ,  .) est une application de classe Coo de R d dans H. Nous 
allons dans un premier temps montrer que: 

ndef I = j dy j f , (X  t - y) dMrt = (M") x. 
0 

Pour cela remarquons que si N e H o ,  d'apr6s le lemme 2, on a: 

t 

(I", N ) t  = ~ (~ d y f , ( X , - y )  an(y, s, co)) d ( N ) ,  
0 

or: 

donc: 

( (M")X,N) t=5([dyf~(x-y)aN(y ,s ,  co)) ( N ) ,  si x e R  e 
0 

(I", N ) t  = ((M") x, N )  t P:essentiellement, d'ofl H = (M") x. 

Nous allons maintenant montrer que I" converge dans H vers M x. 
Ceci r6sulte de (1.13) et de ce que: 

.-/ 

[]M"-M[lk,o,~ tend vers 0 avec a 'e]0,a[  si a > 0  tel que k + a ' >  2 et a ' = 0  si a 
~ 0 .  

Nous pouvons maintenant montrer le 

Th6or~me 1. Soit x -~M ~ une application de R a dans Hc~HP(p > 1), qui appartient 

d ck'~(Ra, H ) e t  Ck""'(Ra, HP), avec k + a > 2 +  1 et k' + a ' > p +  2. 

On suppose que les sauts des martingales D~ M~O <__ lc~J < 2 sont 
uniform~ment born&. 

Soit X une semi-martingale continue d valeurs dans R d, on a: 

d ~SM i 
M(X,, t) = M(Xo, O) + Y (Xs, s) dXs 

i= I o c~xi 

1 a , 82M 
+-2,,,=,2 ! ~-ffx-~<X*,s)d ( X ' ,Xa)s  

+ -- ~ / , 8 M X \  x 
{X,  ~Tx. ) + Mr. (2.2) 

i=1 \ x i l t  
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Ddmonstration. Nous allons commencer par localiser le prob16me. 
Soit r, une suite de r6els > 0  tendant vers +o% B,=B(O,r,), et 

B',=B(O,r,+I). 
Les conditions de domination sur DaM(x, s, co) 0<[~[ =<2, permettent d'affir- 

mer que le processus croissant sup{iD~M(x,s, co)I; xeB',, O=<s<t, 0<I~I<2}  
=A~(co) est fini. 

De plus les sauts de A~ sont uniform6ment born6s. 
Soit (T,)neN une suite de temps d'arr~t croissant vers + ~  telle que X T" 

soit h valeurs dans B,, le processus croissant de X et la variation du processus 
~t variations born6es attach6 h X, arr~t6s en T, soient uniform6ment born6s. 

Soit de plus pour chaque n (T,,m)meN une suite de temps d'arr6t croissant 
vers + oo telle que A". arr~t6 en T~, m soit born& 

Si pour chaque n e t  m on salt d6montrer la formule (2.2) relativement au 
processus X r"^r",~ et /~ la famille M ~ , ~ r  . . . .  t (qui v6rifie les hypoth6ses du 
th6or6me 1), en faisant tendre successivement m puis n vers l'infini on obtien- 
dra (2.2) pour X et M ~. 

La localisation pr6c6dente nous permet de nous borner ~t montrer  (2.2) 
dans le case off X est ~ valeurs dans B=B(O,r), (X) ,  la variation du processus 
A continu ~t variations born6es attach6 ~t 

X, [DaM(x, t, co)[0 < [c~[ --<2, x~B' =B(0, r +  1), 

sont uniform6ment born6s. 
X s'6crit sous la forme X = N  + A oti N est une martingale continue bornbe. 
Soit f une fonction > 0  de classe C ~ ~t support dans B(O, 1) telle que 

~f(x) dx = 1. Notons  fn la suite de fonctions d6finie par: 

f,(x) = na f(n x). 

La formule d 'I to (voir Meyer [-12], nous sommes dans le cas discontinu) nous 
permet d'6crire pour y~B': 

L(X~-y)  M(y, t, co) 
t Of,, 

= fn(Xo - y) M(y, O, co) + _ ! ~x i (X~ - y) M(y ,  s, co) dN~ 
i=1 

+ (X~ - y) M(y, s, co) dA~ 
i=1 

1 d t c32fn 
" +2i Z ~ ( X s - Y ) M ( y , s ,  co)d<Xi, XJ>~ 

, j =  = 1 0 GXi  G X j  

+ (Xs-y)  aN(y,s, co)d(Ni)s+~f,(Xs-y)dMr~. (2.3) 
i=1 0 

Remarquons que les conditions sur le support de f permettent de trouver 
une constante K ,  > 0 telle que: 

If,(Xs-y)M(y,s, co)-f~(Xs-y')M(y',s, co)l=<K,.ly-y'l si y,y'eR d. 
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On en d6duit que y-+~f,(Xs-y)M(y,s,a))dN ~ est dans C°'I(Ra, H p) pour 
0 

tout p_> 1. La proposition 5 nous fournit une version r6guli6re de la martingale 
pr6c6dente; l'6galit6 (2.3) vaut donc en dehors d'un ensemble P-n6gligeable 
ind6pendant de yeB'. Une variante du lemme 2 permet d'6crire: 

dy f . (X t - y) M(y, t, co) = ~ dy f . (X o - y) M(y, O, co) 
B" B" 

+ ~ i ( S  dY~f"(Xs-y)M(y,s,~°)tdX~ 
i= 1 0 kB' OXi ] 

ki 
i.j= i o ~ tAs-y)  

t 

+ 5 dy 5f , (X~-y)  dM~. (2.4) 
B' 0 

En chaque toUR +, le membre de gauche de (2.4) converge dans L 2 vers 
M(Xt, to) (de marne le premier terme du membre de droite converge dans L 2 
vers M(Xo, 0)). Le second et le troisi6me terme du membre de droite de (2.4) 
convergent dans L a respectivement vers: 

~ ' ° S M  1 ~ t° ~ M  
J ( s, s, co) d ( x  xJ>  5 ~ - -  (Ks, s, co) dX~ et 2,. "=, 0 oxi oxa 

i= 1 0 CXi 

Le quatri~me terme converge dans L ~ vers: 

quin 'es t  au t reque:  ~ ~ i , & V / ~  

Enfin le lemme 3 montre que le dernier terme converge dans L 2 vers Mtx. On 
obtient donc/~ la limite: 

i= 1 0 OXi 

1 e *o ~2 M 
+-2id=,2 ! ~ ( X s , s ) d ( X " X ' ) s  

+ -- ~ / i 3MX\ -x 
( X ,  ~--u~ ) -t- M~o g t 0 d R  + (2.5) 

i= I \ oxi /to 

On en d6duit l'6galit~ (2.5) au sens des processus indistinguables puisque les 
deux membres de (2.5) d6finissent des processus continus/~ droite. []  
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La d6monstration pr6c6dente nous permet aussi d'obtenir une variante du 
th6or6me 1 : 

Th~or~me 1'. Soit M(x ,  t, co) une application sur R e x R+ x f2 ~ valeurs dans R, de 
classe C 2 en x, les D~M(x, t ,  co) 0-<_1e[<20tant continues en x uniform~ment 
lorsque t reste dans un intervalle compact, pour co fixO. On suppose de plus que 
pour chaque x , M ( x , . ,  .) est une martingale cg~dldg de H, et x ~ M ( x , . ,  .) est dans 

d 
Ck'~(Ra, H) avec k + a > l + ~ ,  et les sauts des D~M ~, 0<1~[_-<2, sont 
uniformOment born~es. 

Si X est une semi-martingale continue d vaIeurs dans R e, on a la formule (2.2). 

Remarque. 1) La d6monstration du th6or6me 1 permet aussi de voir que si: X 
est un processus continu adapt6 /~ variations born6es ~ valeurs dans R e, 
M(x,  t, co) d6finit pour chaque x e R  e une martingale r6elle c/~dl~g, M(x,  t, co) est 

de classe C x en x, les D~M(x,  t, co) 6tant continues en x uniform6ment lorsque 

t reste dans un intervalle compact, et/ t  sauts uniform6ment born6s 0 < lal < 1, 

_ t ~ M  
M t = M(X t ,  t) - M(Xo, O) - ] ~ -  (X~, s) dX~ 

0 GXi 
(2.6) 

est une martingale localement born6e, nulle en 0. 
On ne dispose plus a priori de l'expression (1.12) pour exprimer ( M , N )  

quand N e l l  o, cependant si on reprend la d6monstration du th6or6me 1, on peut 
t 

remarquer que le terme ~ d y S f , ( X s - - y ) d M Y  s qui apparait dans la formule (2.4) 
0 

et qui a sens grgtce fi la formule (2.3) qui fournit une version r6guli6re de u r l  

! f n ( X s - y ) d M ~  converge vers M. (qui a 6t6 localis6e ainsi que M., au cours 

de la d6monstration) dans H, ind6pendamment de f 
Ceci montre qu'on peut g6n6raliser la d6finition de M x en vue d'obtenir des 

6nonc6s du type du th6or6me 1. Le probl6me est alors de disposer de condi- 
tions commodes assurant l'existence de M x. 

2) Dans le cas off ( X  i ,M  y) = 0  pour tout i et y on peut modifier l'6nonc6 

qu'on a donn6 au 1) afin d'obtenir une formule analogue/t  (2.6) (mais compor- 

tant alors des termes (Xs ,S )d (X~ ,XJ ) s  . Nous allons terminer cette 

partie par un lemme: 

Lemme 4. Soit F(x, t ,  co) une application de Rd x R+ x ~2 gt valeurs dans R qui 
pour chaque x est progressivement measurable, et qui est de classe C 2 en x, les 
D~F(x,t ,  co) 0<[c~[=<2 ~tant borndes. Soit X une semi-martingale continue d 
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t 

valeurs dans R e, et A(x, t, oo) = ~ F(x, t, co) ds, on a: 
0 

A(X. t)= i= l ! ~iXi ( x s ' s ) d x :  

t 

1 ~ t 0 2 A  t 

+-i,~ ~= a o S ~ ( X s ' s l d ( X " X J ) * + f ' F ( X * ' s l d s ' o x ,  vxj  o (2.7) 

Dd.monstration. I1 suffit simplement de reprendre la demonstration du 
theoreme 1 (qui est alors plus simple): 

Awes avoir localis61 on ecrit la formule d'Ito pour f , ( X , - y ) A ( y ,  t) que l'on 
integre ensuite par rapport /t y (od f , ( . ) = n a f ( n . )  avec f > 0  de classe C ~ /t 
support compact sur R e et 5 f ( x ) d x  = 1) []  

Troisi6me partie 

Dans cette partie nous allons considerer un espace de probabilit6 filtre muni 
d'un mouvement brownien d-dimensionnel Bt, et nous allons chercher ~t mon- 
trer que les processus x ~ definis par: 

1 e 2 ~ 2 dx t =-e F(xt, tie , co) d t + (r (x,, tie , co) ~ dBt/~2 

(3.1) 
X 0 = X 0 

off F et cr sont des applications sur R d •  x f2 /t valeurs dans R d et Md(R ) 
(matrices d • d) respectivement, convergent en loi vers une diffusion sous des 
hypotheses que nous allons preciser, lorsque e tend vers 0. 

Commengons par fixer les notations: 
(O, F, F t P) est un espace de probabilit6 muni d'une filtration satisfaisant aux 

conditions habituelles et d'un F,-mouvement brownien d-dimensionnel B t t >_ O. 
On note L l'espace de Banach des processus reels progressivement mesura- 

bles bornes, muni de la norme de la convergence uniforme, et C l'espace de 
Banach des processus reels Xt, t >0, c~tdleg adaptes, definis/t une indistingua- 
bilit6 pres, muni de la norme IlXl[c=Sup[IXtlloo. 

t > O  

Dans la proposition qui va suivre nous allons considerer la situation 
suivante: 

L e s t  un espace vectoriel norme, j est une application lineaire continue de 
s dans L e t  J est une application lineaire continue de s dans C verifiant: 

t 

si f e s  J(f)~ + [.J(f)s ds est une F,-martingale. 
0 

Commengons par donner deux exemples de triplets (s  verifiant les 
hypotheses (3.2): 
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Exemple. 1) soit Y. un processus de Markov /t valeurs dans (E,g) espace 
mesurable, d6fini sur (f2,F,F,P) satisfaisant aux conditions habituelles, et 
admettant un semi-groupe de transition Pt, t > 0, mesurable. 

On suppose que f(Yt) est progressivement mesurable quand f~bg,  et qu'il 
existe une probabilit6 m sur (E, g) invariante par Pt, et K > 0 tels que: 

si f ~ b g  et m ( f ) = 0 ,  sup~lPs( f (x) lds<gl l f l l~ .  (3.3) 
x~E 0 

Soit L = { f ~ b E ,  re ( f )=0}  e t j  l 'application de L dans L d6finie par: 

oo 

j(f)s(~) =f(Ys(o))), si on note R ( f ) =  ~ Psfds pour f~L ,  
0 

t 

R(f)(Yt)+~f(Y~)ds est une martingale (non n6cessairement r6guli~re) qui ad- 
o 

met une version c~tdl~tg essentiellement unique, en vertu des hypotheses sur la 
filtration F t. Si J( f )  est la version c~tdl~tg (essentiellement unique) de R(f ) (Y . ) ,  
le triplet (L,j, J) v6rifie (3.2). 

On a c e  type de situation dans le cas d'une diffusion r6currente sur une 
vari6t6 compacte (voir Brancovan-Bronner-Priouret [3]). On peut g6n~raliser 
ces r6sultats ~t l'aide des noyaux potentiels r~currents et des fonctions sp6ciales 
(voir Neveu [16] et Revuz [22]). 

2) Le deuxi6me exemple va ~tre l'objet du 

Lemme 5. Consid~rons ((2,F, Fa,b,P ) un espace de probabilit~ muni de tribus Fo, b 
qui croissent avec l'intervalle [a, b]. On suppose que la tribu F est complOte, que 
les tribus Fa, b contiennent les nOgligeables de F, que la filtration F t (=Fo,t) vOrifie 
les conditions habituelles, et que l'on a l'hypothOse de m~lange: 

IIE(A/Fs)-E(A)Ilo~<r(t-s)llAII~ si t>s, A~bFt, oo (3.4) 

off rest  une fonction positive int~grable sur R+, dx. (On note It, ~ = V Ft,,). 
u > t  

Si L est le sous-espace de Banach de L formO des processus Xt, progressive- 
ment mesurables born~s tels que Vt__>0 X t est Ft,t-mesurable et E(Xt)=0, il existe 
une application lin~aire continue J de L d valeurs dans C telle que: 

t 

J(X)t+~ XsdS est une Ft-martingale pour X~f~. 
0 

DOmonstration. Soit x ~ L ,  nous allons montrer dans un premier temps que si 
[ t +  A \ 

tER+, E[  ~ X ,  du/Ft) converge en norme dans L~176 une limite que nous 
t 

noterons G,. 
En effet: 

Si B e F  t et A <A', 
/ t+A' \ <=t+A" 

t+A"  

<= S r(u--t)du'l]XllL'n(B) �9 
t + A  



62 A.-S. Sznitman 

On en d6duit que: 

Xudu <= ~ r(u--t)du'llXl[L. 
t + A  cc t + A  

On a donc la convergence annonc6e, de plus la limite G t v6rifie: 

oo 

II G,[I o~ --< ~ r(u) du,  [I X H g. 
0 

t 

I1 est facile de voir que M t = G t + y X u d u  est une martingale (non forc4ment 
o 

r6guli6re) qui admet  en vertu des hypoth6ses sur la filtration F t une version 
essentiellement unique continue /L droite. On en d6duit l 'application lin6aire 
continue Y satisfaisant aux conditions du lemme. [] 

Remarque. Consid6rons (L,j,J) satisfaisant ~t (3.2). Soit x ~ f ~  une application 
appartenant  fi Ck(Re, L), d ( f )  appartient alors fi Ck(R a, C), et il n'est pas 
difficil+ de montrer  qu'il existe une application G(x,t, co) sur Re xR+ x I2 ~t 
valeurs dans R v6rifiant: 

G(x,t, eg) est de classe C k e n  x, les D~G(x,t, co) 0<lc~l<k sont continues en 
x uniform6ment en t, et c•dl/tg en t. 

Pour chaque x les D~G(x . . . .  ) 0 < I~1--< k sont indistinguables des J(D~fx). 
t 

On en d6duit imm6diatement que M(x,t ,  co)=yj(f~)sds+G(x,t, o9 ) v6rifie 
0 

les m6mes propri6t6s que G, lorsque t reste inf6rieur ~ T~R+ fix6. 
Dans la suite, nous conserverons ces notations. 
Nous allons maintenant  montrer  la 

Proposition 6. Considdrons: un triplet (L,j, J) vdrifiant la propridt~ (3.2), a(x, t, o) 
une application de R e x R+ x O dans Me(R ) bornke, uniformOment lipschitzienne 
en x, et progressivement measurable pour chaque x, pour i6(1, d) des applications 

d 
f.i~ck'"(Rd, L) avec k + a > ~ +  1, k__>2 et IID~f/IIL bornOes pour 0<1~1 <2.  (lorsque 

o-=0, on suppose simplement Ies f / d e  classe C 1, et les IID~f/j[~ 0 <  I~1_-< 1 bornkes). 
( M k'~, B l) 

On note ak,~(X,S, CO ) une version rdgulikre de d ds (voir proposition 1) 

~ak, l et on suppose ak, l et ~x~  k, l, m~(1, d) bornds. 

Alors les processus xt, t > O, solutions de: 

1 ~ 2 dx, =~ F(x~, t/e , co)dt + (r(xt, t/e 2, co)dB~ 

x;  = x  0 (3.5) 

ogt Fi(x,t, co)=j(fi)t(co ) et B~=eBr/~, ont des lois ~troitement relativement 
compactes, de plus si g est de classe C ~ (J support compact dans R e d valeurs 
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dans R: 

, ~  

g(x3=g(Xo)+~f&s)Laxk , ax k J 

1 i ~[FiGJ+ +al, kaJ, k+ k](x:,s/e2)ds + ~  fi , j(Xs) F i G  i ai, kaj ,  k + a j ,  kai,  

+ mart ingale + O (~) (3.6) 

off le terme O(e) dolt ~tre entendu au sens de la norme uniforme lorsque t reste 
dans un intervalle compact de R +. 

D~monstration. Commenqons  par d6montrer  l '6troite compacit6 relative des lois 
des processus x ~. II nous suffit clairement de d6montrer  l '6troite compacit6 
relative d 'une suite x ~ off e n tend vers 0 (si lira sup en > 0, on peut extraire une 
sous-suite 6troitement convergente). 

Posons Nt~=(eGi(x~, t/e 2, co))i~(1, d). 
Nous  allons 6tudier une per turbat ion de x~ par  Nf. 

Les formules (2.2) du th6or6me 1', (2.7) du lemme 4 (et dans le cas a = 0, la 
remarque  1) qui suit le th6or6me 1') permettent  d'6crire: 

e ~G k . 1 ~2G k . 
aNt k' = ~__~xi (Xt, t/e 2) dxl '~ 4 2 Ox i Oxj (x~' t/~2) d ( x  i' ~, x s' *>t 

_ . . .  Oak, j t . e  t/e2) dt _ 1  Fk(x~, t/e2 ) d t  + dMkt ' x*. (3.7) 
o~,j ~X i ~ t ,  8, 

�9 ~M k'~ (F~/~-martingales) le off M k'~ est r int6grale stochastique de la famille ~ ~/~ 
long du processus x ~. 
(Dans le cas off a = O, on obtient:  

k, e t~ G k ~ 1 
d N t = e ~ x  (Xt, t/e 2) dx~ ' ~ - ~  F k (xt, t/z 2) d t + dffl~ ' ~ 

off M~'~ est une martingale.) 
Nous  allons traiter le cas a ~: 0, le cas a = 0 s'en d~duisant imm6diatement.  
Le d6veloppement  de x t + Nt ~ permet d'6crire: 

xkt'~=Xko + i [  8Gk F i +a  i j c3ak'j] (x:,sle2)ds + iak ,(X:, S/,S 2 ) dBls ,~ 
o L~x~ ' ~x~ , 
t t~Gk 

s/e )dB;  + d M ,  +0(~). 
0 OXi 

Nous  allons maintenant  utiliser le crit6re d'6troite compacit6 relative d 'Aldous  
sous la forme qui se t rouve chez Metivier [11]. 

Si les S ~ (on supprime l'indice n pour  ne pas surcharger l'6criture) sont des 
Ft~(--Ft/~)-temps d'arr6t uniform6ment  born6s par T~R+, et si ~ > 0 :  

i, e i 2 E i:, x ~ i, • -x~oI l _-< E [sup [Xso+~ C(~ 2 + C [sup [Ms~+~-Ms~ ~12"] .3 7 C ~  .-~ O(e ) .  
a<_6 a<6 
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Le second terme du membre de droite est inf6rieur &: 

4 C E [ ( M  i, • *\s~+a 1 
/ S  a I 

or la formule d'Ito et (3.7) (ne pas oublier que les termes ne sont pas tous 
continus) permettent d'hcrire: 

[~?G k 1 
, i Fk+ai j ~ k , j }  (x:,s/ee)ds+(Mk, •176 (Ntk")2=2iN~k'o ~ ~-xi F --e ' vxi , 

+ martingale + O (0. 

On en d6duit que: 

�9 i ,  g 2 q  < C ,  6 2  EEsuplX~d+,-Xs. j =  + C'cS+O(e) 
a < 6  

ce qui nous donne, en vertu du crit6re d'Aldous, l'&roite compacit6 cherch6e. 
Montrons maintenant la formule (3.6): 

la formule d'Ito permet d'6crire: 

t 
! g ! i ,  g(x,)+gi(x,).N~"=g(Xo)+g~(xo)N; ~+ ~ g~' (x,)~ dx,~'" 

0 

1 t t 

+g g~,j(x~)d(x ~'~, ; . . . .  ~,~ 
0 

t t 
. e i, e j ,  + ~ g ~ , j ( ~ ) N ~  d ~ + S  " ~ ~,~ i~ gld(G)d(X , N '  }~ 

0 0 

1 t +~ ! g','j,~(x~)Ns"~d(x ~'~, ~" %.  

On en d6duit: 

t I-(?Gi k ?al,t-1 
g(x~) =g(xo)+ oS g;(<) [ ~ F  + ak,, ~ - ~ ]  (<, s/~2) ds 

1 t t t  e i j j i ' " 3 ' ,  s '  +~ ! gi, j(xs)[F G + F G +ff t 'kcrJ 'k-] -a i 'k ty j 'k -q-aJ 'k~yi 'kq(x  e s/e2)ds 

+ martingale + O (0- 

qui n'est autre que la formule (3.6). [] 

Remarque. En vertu de la remarque 2) suivant le th6or6me 1', on obtient le fait 
que la proposition 6 reste valide, dans le cas off les martingales N i'x et M j'x' 

(e s) sont fortement orthogonales pour tout x, x', i,j n posant Nff=S~r(x, s, co)dB 
en faisant seulement l'hypoth6se: 0 

f.EC2(R a, L) et I]D~f.IIL born6e pour 0<  I~1 <2. 
Nous sommes maintenant en mesure de d6montrer le 

Th6or~me 2. Considdrons (f2, F, F,,b, P) v~rifiant Ies hypothdses du lemme 5 relati- 
vement d u n e  fonction r qui v~rifie en outre: u.r(u) dkcroit, et tend vers 0 en 
+o~. 
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Consid~rons sur R d x R+ x fl deux applications F(x, t, co) et a(x, t, co) gl va- 
Ieurs respectivement darts R d et Md(R ). 

On suppose que: 
pour chaque x F ( x  . . . .  ) et a ( x , . , . )  sont progressivement mesurables, a est 

unijbrm~ment lipschitzienne en x et bornO, e, x ~ U ( x , . ,  .) i~(1, d) est une applica- 

tion de Ck'~(Ra, L) avec k + a > d + l  et k>2 ,  et 01~IFI ")L ~ x ~  (X,.,  est bornde pour 
0__<I~l<2. 

(Darts le cas a=0,  on suppose seulement F de classe C 1 en x, d ddrivOes 
~l~l F i 

uniformkment lipschitziennes en x, et les ~ L uniform~ment bornkes pour 

0<[c~!<l), pour chaque x e t t  E(F(x , t ,  co))=O, ~(x, t ,  co) et F(x , t ,  co) sont Ft, ~- 
d ( M  i' ~, B ~) 

mesurables, Ies versions rdgulidres, a~j(x,s, co) de ds sont born~es ainsi 

que leurs ddrivOes, qui sont un~orm~ment lipschitziennes, i,j~(1, d), pour chaque x 
e t t  ai j(x, t ,  co ) est Ft,~-mesurabte , i, je(1,d),  il existe des fonctions A i j  et Bi, 
i,j~(1, d), sur R d dt vaIeurs rdelles telles que: 

" x a) 6 r=sup  ~ E({(MI'~ + N~'~)(MJ' -}-NJ'X)};+ Y) -A i ,  j(x)] (3.8) 

tend vers 0 torsque T tend vers + o% V i, j 

l r t + r s  ( 0F' i) 
b) 6 ~ . = s u p ~ [ !  ! E  ~-x(X,S, co).F(x,u, co dsdu 

~Mi, X N ~ ~+r 

tend vers 0 quand T tend vers + o9, V i. 
t 

Oit N~ ~ est Ia martingale d-dimensionnelle ~ a(x, s, co)dB r 
0 

Si le probldme des martingales (Xo, A, B) poss~de une unique solution Po, Ies 
processus x~ t > 0 solutions de." 

dx~ = ~ F (x~, t/ez, co) d t+  (f (xt, t/ez, co) dB~ 

X 0 - - X  0 

oit B~ est le F~/~-mouvement brownien eBt/~2 convergent en loi vers Po, lorsque e 
tend vers O. 
(Voir la remarque qui suit le th6or6me pour des compl6ments.) 

Ddmonstration. Pour obtenir le th6or6me, en vertu de la proposition 6, il nous 
suffit de montrer que tout point limite des lois des processus x ~ est solution du 
probl6me des martingales (Xo, A, B). 

Pour cela nous allons appliquer aux termes qui apparaissent dans ta formu- 
le (3.6) le lemme suivant: 

Lemme6. Soit H(x,  t, co) un proeessus rdel mesurable pour chaque X, borne, 
uniform~ment lipschitzien en x. 
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On suppose qu'il existe une Jonction w>=O sur R+,  ddcroissante, tendant vers 
0 en + oe, et unefonction t~ sur R a telles que: 

si x E R  d et s<t ,  IIE(H(x,t,  c o ) / ~ ) - E ( H ( x , t ; c o ) ) l I ~ < w ( t - s ) ,  (3.9) 

,?r =sup  l '+ r co) ) - IT(x)ds  ,,x IT 5, E(U(x, s, (3.10) 

fend vers 0 quand T tend vers + oo. 
A lots 

si s < t  lim~0 E (! H(x:,u/eZ,  o))-H(x~)du/Fsh2) 2=0.  

DOmonstration. Commengons par remarquer qu'it suffit d'effectuer la 
d6monstration dans les deux cas particuliers suivants: 

a) pour tout x et t, E(H(x,  t, co))= O, 
b) H(x,  t) est d6terministe, et .~=0.  

Nous allons traiter le cas a), le b) 6tant plus facile. 
Soit ~b~L2(F~), on a: 

t du) _ <-A~+B ~ E(~. ! It (x~,, u/& co) off: 
1 

0 V g / 

et 1 

Commenqons par 6tudier A~: 
On a: 

t "t [ e ,  2 1 \ d u  ! H(x~, u/e 2) du - 5 H ix; ,  u/g + v +--U] 
0 \ V B I  

' ~ + ~'~ + ~/~ u h  2) du <= 514(<, ~h 2)du- S It(<_~,~_~,,~ 
0 ~ 2  -~- g3/2 

* uh 2)-u(x; ~ ~., uh2)du 

~ 2 C ' ( v g z + e 3 / 2 )  + K ' '  i x ~ x ~ d u  u - -  u - / ~ 8 2  - g 3/2 
(ve2 + e 3/2) A t 

(s-s_- , ~ ; )  or: E(lx , . - -Xs ,{2) l / i '~g;  k g -{- s i  S" "> S ~. 

On en d6duit: 
1 

L 0 3 

Occupons nous du terme B ~. 
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Du fait de la continuit~ en x et H(x, t) et de (3.9) on a: 

Donc: 

B~<-tw ( 1 ~ .  li~ll 2 
- 

au vu des majorations de A ~ et B ~, on obtient: 

SH(x~,u/e2, c~)du/F,/,, 2<tw +O(V~ ) (set  t fix6s) 
s 

d'ofl le lemme. [] 
Avant de pouvoir appliquer le lemme pr6c6dent aux termes qui apparais- 

sent dans la formule (3.6), faisons la remarque suivante: 
si h et h' sont dans L, et si J e s t  l'application lindaire continue de L dans C 
construite au lemme 5, 

pour s<t:  

HE (J (h) t �9 h't/F ~1 - E(J (h) t h',)I[ 

< HhIIL. Ilh'llL ( 2 !  r (u )du+( t - s ) r ( t - s ) ) .  
s 

En effet, si B~F~ : 

IE[l~'(J(h)r . tE[1B(h,h,-E[h,h,])]ldu 
t + t  - - s  

t+(t-s) 
+ ~ IE[1B(h,h't-E[h,h~])]ldu<=2 S r(u)duxn(U)xilhllLilh'[IL 

t (t - s )  

+ ( t - -  s) r ( t -  s) IIhl[ L Iih'li L �9 P(B). 

On en d6duit (3.11). 
Terminons la d6monstration du th6or6me: 
sif~t valeurs r6elles est de classe C a fi support compact sur Rd: 

t 

f (x~)=f(Xo)+!f i (x:)[  OG' F k $ai"ak,,](x:,s/e2)d, 
L axk + 7~xk 

1 t 
_ r t  e i j j t +2!f /d(xs)[F G + F G ' + a i ' k •  j'k +ai 'ko ' j ' k  +aJ'kai ,k](X~s,S/e2)d S 

+ martingale + O (e). 

Or, d'apr6s la formule d'Ito: 

t 

I X  J X  J x  l X  l X  J x  v t ( ~ T i ' X ( ~ r J ' x = ~ (  G" +F" G" )~ds+martingale+(M, ,M"  )3 
0 

(3.11) 
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en utilisant (3.8) a) on voit que les hypoth6ses du lemme 6 sont v&ifi~es pour 
fi,j(X) " (Fi GJ + FJ Gi + a i,k " a j, k + ai,k a j, k + aj, k a i, k) (X, S, CO) relativement /t la fonc- 
tion Ai, j ( .  ). 

De marne comme: 

1 t + z  ] - [ ~ G  i k ~ a i ,  l tTk, l ) ( X  ' 

= - -  ~ d u ~ E r O f ~  1 r f~M ~ 

t+ T 00 i 1 OF ] + ~  ~ d, ~ E[~-I~,v, co).F(~,~,co) d~ 
1 t t + T  kOX 

et le dernier terme est inf&ieur en valeur absolue fi: 

1 t + T  +co 

- . c .  ~ r o~ r ~ r(0dv. 
T t u 

On voit que les hypotheses du lemme 6 sont v6rifi6es pour: 

OGi" F k d- m f~(x). \~xk ~ .ok ,~ ) ( x , s ,  co) Oai, 

d'ofl le th6or6me. []  

Remarques.  1) la condition (3.8) a) peut se r6crire: 

~ = s u p  E f ( x , u ) d u +  ~ cri,k(x,u)db 
t , x  t t 

tend vers 0 quand Ttend  vers + oo, Vi, j. 
2) Dans le cas a = 0 ,  les hypotheses du th6or~me 2) assurent l'unicit6 de la 

solution du probl6me des martingales (Xo, A, B). 
En effet, la d6monstration pr6c6dente permet de voir que: 

T 

A~,j(x)= lim --1 ~E(hi, j(x,  t, o)))dt, 
T ~ c e  T o 

off hi.j(x, t, co)=(FIGJ + FJG i) (x, t, co), sous les hypoth6ses du th6or6me 2, hid est 
continument diff6rentiable en x, born6e, fi dbriv6es born6e et uniform6ment 
lipschitziennes. 

On en d6duit que A~,j est born6e, continument diff6rentiable, fi d6riv6es 
born6es et uniform6ment lipschitziennes (les d6riv6es en question ne sont 
autres que: 

~?A i J 1 T /Oh~ j 
~ " " - l i m - - ! E ( ~ ( x , t ,  co))dt,  
G X  m r ~ o o  Z 

cette derni&e limite existant parce que les fonctions 
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Dh(T)=l i l[E(hi,j(x+h%,t, co)-hi,;(x,t, co))]dt 

c o n v e r g e n t  u n i f o r m 6 m e n t  sur  R + , ,  ve rs :  

! E t, co) dt lorsque h tend vers 0 (e i est la base canonique de Rd)). 

On en d6duit que 1//A~.) est uniform6ment lipschitzienne born6e (ceci 
r6sulte d'une 16g6re modification du th6or~me 3, p. 84 de Priouret ['21]), et 
doric le probl6me des martingales (Xo, A, B) poss6de une unique solution. 

On peut noter que le th6or6me 2 6tablit la convergence en loi des processus 
x ~ (dans le cas cr = 0) SObS des hypoth6ses de m61ange sur les tribus F~, b et de 
diff6rentiabilit6 sur F plus faibles que celles de Khashminski [6, 7]. 

3) Darts le cas off les martingales N ~'~ et M ;'x' sont orthogonales deux /t 
deux, pour tout i,j, x, x', on obtient le rdsultat du th6or6me 2, en supposant 
seulement comme condition de diff6rentiabilit6 sur F que: x - - , F ( x , . ,  .) est dans 

01~IF ) L C2(Rd, L) et q u e  les ~x~(X,.,. s o n t  born6es ,  0=<]~]=<2 (pour  ce la  vo i r  la  

r e m a r q u e  s u i v a n t  la  p r o p o s i t i o n  6). 
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