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Summary. We develop an Ito formula about a regular family of martingales
in which we replace the parameter by a continuous semi-martingale. We
give an application to an averaging problem, under mixing assumptions, in
a stochastic differential equation with small parameter.

Introduction

Soit (M) xeR* une famille de martingales réelles sur un espace de probabilité
filtré (Q,F.F,,P). Dans ce qui suit nous cherchons un développement de
M(X,,t) quand X, est une semi-martingale continué & valeurs dans R% sous
certaines hypothéses de régularité sur la famille (M™).

Dans le cadre de la théorie des flots stochastiques, on peut trouver dans les
travaux de Bismut [2] et Kunita [9] des formules concernant le
développement de M(X,, t) lorsque:

m t
M;C: Z §¢i(xv S, CU) d]Vsl
i=10
ol N! sont des semi-martingales continues.
Ces résultats sont obtenus sous des hypothéses de différentiabilité sur les

applications:
x—=¢(x,5,0) et x—->M(x, s, w).

Loriginalit¢ du travail qui suit réside peut-étre dans le fait que les
hypothéses de régularité qui sont utilisées ici pour obtenir le développement de
M(X,, 1) concernent la différentiabilité et le caractére holderien de lapplication
x—M* de R? dans H espace de Hilbert des martingales de carré intégrable.

La troisieme partie illustre I'utilité d’un tel type de formule, par un exemple
d’application & un probléme deffet de moyenne dans une équation
différentielle stochastique.
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Décrivons maintenant les résultats obtenus:
Le développement formel de M(X,,t) fair apparaitre un terme que I'on peut
noter de maniére intuitivement parlante:

[ dm, (0.1)
0

La premiére partie de larticle sattaque a la définition de cette intégrale
stochastique.
Sous I'hypothése:

M’ est dans C*%(RY, H) 0.2)
(k fois différentiable et a dérivée d’ordre k localement holderienne d’ordre a)

d
avec k+a>§, on montre que pour NeH on peut trouver un processus

M*>N
a(x, s, w) continu en x, qui est une version prévisible de d wpour chaque

x, et que a(x, s, ) verifie des conditions de domination lorsque x reste dans un
compact.

On peut alors définir fdes (que nous noterons MZ) comme l'unique
0

martingale localement de carré intégrable, nulle en 0, vérifiant:
. t
<j dM%s, N> =f{a(X,(@),s,w)d{N)», pour NeH. (0.3)
0 t 0]

On obtient aussi au passage le fait que sous hypothése (0.2) les processus
croissants {(M*) ont des accroissements dominés par les accroissements d’'un
processus croissant intégrable fixe, lorsque x varie dans un compact de R?.

Cette premiére partie utilise fortement le lemme 1 qui est un type de critére
de Kolmogorov (voir Neveu [14] et [15]).

Il est assez étonnant de noter que pour obtenir ces résultats, il ne suffit pas
d’imposer des conditions de régularité holderienne C%* (a fixé) a I'application
M’ dans un espace H? d’ordre élevé comme le montre 'exemple:

1
M7 ={sign(x—B)dB,
0
ou B. est un mouvement brownien et xeR, (voir Yor [27] et la remarque qui

suit la proposition 1).
Dans la seconde partie, sous 'hypothése:

M’ est dans C**(R%, HP) et dans C*"“(R% H)

d d .
avec p>1, k+a>—+2 et k’+a’>§+1, les sauts des M* sont uniformément
14
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bornés, nous établissons que pour X semi-martingale continue 3 valeurs dans
RY:

M(X,.)=M(X,,0)+ zf X,,5)dX;

i=jO0 i
1 d t R .

+= z j (X,,90d{X" X5,
2 iLj=1 0
d

o3 {x? >+Mf‘ 04
i=1

2

0 ) IM ( S) —“‘( S) t
u X X N €
2 ) a . > ; J

prouve l'existence.

Nous allons maintenant aborder le contenu de la troisiéme partie qui est &
'origine de ce travail.

La motivation premiére était d’étudier les résultats de Khashminski [6, 7],
et Papanicolaou-Varadhan [19].

La situation traitée chez Khashminski [6, 7] est de maniére simplifiée la
suivante:

on se place sur un espace (£, F,, F,P) ou les tribus F, croissent avec
intervalle [a, b] et vérifient une hypothése de mélange relative & P du type:

(x,s) sont des versions continues en x dont on

|E@A/F)~E(@)| Sr(e—s) Al sis<t et AebE, . (05)

ou r(.) est une fonction positive telle que u°r(1)}0, quand u tend vers + 0.

Si F(x,t, ) est une application sur R’xR_ xQ & valeurs dans R’ F, -
measurable pour chaque x et ¢, vérifiant E(F(x,t, w))=0, sous des hypothéses
de différentiabilité en x sur F et de convergence de moyennes temporelles de
certaines fonctions déterministes liées & F, on montre que les processus X*
deéfinis par:

1
dX;= —F(Xf, —, )dt
(0.6)
X5=x,
convergent en loi vers une diffusion dont on calcule les caractéristiques locales.

On pourra voir des applications de tels résultats chez Papanicolaou [17].

Larticle de Papanicolaou-Varadhan [19] présente un théoréme abstrait et
ses applications dans le cadre d’une évolution aléatoire dans un espace de
Banach.

Parallélement, chez Papanicolaou-Stroock-Varadhan [207], on peut trouver
I'étude du comportement asymptotique des lois des x° solutions de:

dx; =F(x;, Vije2) A1
Xg =X,

0.7

ou y, est un processus de diffusion ou de saut, qui vérifie des conditions de
récurrence dont nous allons parler plus bas. Pour des résultats de ce type, on
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pourra se reporter & Papanicolaou-Stroock-Varadhan [20], et aussi a Freidlin
[5] et a Brancovan-Bronner-Priouret [3] pour les questions de grandes
déviations liées.

Des systémes tels que (0.7), ou généralisant (0.7) interviennent, entre autres,
en théorie du transport, dans I'étude du comportement asymptotiques des
¢quations de Kolmogorov associées aux générateurs I* de (x°, y*). On pourra
voir a ce sujet Papanicolaou [18] et aussi Benssoussan-Lions-Papanicolaou
[1].

Plagons-nous par exemple dans le cas ou y, est une diffusion de générateur
L. On fait des hypothéses de récurrence sur y, qui sont essentiellement du type
suivant:

On suppose que y admet une probabilité invariante m et que pour toute f
continue bornée, vérifiant m(f)=0, on peut trouver une solution g bornée a
I'équation:

Lg=—f. (0.8)

Si m(F(x,.))=0, pour tout x, on peut montrer en utilisant une technique de
martingales, que les processus x° convergent en loi vers une diffusion.

Cette démonstration posséde I'avantage de la simplicité . sur les
démonstrations qui concernent les hypothéses mélange du type (0.5).

L’idée utilisée est la suivante:

Si on note g, la solution de Lg,=—F(x,.), x;+eg(X], y,,2) possede un
développement en semi-martingale ou n’apparait plus le terme singulier

1 t
— JF(x3, yy2) ds.
€0

Nous avons suivi cette démarche pour étudier sous des hypothéses de
mélange le comportement asymptotique des processus x° solutions de:

t

1
dxe == F(x;, t/e?, w)dt+o(x;, t/e*, w) de B,

(0.9)
Xo=Xg

ou B, est un mouvement browniern.

On utilise de maniére inattendue dans ce contexte une technique de martin-
gale.

On remplace le probléeme (0.8) par:

(0.10) étant donnée f(t, ) F -measurable, bornée vérifiant E(f(t, @))=0,
trouver G(t, w) bornée telle que:

t
G(t,w)+ [ f(s, w)ds est une martingale cadlag.
0

Si f est progressivement measurable, les conditions de mélange que nous
supposons assurent I'existence d’une solution a (0.10).

(Nous supposons essentiellement que la fonction r qui intervient dans (0.5)
est intégrable sur R, dx.)



Martingales dépendant d’'un paramétre: une formule d’Ito 45

Si on note G* la solution de (0.10) associée a F(x,s), on étudic avec les
méthodes des deux premiéres parties

x:+eG(xXE, t/e%, w). (0.11)

Il est & noter que les résultats que nous obtenons (voir théoréme 2, et la
remarque qui le suit) permettent dans le cas =0, d’affaiblir certaines des
hypothéses de Khashminski [6, 7].

Premiére partie

Dans cette partie nous allons considérer une famille (M*) xeR? de martingales
vérifiant des hypothéses de régularité, en vue de définir 'intégrale stochastique

t
{ dM¥+ (que nous noterons plus synthétiquement M) de la famille (M*) le long
0

d’un processus X continu adapté, a valeurs dans R%
Formellement on attend d’une définition raisonnable d’une telle intégrale le
fait que si:

t
M7 =[a(x,s,w)dM_, on a: (1.1
0

Mf‘zsna(Xs(co), s, w)ydM_. (1.2)

0

Mais immédiatement se pose le probléme de savoir si le processus
a(X (), s, w) reste essentiellement inchangé si on choisit différents processus a
permettant d’écrire (1.1).

Exemple. Soit (Q, F, F,, P) satisfaisant aux conditions habituelles (voir Meyer
[13]), B, un F-mouvement brownien, et

13 t
M7 ={sign_(x—B,)dB,={sign, (x—B,)dB, (1.3)
0 0
. . -1 51 xZ0 . -1 st x<0
ousign (x)=1 G, oo SELOI=) 1 s

Notons £ la tribu prévisible sur Q x R, et T un réel strictement positif.
Considérons la classe R, (resp. R;) des processus a(x, s, w) sur R x [0, T]x Q
continus & gauche (resp. & droite) dans la variable x, et dans L*(# dP -dt) pour
chaque x.
Tout ¢lement a de R, (resp. R,) vérifiant:

t

si xeR et tSTM?¥={a(x,s, w)dB, ol M} est donné par (1.3), est tel qu’il existe

0
un ensemble N de [0, T] x Q, dP - dt négligeable pour lequel:

a(x, s, w)=sign_(x— B (w)) (resp. a(x, s, w)=sign_ (x—B(w)) sur R x([0, T]
xQ2—N).
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Cependant si Pon veut définir M® en sinspirant de (1.2) on a Pambiguité
suivante:

t t
(sign_(B,—B)dB = —B, et |sign, (B,—B)dB =B,.
0 0

Ceci va nous conduire & imposer des conditions de régularité sur la famille M*
pour pouvoir définir MY,
Commengons par fixer les notations:

Soit (Q, F, F,, P) un espace de probabilités muni d’une filtration satisfaisant
aux conditions habituelles. On note 2 la tribu prévisible sur @ xR, H I'espa-
ce de Hilbert des martingales réelles de carré intégrable, qu'on identifie par le
biais des variables terminales & L*(F,), et H, le sous espace de H des martin-
gales de carré intégrable nulles en 0. En vue de Papplication donnée en
troisiéme partie nous considérons des martingales qui ne sont pas
nécessairement continues.

Si N est un élément de H,, on note H, le sous espace stable engendré par
N (Hy={h-N, hel*(#dP-d{N})} ou h-N dénote lintégrale stochastique

| h(s, w)dN,; pour ce point on peut se reporter & Meyer [12]) et py la projec-
0

tion orthogonale de H,, sur H,.

Si E est un espace de Banach, k un entier positif, a€[0, 1], nous dirons
quune application f de R? dans E est de classe C*® (ou appartient a
Ck9(R% E)) si f est k fois continument différentiable et si les dérivées partielles
d’ordre k sont localement hdlderiennes d’ordre a sur R%

On notera, si D est une partie bornée de R?:

1l o=0fNop= 2 suplD*f(x)lg (1.4)

0<laf sk xeD

pour fe C¥(R, E)

leno=1 lopt 3 sup IR=DT,

x| =k **x x — x|
x,x"eD

O0<aZ=zl

pour fe C*“(R%, E).
Nous utiliserons le fait que lorsque f est une fonction positive C* a support
compact sur R? vérifiant:

[f(x)dx=1 et heC**(R, E)
(. )—n® § f(n(x—=y) h(¥) Vlly, 0,1

tend vers 0, pour D partie bornée de R? et 0<a'<asia>0ct a'=0si a=0.
Nous allons commencer par démontrer un lemme qui est une version du
critére de Kolmogorov et qui nous sera utile dans la suite.

Lemme 1. Soit (2, o7, P) un espace de probabilité. Pour toute application x—A,
d
de classe C** de R® dans I7(Q, o, P) (p>1) avec k+a>;+j (jeN), il existe une

application A de R® x Q dans R essentiellement unigue telle que:
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a) pour chaque weQ x— A(x,w) est de classe C/ de R dans R.

b) pour chaque xeR® A(x,.) est of-mesurable, et les dérivées D* A(x, w) pour
tout multi-indice o tel que 0Z|a| <j sont indistinguables de D* A (LF(P)).

De plus si B=B(x,,R) est une boule de R il existe une constante

C, ., 5=0 telle que pour tour AeC*“(R? LP(P)) on ait:

k.a,p,

I 1A, @) ;50,2 Crap sl Ay, a5 (1.5)
o A(x, w) est une version réguliére de A, vérifiant le a) et b).

Démonstration. Quitte a considérer C*~1(R? L?(P)) nous supposerons a>0.

Soit x—A, dans C*?(R% L’(P)), on peut choisir une application Z(x, w) de
R?xQ dans R measurable, qui pour chaque x est indistinguable de A, et
chaque w est dans IZ (R dx) (en utilisant le théoréme de Fubini).

Considérons maintenant une fonction f positive C* a support compact sur
R% et telle que [f(x)dx=1.

On définit:

A"(x, w)=n" [ f(n(x—y) Z(y, w) dy.

Les applications A4 "(x, ) sont de classe C* en x pour chaque w, de plus les
applications x— A4 "(x,.) de R? dans I?(P) vérifient:

lim | AY ~ A.ll;..p=0
pour toute partie D bornée de R? et 0<a<a.
d
Fixons a'€]0, af tel que k+a' >—+j.
p

Soit B=B(x,, R) une boule de R% il existe K=0 telle que pour toute
feC®(R% R): :

tumng&uuwwan+jz|mfuww

B la|=k
ID*f (x) = D*f )P Up
; dxd
+B§ij |oc|z::k |x — y|*P+d x y] (1.6)

pour ceci on pourra se reporter a Triebel [24] p. 323 et 328, et Uspenski [25],
[2].

Choississons a”’€]a’, a[.

Appliquons l'inégalité précédente aux fonctions A"(.,w)—A™(.,w), en
intégrant les deux membres €leves a la puissance p, il vient:

E[[|A*(., )= A" (., )|} p)] P SK'| AT = AT, o 5
On peut alors extraire une suite #n, telle que:
LA, @)= A", o)l 5

converge p.s. et dans I7(Q2, <, P).
On en déduit qu’en dehors d’'un ensemble P-négligeable A™(.,w) converge
au sens de la norme || [|; ; vers une application A(x,w) dans C’(B,R) pour
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chaque w. Comme d’autre part D* A™(x,.) converge vers D*A_ pour 0<|of <j
dans IP(P), D*A(x, w) est indistinguable de D*4_, pour 0<|a|<j si xeB. De
plus:

I A, o)l 5l SK Ay, o s S K Al 4, 8-

En considérant les boules B(0, n) on obtient facilement I'existence d’une version
A(x, w) vérifiant le a) et b).
L’estimation (1.5) se déduit alors facilement de ce qui précéde. [

Nous allons maintenant appliquer le lemme 1 pour obtenir la
Proposition 1. Soit x—M?* une application de R dans H, de classe C** avec
d
k+a>z+j (jeN).

Soit NeH,, il existe une application a(x,s,w) de R*xR_xQ dans R
vérifiant:

a) si(s,w)eR, xQ x—a(x,s, w) est de classe C’,

b) si xeR? et o est un multi-indice de longueur 0< |o| <j,

D*a(x,s, w)e[*(#dP-d{N)y et {(D"M,N>, =}D" a(x, s, w)d{N>,
)

P-essentiellement,
¢) si B=B(x,,RY est une boule de R’ gg(s, w)=a(.,s,w)|; p est dans
I[P dP-d{N)) et vérifie:

HgB“LZ(g‘,dei(N) SCan Ile(M.)”k,a,B (L.7)

ou la constante 20C, , p est indépendante de M, et | |, , p est donné par (L.5).
De plus si a, et a, vérifient a) et b), il existe un ensemble N dP-d{N>
négligeable tel que a, et a, coincident sur Rx (R, x Q—N).

Démonstration. Commengons par montrer Iexistence de a(.,.,.).

Soit U, Tisomorphisme de Hy sur L*(#dP-d{N)), si h ,=Uy o p,(M¥
x—h_ est de classe C** de R dans I2(Z dP-d{N)).
On applique alors le lemme 1 4 lespace de probabilités

1
(QXR+,dePd<N>).

Soit @ une version réguliére donnée par le lemme 1, pour clore la
démonstration de P'existence de la fonction g, il suffit de montrer que:

t
(D*M* N),={D*a(x,s,w)d{N);, P-essentiellement,
0

pour « multi-indice de longueur 0= {af <j.
Or D*a(x,.,.)=Uyc py(D*M*) dans L*(Z dP-d{N)) dou:

t
D*M*, N>, ={py(D*M™), N>, = j D*a(x,s,w)d{N), P-essenticllement.
)
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Pour I'unicité il suffit de remarquer que si a; et a, vérifient a) et b), alors
VxeR? a,(x,.,.)=a,(x,.,.) dP-d{N) ps, et la continuit¢ permet de
conclure. [

Notation. Si x—M?* vérifie les conditions de la proposition 1, et si NeH, on
d{M* N>
d{N
conditions a), b), ¢) de la proposition 1, de plus on notera ay une telle version

(qui est essentiellement unique).

appellera version réguliére de une application a(x, s, w) vérifiant les

Remarque. 1) Le ¢) de la proposition 1 permet de choisir une version du
processus (N telle que pour we? et teR  :

t
x—[ a(x, s, w)d{N), est continu sur R’ et dominé uniformément en ¢ et en
0

x, quand x reste dans un compact de R? par un élément de L'(P).
2) Le lemme 1 peut laisser espérer que si x—M* & valeurs dans un espace
H? de martingales (p=2) est C>* avec p-a>d, on pourra trouver une densité
M* N>
d{N>»
Ce résultat est inexact, il suffit de considérer:

prévisible continue en X.

t
M3 ={sign(x—B)dB,t<T,
0

comme au (1.3); cette application appartient & C%*(R, H?) pour p=2, voir Yor
[27], et cependant on ne peut trouver de densité prévisible (ou méme mesura-
ble) d{M*,N}

W continue en x.

Dans ce qui suit nous dirons que A est un processus croissant intégrable si A est
continu a droite croissant adpté, nul en 0, et tel que 4, est intégrable.
Le lemme 1 va nous permettre de montrer que si M est de classe C*“ avec

d . . . L .
k+a>§ de RY dans H,, il existe un processus A croissant intégrable qui

«domine» les processus {M*» quand x reste dans un compact de R%.
Plus précisément on a:

.. . o d
Proposition 2. Soit x—M* une application de C**(R% H,) avec k+a>—, soit B
une boule de R® il existe un processus croissant intégrable A tel que:

si xeB et s<t{M*), —{(M*>,£A,—A,P ps. (1.8)

Démonstration. Soit H le sous espace stable de H, engendré par la famille M~
xeR? H est séparable, on peut alors trouver une suite (éventuellement finie)
d’¢léments N, de H,, fortement orthogonaux deux & deux engendrant H et tels
que ) |IN;| 3 <o (voir Kunita-Watanabe [10]).

Nous démontrerons la proposition dans le cas d’une suite infinie, le cas
d’une suite finie étant plus direct.
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Soit I un entier =1, on note [1,[] le segment de N{1,...,[}.
Considérons U, I'isomorphisme de I'espace stable H, engendré par

1
N,,...,N, sur I? (Q xR, x [LIJ,2Q2([1,1]),dP- ), d{N;) x 5i) =]2
i=1

(pour alléger ’écriture).

Soit p, la projection orthogonale de H, sur H,. Le lemme 1 nous donne
une version réguliére de U,o p,(M’): a,(x, s, w) ou i€[1,1], xeR?, weQ.

De plus si B est une boule de R on a:
G, s, oo)d-éf supla,(x, s, w)| est un élément de I? de norme inférieure a:

xeB
C' HM‘“k,a,B'

ou C est une constante qui ne dépend ni de ! ni de M" (voir démonstration du
lemme 1).

Considérons le processus croissant intégrable K,= > (N>, ¢t m la mesure
dP-dK=Y dP-d{N;) sur (QxR_, ). izl

iz1

Soit pour chaque i d; une densité de dP-d{N;> par rapport a m (on a aussi
le fait que en dehors d’'un ensemble P-négligeable d;(w,.) est une densit¢ de
d{N;>(w) par rapport & dK(w)).

On a:

SiyeBY a2(y.5,0)d, <Y f2(is,0)d,Zg (s, )
i<t

izl

On a de plus E[j g (s, a))sz] SCHMYE, g
0

Par comséquent g;(s, w) est une suite croissante qui comverge m-p.s. VErs
e8]

a(s, w) qui vérifie: E [j a(s, w) sz] <C2|M|2, ;.
0
De plus si yeB:

t t
(B(M), B(M¥)>L =Y [a}(y,s, w)d;dK ;< a(s, 0)dK P-ps.

isls s

Le membre de gauche de I'inégalité précédente converge dans L'(P) vers
(M, —{M?>, on en déduit que:

t
pour yeB{M?y,—{M") <[ a(s, w)dK P-ps.

et donc le processus croissant intégrable | a(s, w)dK, vérifie les conditions de la
proposition. [] 0
Nous allons maintenant montrer la

d
Proposition 3. Soit x—M> une application de classe C** (k+a>§) de R dans

H,, et X un processus prévisible a valeurs dans une boule B de R”.
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Lapplication L de H, dans R définie (en vertu de la proposition 1) par:

L(N)=E[j a(X (w),s, co)d(N)s] NeH, (1.9)
0
est linéaire et continue.

De plus il existe une constante C indépendante de M telle que:

ILIlgs = C- 1Ml 0,8 (1.10)

et si A est un processus croissant intégrable dominant les (M*) au sens de (1.8)
pour xeB on a:

L] gy S (E(A D2 (1.11)

Démonstration. Montrons que L est linéaire, nous allons nous limiter & montrer
le fait que si N et N' sont dans Hy,L(N)+L(N)=L(N+N') (le fait que
L(J.N), _r=AL(N) est encore plus simple & montrer).

Soit dm la mesure dP-d{N)+dP-d{(N") sur la tribu 2.

Si b,b',b", sont des densités par rapport & dm des mesures dP-d{N),
dP-d{N", dP-d{N+N'"y (toute autre mesure que dm par rapport a laquelle
ces trois mesures seraient absolument continues conviendrait de méme), on a:

dmp.s. [VxeRYay(x,s, ) -b+ay.(x,s,w)-b'=ay, y(x,s,w) -b"]

en effet les deux membres définissent pour chaque x de R? une densité par
rapport a dm de dP-d{N +N',M*.

On en déduit immédiatement que L(N +N')=L(N)+ L(N’).
Montrons que L est continue et vérifie (1.10).

Ceci provient de I'inégalité (1.7) de la proposition 1 qui permet d’écrire:

si NeH, |L(N)|2§E[§ (X (@), w)d<N>s] X N2, CPIN |2 1Ml o s

Enfin montrons (1.11):

Supposons que X prenne seulement un nombre fini de valeurs g; ie[1,k], et
definissons I'élément I de H, par:

ol h (w) est le vecteur ligne (1(X (w)=a,)) i€[1,k] et K, la martingale vectoriel-
le dont les composantes sont les M ie[1,k].
Il est facile de voir que dans ce cas on a:

L(N)=E(I, N,,)

et donc si A est un processus croissant intégrable dont les accroissements
dominent ceux des M* on a:

B =E[ | ¥ 10X, =a)d(M), | SB[4.]

0i=1

et donc HLHH*0 <EA4 )"
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Dans le cas général on utilise une suite X™ de processus ¢tagés sur & a
valeurs dans B convergeant simplement vers X et le fait que:

IL(N)| = lim E[f ay(X(w), s, w)d<{N >S] S N (E(A)?
p—>o0 0
et on obtient la proposition.
Remarquons que si les accroissements de 4 dominent ceux des processus
{M*y xeR? le lemme de Fatou permet d’écrire pour un processus X prévisible
a valeurs dans R%:

E[Ojo ar(X,s, w)d(N}s] <E[A_]

0

et par conséquent on voit que:

L(N)=E[°§ an(X,0)5,0) AN,

définit une forme linéaire continue sur H, dont la norme est majorée par
EA): O

Nous allons maintenant utiliser la proposition 3 pour définir l'intégrale
stochastique M dans le cas d’'un processus continu 4 valeurs dans R,

Nous nous restreignons au cas ot X est continu principalement pour ne
pas nous heurter & des difficultés de localisation, du fait que les martingales
que nous considérons ne sont pas continues.

d
Proposition 4. Soit x—M* une application de classe C"’“(k+a>§) de R? dans

H, et H un processus continu adapté d valeurs dans R®. Il existe une martingale
localement dans I2, nulle en 0, M*, essentiellement unique, vérifiant pour N dans
H,:

(M*, N =[ay(X(w),s,w)d{N),  P-essentiellement. (1.12)
0

Si de plus X est a valeurs dans une boule B de R il existe une constante
Cy.o 520 telle que pour toute Me C**(R%, H)

IM¥| g, = Choa g IM 4 5 (1.13)

Démonstration. L’unicité est immédiatement a démontrer.

Pour lexistence, si I'on suppose dans un premier temps X a valeurs dans une
boule B de R% d’aprés la proposition 3 il existe un unique élément M* de H,
tel que:

UNeH, ELCMYN)J=E| [ ay(X,,5.0)d<N,]
0

on en déduit par un argument classique (voir Meyer [12]) que pour tout N
dans H:

<MX>N>t=}aN(XsaSaw)d<N>s'
0
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Dans le cas ou X n'est pas borné, il suffit de considérer les temps d’arrét T,
=inf{t=0,|X,|=n} qui croissent vers + oo, et M?* la martingale localement
dans I? définie par:

X XTn
MT,. At MT,. At
ot X7 n désigne le processus X(T, At,w). [

Remarque. Soit x—»M* et X vérifiant les conditions de la proposition 4, on
suppose X a valeurs dans un compact, soit H un sous espace stable de H, p
la projection sur H et M*=poM?™, il est facile de voir que:

p(M¥) =M%

Une application de ce résultat est le fait que si N'ieN est une suite de
martingales fortement orthogonales engendrant H, et si a; sont des versions
T d{M*,N;>

réguliéres de ————>-on a

d{Np

M*= a(X,,s, w)dN!

0

]

18
o 3

1
ou la série précédente converge dans H,.

Notation. Si M et N sont dans H on définit (M, N> par {p,(M), po(N)>, ol p,
est la projection (orthogonale) sur H,. Lorsque x—M™ appartient & C*%(R?, H)

d . . s
(k+a>§) et X est un processus continu adapté & valeurs dans R?, on pose:

M*=M*

ot M=pyoM.

Deuxiéme partie

Le but de cette partie est de trouver un développement (voir théoréme 1) de
M(X,,t) lorsque X est une semi-martingale continue & valeurs dans RY et
x—M* est une application de R? dans H qui vérifie des conditions de
régularité que nous préciserons dans la suite. Nous allons commencer par un
résultat d’existence de version réguliére de M~

Proposition 5. Soit x—M* une application de classe C** de R® dans l'espace H”

des martingales de puissance p-iéme intégrable (avec: p>1, et k+a>—+j ou
p

jeN), il existe une application M(x,s,w) de R* xR, x Q dans R essentiellement

unique vérifiant:

a) Pour w fixé, x— M(x,t, w) est de classe C’, et D* M(x,t, w) est continue en x
uniformément en t pour tout multi-indice o de longueur 0 <ol <J.

b) Pour xeR? weQt—D*M(x,t,w) est cadldg, 0= |a| <j.
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¢) Pour xeR%, D*M(x,.,.)=D*M~* dans H? 0<|a| <J.
d) Si B est une boule de R?, sup | M(x,t,w)| ; 5 est dans If(P).
120

Démonstration. Admettons dans un premier temps I'existence d’une application
M(x,t,w) sur R?xR,_xQ a valeurs réelles, mesurable, indistinguable pour
chaque x de M~ et vérifiant en outre:

pour chaque x et @ t—M(x,t, @) est cadlag
pour chaque ¢ (x, w)—M(x, t, w) est [} B(R)® F,-mesurable
s>t

et enfin pour toute boule B de RY g(w)=sup|M(x,t,w) est une application
xeB

finie et dans I7(P). 120

Alors en utilisant P'inégalité de Doob (voir Meyer [13]), la démonstration
est analogue a celle du lemme 1,2 savoir:

quitte a considérer C*~ ! on suppose a>0, on choisit f=0 C* & support
compact dans RY, telle que [ f(x)dx=1.

On pose:

M*x,t,0)=0"{ f(n(x —y)) M(y, 1, w)dy.

Etant donné les propriétés de M, on a immédiatement le fait que:
x—M"(x,t,w) est de classe C*, pour chaque x et @ M"(x,.,w) est cadlag, la
continuité en x des D*M”(x,t,w) est uniforme en ¢, enfin Tapplication
x—->M"x,.,.) est a valeurs dans H” et de classe C*, (les dérivées ctant
représentées par les D*M"(x, ., .)).

L. d .
On choisit a'€]0,a[ tel que k+a' >—+j, et si B est une boule de RY on
écrit en utilisant Pinégalité (1.5): p

Hfgg“ M(.,,w0)=M"(.,t, o)l 5}

<KPfsup U]M"(x, t,w)—M™(x,t,0)P dx+...
tz0 LB
[(M™ — M™) (x, £, 0) —(M" —M™) (3, £, ®)| »
+ : dxd ]
sgsm:k 1X—J’ld+ap Y P
p p
§Kp( 1) [f (My—MY|Pdx+...
- B
L B my D% H_Mm 4
D"~ M, =D=M )
BxBlej=k Jx—y|

SKPIMI =My o 5

ou a”’ela’, al.
On conclut alors la démonstration comme au lemme 1.
Montrons maintenant existence de P'application M.

Elle résulte d'une modification d’un lemme qui se trouve chez Doleans-
Dade [4] ou encore chez Stricker-Yor [23] (lemme 1):
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le lemme 1 de la premiére partie nous dit d’'une part (en utilisant I'inégalite de
Doob) que pour chaque N =1, il existe gy(w)eIf(P) telle que:

VxeB(0,N) [Sglg IM7 ()| Sgy(@) P.ps.]
tz
et d'autre part pour chaque ¢=0 il existe une application H,(x,w) continue en
x pour chaque w, F,-mesurable et indistinguable de M7 pour chaque x.
k
On note ID Pensemble des dyadiques de R, (réels de la forme ?keN,
neN ) et pour b<c rationnels on note My(N,x, ) le nombre de montées de

H.(x, ) sur IDN[0, N[, par dessus l'intervalle a,b. M} est alors mesurable en
(x, w) et on introduit

C={(x,w)3(b,c)AIN=1b<c et M;jN,x, )=}
U{(x,w)IN =1, x Z|N] et sup|H,(x, w) >gylw)}
120

C est B(RY)® F-mesurable et pour tout x:
C.={w:(x,w)eC} est P-négligeable.
On pose alors pour (x,t,w) R xR, x Q:

M(x,t,0)=0 si (x,w)eC
= lim H(x,w) si (x,0)¢C.

slts>t

Il est facile de voir que M est mesurable et vérifie les propriétés annoncées en
début de démonstration. []

Nous allons maintenant construire des approximations de lintégrale sto-
chastique M* en utilisant une technique de convolution.

d
Lemme 2. Soit x—M?* une application de classe C** (k+a>§> de R? dans

H, M(x,t,w) une versionréguliére (voir proposition 5) de M7, et yu une mesure de
radozz positive d support compact sur R°.
M(t, w)= [ du(x) M(x,t,w) est une martingale cadlag de H, et si NeH,

(M,N>, =j (f du(x) ay(x,s, w))d{N),  P-essentiellement. 2.1
0

Démonstration. M est clairement une martingale cadlag de H (griace aux condi-
tions de domination de la proposition 5) et:

M,N,~ (J; (fdu(x) ay(x, s, ) d<N D,

~au(o | M.t N@) [ ayl @) AN, |

est une martingale, d’ott lon déduit la formule (2.1). O
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Lemme 3. Soit x—M* une application C"’“(k+a>é) de RY dans H et X

2

continu adapté a valeurs dans une boule B de R%. Si f est positive de classe C*® d
t

support compact dans R? et [f(x)=1, [dy[f(X,—y)dM} (définie grice au
0

lemme 2) converge fortement dansH , vers MZ% ou f,(x)=n"f(nx).

Démonstration. Soit M(y, t, w) une version réguliere de M, et

M"(x,t, 0)={dy f,{(x—y) M(y,1, »).

Clairement x—M?(x, .,.) est une application de classe C* de R? dans H. Nous
allons dans un premier temps montrer que:

def

fdyff(X —y)dMy=(M")Y.
Pour cela remarquons que si NeH,, d’aprés le lemme 2, on a:

I'N >t=£ (Jdy fuX =) ay(y, s, @)} d<N,
or:
UM™Y, N, =(§) (Fdvfx—y)ay(,s,0)d{N>, si xeR?

donc: .
N, ={(M™*,N>, P-essentiellement, d’ot I"=(M")*.

Nous allons maintenant montrer que I” converge dans H vers M*.
Ceci résulte de (1.13) et de ce que:

) ' d .
|M"—~M]Jl, . p tend vers 0 avec a’€]0,a[ si a>0 tel que k+a’>§ et a=0sia
=0,

Nous pouvons maintenant montrer le
Théoréme 1. Soit x—M* une application de R* dans H~HP"(p> 1), qui appartient
o d d
a C*%R?% H) et C**¥(R% HP), avec k+a>—2—+1 et k’+a’>5+2.

On suppose que les sauts des martingales D*M*0=|u|<2 sont
uniformément bornés.
Soit X une semi-martingale continue a valeurs dans R?, on a:

d t
M(X,,t)=M(X,,0)+ Z£ (Xs, s)dXt
1ﬂ ¢ ’62 .
+= ¥ (X,,s)d{X" X7y,
21‘,1‘:105 iy

d X
+3 xi, >+MX 22)
t

i=1 i
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Démonstration. Nous allons commencer par localiser le probléme.

Soit 7, une suite de réels >0 tendant vers 400, B,=B(0,r), et
B, =B(0,r,+1).

Les conditions de domination sur D*M(x, s, w) 0 <ol =2, permettent d’affir-
mer que le processus croissant sup{|D*M(x,s,w)|; xeB,, 0<s=¢, 0|0 £2}
= A w) est fini.

De plus les sauts de A} sont uniformément bornés.

Soit (T,)neN une suite de temps d’arrét croissant vers +oo telle que X
soit a valeurs dans B,, le processus croissant de X et Ia variation du processus
a variations bornées attaché a X, arrétés en T, soient uniformément bornés.

Soit de plus pour chaque n (T, ,)meN une suite de temps d’arrét croissant
vers + oo telle que A? arrété en T, , soit borne.

Si pour chaque n et m on sait démontrer la formule (2.2) relativement au
processus X """ et 4 la famille M3 . . (qui vérific les hypothéses du
théoréme 1), en faisant tendre successivement m puis n vers I'infini on obtien-
dra (2.2) pour X et M~

La localisation précédente nous permet de nous borner a montrer (2.2)
dans le case ou X est a valeurs dans B=B(0,r), (X, la variation du processus
A continu a variations bornées attaché a '

X, |D*M(x,1,0)| 0= |2 £2,xeB'=B(0,r+1),

sont uniformément bornés.
X sécrit sous la forme X =N+ A4 ou N est une martingale continue bornée.
Soit f une fonction =0 de classe C* a support dans B(0,1) telle que
[f(x)dx=1. Notons f, la suite de fonctions définie par:

Su)=n"f(nx).

La formule d’Ito (voir Meyer [12], nous sommes dans le cas discontinu) nous
permet d’écrire pour yeB’:

X =) My, t, @)

d ta .
=HXo=)M.0.0)+ 3, | a{: (X, =) M(y,s,w)dN;
i=10YX;
2 o ' .
+ YIS =) M(y, s, 0) dA]
i=100%;
+3 i j de? (Xs—y) M(y, s, 0)d{X", X7)
Ty — S
2i,j=106xiaxj s— Y V8, @ P s
d taf : . . ;
+ 3 [0 ay(s, @) AN+ (X, ) dM. 2.3)
i=10 i o

Remarquons que les conditions sur le support de f permettent de trouver
une constante K, =0 telle que:

| X =) M(y,s,0) = [, (X, —YV) MY, s,0)| £K,-ly=y| si y,y'eR%
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On en déduit que y— | f,(X,—y) M(y,s,w)dN! est dans C*'(R% H?) pour
G

tout p=1. La proposition 5 nous fournit une version réguli¢re de la martingale
précédente; Pégalité (2.3) vaut donc en dehors d'un ensemble P-négligeable
indépendant de yeB'. Une variante du lemme 2 permet d’écrire:

,i, dy f (X, — ) M(y,t,0)= g dy f(X =) M(y,0, )

f

s, a))) ax:

i

(ér,dy R (K M ) 40 X9,
gdy“&(Xsas)aN(yﬂ& CO)) d<X1>s

+ g f F(X—y)dMs,. (2.4)

En chaque t,eR,, le membre de gauche de (2.4) converge dans I vers
M(X,,t,) (de méme le premier terme du membre de droite converge dans I
vers M(X,,0)). Le second et le troisiéme terme du membre de droite de (2.4)

convergent dans I? respectivement vers:

4 1 aM 1 & °PM o
- dx: = d{xh X!
PEEs i(Xs,sco) 3,2 )y o, K5 0) X0,
Le quatriéme terme converge dans I? vers:
[ 0 A3g
2 —x"(Xs,s )d<X%,

i=1 O
. oM
qui n'est autre que: Z P o,

fe= 1

Enfin le lemme 3 montre que le dernier terme converge dans I? vers Mf‘; On
obtient donc & la limite:

Y
M(X, ,to)=M(X,,0)+ Z fT(X s)dX:

i=10
1 d 1o 32

~ ¢

3.2, gaxa (X9 dCXL XD,
d ) MX

+ Y <X‘,a,‘ > +ME  VieR, (2.5)
i=1 0X; [

On en déduit I'égalité (2.5) au sens des processus indistinguables puisque les
deux membres de (2.5) définissent des processus continus a droite. []
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La démonstration précédente nous permet aussi d’obtenir une variante du
théoréme 1:

Théoréme 1'. Soit M(x, t,w) une application sur R* x R . x Q d valeurs dans R, de
classe C? en x, les D*M(x,t,w) 0<|a|<2 étant continues en x uniformément
lorsque t reste dans un intervalle compact, pour w fixé. On suppose de plus que
pour chaque x, M(x, ., .) est une martingale cadlag de H, et x—>M(x, ., .) est dans

d
Ck4(R4 H) avec k+a>1 +3, et les sauts des D*M* 0=|x<2, sont
uniformément bornées.
Si X est une semi-martingale continue a valeurs dans R%, on a la formule (2.2).

Remarque. 1) La démonstration du théoréme 1 permet aussi de voir que si: X

est un processus continu adapté a variations bornées a valeurs dans RY,
M(x, t,) définit pour chaque xeR? une martingale réelle cadlag, M(x,t,w) est

de classe C' en x, les D*M(x,t, w) étant continues en x uniformément lorsque

t reste dans un intervalle compact, et & sauts uniformément bornés 0<la| £1,
- oM .
M= M(X,, 0~ M(X,0)— | 5= (X, 5)dX] (2.6)
0 i

est une martingale localement bornée, nulle en 0.
On ne dispose plus a priori de I'expression (1.12) pour exprimer {M,N)
quand NeH,, cependant si on reprend la démonstration du théoreme 1, on peut

t
remarquer que le terme {dy | f,(X,—y)dM] qui apparait dans la formule (2.4)
0

(et qui a un sens grice a la formule (2.3) qui fournit une version réguliére de
t
j L (X, =y dMﬁ) converge vers M. (qui a été localisée ainsi que M., au cours
0

de la démonstration) dans H, indépendamment de f.

Ceci montre qu’on peut généraliser la définition de M* en vue d’obtenir des
énoncés du type du théoréme 1. Le probléme est alors de disposer de condi-
tions commodes assurant I'existence de M?.

2) Dans le cas ot (X%, M*>=0 pour tout i et y on peut modifier 'énoncé

quon a donné au 1) afin d’obtenir une formule analogue a (2.6) (mais compor-

Lo* L .
tant alors des termes | Fy (X,,8)d<{X}, XJ>S>. Nous allons terminer cetie
2 0x;0x

. P

partie par un lemme:

Lemme 4. Soit F(x,t,w) une application de R*x R, xQ & valeurs dans R qui
pour chaque x est progressivement measurable, et qui est de classe C* en x, les
D*F(x,t,w) 0=Z|a| <2 étant borndes. Soit X une semi-martingale continue a
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valeurs dans R®, et A(x,t,w)=[ F(x,t,w)ds, on a:
o

A(Xt,t)=zd: f%(xs,s)dxg

2

d t
Z: !ax ox, (X, 5)d (X X7, +fF(X s)ds. .7)

Démonstration. 11 suffit simplement de reprendre la démonstration du
théoréme 1 (qui est alors plus simple):

Aprés avoir localisé, on écrit la formule d’Ito pour (X, =AWy, t) que I'on
intégre ensuite par rapport a y (ou f,(.)=n?f(n.) avec f=0 de classe C* a
support compact sur R? et [f(x)dx=1) O

Troisiéme partie

Dans cette partie nous allons considérer un espace de probabilité filtré muni
d’un mouvement brownien d-dimensionnel B,, et nous allons chercher a mon-
trer que les processus x* définis par:

1
dx;==F(x;,1/e*, w)dt +o(x{, t/e*, ) £ dB, >
€ .

o 3.1
ol F et g sont des applications sur R?x R, x Q & valeurs dans R? et M,(R)
(matrices d x d) respectivement, convergent en loi vers une diffusion sous des
hypotheses que nous allons préciser, lorsque ¢ tend vers 0.

Commengons par fixer les notations:

(Q, F, F, P) est un espace de probabilité muni d’une filtration satisfaisant aux
conditions habituelles et d'un F-mouvement brownien d-dimensionnel B, t=0.

On note L l'espace de Banach des processus réels progressivement mesura-
bles bornés, muni de la norme de la convergence uniforme, et C l'espace de
Banach des processus réels X,, t =0, cadlag adaptés, définis & une indistingua-
bilité prés, muni de la norme | X ||c=sup | X,| .,

t=0

Dans la proposition qui va suivre nous allons considérer la situation
suivante:

L est un espace vectoriel normé, j est une application linéaire continue de
L dans L et J est une application linéaire continue de L dans C vérifiant:

t
si feL, J(f),+[j(f);ds est une F-martingale.
0

Commengons par donner deux exemples de triplets (L,j,J) vérifiant les
hypotheses (3.2):
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Exemple. 1) soit Y. un processus de Markov a valeurs dans (E,&) espace
mesurable, défini sur (@, F,F, P) satisfaisant aux conditions habituelles, et
admettant un semi-groupe de transition P,, t =0, mesurable.

On suppose que f(Y) est progressivement mesurable quand febd, et qu’il
existe une probabilité m sur (E, &) invariante par F,, et K =0 tels que:

si feb& et m(f)=0, sup [ IR(f(x)dsSK][ [l (3.3)
xeE o
Soit L={feb&, m(f)=0} et j l'application de L dans L définie par:

(@) =F(Y@)), sionnote R(f)=] P,fds pour feL.
0

t
R(M(Y)+([ f(Y)ds est une martingale (non nécessairement réguliére) qui ad-
0

met une version cadlag essentiellement unique, en vertu des hypothéses sur la
filtration F,. Si J(f) est la version cadlag (essentiellement unique) de R(f)(Y.),
le triplet (L, j,J) vérifie (3.2).

On a ce type de situation dans le cas d’une diffusion récurrente sur une
variété compacte (voir Brancovan-Bronner-Priouret [3]). On peut généraliser
ces résultats a aide des noyaux potentiels récurrents et des fonctions spéciales
(voir Neveu [16] et Revuz [22]).

2) Le deuxiéme exemple va étre 'objet du

Lemme 5. Considérons (Q,F, F, ,, P) un espace de probabilité muni de tribus F, ,
qui croissent avec lintervalle [a,b]. On suppose que la tribu F est compléte, que
les tribus F, , contiennent les négligeables de F, que la filtration F, (=F, ) vérifie
les conditions habituelles, et que I'on a 'hypothése de mélange:

IECA/F)—E(A)l Sr(t—s)|All,  sit>s, A€bF, (34

ou r est une fonction positive intégrable sur R _, dx. (On note F, ,=\/ F, ).
~ uzt
Si L est le sous-espace de Banach de L formé des processus X,, progressive-

ment mesurables bornés tels que Yt =0 X, est F, -mesurable et E(X,)=0, il existe
une application linéaire continue J de L a valeurs dans C telle que:

t
J(X),+[X,ds est une F-martingale pour Xel.
0

Démonstration. Soit X €L, nous allons montrer dans un premier temps que si
t+ A

teR E( | X, du/E) converge en norme dans I?°(P) vers une limite que nous
t

noterons G,.

En effet:
t+ A t+4’
Si BeF, et A<A, ‘E(IF j" Xudu) < j |E(lp- X )du
t+ A4 t+A
t+ A4

< | ru—rydu- | X, P@B).

t+ A
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On en déduit que:

t+ A’ t+ A4
“E(f Xudu/F,) < | rw—tdu | X],.
t+ A 0 t+A

On a donc la convergence annoncée, de plus la limite G, vérifie:

o0

HGthéor(u)du' XL

t
Il est facile de voir que M,=G,+ | Xudu est une martingale (non forcément
0

réguliére) qui admet en vertu des hypothéses sur la filtration F, une version
essentiellement unique continue & droite. On en déduit I'application linéaire
continue J satisfaisant aux conditions du lemme. [

Remarque. Considérons (L,j,J) satisfaisant a (3.2). Soit x—f, une application
appartenant & C¥R4 L), J(f.) appartient alors a C*RY C), et il nest pas
difficilé de montrer quil existe une application G(x,f,w) sur R*xR, xQ &
valeurs dans R vérifiant:

G(x, t, w) est de classe C* en x, les D*G(x, t,w) 0<|a| <k sont continues en
x uniformément en ¢, et cadlag en t.

Pour chaque x les D*G(x, .,.) 0Z|a| <k sont indistinguables des J (D" f,).

t
On en déduit immédiatement que M(x,t, w)=[j(f,),ds+G(x, 1, w) vérifie
0

les mémes propriétés que G, lorsque ¢ reste inférieur & TeR | fixé.

Dans la suite, nous conserverons ces notations.

Nous allons maintenant montrer la
Proposition 6. Considérons: un triplet (L, j, J) vérifiant la propriété (3.2), o(x, t, )
une application de R*x R, xQ dans M, (R) bornée, uniformément lipschitzienne
en x, et progressivement measurable pour chaque x, pour ie(1, d) des applications

. - d .

fieC**(R? L) avec k+a >§+ 1, k=2 et | D*fi||; bornées pour 0= |u| 2. (lorsque

o =0, on suppose simplement les fide classe C', et les |D*fl; 0<|a| <1 bornées).

. e (M5 B . .
On note a, ,(x, s, w) une version réguliére de d—d—— (voir proposition 1)
' S
day, ,
et on suppose a,; et o k,1,me(1,d) bornés.

m
Alors les processus x[,t 20, solutions de:

1
dxf=~8— F(x?, t/e%, w)di+ o (x, t/e?, w)dB:
e (3.5)
Xo=Xo
on Fi(x,t,0)=j(f){w) et B;=¢B,,, ont des lois étroitement relativement
compactes, de plus si g est de classe C® a support compact dans R? a valeurs
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dans R:

t 6Gl
g =ste0)+ L9 5

1¢ . o S
+§ gftj(xi) [FLGJ +FG o ol + G0t Gi,k](x; s/e%)ds
+ martingale + O(¢) (3.6)

ou le terme O(g) doit étre entendu au sens de la norme uniforme lorsque t reste
dans un intervalle compact de R |

Démonstration. Commengons par démontrer I'étroite compacité relative des lois
des processus x°. Il nous suffit clairement de démontrer I'étroite compacité
relative d’une suite x* ou ¢, tend vers 0 (si limsupe¢, >0, on peut extraire une
sous-suite étroitement convergente).

Posons NF=(eG'(x¢, t/e%, w)) ie(l, ).
Nous allons étudier une perturbation de x{ par N/,

Les formules (2.2) du théoréme 1, (2.7) du lemme 4 (et dans le cas ¢=0, la
remarque 1) qui suit le théoréme 1') permettent d’écrire:

aG* 1 92G*
ke __ 3 za - 2 i,e y.Jj,&
NS e s )Xy 5 A ),
to, (;a—)’;j(xf, t/o?) dt — U P, 62 de 4+ dME 3.7)

ol M%** est lintégrale stochastique de la famille eMpE (F--martingales) le
long du processus x°.
(Dans le cas ot ¢=0, on obtient:

d k, & aGk £ 2 i,e 1 k(€ 2 1k, &
N} =85>—;(xt, t/e*)dx _EF (xf, t/e)dt+d M}

oti M** est une martingale.)
Nous allons traiter le cas ¢+0, le cas 0 =0 s’en déduisant immédiatement.
Le développement de x?+ N permet d’écrire:

xk,s=xk+f[5—GkFi & ’”]<x s/2%) ds+,\"o (x, s/¢%) dBL*
SRR PR P bt S
0 i

t k

+j8_(3-;ai’l(xz’ s/e?)dBL e +dM* %+ 0(e).
0] i
Nous allons maintenant utiliser le critére d’étroite compacité relative d’Aldous
sous la forme qui se trouve chez Metivier [11].

Si les S° (on supprime l'indice n pour ne pas surcharger I'écriture) sont des
Ff(=F,;)-temps d’arrét uniformément bornés par TeR ., et si 6>0:

E[suplxsura —x5*] £ C6* 4 CE[sup IME.X", — M5X"12]4+ C6+ O(e).
asé
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Le second terme du membre de droite est inférieur a:
4CE[{M" **y5:+7]

or la formule d’Ito et (3.7) (ne pas oublier que les termes ne sont pas tous
continus) permettent d’écrire:

oG* . 1 da, |
(N 8)2_2ij E(a PR P aa;’.j) (x2, 5/%) ds + (MM <%,

+martingale + O(g).

On en déduit que:

E[sup |X%2 ,— x2S C 624+ C'+0(9)

ce qui nous donne, en vertu du critére d’Aldous, 'étroite compacité cherchée.
Montrons maintenant la formule (3.6):
la formule d’Ito permet d’écrire:

t
g(x7) +gixp) - Ny * =g (x0) +gi(xo) Né’“rf gi(xg)dx°

l t
5 ] g d G ”>+§g, (x0) dNp*
0
t
[ g(x0) Nt 8+5g S X NI,
0
1 . .
+§ (j) g/ R ) N 2d {x”%, xS

On en déduit:

g =etro)+ ] 1| S P o S 690

1t o
Ef gl )F G+ FI G + g  oh* +a ¥ ok al k6" ¥ (x2, s/e?) ds
0

+martingale + O(e).

qui n’est autre que la formule (3.6). [

Remarque. En vertu de la remarque 2) suivant le théoréme 1', on obtient le fait
que la proposition 6 reste valide, dans le cas ou les martingales N“* et M7~

t
sont fortement orthogonales pour tout x, x, i, j (en posant N = f a(x, s, w) st)
en faisant seulement ’hypothése: 0

f.eC*(R?, L) et | D*f.|; bornée pour 0<al 2.
Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le

Théoréme 2. Considérons (Q, F, F, ,, P) vérifiant les hypothéses du lemme 5 relati-
vement d une fonction r qui vérifie en outre: u-r(u) décroit, et tend vers O en
-+ 00.
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Considérons sur R*x R, xQ deux applications F(x,t, w) et o(x,t,w) d va-
leurs respectivement dans R? et M (R).

On suppose que:

pour chaque xF(x,.,.) et o(x,.,.) sont progressivement mesurables, o est
uniformément lipschitzienne en x et bornée, x—F'(x, ., .) ie(1,d) est une applica-

d lal
tion de C%*(R? L) avec k+a>2+1 et k=2, et (x,.,.
0<Ia{<7
{(Dans le cas 0=0, on suppose seulement F de classe C! en x, a dérivées
ol Fi

est bornée pour
L

uniformément lipschitziennes en x, et les uniformément bornées pour

ox*

0=Z|el 1), pour chague x et t E(F(x,t,0))=0, o{x,t,w) et F{x, 1, w) sont F -

d{M"**, B’
ds

que leurs dérivées, qui sont uniformément lipschitziennes, i, je(l, d), pour chaque x

et t a; {x,t,w) est F -mesurable, i,je(l,d), il existe des fonctions A, ; et B,

ije(l, d), sur R valeurs réelles relles que:

mesurables, les versions réguliéres, a; (x,s, w) de sont bornées ainsi

1 . . . .
a) dp=sup T E({(M"* 4+ Nb%) (M#* 4 N#*) Ty ~A4; (%) (3.8)
Xt

tend vers O lorsque T tend vers +co, Vi,j

b) &, —sup

[Hj"TjE@ (x, 5, w)- F(x,u, co))dsdu

+E ({QL ax N l}f r)]msi(x)

tend vers O quand T tend vers + co, Vi.

t
Ou N est la martingale d-dimensionnelle Sa(x, s, w)dB,.
0

Si le probléme des martingales (x,, A, B) posséde une unique solution E,, les
processus xt t 20 solutions de:

1
dszg F(x,, t/e*, w)dt+o(x,, t/e*, w)d B
X5=Xq

ot By est le F,,,-mouvement brownien &B, ., convergent en loi vers By, lorsque ¢
tend vers Q.
(Voir la remarque qui suit le théoréme pour des compléments.)

Démonstration. Pour obtenir le théoréme, en vertu de la proposition 6, il nous
suffit de montrer que tout point limite des lois des processus x° est solution du
probléme des martingales (x4, 4, B).

Pour cela nous allons appliquer aux termes qui apparaissent dans la formu-
le (3.6) le lemme suivant:

Lemme 6. Soit H{x,t,w) un processus réel mesurable pour chaque x, borné,
uniformément lipschitzien en x.
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On suppose qu'il existe une fonction w20 sur R, décroissante, tendant vers
0 en + co, et une fonction H sur R telles que: ‘

si xeR? et s<t, |E(H(x,t 0)/F)—EH®X,L o), <w(—s), (3.9)

t+T

;__ { E(H(x,s, w))—H(x)ds (3.10)

Hy=sup

Lx

tend vers O quand T tend vers + co.
Alors

si s<t lim

e~ 0

B (1002, 0~ B .

=0.
2

Démonstration. Commengons par remarquer qu'il suffit deffectuer la
démonstration dans les deux cas particuliers suivants:

a) pour tout x et t, E(H(x,t,))=0,

b) H(x, 1) est déterministe, et H=0.
Nous allons traiter le cas a), le b) étant plus facile.

Soit ¢°L*(F?), on a:

E
’E(gbffH(xf,, ufe?, w)du)| S A*+B° ou:
iﬂ s
& Ve at € 2 £ 2 1
A =]/E dviE (qb. [ H(xZ, u/e?y—H(x}, u/e* +v+ )du)
0 0 1/5

et i
tvE 1

B=1/¢E (f {H (x;i,u/sz+v+—)‘q58dudv)
00 Ve

Commengons par étudier A7
On a:

VH(xj, /ey du—| H (xﬁau/82+v+~—1~> du
0 0

Ve
t+we?+83/2

1
é JJ' H(Xi} u/gz) du - _f H(xi—vsz—sﬁ/z, u{;SZ) d“
0

pe? 4+ 372

t
[ Hxu/e?) = Hx oo, u/e) du
(we2+e3/2) at
t
é2C1(082+83/2)+K// I |x3_x2-—vsz—83/2! du

(ve2+e3/2) At

L2C (vt +&¥H)+

S”—‘S, K o
or: E(‘xs,,_..xSI;Z)l/Z éKl ( + S”—S,) sis’>¥.
£

On en déduit: .
VE

A< [Cg3f2+t-1<1/£ | (v8+1/g+]/820+83’2)dv]> 6%,
0

S[CE2+1t-KY e+ e +5V2654] - (9%,

Occupons nous du terme B
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Du fait de la continuité en x et H(x, t) et de (3.9) on a:

"E (H (xf,, u/e* +v+1—1[;)/Fu/sz) mgw (U-I—%) <w (%)

Donc:

1
Bsgzw(—

l/g)wfu

au vu des majorations de A® et B®, on obtient:

“E (EH(x,ﬁ, u/e*, ) du/El/az)

_Stw (%) +0(/e) (s et t fixés)

d’ou le lemme. [

Avant de pouvoir appliquer le lemme précédent aux termes qui apparais-
sent dans la formule (3.6), faisons la remarque suivante:
si h et b sont dans L, et si J est 'application linéaire continue de L dans C
construite au lemme 5,

pour s<t: (3.11)
IEC (B), - hi/F)—E(J (B), h)ll o

<|hl,- nh'nL(z i r(u)du+(t—s)r(t——s)).

8§

En effet, si BeF,:
E[1p-J(B)h—ELT (W), h D= | {E[Lp(h, h;—E[h,hD)]ldu

t+t—s
t+(—s)

+ | E[La(h, i —ECh kDI dus2 [ r@wdux P(B)x |h| |k
t t—s)

I
F(E—=s)r{t—=s) [l IIK{,- P(B).
On en déduit (3.11).
Terminons la démonstration du théoréme:
sifa valeurs réelles est de classe C™ & support compact sur R%:
oa;

d
0,

t aGl
S =)+ TG 5T P+ St g, s/t ds
0 X
1t e L A
+§ jfl"J(xi) [FIG'+F'G' +o"*gh* +a*ghk gk k] (x%, s/e?)ds
0
+martingale + O(g).

Or, d’aprés la formule d’Ito:

t
Gr>*Gl* = [(F>*G/*+ F»*G"¥) ds+martingale + (M>*, M**,
4]



63 A.-S. Sznitman

en utilisant (3.8) a) on voit que les hypothéses du lemme 6 sont vérifiées pour
fi i) (FIG+F G 40, -0, ,40;,0;,+0a;,0;,) (X5 o) relativement a la fonc-
tion 4; ;(.).

De méme comme:

1t+T aGl A
= j E[( k—f—(g;”l o'k,,)(x,s)]ds

0, .
1 t+T u l 1 aMl t+T
7 [ au jE[ (x, 1, @) F (x, 1, a))]du+?EH - (x,.)-N.}t ]
1 t+ T i
+t j du j E[aF (x,v,a))~F(x,u,cu)] dv
t+T ox

et le dernier terme est inférieur en valeur absolue a:

1 t+T + o

7C. [ dwdu ov = [ r@)dv

u

On voit que les hypothéses du lemme 6 sont vérifiées pour:

OG‘ da,
,m
Fhky_m, Crm | (X, S, @)
0%,

79 (5

k
d’ou le théoréme. [

Remarques. 1) la condition (3.8) a) peut se récrire:

((HjTF‘(x u) du-f—tT[Ta (x, u)db")

"o_
5T—sup
t,x

(HJTFJ(x u) du—v—t}TJ (x, u)dBk>)—Ai,j(x)

tend vers 0 quand Ttend vers + oo, Vi,j.

2) Dans le cas 0=0, les hypothéses du théoréme 2) assurent I'unicité de la
solution du probléme des martingales (x,, A, B).

En effet, la démonstration précédente permet de voir que:

A; (x)= lim LIE (x, t, w)) dt,

T—»OO

ol by ;(x,t, )=(F'G'+ F/G") (x, t, w), sous les hypothéses du théoréme 2, h; ; est
continument différentiable en x, bornée, a dérivées bornée et uniformément
lipschitziennes.

On en déduit que A4;; est bornée, continument différentiable, & dérivées
bornées et uniformément lipschitziennes (les dérivées en question ne sont
autres que:

1T (oh,;
_Thf;?jE(ax (x,t,cu))dt,

m

A

0X

m

cette derniére limite existant parce que les fonctions
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1T
D, (T) =T g E[E(hi,j(x +he,, t, 0)=h; (x,t, w)]dt

convergent uniformément sur R, , vers:

T
71: [E (ghi’j (x,t, w)) dr lorsque h tend vers O (e; est la base canonique de R%).
[ X |

On en déduit que Y A(.) est uniformément lipschitzienne bornée (ceci
résulte d'une légére modification du théoréme 3, p. 84 de Priouret [21]), et
donc le probléme des martingales (x,, 4, B) posséde une unique solution.

On peut noter que le théoréme 2 établit la convergence en loi des processus
x° (dans le cas ¢=0) sous des hypothéses de mélange sur les tribus F, , et de
différentiabilité sur F plus faibles que celles de Khashminski [6, 7]. _

3) Dans le cas ou les martingales N** et M** sont orthogonales deux a
deux, pour tout i/, x,x’, on obtient le résultat du théoréme 2, en supposant

seulement comme condition de différentiabilité sur F que: x—F(x,.,.) est dans
el

C*(R% L) et que les -——;(x,.,.)
L

remarque suivant la proposition 6).

sont bornées, 0ol <2 (pour cela voir la
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