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1. Einleitung 

Sei K ein nicht ausgearteter, besehr/~nkter, konvexer Bereich der euklidischen 
Ebene und B ein be]iebiger, im Innern yon K enthaltener konvexer Bereich. Wir 
w/ihlen n zuf~llige Geraden gl . . . . .  gn, die den Bereich K, aber nicht den Bereich B 
treffen. Die gi seien unabh/~ngig; ihre Verteilung sei durch das euklidische in- 
variante Geradenmag # mit der Dichte dg definiert (W. BLASCHKE [1], w 2). Durch 
Hi bezeichnen wir die yon gi bestimmte abgesehlossene Halbebene, die B enth/ilt. 
Dann ist 

n H 
0.1) = F I  

i = l  

ein durch die gt eindeutig bestimmtes, zuf/~lliges konvexes Polygon, das B enthiilt. 
Durch Xn bezeichnen wir die Anzahl der Ecken yon Hn. Wir wollen das asymp- 
totische Verhalten der mathematisehen Erwartung der Eekenanzahl Xn unter ver- 
sehiedenen Voraussetzungen ffir B bestimmen. 

In w 2 stellen wir die Formeln fiir die zu untersuehenden Wahrscheinliehkeiten 
auf und leiten einige einfaehe, in den w167 3--5 anzuwendende Abschgtzungen her. 
Ferner zeigen wir, dab die Wahrseheinlichkeit dafiir, dab Hn nicht geschlossen 
ist, ebenso w~e die Wahrseheinlichkeit daftir, daf3 Hn nieht in K enthalten ist, 
yon der Ordnung O(yn) (0 < y < 1), gegen Null geht. In  w 3 betrachten wit den 

7~ 2 
Fall, daB B in einem Punkt  ausartet, und beweisen E(Xn) ~ ~f, ffir n-->+ cr 

In dem Fall, dab B einen glatten Rand beschr/inkter Kriimmung hat, gilt 
E(Xn) ~ konst, n 1/a (Satz4, w wenn sehlieBlich B ein konvexes r-Eck ist 
(r > 2 ; r = 2 bedeutet, daB B in eine Streeke ausartet), ergibt sieh E (Xn) ,~ ~r log n 
(Satz 5, w 5). Die GrSBenordnung, in der E (Xn) in den letzten beiden F/illen mit n 
gegen Unendlieh geht, stimmt also mit den entspreehenden GrSBenordnungen ftir 
den l~all der Eekpunkte der konvexen Hfille yon n in B zuf/illig gew/~hlten 
Punkten iiberein (A. R ~ Y I ,  R. SULANK]~ [2]). 

I terrn L. B]~o  mSchten ~ ffir einige Hinweise zu den Berechnungen in w 5 
herzlieh danken. 

Das Resultat von w 3 kann fo]gendermaBen interpretiert werden: Wit be- 
trachten ein System von n zuf/illigen linearen Ungleichungen axx+b~y ~ce  
(k = 1, 2, . . . ,  n). Das Wort  ,,zuf/~llig" bedeute, dab die Verteflung der voneinander 
unabh/ingigen Geraden akx + b~y = c~, die alle den Bereich K treffen sollen, 
dureh das invariante GeradenmaB bestimmt ist und der Punkt  B (x = 0, y = 0) e K 
allen Ungleichungen genfigt. Sei Xn die kleinste Zahl mit der folgenden Eigen- 
sehaft: Es gibt Xn aus den n Ungleichungen derart, dab jeder Punkt  (x, y), der 
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diesen X n  Ungleichungen genfigt, sogar a l l en  Ungleichungen erfiillt. Unser Er- 
gebnis besagt, dab fiir n--> c~ der Erwartungswert der minimalen Anzahl X n  
der ,,kritischen" Ungleichungen gegen ~2/2 strebt. Also kann man erwarten, dab 
man bei der L6sung einer Aufgabe der Linearprogrammierung mit zwei Un- 
bekannten und einer beliebig groBen Anzahl linearer Ungleichungen mit zu- 
f/illigen Daten im Mittel nur eine ziemlich kleine Anzahl yon Schritten nach einem 
der bekannten Verfahren ben6tigt. So ergibt sich naturgem/~B das Problem, die 
analoge Aufgabe ffir eine beliebige Anzahl yon Unbekannten (also ftir den Durch- 
schnitt yon zuf~lligen Halbr~umen eines k-dimensionalen Raumes, k-:--3, 4 . . . .  ) 
zu behandeln. Diese Aufgabe hat unl/ingst Herr  WOLFGANG M. SCHMIDT gel6st, 
indem er bewies, dab die mittlere minimale Anzahl der ,,kritischen" Ungleichun- 
gen auch im k-dimensionalen Fall (k = 3, 4 . . . .  ) gegen einen endlichen, nur yon 
k abh/~ngigen Grenzwert ~k strebt; sein Beweis ergibt aber nur die Existenz der 
Zahlen ~ und nicht deren genauen Wert. Aus dem Satz yon t terrn WOT,FGA~G 
M. SCHMIDT folgt fiir den yon uns betrachteten zweidimensionalen Fall die 
Existenz der Grenzverteflung yon X n .  Auf die explizite Bestimmung dieser 
Grenzverteilung hoffen wit in einer anderen Arbeit zurfickzukommen. 

2. Grundformeln und einfaehe Absch~itzungen 

Sei Sit = g~ N gj ( i .  ]). Der Punkt  Sil existiert mit Wahrscheinlichkeit 1. 
Setzen wir ~ij = 1, wenn Sij Eckpunkt  yon I In  ist, und e# = 0 sonst, so gilt 

(2.1) X n =  ~ eil. 
l <i<]<q,t 

Sei W(n)  die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal3 $12 Eckpunkt  von I In  ist. Aus 
Symmetriegriinden ergibt sich fiir die mathematische Erwartung 

Wir wollen zun/~chst eine allgemeine Formel ffir W(n)  herleiten. Der Punkt  
S = $12 ist Eckpunkt  y o n / / n  genau dann, wenn keine der Geraden ga . . . . .  gn 
die konvexe Itfille Bz yon B u S trifft. Sei 1 der Umfang yon K, b der yon B 
und Is der yon Bx. Nach der Croftonschen Formel ffir konvexe Bereiche 
(W. BLASCl~KE [1], w 3, (60)) 

(2.3) f dg = 1 
g n K r  

ergibt sich im Falle S e K 
1 - Is 

(2.4) P ( g a N B z = 0 ) =  l - -b  " 

Wit zerlegen W (n) in die beiden Wahrscheinlichkeiten 

(2.5) W(n)  = Wl(n)  + W2(n),  

(2.6) 

(2.7) 

Es gilt 

(2.8) 

W1 (n) = P (S Ecke y o n / / n ,  S e K) ,  

W2 (n) = P (S Ecke v o n / / n ,  S r K) .  

1 //  
W1 (n) - -  (l - b)~ (l - -  ls) n-2 dgl  dg2 . 

glng~qK~:O, (gaug2) q B=l i l  

Ffir W2 (n) geben wit eine Absch/itzung an, aus der folgen wird, dab W2 (n) gegen- 
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fiber W1 (n) zu vernachlgssigen ist. Bezeichnet # das GeradenmaB, so ergibt sich 

/f (2.9) W2 (n) -- (l---b), ](S)n-2dgldg2 
D 

mit / (S) ---- # (g: g n Bs  ~ 0, g (~ K :~ 0). Integriert  wird fiber den Bereich D 
aller Geradenpaare gl,  g2 mit  gl (~ K .  0, g2 (~ K =~ O, gl n g2 (~ K ~- 0, (gl w g2) 
(~ B = 0. U m  /(S) abzusch~tzen, w~hlen wit einen l~andpunkt R yon K, der in 
Bs liegt; dann gilt Bn c Bs  und folglich 

( 2 . 1 0 )  / ( s )  _ _ < / ( R )  = 1 - -  ~R = (~ - -  b) - -  (IR - -  b ) .  

Indem wir yon BR durch eine geeignete Stfitzgerade an den in BR liegenden Rand- 
bogen B ein gleiehschenkliges Dreieek absehneiden 
(Abb. 1), ergibt sieh 

(2.11) 1R -- b ~ 2a -- c = 2a (1--  sin ~ ) .  

Bezeichnet r den Abstand der R~nder yon B und 
K, so grit offenbar a ~ r ~ 0; ferner haben wit, 
wenn ~ der Winkel ist, in dem man B yon einem 
Randpunkt  v o n K  auss ieht ,  0 ~ ~0 ~< ~o ~ ~; 

Abb. 1 denn B liegt ganz im Innern yon K. Somit grit 

(2.12) l - - b ~ l R - - b > = 2 r ( 1 - - s i n ~ ) = e > O .  

Aus (2.10) und (2.12) folgt 

( 2 . 1 3 )  l - - b  - - Y  mit  0 ~ y ~ l ,  

wobei ;~ nur yon B und K abh~ngt. Wit  erhalten 

// (2.14) W2(n) ~ (1~- ~)2 dgldg2. 
g l n K  *O, g2nK *O 

gl~g2~K~O 

Nach einer Formel von CI~OFTOI~ (W. BLASCltKE, [1], w 7) ergibt sich ffir das 
Integral  (2.14) 

( 2 . 1 5 )  S ] d g l d g ~  = l~ - -  2 ~ F  

wobei F der Fl~cheninhalt yon K ist. Es folgt 

(2.16) W2(n)-~O(~ n) mit 0 < ~ < 1 .  

Wenn der Bereich B in einem Punkt  ausartet, erhi~lt man (2.16) dureh eine noch 
einfachere Absch~tzung. Dieselben ~berlegungen zeigen allgemein, dab der Anteil 
der Geradenpaare gl, g2 deren Schnit tpunkt S auBerhalb einer festen konvexen 
Umgebung U von B liegt, yon der GrSBenordnung O(y n) ist, wobei y mit  
0 < y < 1 natfirlieh yon der Umgebung U abhKngt. 

Satz 1. Sei B ein (m6glicherweise ausgearteter) konvexer Bereich und K eine 
konvexe Umgebung yon B. Die Wahrscheinliehkeit da/iir, daft eine Ecke yon Hn 
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au~erhalb K liegt, geni~gt der Beziehung 

(2.17) P ( E c k e  yon  H n  ~ K) = O(7n ) (0 < 7 < 1) 

wobei 7 eine yon K und B abh~ingige Konstante ist. 
Es bleibt also (2.8) auszuwerten, t t ierzu ffihren wir naeh W. ]3LASCItKE [1], 

w 6, (89) die Subst i tut ion 

(2.18) dgl dg2 = Isin (qJ1 - -  q~)l dq:l dq~e dS 

aus;  hierbei sind ~01, ~2 die Winkel  yon  gl bzw. g2 mit  einer festen Richtung und 
dS die Dichte des Schni t tpunktes  S -~ gl (~ g2. Wegen 

(2.19) f ~  [ s in(~l  - -  cf~)]dq~ldqJ2 = 2(~ - -  sin~) 
0 0  

erhalten wit, well fiber ~fI ~ ~1, ~0g=< 9~ zu integrieren ist, 

2 18 -- b In-2 
(2.20) W l ( n ) -  (;:-b)2 f (1 ~ = ~ /  ( ~ ( S ) -  s in~(S))dS;  

S e K \ B  

hierbei ist ~ = 9~ - -  Wz ---- z - -  (o und co (S) ist der Winkel, unter  dem man  B 
yon  S aus sieht (Abb. 2). Die Auswertung dieses Integrals  unter  versehiedenen 
Voraussetzungen fiber B erfolgt in den w167 3--5 .  

Abb. 2 

Zuerst  untersuchen wir noch die Wahrscheinlichkeit  dafiir, daI3 / / n  nicht  
geschlossen ist. Es ist ja denkbar,  dab das Polygon IIn aueh ffir grfl~ere n nieht  
den Bereich B umschlieBt, d.h.  nich~ beschrgnkt  ist. Das wird besonders dann  
eintreten0 wenn B nur  an einer Seite dem R a n d  yon K sehr nahe kommt .  Nattirlieh 
geht  die Wahrscheinlichkeit  daffir, dal3 IIn nieht gesehlossen ist, ffir n -+ + co 
gegen Null. Wir  wollen die GrfBenordnung dieser Konvergenz absehgtzen. 

Seien 9~i die Winkel  der yon B weg geriehteten Normalen yon g /mi t  einer festen 
Riehtung.  Dureh ~vi bezeiehnen wir die geordnete Stichprobe der ~l, d.h.  die 9~ 
sind gleich den ~0j, der Grfl3e naeh geordnet  : 0 =< 91 ~ 92 ~ " "  ~ 9n < 2~r. Sei 
& -~ 9i - -  9~-1 (i = 1 . . . . .  n), wobei 90 ---- 9n - -  2 or gesetzt werde. Das Polygon 
ist gen~u dann  nicht  geschlossen, wenn einer der Winkel ~f _--> vr ist. Zungchst  
haben wir also die Vertei lungsfunktion des Winkels ~ unter  der Bedingung 
g n K:~ 0, g n B = 0 zu berechnen. I s t  p0(~) die Stfi tzfunktion yon B und 
pl  (F) die yon  K, so folgt ffir 0 --< x --< 2Jr 

x p~(~) x 

l j . f  (2.2]) P(q9 ~ x ) - -  1--b dpdq~-- 1 b (q~)--po(q~))dqJ. 
0 po(~) 0 

Hieraus ergibt sich: I s t  Pl (~) - -  P0 (~) = r konstant ,  d.h.  K der guBere Parallel- 
bereieh im Abs tand  r yon B, so ist ~ au f  dem Einheitskreis gleiehverteilt und  es 

11 Z. Wahrscheinl ichkei ts theorie  verw. Geb., Bd. 9 
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gilt 

(2.22) 1 - -  b = 2 z r  

I n  diesem Fall  ist die Dichte  yon 

(2.23) [ (~) - -  p~ (~) -- po (~) 
1--b 

1 
kons tan t  gleich ~ ; die Wahrscheinl lchkei t  daffir, da6 ~t ~ z ist, ist  gleich der 

Wahrscheinl ichkei t  dafiir, dab n - -  1 Winkel  ~Pl . . . . .  ~Pi-1, ~Pt+l, . . . ,  ~On zwischen 
~v~ und  ~ + ~ liegen, also gleich 2-(n-1). Da  alle MSgliehkeiten ~t ~ ~ sich 
gegenseitig ausschlieSen und  gleieh wahrscheinlich sind, ergibt  sigh (vgl. [3]) 

(2.24) P (Tin nicht  geschlossen) - -  2~_ 1 

(falls K Parallelbereich yon B ist). 
I m  allgemeinen Fal l  gilt wieder 

(2.25) P(Hn nieht  gesehlossen) = n j ' [ (9)  (O)dO d~o. 
0 

N u n  ist offenbar 

p~ (~) - po (~) > c > 0 (2.26) 

also 

(2.27) 

wobei 

(2.2s) 

~ + ~  

] / (O)d(O)  <= 1 -- 7~c 
~o 

2x~ 

a c  < ] l ( O ) d O  = 1 
o 

grit. Aus (2.25) und  (2.27) folgt 

Satz 2. Ist K ein Parallelbereich yon B, so gilt/fir die Wahrscheinlichkeit, daft 
Tin nicht geschlossen ist, die Beziehung (2.24). Ist B enthalten im Innern yon K, 
so ergibt sich /fir diese Wahrscheinl@hkeit im aUgemeinen Fall 

(2.29) P (Tin nicht geschlossen) <= n yn-1 

wobei y (0 < y < 1) eine yon B und K abh#ngende Konstante ist. 

3. Zuiiillige Polygone um einen Punkt 

Sei B = 0 ~ K ein fester  Punk t .  D a n n  ist b = 0 und  ls = 2 ]OS I gleieh der 
doppel t  zu ziihlenden L~nge der Strecke OS. Aus (2.8) folgt 

l f f  (1 210S ' n -2  (3.1) Wl(n)  = 7~ 1 ) dgldg2. 
g l N g 2 N K  *O 

Die Bedingung gl n 0 = 0 b rauch t  nicht  beach te t  zu werden, weft die Menge aller 
Geraden durch einen P u n k t  das Ma~ ~qull hat .  Aus (2.20) ergibt  sich, weft in 
unserem Fall  ~ ---- ~ ist:  

2~ IOSI )n-2dS.  (3.2) Wl(n)  = ~ -  f (1 2 
S e K  
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Sei 0 < r < I/2, r lest. Dann  gilt offenbar 

(3.3) ~;f (1  210a[-)'~-~gs=o(~n), 0<~<1,  
S ~ K  

IOSl>~" 

wobei ~ : 1 - -  (2r)/1 zu setzen ist. Bezeichnet Kr den Kreis vom Radius  r u m  
O, Kr c K, so folgt 

(3.4) Wl(n)=~f(1 2lOS[)n-2 1 d S  + 0 (o: n) 
S~Kr 

mit  0 < ~ < 1. Ffir Polarkoordinaten ~, O gilt dS = ~d~dO und es ergibt sich 
durch eine einfache Reehnung 

7i 2 
(3.5) E(Xn) - -  n(n 2 1 )  W ( n ) = ~ - q - O ( y  n) mit O < y < l .  

Satz 3. Die mathematische Erwartung der Anzahl Xn der Ecken eine8 zu/iilligen 
konvexen Polygons Tin um einen Punkt 0 einer konvexen Menge K geni~gt der 
Beziehung (3.5). 

4. Ringgebiet um einen glatten Bereieh 

Uber B setzen wir nun  voraus, dab die Randkurve  konvex und genfigend oft 
stetig differenzierbar ist. Unte r  dieser Voraussetzung ist die Formel  (2.20) aus- 
zuwerten.  U m  die Gr6Ben :r (S) und ls -- b abzuschgtzen, wghlen wir zungchst  
geeignete Koord inan ten  t, 8. Auf  dem R a n d  ~ yon B ffihren wir die Bogerdgnge 
s als Parameter  ein. Wir  orientieren ~ entgegengesetzt  zum Uhrzeigersinn. Sei 
x =/(s),  y = g(s) die Gleichung yon  ~ ,  t = {/'(s), g'(s)} der Tangent ia lvektor  
und n = {g', - - / ' }  der guBere Normalvektor ;  die Striche bedeuten die Ablei tung 
nach s. Es grit dann  lit, t] = 1 ffir die Determinante  yon  1t, t. Die Normalen 

(4.1) x = / ( s )  q-tg'(s), y=g(s ) - - t ] ' (8 )  

bedecken ein Gebiet, welches das Komplement  yon  B in seinem Innern  enth~lt, 
sehlieht, so dab (4.1) eine in diesem Gebiet umkehrbar  eindeutige Koordinaten-  
t ransformat ion definiert. Die Funkt ionalde terminante  dieser Transformat ion ist 

(4.2) a (x, y) 0 (t, 8) - -  1 -~ t k (s) > 0 fiir 

hierbei bezeichnet k (s) ~ 0 die Kr i immung  
von M i m  Punk te  S. Fiir dS folgt 

(4.3) dS : (1 ~- tk(s))dtds. 

Wir bet rachten nun  einen festen P u n k t  Y0 
yon ~ ,  etwa 80 = 0, und  ziehen yon  einem 
guBeren P u n k t  S auf  der Normalen durch Y0 
die Tangenten  an ~ ,  die ~ in den tMnkten  
Y(a~), cr = 1, 2, berfihren mSgen (Abb. 3). 
U m  Ngherungsausdrficke ffir die GrbBen a~ 
und  z~ = [ Y~S I als Funkt ionen  yon  t zu be- 
rechnen, stellen ~ die Kurve  ~ in bezug 

1 

t > - -  k(s) ' 

5 

~ ~ - ~ g  ( ~ ) 

II* 
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auf das begleitende Zweibein n, t i m  Punkte Yo dar: 

~(s) -~ t(s 
k~ 3 k k '  -- ~ 8 3 - - 8 4 - ~  0(85)/ 

(4.4) - 4~ 
( k 82 ~' (k" 84 ).  - n ~., + ~., s3 + - k3) ~., + 0 (ss) 

Ftir den Sehnittpunkt S der Tangente an M i m  Punkte Y(a=) mit der Normale 
dureh Yo haben wir die Beziehung 

(4.5) ~(a) + ~ ~'(a) = tn  

auszuwerten. Setzen wir ftir z eine Entwieklung 

(4.6) z = A a  q- B a  2 -~ C a  3 -[- D a  4 q- O(a 5) 

an und gehen damit in (4.5) ein, so erhalten ~ nach Zerlegung in die Komponenten 
bezfiglich t, ~t zwei skalare Gleiehungen. Aus der t-Komponente folgt 

k 2 3 
(4.7) ~ = - - a  - ~ - a  8 -  k k '  a 4 + 0 ( a 5 ) .  

Dutch Koeffizientenvergleich der n-Komponente erh/ilt man unter Beriieksieh- 
tigung yon (4.7) : 

k 2 ~ 04 (4.8) t = ~ - a  ~- a 3 ~ - ( 3 k ' ' + 5 k  a ) ~ + O ( a S ) .  

Setzen wit nun t - - u  2, so ergibt sich ffir einen zu (4.6) analogen Ansatz yon 
a : a(u) aus (4.8): 

~ ~k'  2 1 ~ ( 1 0 k ' 2  3 ~" 5)  3 
(4.9) al ,2(u)----~ u - - ~ u  ~ 2 3 k4 2 ka - - ~  u -~O(u4). 

Diese Entwicklung maeht die Voraussetzung k ~ 0 ffir ~ notwendig; der Rand 
yon B darf also keinen Streckpunkt und erst recht keine Strecke enthalten. Die 
beiden Vorzeichen entsprechen den zwei Tangenten yon S an ~ .  Nun k6nnen wir 
das Integral (2.20) unter Beriicksichtigung yon (4.3) auswerten. Unter Beachtung 
der Vorzeichen ffir die bereehneten L/ingen (Abb. 3) gilt nach (4.7) 

k2 ~)+s~k,(~ r (4.10) l s  - -  b = (T2 -}- a2) - -  (~1 -k al) ---- ~ -  "(ala - 

Wegen (4.9) erhalten wit 

4 
(4.11) �9 Is - -  b -~ ~ / 2 k  u a -k O(uS).  

Ffir :r -- sin~ ergibt sich wegen 
a l  

(4.~2) ~(s, ~) = f ~ ( ~ ) d ~  

unter Beachtung yon (4.9) 

(2 V~-u)~  + O(u4). (4.13) ~ -- sing -~ ~., 

Das abzusch~tzende Integral (2.20) wird wegen u ~ t~/2 nach Einsetzen der 
gewonnenen Ausdrfieke (4.3), (4.11), (4.13)zu 

b h(s) 

0 0 
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Substituieren ~ nun 
/3(!_- b) x)~/8, 

(4.14) t =  ~ 4~/2k- n 

so ergibt sieh nach einigen Umformungen 
b r 

o o 

I-Iieraus folgt 

Satz 4. Sei B ein konvexer beschriinkter Bereich mit glattem Rand, dessen Kriim. 
mung k ~- lc (s) positiv und besehriinkt ist. B liege im Innern der konvexen MengeK; 
l und b seien der Um/ang yon K bzw. B. Fiir die mathematisehe Erwartung der 
Eckenzahl Xn eines zu/~illigen konvexen Polygons IIn um B gilt dann 

b 
if 2 o (1 )  (4.16) E ( X n ) = [ k ~ )  l ' ( ~ / j  J ~- 

o 

Die GrSBenordnung der Eckenanzahl ist also dieselbe wie im Fall der konvexen 
H/ille yon n zufi~llig im Bereich B gew/~hlten Punkten (vgl. A. R ~ Y I ,  R. St~LA~K]~ 
[2]), die Faktoren unterscheiden sich jedoch wesentlich. 

5. Ringgebiet um ein konvexes Polygon 

Sei nun B ein konvexes r-Eck. Nach Satz 1 liegt das zuf~llige Po lygon / /n  mit 
grol~er Wahrscheinliehkeit in einer beliebigen, festen, konvexen Umgebung U 
yon B; U sei so gewiihlt, dab alle Schnittpunkte nicht aneinandergrenzender 
Seiten yon B auBerhalb U liegen. ]:)as Ringgebiet U \ B, ffir das jetzt das Integral 
(2.20) auszuwerten ist, ~ r d  durch die Seiten yon B in r Eckgebiete E~ und in r 
Seitengebiete Ti zerlegt (Abb. 4), in denen wit die Integration einzeln ausffihren. 

Abb. 4 

Sei T eines der Seitengebiete mit den Ecken A, A' an einer Seite der Li~nge 
2 c =  I A A ' ] ' F f i r S ~ T g i l t  

(5.1) l s - - b  = ]SA] § [SA'[ - ]AA'  l = 2 ( a - -  e) , 

wobei a die groBe Halbachse der Ellipse mit den Brennpunkten A, A' durch den 
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Punkt  S ist. Als Koordinaten yon S wghlen wir a und den Abstand x der Projektion 
yon S anf die groge Aehse der Ellipse yon ihrem Zentrum. Ffir das Flgchen- 
element dS erhalten wit in diesen Koordinaten 

664 - -  62X2 

(5.2) d8 = a~V(a~- ~) (a2 - x2 i dxda. 

Ffir den in (2.20) eingehenden Winkel :r den AuI3enwinkel des Dreieeks A A'S in 
S, berechnet man 
( 5 . 3 )  S i n  ~ ~ -  2 a r V(a  2 - -  C2) (a  2 __ x 2) 

a 4 __ c2x2 --  l (X, a). 

Wir ersetzen nun das Gebiet T dutch einen an AA' grenzenden Abschnitt des 
Halbkreises fiber der Seite AA', der in U liegt und in dem ~ < 7~/2 gilt; den hierbei 
entstehenden Fehler schgtzen ~ spgter ab. Der Halbkreis wir4 bestimmt dutch 
/ = 1 ; ffir x, a erhalten wit den Integrationsbereich 

(5.4) c<~a<- -&,  I xl < ~ -  - - a  2, 

hierbd ist ~ (1 < (~ g V-2) eine Zahl, die so gewghlt wird, daI~ der Kreisabsehnitt 
in U liegt. Naeh (2.20) ist also zungchst das Integral 

ac (a/a) V ~  
8c ( 5 . 5 )  w = - = ~ ) ~  f (1 2(a--c))'-2(arcsi~l--/)dxdai~--b- 

v 0 

zu bereehnen. Hierzu entwiekeln wir das innere Integral 

(a]c) l /2v~-a  ~ 

(5.6) F ( a ) =  f ~ (arc sin / --  /) dx 
0 

nach Potenzen yon a -- c und setzen 

1 
(5.7) - 7 - ( a r e s i n / -  l) = 11 2  -4- R .  

Das Integral fiber den ersten Bestandteil ergibt 

(a/a) V2c ~ - a 2 
1 C a 4 - - c  4 

(5,8) y J 12dx= 6a2c l og (a - -  c) + O(a-- c). 
0 

Fiir den Rest R zeigen wir 
(ale) V2c 2 -  a ~ 

(5,9) .f R dx = 0 (a - -  c). 
0 

Es grit ja, wean 

gesetztwird, 

(5.10) 

Daher genfigt es 

are sin ~ = Z Vv ~2v+1 
V=0 

r162 oo 

v = 2  v ~ 2  

(a/c)l/2c~-~ 
f /4 dx ---~ 0 (a -- c) 
0 
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(5.12) 

Daher  ist noch 

also 
(a/e) l/~-a~ 

/ (a2--x2) 2 ( 1 ) 
(5.11) 0 ((~4 __ 02 X2)4 d x  = 

0 

zu bewoisen. N u n  gilt wegen 0 ~< x --< c ~ a 
(a - x) 2 (a 2 - x2) 2 4(a -- x) 2 

16a%](~--cx)4 < (~41Z~4 < ---- = = a 6 ( a ~  - o x ) 4  " 

0 1 (5.13) r _(a--x) ~ dx = ( ~ )  
J (t~ 2 - -  0X) 4 

0 

zu zeigon. Diese Beziehung erhs m a n  leicht durch clio Subs t i tu t ion  a 2 - - c x =  t 
und einige einfache Absohi~tzungen. Aus (5.6)--(5.9) ergibt  sich 

(5.14) _~(a) - -  

Naeh  (5.5) grit also 
~e 

f( (5.15) W = 3(l ~ ) 2  1 
c 

Dureh  die Subst i tu t ion 

a 4 _ 04 
~ a ~  log (a - -  c) -{- 0 (a - -  c). 

2(C~ - -  0 ) I  n - 2  [ a 4 -  c 4 
(l--b)] I - - ~ - l ~  da" 

2 (a -- o) Z 
l - -b  -- ~--2 

ergibt  sich nach einigen einfaehen Rechnungen  wegen 
6e 

(5.16) / ( 1  2(a---c-)-In-2"O(a--c)da=O(l--b) ] (~)  

die Beziehung 

(5.17) W = 3n(n~-- 1) log (n - -  2) -? 0 . 

Bei der Erse tzung des Seitengebietes T dureh einen Halbkre i sabsehni t t  haben  
wir en tweder  fiber ein v o n d e r  Geraden der benaehbar ten  Seite und  einen Kreis-  

A( A 
- c  v 8 \ ~  

\ 
Abb. 5 a 

/ 

A 

Abb. 5 b 

bogon begrenztes  Gebiet  zuviel  (Abb. 5a) odor zuwenig (Abb. 5b) integriert .  
Wir  zeigen, dal~ die hierdurch ents tehenden Fehler  yon  der  Gr61~enordnung 
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O(1/n~) sind. Sei 

(5 .18)  x(a )  = c + (a - c) r + O ( ( a  - c)~) 

eine Darstellung der benachbarten Seite. Der Fehler im ersten Fall (Abb. 5 a) ist 
d a n n  

/i 2 (a' -- ')-In--2 i (a/e> ,2/2--a ' a4 _ 02 x 2 
(5.19) A = q 1 - -  (l -- b) ] ae [/a-~---~ (~ - -  sin~) Va~-- ~ d x d a ;  

c x(a) 

hierbei bezeichnet q eine Konstante.  Wegen (5.16) genfigt es zu zeigen, dab 

(a/c) (2c~--a ~ 
f a4 _ c2x2 (5.20) I ( a )  = (~ - -  sin r162 ~ d x  : O((a  - -  c) 3/2) 

x(a) 

gilt. Nun ist ~ - -  sin ~ beschr~nkt, so da~ es genfigt, 

(a/c) ~/2c~a-a ~ 
f a4 - -  ~2x2 

(5.21) j ~ d x  = O((a - -  c) 3/2) 
x(a) 

zu beweisen. Ffir das unbest immte Integral  
f a4 _ r ~2 x 

(5.22) Q (x) = J ~ dz = ~2 x 

erhalten wit wegen areeos ~ = aresin I ~a  2 _ x2 die Entwieklung 

1 2 (5 .23)  Q (x) = ~-1/~ - x2 (c2 x - aa + a (c2  - a2) + 0 (a ~' - x 2 ) ) .  

Durch Einsetzen der unteren Grenze x = x(a)  nach (5.18) ergibt sich sofort 

(5.24) Q (x (a)) = 0 ((a - -  c) 3/2) 

Das gleiche gilt aber auch f~ir die obere Grenze, weil der hier einzusetzende Aus- 
druck ebenfalls die Gestalt (5.18), natiirlich mit  einer anderen Konstanten V, 
besitzt. Somit gilt (5.21). Ganz analog sch~tzt man auch den zweiten Fehler 
(Abb. 5b) ab. Somit kSnnen wir in (5.17) den Halbkreisabschnitt  dutch das Seiten- 
gebiet T ersetzen und erhalten insgesamt 

(5.25) W ( T )  - -  3 n ( ~ - 1 )  logn + 0 . 

Diese Formel gilt aueh, wenn B in eine Streeke ausartet. 
Nun betraehten Mr  das Eekgebiet E = El bei der Eeke A~ von B. Wit  ftihren 

wie bei (5.2) wieder halbelliptisehe Koordinaten ein; nur ist die Basis jetzt  die 
Streeke Al- lAi+l ,  deren L~nge wieder dureh 2c bezeiehnet werde, lVlit 

1 
d ----- ~(IA,-~A,I + IA, A,+~l) 

ergibt sich fiir die Abstandsdifferenz 

( 5 . 2 6 )  I s  - -  b = 2 (a  - -  d ) .  

Daher gilt nach (2.20) und (5.2) fiir die entsprechende Wahrscheinlichkeit 
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ao x~(a) 

(5.27) W ( E )  - -  1 (~ - -  s i n~ )  a~Va2_c2)(a~_x2)dxd~. 
d x~(a) 

I t ier  bezeiehnen xl (a), x2 (a) die x-Koordinaten der Schni t tpunkte  der zu a ge- 
hSrenden Ellipse mit  den Verl/ingerungen der an A~ anstoSenden Seiten fiber A~ 
hinaus. Da wir nu t  eine genfigend kleine Umgebung  yon  B betrachten,  gilt 

Ixl <=max(Ix~(a) I, Ix2(a)l)<a, ~<d<=a.  
Aus dem Mittelwertsatz folgt wegen der Besehrs und  Stetigkeit  des 
In tegranden  

x~(a) 
f ( Z 4  _ _  ~2 X2 

(5.28) (~ - -  sin ~) a2l/(a 2 _ ~)  (a 2 _ x2 ) dx : M(a )  (x2 (a) - -  x l  (a)), 
x~(a) 

wobei M ( a )  ffir alle a aus dem betrachte ten Bereich besehrs bleibt : [M(a) l ~ M 0 .  
Ffir a ~ d gilt xl  (d) = x2 (d). Die Funkt ionen  x~ (a) sind an der Stelle d genfigend 
oft stetig differenzierbar. Es folgt 

(5.29) x2(a) - -  x l  (a) ~ ho(a - -  d) + O((a - -  d)2), 

wobei h0 eine gewisse Kons tan te  ist. Setzt  man  (5.28), (5.29) in (5.27) ein, so 
folgt nach (5.16) unmit te lbar  

Wegen Satz 1, (5.25) und  (5.30) erhalten wir den folgenden 

Satz 5. Sei  B ein  i m  I n n e r n  yon K liegendes konvexes  r -Eck,  r > 2. Fi~r die 
mathematisehe Erwar tung  der E e k p u n k t a n z a h l  X n  des zu/ii l l igen Polygons  Fin gilt 

E ( X n )  = ~ - l o g n  + 0(1) .  

])as Hauptgl ied dieser Formel  s t immt  mit  dem entsprechenden Hauptgl ied  
aus Satz 1 unserer Arbeit  [2] fiber die konvexe Hfille yon  in einem Polygon 
liegenden zufs Punk ten  fiberein. 
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