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Zufillige konvexe Polygone in einem Ringgebiet

A. REXYI und R. SULANKE

Eingegangen am 2. Juni 1967

1. Einleitung

Sei K ein nicht ausgearteter, beschrankter, konvexer Bereich der euklidischen
Ebene und B ein beliebiger, im Innern von K enthaltener konvexer Bereich. Wir
wiahlen #» zuféllige Geraden g, ..., ¢, , die den Bereich K, aber nicht den Bereich B
treffen. Die g; seien unabhingig; ihre Verteilung sei durch das euklidische in-
variante Geradenmaf x4 mit der Dichte dg definiert (W. Brascukz [1], § 2). Durch
H; bezeichnen wir die von g¢; bestimmte abgeschlossene Halbebene, die B enthilt.
Dann ist

k3
(L.1) I, = (H;
i=1
ein durch die g; eindeutig bestimmtes, zufilliges konvexes Polygon, das B enthilt.
Durch X, bezeichnen wir die Anzahl der Ecken von I7,. Wir wollen das asymp-
totische Verhalten der mathematischen Erwartung der Eckenanzahl X, unter ver-
schiedenen Voraussetzungen fiir B bestimmen.

In § 2 stellen wir die Formeln fiir die zu untersuchenden Wahrscheinlichkeiten
auf und leiten einige einfache, in den §§ 3—5 anzuwendende Abschitzungen her.
Ferner zeigen wir, dal die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB I7, nicht geschlossen
ist, ebenso wie die Wahrscheinlichkeit dafiir, da /1, nicht in K enthalten ist,
von der Ordnung O(y*) (0 < ¢ << 1), gegen Null geht. In § 3 betrachten wir den

2
Fall, dal B in einem Punkt ausartet, und beweisen X (X,) — %— fir n— + oo.

In dem Fall, dall B einen glatten Rand beschrinkter Krimmung hat, gilt
E(X,) ~ konst. n1/3 (Satz 4, §4); wenn schlieBlich B ein konvexes r-Eck ist
(r =2 2;r =2 bedeutet, dal Bin eine Strecke ausartet), ergibt sich B (X,) ~ 2rlogn
(Satz 5, § 5). Die GroBenordnung, in der £ (X,) in den letzten beiden Fillen mit n
gegen Unendlich geht, stimmt also mit den entsprechenden GroBenordnungen fiir
den Fall der Eckpunkte der konvexen Hiille von z in B zufillig gewihlten
Punkten tiberein (A. RENYI, R. SuLANKE [2]).

Herrn L. BEre mochten wir fiir einige Hinweise zu den Berechnungen in § 5
herzlich danken.

Das Resultat von §3 kann folgendermaBen interpretiert werden: Wir be-
trachten ein System von n zufilligen linearen Ungleichungen azz+bry <ci
(k=1,2,...,n). Das Wort ,,zufillig* bedeute, daf3 die Verteilung der voneinander
unabhéngigen Geraden arpz -+ bpy = cg, die alle den Bereich K treffen sollen,
durch das invariante Geradenmal} bestimmt ist und der Punkt B(zx=0,y=0)e K
allen Ungleichungen gentigt. Sei X, die kleinste Zahl mit der folgenden Eigen-
schaft: Hs gibt X, aus den » Ungleichungen derart, daf jeder Punkt (z, y), der
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diesen X, Ungleichungen geniigt, sogar alle n Ungleichungen erfiillt. Unser Kr-
gebnis besagt, daB fiir n — co der Erwartungswert der minimalen Anzahl X,
der , kritischen Ungleichungen gegen 72/2 strebt. Also kann man erwarten, dafl
man bei der Losung einer Aufgabe der Linearprogrammierung mit zwei Un-
bekannten und einer beliebig groBen Anzahl linearer Ungleichungen mit zu-
falligen Daten im Mittel nur eine ziemlich kleine Anzahl von Schritten nach einem
der bekannten Verfahren benétigt. So ergibt sich naturgeméf das Problem, die
analoge Aufgabe fiir eine beliebige Anzahl von Unbekannten (also fiir den Durch-
schnitt von zufilligen Halbriumen eines k-dimensionalen Raumes, t=3, 4, ...)
zu behandeln. Diese Aufgabe hat unlingst Herr Worreane M. ScHMIDT geldst,
indem er bewies, daB die mittlere minimale Anzahl der , kritischen® Ungleichun-
gen auch im k-dimensionalen Fall (k = 3, 4, ...) gegen einen endlichen, nur von
k abhingigen Grenzwert A; strebt; sein Beweis ergibt aber nur die Existenz der
Zahlen Az und nicht deren genauen Wert. Aus dem Satz von Herrn WorLrcaneg
M. Scamipt folgt fiir den von uns betrachteten zweidimensionalen Fall die
Existenz der Grenzverteilung von X,. Auf die explizite Bestimmung dieser
Grenzverteilung hoffen wir in einer anderen Arbeit zuriickzukommen.

2, Grundformeln und einfache Abschiitzungen
Sei 8y = g: N g; (1+4). Der Punkt 8y existiert mit Wahrscheinlichkeit 1.
Setzen wir g;; = 1, wenn Sy; Eckpunkt von /7, ist, und ¢; = 0 sonst, so gilt
(2.1) Xn = Z Eif .

1=i<j=n
Sei W (n) die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB Sis Eckpunkt von I7, ist. Aus
Symmetriegrinden ergibt sich fiir die mathematische Erwartung

n
2

Wir wollen zunichst eine allgemeine Formel fiir W(n) herleiten. Der Punkt
8 = 813 ist Eckpunkt von I7, genau dann, wenn keine der Geraden gs, ..., gx
die konvexe Hiille Bg von B U § trifft. Sei I der Umfang von K, b der von B
und lg der von Bg. Nach der Croftonschen Formel fir konvexe Bereiche
(W. Brasceke [1], §3, (60))

2.2) B(Xa)= ( ) W (n).

2.3) [ dg=1
gNE+9
ergibt sich im Falle Se K
1—1
(24) PlgsnBs=0)=7—y .
Wir zerlegen W (n) in die beiden Wahrscheinlichkeiten
(2.5) W (n) = Wi(n) + Wa(n),
(2.6) Wi(n) = P (S Ecke von I1,, Se K),
(2.7) We(n) = P (S Ecke von IT,, S¢ K).
Es gilt
1
(2.8) Win) = g5« ff (@ —ls)*2dg1dgs.

01092 K +9, (g1092) N B=9
Fiir W3 (n) geben wir eine Abschatzung an, aus der folgen wird, daBl W (n) gegen-
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tiber Wi(n) zu vernachldssigen ist. Bezeichnet u das GeradenmaB, so ergibt sich

29) Wa () = =g | [ 15201 dgs
D

mit f(8) = ul(g: 9 N Bs =0, g N K +0). Integriert wird iiber den Bereich D
aller Geradenpaare g1, g2 mit g1 N K*0,gs N K=0, g1 Nga N K =0, (91 U g2)
N B = 0. Um f(8) abzuschétzen, wihlen wir einen Randpunkt R von K, der in
Bg liegt; dann gilt Bg c Bg und folglich

(2.10) fS) SfB)=1—lg=(—b)— (g—b).
Indem wir von Bp durch eine geeignete Stiitzgerade an den in Bp, liegenden Rand-

bogen B ein gleichschenkliges Dreieck abschneiden
(Abb. 1), ergibt sich

\ 2.11) ZR—bg2a——c=2a(1—sin%).
’a Bezeichnet r den Abstand der Rénder von B und
) K, so gilt offenbar @ = r > 0; ferner haben wir,

wenn ¢ der Winkel ist, in dem man B von einem
Randpunkt von K aus sieht, 0 < ¢ < @o < n;

Abb. 1 denn B liegt ganz im Innern von K. Somit gilt
(2.12) l~b=lp—b=2r(l—sin ) =¢>0.
Aus (2.10) und (2.12) folgt
®) _1—b—c¢ .

wobei ¥ nur von B und K abhéngt. Wir erhalten

n—2
2.14) Waln) < =g f f dgy dgs.

GiNK +0, goNK +0
g1ingenK=49

Nach einer Formel von CrorToN (W. BrascekE, [1], §7) ergibt sich fir das
Integral (2.14)

(2.15) [[dgrdgs =12 — 2 F
wobei F der Flicheninhalt von K ist. Es folgt
(2.16) Won) =0(y?) mit 0<y<1.

Wenn der Bereich B in einem Punkt ausartet, erhdlt man (2.16) durch eine noch
einfachere Abschitzung. Dieselben Uberlegungen zeigen allgemein, dal der Anteil
der Geradenpaare g1, g2 deren Schnittpunkt S auBerhalb einer festen konvexen
Umgebung U von B liegt, von der GroBenordnung O(y®) ist, wobei y mit
0 << ¥ < 1 natirlich von der Umgebung U abhingt.

Satz 1. Sei B ein (‘méglicherweise ausgearteter) konvexer Bereich und K eine
konvexe Umgebung von B. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daff eine Ecke wvon II,
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auferhalb K liegt, geniigt der Beziehung
(2.17) P(Ecke von [T, ¢ K) =0(p") (0 <y < 1)

wobes y eine von K und B abhingige Konstante ist.
Es bleibt also (2.8) auszuwerten. Hierzu féihren wir nach W. BLAscHKE [1],
§ 6, (89) die Substitution

(218) dgldgg = ISiIl ((pl — (pg)l d!pld(pz das

aus; hierbei sind @1, @2 die Winkel von g; bzw. go mit einer festen Richtung und
dS die Dichte des Schnittpuniktes § = g; N ¢ga. Wegen

(2.19) [ [|sin(@1 — @2)| dp1dgs = 2 (« — sine)
00
erhalten wir, weil iiber w1 <X @1, @2 =< y3 zu integrieren ist,
2 L lg—b\n—2 .
(2.20) Win) = g f (1= 55" @(8) — sina(8)) ds;
SeK\B

hierbei ist o = w2 — y1 = 7 — w und w(S) ist der Winkel, unter dem man B
von S aus sieht (Abb. 2). Die Auswertung dieses Integrals unter verschiedenen
Voraussetzungen iiber B erfolgt in den §§ 3—5.

Abb. 2

Zuerst untersuchen wir noch die Wahrscheinlichkeit dafir, daB 7, nicht
geschlossen ist. Es ist ja denkbar, daBl das Polygon /7, auch fiir groBere n nicht
den Bereich B umschlieBt, d.h. nicht beschrankt ist. Das wird besonders dann
eintreten, wenn B nur an einer Seite dem Rand von K sehr nahe kommt. Natiirlich
geht die Wahrscheinlichkeit dafiir, da II, nicht geschlossen ist, fiit # — + oo
gegen Null. Wir wollen die Gréfienordnung dieser Konvergenz abschitzen.

Seien ; die Winkel der von B weg gerichteten Normalen von ¢; mit einer festen
Richtung. Durch y; bezeichnen wir die geordnete Stichprobe der ¢;, d.h. die ;
sind gleich den ¢;, der Grofe nach geordnet: 0 <y < P2 = Ya <2 Sei
0 = yi — w1 (¢ = 1, ..., n), wobei yg = y, — 27 gesetzt werde. Das Polygon
ist genau dann nicht geschlossen, wenn einer der Winkel §; = & ist. Zunichst
haben wir also die Verteilungsfunktion des Winkels ¢ unter der Bedingung
gNK+0, gn B =0 zu berechnen. Ist po(p) die Stitzfunktion von B und
p1(p) die von K, so folgt fiir 0 < o < 25

1 z p1(9) 1 z
@21)  Plyso)—i=5 | [dpdp=1"5 [ (oi(p) — poiendy.
0 po(g) 0
Hieraus ergibt sich: Ist p1(p) — po(p) = r konstant, d.h. K der suBere Parallel-
bereich im Abstand 7 von B, so ist ¢ auf dem Einheitskreis gleichverteilt und es

11 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 9
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gilt
(2.22) l—b=2mr
In diesem Fall ist die Dichte von ¢
_ p(p) — polp)
(2.23) Ho)="—7—%"

konstant glelch ; die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf d; = x ist, ist gleich der
Wahrschemhchkelt dafiir, daB » — 1 Winkel 1, ..., i1, 9411, ..., Wy Zwischen
w; und y; + 5 liegen, also gleich 2-(»-1). Da alle Moglichkeiten §; = & sich
gegenseitig ausschlieBen und gleich wahrscheinlich sind, ergibt sich (vgl. [3])

(2.24) P (II,, nicht geschlossen) = “2_:——1
(falls K Parallelbereich von B ist).
Im allgemeinen Fall gilt wieder
2n o7 n—1
(2.25) P(II, nicht geschlossen) = n | f((p)( 1 (@)d@) do.
0
Nun ist offenbar "
(2.26) flg) =220 > o g
also
@o+m
(2.27) [1©)d(@) <1 —=c
@
wobei
2n
(2.28) me < [{(0)dO =1
0

gilt. Aus (2.25) und (2.27) folgt

Satz 2. Ist K ein Parallelbereich von B, so gilt fiir die Wahrscheinlichkeit, daf
11y, nicht geschlossen ist, die Beziehung (2.24). Ist B enthalten im Innern von K,
so ergibt sich fiir diese Wahrscheinlichkeit im allgemeinen Fall

(2.29) P (1T, nicht geschlossen) = nyn-1
wobei y (0 < v << 1) eine von B und K abhingende Konstante ist.

3. Zufiillige Polygone um einen Punkt

Sei B = 0 € K ein fester Punkt. Dann ist b = 0 und lg = 2| 08| gleich der
doppelt zu zéhlenden Léi,nge der Strecke 0S. Aus (2.8) folgt

(3.1) mm=p [[ (1= 4.

nnNgsnEK+9

Die Bedingung g; 1 O = 0 braucht nicht beachtet zu werden, weil die Menge aller
Geraden durch einen Punkt das MaB Null hat. Aus (2.20) ergibt sich, weil in
unserem Fall o = 7 ist:

(3.2) Wim) =22 f (1- 210811 4.
SeX
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Sei 0 << r < 12, r fest. Dann gilt offenbar

2

(3.3) (120850 as — 0, 0<a<1,

wobei o = 1 — (2r)/l zu setzen ist. Bezeichnet K, den Kreis vom Radius r um
0, K, c K, so folgt

(3.4) Wim) =27 f (1- 3'—?&)"‘2 48 + 0 (an)

mit 0 < o < 1. Fiir Polarkoordinaten g, @ gilt dS = pdpd® und es ergibt sich
durch eine einfache Rechnung

n(

n — 1) 2 .
(3.5) E(Xn)le—W(n)=T—]—0(y“) mit 0<yp<1.

Satz 8. Die mathematische Erwartung der Anzahl X,, der Ecken eines zufilligen
konvexen Polygons I, wm einen Punkt O einer konvexen Menge K geniigt der
Beziehung (3.5).

4. Ringgebiet um einen glatten Bereich

Uber B setzen wir nun voraus, dafl die Randkurve konvex und geniigend oft
stetig differenzierbar ist. Unter dieser Voraussetzung ist die Formel (2.20) aus-
zuwerten. Um die GroBen «(S) und Is — b abzuschitzen, wihlen wir zunichst
geeignete Koordinanten £, s. Auf dem Rand & von B fiihren wir die Bogenlinge
s als Parameter ein. Wir orientieren & entgegengesetzt zum Uhrzeigersinn. Sei
x = f(s), y = g(s) die Gleichung von %, t = {f (s), g’ (s)} der Tangentialvektor
und 1 = {g’, — f'} der dullere Normalvektor; die Striche bedeuten die Ableitung
nach s. Es gilt dann [n, ] = 1 fir die Determinante von 1, t. Die Normalen

(4.1) xw=1f(s) +19'(s), y=g(s)—1f(s)

bedecken ein Gebiet, welches das Komplement von B in seinem Innern enthilt,
schlicht, so dafl (4.1) eine in diesem Gebiet umkehrbar eindeutige Koordinaten-
transformation definiert. Die Funktionaldeterminante dieser Transformation ist

0, " 1
T((z—y)lzl—f—tk(s)>0 fiir t>—m;

(4.2)
hierbei bezeichnet k(s) = 0 die Kriimmung
von # im Punkte S. Fiir dS folgt

(4.3) dS = (1 + tk(s))dtds.

Wir betrachten nun einen festen Punkt Y,

von %, etwa sg = 0, und ziehen von einem 4
duBleren Punkt S auf der Normalen durch Y -
die Tangenten an %, die &% in den Punkten
Y (ou), a = 1, 2, berithren mogen (Abb. 3). Yion
Um Niherungsausdriicke fiir die GroBen oy

und 7y = | Y48| als Funktionen von f zu be-

rechnen, stellen wir die Kurve # in bezug Abb. 3

11*
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auf das begleitende Zweibein 1, t im Punkte Y, dar:

r(s) = t(s — 1%33 — kk’ st 4 0(85))

—n(é’%82+—§—!s3+ (k" —k3)ﬂ+0(s5)).

Fiir den Schnittpunkt S der Tangente an % im Punkte Y (0,) mit der Normale
durch Yy haben wir die Beziehung

(4.4)

(4.5) t(o) +rr'(o)=tn
auszuwerten. Setzen wir fiir 7 eine Entwicklung
(4.6) 1T=Ac¢+ Bo2+ Co® + Do* + 0(a%)

an und gehen damit in (4.5) ein, so erhalten wir nach Zerlegung in die Komponenten
beziiglich t, n zwei skalare Gleichungen. Aus der {-Komponente folgt

' 3,
4.7) T=— a—?a3—§kk gt 4 0(0%).

Durch Koeffizientenvergleich der n-Komponente erhilt man unter Berticksich-
tigung von (4.7):

A ., o
(4.8) b= 0%+ 5 03+ B 1 5k3) g7 + O(ad).
Setzen wir nun i = u?2, so ergibt sich fiir einen zu (4.6) analogen Ansatz von
o = o(u) aus (4.8):

2k 10 k2 k7’ 5

4.9) o1,2(u i‘/ —?:kgu + = V 3 53 —E‘—k:a——?)u3—|—0(u4)

Diese Entwicklung macht die Voraussetzung k > 0 fiir & notwendig; der Rand
von B darf also keinen Streckpunkt und erst recht keine Strecke enthalten. Die
beiden Vorzeichen entsprechen den zwei Tangenten von § an %. Nun kénnen wir
das Integral (2.20) unter Beriicksichtigung von (4.3) auswerten. Unter Beachtung
der Vorzeichen fiir die berechneten Langen (Abb. 3) gilt nach (4.7)

(410) I —b = (z2 + 08)— (ra + 01) = - (o} — o) + 5 ¥ (0} — o) + O(Y).

Wegen (4.9) erhalten wir

(4.11) . ls—b=5)2kud+ 0®?).
Fir ¢ — sina ergibt sich wegen
(4.12) (s, 1) = [k(o)do

unter Beachtung von (4.9)

(4.13) %~ sina = 57 (225 u) + O(ud).

Das sbzuschitzende Integral (2.20) wird wegen u = #1/2 nach Einsetzen der
gewonnenen Ausdriicke (4.3), (4.11), (4.13) zu
b h(s)

(l_b)sz ‘;V(2lkt3/2 + O(t5/2)) (%(Vm)s_l_ O(tz))(l—l—tk)dtds.
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Substituieren wir nun

(4.14)

4V2k =n

so ergibt sich nach einigen Umformungen

:(3(l~b) x)2/3,

(4.15)  Win)= 2(5(,—2_,?))”3 [ bzczxs f (1— &) L dods + 0 ().
Hieraus folgt ' 0

Satz 4. Sei B ein konvexer beschrinkter Bereich mit glattem Rand, dessen Kriim-
mung k = k(s) positiv und beschrinkt ist. B liege im Innern der konvexen MengeK ;
I und b seien der Umfang von K bzw. B. Fiir die mathematische Erwartung der
Eckenzahl X, eines zufdlligen konvexen Polygons II, um B gilt dann

(4.16) E(X,) :[(ﬂ%ﬁ)”sr(g) fbkz/ads] 118 4 0(1).
0

Die GroBenordnung der Eckenanzahl ist also dieselbe wie im Fall der konvexen
Hille von n zufdllig im Bereich B gewahlten Punkten (vgl. A. RENYI, R. SULANKE
[2]), die Faktoren unterscheiden sich jedoch wesentlich.

5. Ringgebiet um ein konvexes Polygon

Sei nun B ein konvexes r-Eck. Nach Satz 1 liegt das zufillige Polygon I7,, mit
grofler Wahrscheinlichkeit in einer beliebigen, festen, konvexen Umgebung U
von B; U sei so gewdhlt, da alle Schnittpunkte nicht aneinandergrenzender
Seiten von B auflerhalb U liegen. Das Ringgebiet U | B, fiir das jetzt das Integral
(2.20) auszuwerten ist, wird durch die Seiten von B in r Fckgebiete E; und in »
Seitengebiete T'; zerlegt (Abb. 4), in denen wir die Integration einzeln ausfiihren,

Abb. 4

Sei T' eines der Seitengebiete mit den Ecken 4, A’ an einer Seite der Linge
2¢=|AA’|. Fir Se T gilt

(5.1) ls—b=|84|+|S4'| — |44 |=2(a—0¢) ,
wobei a die groBe Halbachse der Ellipse mit den Brennpunkten A, A’ durch den
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Punkt S ist. Als Koordinaten von S wihlen wir @ und den Abstand x der Projektion
von 8 auf die grole Achse der Ellipse von ihrem Zentrum. Fir das Flichen-
element dS erhalten wir in diesen Koordinaten

ald — 222

(52) dS = a? V(a2 — 02) (a2 = xz) dx da .

Fiir den in (2.20) eingehenden Winkel «, den Aullenwinkel des Dreiecks 4 A’S in
8, berechnet man

(5:3) sing = 22V A=) _ f(0,0).

Wir ersetzen nun das Gebiet 7' durch einen an AA' grenzenden Abschnitt des
Halbkreises iiber der Seite AA’, der in U liegt und in dem o = 7/2 gilt; den hierbei
entstehenden Fehler schitzen wir spiter ab. Der Halbkreis wird bestimmt durch
f = 1; fir #, @ erhalten wir den Integrationsbereich

(5.4) cSa<de, |z]<=T)2—a2,

hierbei ist & (1 < 8 < )/2) eine Zahl, die so gewéihlt wird, daB der Kreisabschnitt
in U liegt. Nach (2.20) ist also zunédchst das Integral

de(aje) |/ 2e3—ad

(5.5) W — 8¢ f f (1 . 2(a—c))n—Z(arcsinf——f)dxda
0

T—b)2 =% af

c

zu berechnen. Hierzu entwickeln wir das innere Integral

(ale)y2c2—a?

1
(5.6) Fa) = — (aresinf — f)dx
7
nach Potenzen von ¢ — ¢ und setzen
(6.7) %(arcsinf —fy= %fz + R.

Das Integral iiber den ersten Bestandteil ergibt

(ajc)y2e3—a®

1 at—ct
(5.8) = f frdz = — %2 " log(a— o)+ 0a—o).
]

Fiir den Rest R zeigen wir
(ale)y2cP~a?
(6.9) | Rdz=0(a—v¢).
0
Es gilt ja, wenn

o0
aresin £ = > ¢, §20+1
=0
gesetzt wird,

RS AL
(5.10) 0<R_v§2cvf ”gfgzcv f (2 _ 6).
Daher gentigt es
(afc))/2c2—a?
fAde =0(a — o)
0
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also
(afc) | 2¢2 —a?
4 (a? — 22)2

1

g
7zt beweisen. Nun gilt wegen 0 Sz < c < a

(@ — )2 (a2 — 22)? 4(a — 2)2
16a8(a2 —cx)t = (at— c222)2 = ab(a2 —ca)t”

(5.12)

Daher ist noch

(afc) [/ 2¢2 —a2
(@ — 2)?

_ 1
(5.13) 0/ o =0(;=)

(@ — cx)t a—c

zu zeigen. Diese Beziehung erhilt man leicht durch die Substitution a? —cx=1¢
und einige einfache Abschétzungen. Aus (5.6)—(5.9) ergibt sich

at — ch
(6.14) F(a)= —mz—;log(a—c) +O(@—c).
Nach (5.5) gilt also
de
— 4 2(a — ¢)\n—2 [ g% — ¢t
(5.15) ~ 37 f (1 — (g‘”_ b‘;)) (“5 5 tog(a — o) + O(a —¢) da.
[
Durch die Substitution
2(0—¢c)  Z
I—b — n—2
ergibt sich nach einigen einfachen Rechnungen wegen
de
2(a — ¢)\n—2 1
(5.16) / (- w(g—“_—bj—)) 0@ —o)da=05)
die Beziehung
4 1
(5.17) W — Wmlog(n—m—l—O(ﬁ).

Bei der Ersetzung des Seitengebietes 7' durch einen Halbkreisabschnitt haben
wir entweder iiber ein von der Geraden der benachbarten Seite und einen Kreis-

Abb. 5 a Abb.5b

bogen begrenztes Gebiet zuviel (Abb.5a) oder zuwenig (Abb. 5b) integriert.
Wir zeigen, dall die hierdurch entstehenden Fehler von der GroBenordnung
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0(1/n?) sind. Sei

(5.18) (@)= o+ (@—c)y + O((@—c)?)

eine Darstellung der benachbarten Seite. Der Fehler im ersten Fall (Abb. 5a) ist
dann

(afe) V262 —a?
at— 22

(5.19) _q/ ey 1 / (o — sin ) Gz oy dada;

l—b) uzl/az—cz
x(a)

hierbei bezeichnet ¢ eine Konstante. Wegen (5.16) geniigt es zu zeigen, dal
(afe) )/ 2c2—a?
ad — 22
(5.20) I(a)= / (¢ — sina VT—dm =0 {((@ — ¢)¥?)
(@)
gilt. Nun ist o — sin o beschrinkt, so dall es geniigt,
(aje) ]/202 —a?

at — 2x2

(5.21) [ =

x(a)

zu beweisen. Fir das unbestimmte Integral

4_
(5.22) Q)= / o — o dox = 62 id Va? — 22— a2 (az — 7) arc cos—

Va? — a2

. L .
erhalten wir wegen arccos % = aresin - J/a? — 2 die Entwicklung

(5.23) Q (x) = %]/a2 — 22 (22 — a3 + a(c2 — a?) + O(a2 — 22)).
Durch Einsetzen der unteren Grenze x = x(a) nach (5.18) ergibt sich sofort

(5.24) Q(z(a) = O((a — c)*?)

Das gleiche gilt aber auch fiir die obere Grenze, weil der hier einzusetzende Aus-
druck ebenfalls die Gestalt (5.18), natiirlich mit einer anderen Konstanten v,
besitzt. Somit gilt (5.21). Ganz analog schitzt man auch den zweiten Fehler
(Abb. 5b) ab. Somit kénnen wir in (5.17) den Halbkreisabschnitt durch das Seiten-
gebiet T' ersetzen und erhalten insgesamt

a1y logm +0 ()

Diese Formel gilt auch, wenn B in eine Strecke ausartet.

Nun betrachten wir das Eckgebiet £ = E; bei der Ecke 4; von B. Wir fithren
wie bei (5.2) wieder halbelliptische Koordinaten ein; nur ist die Basis jetzt die
Strecke A;-1.4;+1, deren Linge wieder durch 2¢ bezeichnet werde. Mit

(5.25) W (T) =

1
=5 (| i1 Ai| + |4 dia))
ergibt sich fir die Abstandsdifferenz

(5.26) ls—b=2(a—d).
Daher gilt nach (2.20) und (5.2) fiir die entsprechende Wahrscheinlichkeit
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ao za(a)
2 2(a — d) \n—2 . T
(5.27) W (B) = / (1 ((l“_ b))> / (0. — sin ) 5 oy oy da.
d z1(@)

Hier bezeichnen x1(a), zz2(a) die z-Koordinaten der Schnittpunkte der zu a ge-
hérenden Ellipse mit den Verlingerungen der an 4; anstoBenden Seiten iiber 4;
hinaus. Da wir nur eine geniigend kleine Umgebung von B betrachten, gilt

|z] < max([z1(a)], |22(a)]) <a, c<d=a.

Aus dem Mittelwertsatz folgt wegen der Beschrinktheit und Stetigkeit des
Integranden
()

(5.28) f (o0 — sina)

z1(a)
wobei M (a) fiir alle @ aus dem betrachteten Bereich beschrinkt bleibt: | M (a)| =M.
Fir a ==d gilt 21(d) = z2(d). Die Funktionen x;(a) sind an der Stelle d geniigend
oft stetig differenzierbar. Es folgt

(5.29) zz(@) — z1(a) = hola — d) + O((a — d)?),

at — 22
a?)/(a? — c?) (@® — a%)

dx = M(a) (x2(a) — z1(a)),

wobei ko eine gewisse Konstante ist. Setzt man (5.28), (5.29) in (5.27) ein, so
folgt nach (5.16) unmittelbar
1

(5.30) W(E)=0(5)

n2/"
Wegen Satz 1, (5.25) und (5.30) erhalten wir den folgenden

Satz 5. Sei B ein im Innern von K liegendes konvexes r-Eck, r = 2. Fiir die
mathematische Erwartung der Eckpunktonzahl X, des zufilligen Polygons 1, gilt

B(Xy) =3 logn+0(1).

Das Hauptglied dieser Formel stimmt mit dem entsprechenden Hauptglied
aus Satz 1 unserer Arbeit [2] iiber die konvexe Hiille von in einem Polygon
liegenden zufélligen Punkten tberein.
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