
Probab. Th. Rel. Fields 73, 135-148 (1986) Probability 
Theory Retatucl 

�9 Springer-Verlag 1986 

Etude Asymptotique par des mesures de IR 3 
de saueisses de Wiener loealis6es 

Sophie Weinryb 

Centre de Math6matiques Appliqu~es, Ecole Polytechnique, F-91128 Palaiseau C6dex, France 

Summary. Let (Bt)t>_o be a Brownian Motion in IR 3. We denote its Wiener 
sausage by - 1/,. W t �9 

{ 1t w~/"= m6R3/~s<=t, HB~-mH < n  " 

Spitzer has proved in 64 that lim In.  Vol (w]/")]-=2n t. 

If  K is a closed set in N 3, we have extended this result to a localized 
Wiener sausage w~/"(K) and to a measure # whose support  lies in K. We 
define: 

w]/,(K)={melR3/3s<t, [IBs-m[I <l_n and BseK }. 

If there exists a function of "local capacity", CK, with respect to K and if # 
satisfies some integrability properties, then 

t 

lim n #(w~/"(K))= ~ C~(Bs)dAU,, 
n ~  oo 0 

where (AtU)t is the additive functional which is related to # and to (Bt)t>=o. 
Finally we have applied this result to solve an homogeneization prob- 

lem concerning a Brownian motion when it is absorbed on a collection of 
small disks in a plane. 

Dans un article paru en 1964, Spitzer avait 6tudi6 le volume de la saucisse de 
Wiener dans R 3 lorsque le rayon tendait vers 0 [1]. Plus r6cemment J.F. 
Le Gall a obtenu des r6sultats analogues pour le volume de cette saucisse par 
une mesure absolument continue par rapport /~ la mesure de Lebesgue [2]. 

Nous nous proposons ici d 'obtenir des r6sultats du m~me type concernant 
une classe plus large de mesures et surtout un ensemble al6atoire pouvant  atre 
strictement inclus dans la saucisse de Wiener. On verra par l 'application qui 
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est faite de cette estimation qu'il s'agit lfl d'une question assez naturelle. La 
d6monstration repose en grande partie sur la relation de th6orie du potentiel 
existant entre une mesure de 1(3 fl potentiel newtonien born6 et un processus 
additif fl variation born6e dont le support est form6 des temps de passage do 
brownien dans le support de la mesure. 

Ce r6sultat nous permet de r6soudre directement un probl6me 
~d'homog6n6isatiom~ concernant des lois subordonn6es fl celle du brownien de 
1(3 r6fl6chi sur le plan {z=0}. Plus pr6cis6ment ces lois, (P"),, sont celles du 
brownien r6fl6chi, tu6 au premier temps d'entr6e dans la r6union de n disques 

1 
du plan {z= 0} de rayon - .  G. Del Grosso, R. Figari et E. Orlandi ont obtenu 

n 
un autre type de convergence [3] fl l'aide de m6thodes utilis6es par 
Papanicolaou et Varadhan [4] pour r6soudre un probl6me analogue avec cette 
fois des sph6res de I(  3. 

1. Le th~or~me de convergence 

Soit K un ferm6 de ~3,  notons w~/"(K) la ~saucisse de Wiener)> construite fl 
partir de l'intersection de la trajectoire brownienne de 1(3 avec K. Plus 
pr6cis6ment: 

w,/~(K)={me1( 3 tel que ~s<t,= ,,Bs-ml, < 1-=n et Bs~K} 

soit # une mesure finie de 1(3 ne chargeant pas les polaires et port6e par un 
compact K ' c  K. Nous noterons (AtU)t le processus additif pr6visible qui lui est 
associ6; c'est-fl-dire que, si U# d6signe le potentiel newtonien de #, U#(Bt)+A" t 
est une martingale et le potentiel se d6duit du processus additif par la relation: 

VMe1( 3, U#(M)=EM{A%}. 

Nous nous proposons de montrer le th6or6me suivant: 

Th~or~me 1. Si le potentiel U# est born6, si U# est continu, et si 
Vm~K'c"(m)-capacit6 [B(0, 1)c~ n(K-m)] (off n(K-m)= {u~1(3/3 k~K tel que 
u=n(k-m)}) converge vers une limite CK(m ) quand n tend vers l'infini, alors: 

t 

lim n#(w~/"(K))=~ CK(B)dA ~ (dans L2). 

Remarques. a) Par lin6arit6, on supposera dans la d6monstration que # est 
positive. 

b) La condition de convergence des fonctions (C"(m)), n'est pas trop restric- 
tive dans la pratique car elle est v6rifi6e automatiquement si l'intersection de la 
fronti6re de K avec K' est r6guli6re (en effet, si m~l(, cn(rn) converge stationnai- 
rement vers la capacit6 de la boule unit6). 
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c) On re t rouve par  ce th6or6me les r6sultats classiques de la saucisse de 
Wiener  [2] en prenant  K = R  3 et # ( d M ) = V ( M ) d M  qui est associ6e /~ A~ 

t 

=~ V(Bs)ds.  Dans ce cas V m ~ R  3, c"(m)= cap. B(0, 1 ) = 2 / / .  
o 

DOmonstration. Notons  7-~ le temps d 'at teinte du compact  B(m, 1 / n ) n K .  Nous  
d6signerons par  v~ la mesure d'6quilibre de ce compact  et par  A~,(t) l 'unique 
processus pr6visible additif  qui lui est associ6. On constate tout  d 'abord  que: 

n # (w]/"(K)) = n ~ 12 (d m) I{T ~ =<,}. 

L'6tape essentielle de la dhmonstra t ion consiste ~t mont re r  qu 'on peut  
remplacer  dans l 'expression pr6c6dente l{Ta==_t} par A~(t) lorsque n est grand. 
C'est l 'objet du lemme suivant:  

Lemme.  lim EM([n ~12(dm)(l{ra<=t } --A~(t))] 2) =0.  
n--* oo 

Preuve du lemme. I1 nous faut 6tudier lira EM[X,( t )]  Off: 
n ~ o o  

X,  (t) =- n2 ~ 12 (d m) p (d m') (1 {TX, =< t} -- A~ (t)) (l{T~, -< t~ -- A~,(t)). 

Par  sym6trie nous supposerons que {T~,<=T~,<t} et nous 6tudierons 
s6par6ment E M IX,  1 (t)] et EM IX  2 (t)] off : 

X~(t) = n 2 ~ ~ 12(din) 12(din') I{T~, <= T~,, ~t}( 1 -- A~,(t)) 

' " t A ~ X"2(t)-- n 2 ~ ~ 12(din) 12(din ) l~w~, ~ r,~, <=t} A~(  ) ( ~ , ( t )  - 1). 

(i) lira E M [X~(t)] = 0. 
n ~ o o  

En condi t ionnant  par  rappor t  ~t ~T,~,, EM[X~(t)] s'6crit: 

n2 ~ 12(din) 12(din') E~t[ l{r~<= r~, <-t}" El1  - A~,(t - T,~,)o Or~,/~ra,] ] 

= n2 ~ 12 (dm) t2 (din') E M [I~T ~ <= r~,, <=t}'Euv,~, [1 -- A~,(t - T,~,)]]. 

Or, par d6finition de A~(t), processus de Meyer  du potentiel  PM[T~,< o0], on 
peut  6crire: 

EM [P, ,  [Td < o0]] = PM [Td < o0] - E M [A~,(s)] 

d'ofl" 
PME T,~ <s]  -EM[A~,(s)]  = PMET~ <s;  T,~ o O s < o0]. 

Appl iquant  ceci pour  M=BT~,  et s = t - T , ~ ,  il vient: 

EBTa, [1-- A'~'(t-- T~ ~I -- - - .  Bza. "rTfra'.~ ~) t-  T#,' ( ~ 

= E[T~,,? Or< oO /~r~,] 

repor tan t  ceci dans E M [ X ~ ( t ) ]  , o n  obtient:  

EM[X~(t)] =n2 ~ #(dm) 12(dm') PM[T,~ <= T~", <t;  T,~,o Or< oo]. 
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Donc EM[X~(t)] est positive et il nous suffit de la majorer par une quantit6 
tendant vers 0. 

Nous allons calculer E M [X~'(t)] en distinguant: 

(off d d6signe la distance dans N 3) pour une suite de r6els strictement positifs 
(6.) n que nous choisirons convenablement par la suite. 

S i d ( B t ,  B ( m ' , ~ ) ) < 3 , :  

n \ 1 / 2  

/2 \ 3 / 2  , n < n < 
<n 2 c(t) (n + 26n) ~ #(din)#(din )(PM(T2 = T;,= 0) 1/2 

(off c(t) est une constante ne d6pendant que de t). 
Montrons ~t pr6sent l'Ovaluation (,): 

n 2 ~ #(din) #(din') PM(T,~ <<_ T,~, <= t) <= c I (*) 

(off c 1 est une constante). 
En effet, en conditionnant par firm et en majorant Px(T,~,<=t) par Px(T,~,< co) 

_ n -Uvm,(x ), on obtient: 

n 2 ~ #(din)#(dm')Pu(T~, < T,~, < t) < n 2 ~ #(din) #(din') EM[I{T ~ <=,} Uv~,(BT,~)]. 
i 

De plus si ~,, d6signe la mesure d'6quilibre du compact B(0, 1)c~n(K-m'), 
on obtient par scaling: 

n ~n  , < Uv,,,(M)= U m,(n(M-m ))= Ub(n(M-m'))  

off b e s t  la mesure d'6quilibre de B(0, 1). On en d6duit que l'expression que 
nous calculons est major6e par: 

b(dy) , .l n2~#(dm)#(dm')EM [ l{r,~ < t} 
2 Fl qln(Brm - m ) - yll J ~B(O, 1) 

[ ~ 1 #(dm') 1 
= n  S #(din)E M [I{Ta=<t}aB(JO, , ) b ( d y ) ~  ~ BTa--m' _ Y  j 

Yt 

<c~nl~(dm)PM(T~<t) (puisque u #  est born6) 

<c~#(dm) ~ b(dy) _ _  ~ r  

aB(O,~) M _ m _ Y  
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Appliquant (*) ~ notre calcul, on trouve finalement, si d (Bt, B (m',~)) <6n, 
[2 \3/2 

une majoration par: nc(t)(C,) 1/2 (n + 2g.) . 

En conditionnant par rapport  ~t ~ ,  on obtient: 

EM[n 2 ~ #(din)#(m')I(Ta< Tm,<t~ • l{d (B,,B (~', !))> ~,,}• I(T~'~ ~)] 

=n2 #(dm)#(dm')EM[ T.~,<t~ • 1 ,(B,)] 
d B~,B m', >6~ 

qui est major6 d'apr6s le calcul pr6c6dent par: 

1 1 ~ b(dy) 

< a o  •  
=217 6~ n~S#(dm)#(dm')PM(T~'<7"~'<t) 

(off ~o est la capacit6 de la boule unit6). Grfice it (.) ceci est major6 par 

c~e~ . En rapprochant  les 2 cas, on trouve donc: 
2H~5, x n  

EM X~(O <=c2 [n (! + 26)3/2 +n~n] (c2 =cste). 

1 
Cette expression tend vers 0 en choisissant 6 , = - -  off es ]2 ,  1[. Ce qui 

n a prouve (i). 
Montrons ~ pr6sent (ii): 

A" A" (ii) lira EMX~ (t) = lim EM [n 2 SS #(din) #(din') I~T ~ < rm, < tim m(t)( ,,,(t) -- 1)] < 0. 

Rappelons que A~,(t) d6signe le processus croissant associ6 au potentiel du 

c o m p a c t B ( m , ~ ) ~ K  que nous noterons/~ (m, ~) .  Etudions s6par6ment le cas 

2 
off [Im-m'q[ > 6 , > -  et off Hm-m'][ <6 ,  pour une suite (6,), que nous choisirons 
plus tard. n 

Notons:  

Yz"(t)= n 2 S~ #(dm)#(dm') 1~ II m-m" II > ~-/I~T~" < rm, < tIA~(t)(A~'(t) -- 1) 

Z"z(t) = n 2 ~ #(din) #(din') l{r.~" <= r~, <-t}A~.(t)(A~'(t) - 1) 
IIm-m'll _-<~. 

l~tude de Y~(t)([[m-m'l[ >6,,): 

Dans ce c a s /3  (m, 1) e t / 3  (m', I )  sont disjoints et nous allons calculer 

E 1 " " M[ {W.~<r#,,<,}Am(t)A~'(t)] par condit ionnements successifs par rapport  aux 
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temps d'entr6e dans/~ (m, ! )  et/~ (m', ! ) .  Plus pr6cis6ment, notons: 

T~= T,~ 

T ; k = i n f { t > 7 ~ k _ l / B , ~ B ( m , ! ) } e t c  .... 

Ecrivons: 

EM [- t { r~  < T~, < tl A~(t) A , ~ , ( t ) ]  

:EM(I(T,~ < r~,} ~ [(A~ x A~,)(t A T~+ 1) - (A~ x A~,)(t/x T~)-I 
p > - I  

n n n 1 (car A~(t/~ T])Am,(t A T;) {Tr~<T~,}~-0). Conditionnons chaque terme de la som- 
me par ~r~^t ;  on ontient ainsi pour p = 2 k  

E M [(A~, A~, (t A T;k + 1) -- A~ A~, (t A T;k)) l{r,~ < T~,5 -] 
i1 n tl n n =EM[1T~<T~,Am,(t A T~k) E[A~( t  A T~k + 1 ) - A ~ ( t  A T~k)/~t^ rek]" 

Pour simplifier nous omettrons d'6crire dans le calcul l'indice n pour T.~ et 
A~,(t). 

Calculons d'abord l'esp&ance conditioneUe qui intervient dans l'expression 
ci-dessus et que nous noterons N~k; puisque A m est additif, nous 6crivons: 

g~k = 1 I T ~  < ,5 E [A("]_ Vr~ ^ T,~,oO T;~ o 0 T;~/~~ 

(nous avons utilis~ la d6finition de T;k + 1 pour 6crire T;k + 1 = T;k + T~, o OTr~). 
Utilisant la propri~t~ de Markov, il vient: 

#~-k = 1T;k < t E B T ;  k [A(~_ T ; k )  A T i n , I "  

Or la d6finition de A m nous permet d'~crire VMs/3 (m, l t  et pour tout T, 
temps d'arr&: 

\ n !  

EM[A"~] = PMETm o OT= OO]. 

Appliquant ceci pour M = B T ~  ~ et T = ( t - T ~ k  ) A Tin,, il vient: 

#~k = l{rr~<t~ P~r;~ Er~o Or~, ^ ,_  T;~= o0~ 

= l{T~k < t } E [I{T~'~+ T ~ o O ( T r k +  Tm,oOT;  k) ^ , =  c~ } / ~ T ~ k ]  " 

Or 

su r  

n . m n 
Z 2 k - I -  Z m , ~  r 2 k +  l 

(T~k<t) d'6fi 

- -  n - -  et (Y~k+ Tm?Or; . . . .  ~--oO)~(T~k+2--oe) 

g~ k < l(r;~ <,5 E El(r; . . . . .  / g r ; J .  
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Reportant dans l'expression que l'on doit calculer et d6conditionnant par 
rapport ~t Yrr~, il vient finalement: 

in" 1 . EM [l~r~< T~ , )AT~  l {T~k<t )  {T~ . . . .  ~o}] 

En sommant pour p => 1, on obtient donc: 

m m" 
EM[I{T,.<T~,<=t}At A t  ] 

<-- ~ E M [ A t  l(T~'~_ ~ <t~ I~T;~+ ~ oo~ I~T~<T,.,~'I 
k>l 

+ EM [At" I{T;. <t~ I{T2 . . . . .  ~ I{T~ < Tm4] 

E m [A~' l i t  ? < t} l{Tm < T~,} -~ At" I(T~ < t; Tm< T~,}] 

d'ofl, pour la diff6rence apparaissant dans EM[Y~(t)], nous pouvons 6crire: 

ol m" m 
EM [ I{T~ <Tm, < t}(At At - A t  )] ~ EM [At l~ri' < t / l i T . ,  < T~4]" 

Sur (T,. < Tin, ), T m, = T~, nous pouvons donc 6crire: 

E m [A~!2, 1 IT; < t} I(T~ < Tm,}] = EM [ l~r~ < T~, < t~(A~" - A m T ' )  I{T~o OT~,  < t -  T~,}] 
<=EM[I~T.,<T~,<t)] EB [AT'l T, <t] Tin, { ~  ) " 

Pour revenir ~t EM[Y~(t)] , il nous faut montrer que l'int6grale de ce qui 
pr6c~de par rapport ~t n21iil,~_m, ll>,,,~#(dm)H(dm ') tend vers 0 quand n tend 
vers l'infini. 

Pr6cis6ment: 

EM[Y~(t)] <n 2 ~ #(dm)#(dm')Era[l(rm<rm, <t}EBT#,,[A~,(t) l(rm <tl]. 
IIm--m'll >~n 

Nous notons f (m ,  m', n ) -  EBT, m ' [A~,,(t) l(w m < J  que nous allons d'abord majo- 
rer s6par~ment. En utilisant le brownien f i t=n(B~-m' ) ,  on montre par scaling 
que: 

' <=En(~T.~_,.,)[Am,(~176 I~TB(.( m ~,,,~)< o J  f (m, m, n) = EBT~, [A~, (t) I~T~, < tI-] -" 

off ~~ Am, est le processus additif associ6 au potentiel du compact B(O, 1)c~n(K 
- -  m ~ ) .  

On remarque que n(Br,~,-m')~B(O, 1), l'expression pr6c6dente est donc ma- 
jor6e par: 

Sup [E~(/t~,(oe)) 2] 1/2. [p~(rB(.(~ - m'), 1) < 0(2))] 1/2 
I[xl/_-< a 

Or, d'apr6s [5] p. 175 
n 2 ~t; E~[(Am,(~)) ] <211 gvm, II 2 <2 

et 
1 b (d y) <-  ~o 

P~(ZB(~(~_m3,1~ < c~) = ~ -  ~ H y - x  +n(m-m') l l  =(]ln(m-m')[1-2)21r 7~ 0(B(0,1)) 

(d6s que q[n(m-m')lL >2). 
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1 
Choissons 6 , = ~  avec 0 < c ~ < l  de sorte que [ I n ( m - m ' ) l l > n  1-~ qui tend 

vers + c~ quand n tend vers + oo. D'ofl  finalement: 

( f ( m ,  m', n)) 2 < 2a~ 
= ( n l - ~ - 2 )  2re" 

On peut  donc  6crire pour  c et c' constantes, 

Cn 2 
EM[Y~. (t)] J~ # ( d m ) # ( d m ' ) P M [ T f f , < T ~ , < t ]  

C' # (dm)  #(din')  

- nl]/-ffi~WZ- 1 Ilm-m'll >~, JIM-roll  I Im-m' l l  

(d'apr~s (*)) et ceci tend vers 0 quand  n tend vers l'infini car U# est born6. 
Donc  lim EM[Y~(t)]  <__0. 

n~oo 

Etude  de Z~z(t) (cas off Jim-re'I[ _<6,) 

E M [Z~ (t)] = n 2 S~ #(din) #(din') E M [l{Ta__< Ta, <= t} A~,(t)(A~,(t) -- 1)] 
Hm-m']]  <&~ 

A~(t)  = A~(  T~,) + A~  (t - T~,) o 6) Tin,," 

On peut  donc  d6composer  l 'esp&ance pr6c6dente en une somme de deux 
termes dont  le premier  s'6crit: 

1 " " A "  EM [ ~r~<= r,~, < t3 Am(TrY')( m'(t) -- 1)]. 

Condi t ionnant  par rappor t  g YT~,, on obtient  alors une majora t ion  par:  

_ _ A n n m n EM [1{Tin_< Tin,-< tl m(T~ ") EBT,-, [Am'(~176 -- 1]] = 0 

(car (m', t~ 
Le second terme s'6crit: 

EM[ I~T~, < = rx,, <t}(A~m(t- T,~,). [ A ~ , ( t -  T ~ , ) -  1])o Or~,] 

<E [1~ 3E [A"( )A"( )]3 M T ~ < = T ~ , < t  B T n  , m O0 m" O0  . 

Or d'apr6s [5], p. 175, si A est une fonctionnelle croissante associ6e au 
potentiel  UA, on peut  6crire E .  [A2(oo)] <=2E-[(U*)2]. 

Ici les potentiels associ6s aux A~, sont uniform6ment  born6s par  1. Par 
Cauchy-Schwarz,  on peut  donc finalement 6crire: 
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E M [Z~ (t)] ~ 2n 2 ~ #(dm) #(din') PM [T,~ < T~, < t] 

b(dy) ] 

~(dm') 
<-_2c%ffn#(dm)PufY2<o�9 Sup ~ q~0.(l[m'-mll) 

(~,,.)~(K.)2 2//]lx-m']l 

pour une suite convenable de fonctions ( (p j ,  dhcroissantes, continues, /t sup- 
port dans [ - 6 , 2 6 , 1  et born6es par 1. 

Notons f ( x  m]= f #(dm')(P~"(llm'-mll) On obtient donc la majoration" 
. . . . .  ~ 2IIIIx-m' l l  " 

b(dy) \ Sup 

<2%allUul[~ Sup f.(x,m) 
(x, m)E(K1) 2 

Pour (x,m) fix6s, l'expression pr6c6dente d6croit vers 0 quand n tend vers 
l'infini car # ne charge pas les points. Par ailleurs, puisque U/~ est continu, on 
peut choisir (%.) pour que f ,  soit continue. Par le th6or6me de Dini on en 
d6duit donc que la suite f ,  tend uniform6ment vers 0 sur le compact K ' x  K'. 
Donc Sup f ,(x, m) converge vers 0 quand n tend vers l'infini. Ce qui prouve 

(x,  m ) e ( K ' )  2 

que: lim E~t[Z"2(t)] NO et ach6ve la preuve de (ii) et du lemme. 

Fin de la preuve du th~or~me 1 

Grace au lemme nous sommes amen6s/~ 6tudier la limite dans U de la suite de 
fonctionelles (Vt"), d6finies pas Vt" = n ~ #(din) A~(t). 

Remarquons d'abord que Vt" est associ6e au potentiel: 

n n G"(M) = n ~ #(din) Urn(M) = S #(dm) U ~ ( n ( M -  m)) 

(par scaling) off ~ est la mesure d'6quilibre do compact B(O, 1)c~n(K-m).  
Montrons la convergence dans L 2 des (Vt")n grfice au th6or6me suivant ([51 
p. 225 et remarque p. 227). 

Th6or~me. Si X et (X"), sont des surmartingales positives de la classe (D), de 
processus croissants associOs A et A", tels que: 

1) les X" appartiennent uniformOment d la classe (D); 
2) les X"*=Sup  IX~[ sont uniformOment bornOes dans L2; 

t 
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3) pour tout temps d'arr& T, (X"T) . converge faiblement vers X r dans 12; 
4) Sup [Xt-X~I  converge vers 0 en probalitO quand n tend vers + o~. 

t 

Alors (A].), converge dans I)  vers A T pour tout T temps d'arr~t. 

Nous allons appliquer ce th6orhme aux surmartingales positives 

t~(dm) Ck(m) 
X~=G'(B,) et Xt=G(Bt)= ~ 2HiiBt_mll 

et aux processus croissants associ6s: 
t 

A~' = Vt" et A t = S C~(Bs) dA"s. 
o 

Les hypoth6ses 1 et 2 sont des cons6quences du fait que 
Sup Sup G ' (M)< oe. En effect, VneN, V M ~ N  3, 

M n 

G'(M) = n ~ #(din) U ~,(n(M - m)) < n ~ ~t(dm) U b (n(M - m)) 

(off bes t  la mesure d'6quilibre de B(0, 1)), 

b(dy) 
G"(M) <= ~ #(dm) ~ -<= II U #II ~ ao. 

21I M - M  - y  

Les hypoth6ses 3 et 4 d6couleront du lemme suivant: 

Lemme. La suite de fonctions (G"). converge vers G uniform~ment sur tout 
l'espace. 

Preuve du lemme. Montrons d'abord la convergence uniforme sur les compacts: 

G' (M) -G(M)= '~ (2d~) '9~ (dY) (  M-m-l y HM-mlLI ) 

(c"(m)- c~(m)) 
+ ~ ,u(dm) 

2I IHM-ml l  

(Rappelons que l'on a not6 dans l'6nonc6 du th6or6me C'(m) la masse totale de 
~.). 

Notons A~(M) le premier terme de la somme 6crite ci-dessus et AZ.(M) le 
second. 

#(din) ~ ~(dy)  
[A~(M)[_<S2HIIM_mll I In(M-m)-y l l  

#(dm) ~ ~(dy)  
= ~ 2HNM-m[I  Hn(M-m)-y][  

I~(dm) 9",,(d y) 
+ ~ 2HIlM_mL ] ~ (pour 6>0)  II~-MII ~ Hn(M-m)-y]l 

n 6 - 1  
#(din) 

+ ~ 2ll  liM-ml] ~Pa(llm- MIh) 
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off ((Pz)~>o est une suite convenable de fonctions continues fi support dans 
[ - 3 ,  23], d6croissante quand 3 tend vers 0, avec I1%!1 ~o < 1. 

Notons: 

�9 ~(M) = S #(dm)2HHM_m,,Cp~(Hm-MII)_E M [i  ~~ 

Puisque # ne charge pas les points, il est clair que (~b~)a converge simple- 
ment vers 0 en d6croissant. Par ailleurs, puisque U, est continu, on peut 
choisir ((00) ~ pour que ~ soit aussi continue. On peut donc appliquer le 
th60r6me de Dini qui assure que (~b~)o converge uniform6ment sur tout 
compact vers 0 quand 3 tend vers 0. On choisit donc d'abord 3 et ensuite n 
pour obtenir une majoration uniforme sur tout compact de IA~I. 

[A2(M)[=~ #(dm)(C"(m)-CK(m)) =l ff ( )+  ~ ( ) 

2H M--m IIM-mll _-<,~ IlM-mll <~ 

1 
<2~ o ~ (M)+~ ~ #(dm) l C"(m) - CK(m)]. 

On proc6de donc comme avec A, ~ en remarquant par le th6or6me de 
convergence domin6e que lim~#(dm)lC"(m)--CK(m)l=O , ce qui prouve la 

n~oo 
convergence uniforme de G" vers G sur tout compact. 

Montrons fi pr6sent que IG"(M)I et IG(M)] sont petits, uniform6ment en n 
quand IIMII est grand. En effet, si I/MLI>N et si B(O, Ro) est une boule 
contenant le support K'  de #, on peut 6crire: 

eo #(K') 
IG"(M)I < qui tend vers 0 quand N tend vers + ~ ,  = 2 H ( N - R o - 1  ) 

uniform6ment en n. On a la m6me majoration pour IG(M)I. Ce qui ach6ve la 
preuve du lemme. 

On en d6duit ais6ment que les hypoth6ses 3 et 4 sont v6rifi6es. Ce qui 
ach6ve la preuve du th6or6me 1. 

2. Application/l un probl6me d'homog6n6isation 

Soit (A, sd, P) un espace de probabilit6 sur lequel sont d6finies, pour tout nsN,  
n variables al6atoires (7i,(a))7=1, /t valeurs dans ~ = { z = 0 }  (clR3), 
ind6pendendantes et de m6me loi d6finie par: 

e(vi, eB) = S V(m)dm (B bor61ien de ~ )  
B 

off Vest  continue/L support compact not6 K c  ~.  
Notons: 

c~"(a)=U=l{(x,Y)~/[](x,Y)-?~,(a)[[~<=~} 

T"(a) = inf{t > O/B~eCg"(a)} 
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Otl (Bt) t d6signe le brownien de 113 r6fl6chi sur # (Remarquons que puisque 
cg'(a) est un compact de ~ ,  la loi de T"(a) est la marne que celle du temps 
d'atteinte de ~g'(a) pour le brownien non r6fl6chi). 

Nous nous proposons de montrer la convergence faible des lois browniennes 
subordonn6es aux (T"(a)), dans LZ(A,~r P). Soulignons que ce type de conver- 
gence est analogue /~ celui 6tudi6 par Kac dans [6] pour le prob6me des 
sph6res trait6 ensuite par Papanicolaou et Varadhan dans [4]. 

Le th6or6me est le suivant: 

Th6or~me 2. Soit f continue, ?t support compact dans 113, pour tout t> 0 V M c ~  3" 

n ~  oo A T'~(a) = 0 
lim ~P(da) (EM[f(Bt) (it< -exp-e iv (Ms)dL~ 2 

Bt= (Mr, Zt) et Z test la composante verticale 
oit L~ = temps local en 0 de Z. 

c~ = capacitd du disque unitd de ~. 

Remarque. Le type de convergence d6montr6 dans [-3] par G. Del Grosso, R. 
Figari et E. Orlandi se rapproche de la convergence presque sfire sur (A, d ,  P). 
Plus pr6cisgment, sous les mames hypoth6ses que celles du thgor6me 2, leur 
r6sultat est le suivant: 

tel que V N > N  o 

tels que 

et 

Ve>0, V6>0, VT< oo, ~NoeN 

3 A ~ c A ,  Va6AN~, 3G~(a)=113\(C'(a) 

( Vol(RS\G~(a)) < 

P(A\A~a) < 6. 

Ddmonstration du thOor~me 2. Pour montrer 
E~[f(Bt) lt< r-(~)] vers 

t 

la convergence de 

dans IJ(A, d ,  P), il suffit de montrer, puisque la limite est constante relative- 
merit/t (A, d ,  P): 

[ ' ] 1) lim ~ P(da) E M [f(Bt) l~t < r-(a)~] = EM f(Bt) exp-- a ~ V(Ms) dL~ . 
n ~ c o  A 0 

,]t 2) lim ~ P(da)(EM [f(Bt) l(t< r,(a)~])2 = (E M [f(Bt) e x p -  a t V(Ms) dL~ . 
n ~ o o  A 0 
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Preuve de 1. Avec les notations du 1~ 

tl 

~P(da)Eu[f(St)  l(t<r"(a)~]=~n(da)EM I f ( S t ) [ l  1. 1/ ] 
A A L i = 1  Y*n(a)r " (~)3  

= E ~ [ f ( B t ) ( 1 -  / ~ V(m)dm)"] 
Wt 1 . ( # ) c ~  

(en utilisant Fubini et la loi des 7~,). Si l'on note # la mesure d6finie par 
# (dx dy d z) = V(x, y) dx dy ~(0~(dz), l'expression pr6cSdente s'6crit: 

EM[f(B,) exp n log(1 - #(wtl/ '(~)))J 

puisque f est bornSe, si l 'on peut appliquer le thSor6me de convergence du 1 ~ 
& (#, ~), on en d6duira que la suite pr6c6dente converge vers: 

i( ,] E M B~)exp-  C e ( B ) d A  . 
0 

Or, (~,#) v6rifient les hypotheses du th6or~me: 

V(m) 
- Sup U#( M)=Sup  ! 2/7 ]]M-mH < ~ ;  

- un calcul direct en coordonn6es polaires montre que U(#) est continue, car 
Vest  continue; 

- ]]#]b = 1 (car Vest  une densit6 de probabilit6) et # ne charge pas les polaires; 
- Vm~K, capacit6 [B(0, 1 )c~n(~-m)]  =Capacit6 D(0, 1)=~. 

Par ailleurs nous pouvons expliciter A" en approximant # par des mesures 
absolument continues par rapport  ~ la mesure de Lebesgue. On trouve en effet 
une approximation du temps local en 0 de Z par les fonctionnelles additives 
associ6es fi ces mesures et on en d6duit que: 

AUt = i V(M~) dL~ 
0 

(off/2 ~ est le temps local au sens de Tanaka). Ce qui prouve l'assertion 1. 

Preuve de 2. Calculons 

lira ~ P(da) E 2 [f(Ut)] t < Tn(a)] ,  
n ~  A 

soit ~2, un espace off sont d6finis deux browniens B et/~ ind6pendants, partant 
tous deux du point M. Notons ~M(dc~) le produit des deux mesures de Wiener 
qui r6gissent B e t  B, wit/" d6signe la saucisse plane relative 5. B e t  ~t ~/" celle qui 
est relative ~/~. 

P(da) E 2 [f(Bt)l t < r"(,0] = ~ P(da) ~ ~i(dco) f(B,(co)) f(/~ (co)) 1 t < T~(a)~ f~(a) 
A A Y2 

= ~ r f(Bt(c~) ) f(/~t(o))(1 - # ( w 1 / n ( t ) )  - -  f l ( w 1 / n ( t ) )  -Jr- # ( w l / n ( t )  ~ w1 /n ( t ) ) )n .  
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Comme pour le 1, ceci a la marne limite que: 

S ~t(dco) f(Bdc.)) f(Bt(co)) exp [ - n #(wl/n(t)) - n #(#1/~(0) 
12 

+ n #(wll"(t)  c~ ~l/"(t))]. 

Puisque f est born6e et que l'exponentielle est toujours born6e par 1, on 
montre facilement, gr~tce au th6or6rne 1, que l'expression qui pr6c+de a m~me 
limite que: 

NM(dCo) f (B~(co)) f(/~,(co)) exp - c~ V (Ms) dL~ ~ ~ V(~s) dL~ 
f2 t. 0 0 

+ n(wlti~' ~ #lt/")] . 

L'assertion 2 sera donc d6montr6e si n#(w~t/"c~#~ I") converge vers 0 dans 
L I ( ~ ) .  Or: 

Em[n ~ V(m) dm 1r#~ <=t 1 f~=<t] = n ~ V(m) dm E 2 [1T~" __<,] 

< (cste) ~ V(m) dm ~ b (d y) + n ~ V(m) d m 
2 

n lIm-mLI >3In M _ m _ Y  IIM-ml[ <=3In 

qui est major6 par 

cste ~, ][M_mll2 llLm_MI/>3/,+ n 

(Off dm est la mesure de Lebesgue sur le plan). 
En passant en coordonn6es polaires, la premi6re int6grale s'6crit, pour un 

r6el R 0 d6pendant de K':  

- ~ - = n  l~ R ~ 1 7 6  
H 3/n 

qui tend vers 0 quand n tend vers + oo. Ce qui ach6ve la preuve de l'assertion 
2 et donc du th6or6me 2. []  
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