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Summary. For  each integer n >  1 we consider the contact process as seen 
from the first particle and we do not allow the process to disappear or 
to have more than n particles. We prove that the invariant probabil i ty of 
this process converges to a limit when n goes to infinity. This limit is exactly 
the invariant probabil i ty measure of the usual contact process as seen from 
the first particle. Durret t  [-1] has proven the existence of this probabil i ty 
and Galves and Presutti [-3] have shown its uniqueness. We get here a new 
proof  of the existence of this probabil i ty and a complete convergence theorem 
for finite and infinite initial configurations. 

Pour des processus attractifs (non vus par  la premi&e particule) Holley [5] 
a montr6 que les probabilit6s extr~males peuvent atre obtenues comme limites 
de probabilit6s ayant  leur support  sur les configurations ayant  un nombre  fini 
de particules, cf [6] (chap. 3 Th. 2.7) par  exemple. Dans la d6monstrat ion de 
ce r6sultat il est essentiel que le processus consid6r6 soit une fonction monotone  
de la configuration initiale. 

Les syst6mes de particules sur Z vus par  la premi6re particule, marne lors- 
qu'ils sont attractifs, ne sont pas en g6n6ral monotones  et le r6sultat de Holley 
ne s 'applique pas. Dans ce travail nous montrons  qu'il est possible d 'obtenir  
une telle approximat ion dans le cas du processus de contact sur-critique vu 
par la premi6re particule. Plus pr6cis6ment, d6finissons un processus vu de sa 
premi6re particule ~t,, qui 6volue selon les r6gles du contact mais avec les condi- 
tions suppl6mentaires que s'il ne reste qu'une particule elle ne meurt  pas, et 
s'il nait une (n+ 1) i6me particule on fait disparaitre la derni6re particule (fi 
gauche) de mani6re f ine  jamais d6passer n particules. I1 est facile de prouver  
que it,,  est r6current positif; appelons #, sa probabilit6 invariante. Nous  mon-  
trons que la suite ~, converge faiblement vers une probabili t6/2 qui est exacte- 
ment la mesure de probabilit6 invariante dont  l'existence a 6t6 prouv6e par  
Durret t  [2] et l'unicit6 par  Galves et Presutti [-3] pour  le processus de contact 
sur-critique vu par  la premi6re particule. 

* A.G b~n6ficie du support financier du C.N.P.q bourse 301301/79 
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Nous obtenons aussi un th6or6me de convergence compl6te, c'est & dire 
que nous montrons que pour  toute distribution initiale il y a convergence en 
loi du processus. Ceci compl6te les r6sultats obtenus dans [3] pour  les distribu- 
tions initiales qui se concentrent sur les configurations infinies. 

Nous  allons maintenant 6noncer de fa9on pr6cise nos r6sultats; pour  cela 
il nous faut un peu de notations. 

Soit q une configuration du processus, c'est un 61ement de {0, 1} z, t/(x)= 1 
indique qu'on a une particule en x, sinon ~/(x)=0. Nous noterons de plus, pour  
une configuration ~/: 

= 

x ~ Z  

r(q) = sup {xeZ: t/(x) = 1} 

l(q) = i n f { x s Z :  q(x)= 1}. 

D6finissons aussi: 

r ( , ) = 0 }  

E = r(, t < oo} 

Appelons �9 la configuration de X qui n'a qu'une seule particule, fi l'origine. 
Soit S l 'application de  E dans X telle que: 

S n ( x )  = + 

Pour une introduction au processus de contact ainsi que pour  les r6sultats de 
base le lecteur pourra  consulter [6] (chap. 6) pour  le temps continu, et [1] 
pour  le temps discret. 

Le processus de contact peut etre d6fini fi l'aide d'une suite de processus 
ponctuels de Poisson ind6pendants. A chaque x dans Z nous associons trois 
processus de Poisson d'intensit6 respectivement 1, 2, 2. Le processus l'intensit6 
1 indique les instants o6 une particule 6ventuellement pr6sente en x disparait. 
Le deuxi6me et troisi6me processus indiquent les instants off une particule 6ven- 
tuellement pr6sente en x cr6e une nouvelle particule sur la position voisine 
x +  1 et x - 1  respectivement. Les cr6ations n'ont pas lieu si la position est 
d6j~t occup~e. 

Etant donn6 une configuration q et un instant s>__0 nous noterons ~},,s), 
pour  t>__s, la configuration obtenue /t l 'instant t e n  partant  fi l'instant s de 
la configuration t /e t  en utilisant les marques des processus de Poisson/ t  partir 
de l 'instant s. Nous nous int6ressons au processus de contact vu par la premi6re 
particule: S ~}"'~). 

Pour  avoir les d6tails de cette construction le lecteur pourra  consulter le 
paragraphe 2 de [3]. 

Rappelons qu'il existe un r6el 2c tel que: 

1 <2~<2  
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et tel que si 2 < 2c alors le processus de contact est ergodique: li converge en 
loi vers la configuration sans aucune particule, quelle que soit la configuration 
initiale. On dit que le processus est sous-critique. Au contraire si 2>2c  alors 
le processus a une probabilit6 positive de ne jamais atteindre la configuration 
sans aucune particule, quelle que soit la configuration initiale distincte de la 
configuration sans aucune particule. On dit que le processus est sur-critique. 
Dans toute la suite nous serons darts ce dernier cas. 

Nous allons .maintenant construire la mesure de probabilit6 fi invariante 
pour  le processus de contact vu de la premiere particule. Rappelons que it,,  
est un processus de << contact ~> fi moins de n particules qui approche le processus 
de contact lorsque n tend vers l'infini. 

Mont rons  maintenant  que it,,  est r6current positif pour  tout 2 > 0 .  Nous 
consid6rons la chaine de Markov  immerg6e ({k,,)t __> o correspondant  au processus 
it,,. Mont rons  qu'il existe un r6el strictement positif c(n) tel que: 

inf P (q k < n, ~Z,, = *) > c (n). 
I~[_-<n 

Remarquons  que si q est une configuration avec m particules (m < n), alors: 

P(3k<n,  ~Z,. = . )  >g(m) 

I~I En effet le taux de mor t  est 1, le taux de nais- 
k 

off g(m)= k + 2 2 + ( k - 1 )  22" 
k = 2  

sance externe est 22 et le taux de naissance entre deux particules est toujours 
inf6rieur ~t 22. D6finissons 

1 
c(n) = 

(1+2;o)" 

et nous aurons l'in6galit6 annonc6e. Celle-ci entraine que le temps moyen d'at-  
tente pour  un retour fi * est fini et done la chaine ~k,, est r6currente positive. 
Mais le temps moyen  de passage d 'un 6tat fi l 'autre est uniform6ment born6 
pour  et,~, c'est done un processus r6current positif sur un espace d~nombrable, 
il admet  une unique mesure de probabilit6 invariante que nous appdons  #..  
Comme  la suite de mesures de probabilit6 #, se trouve dans un espace compact  
(X est compact), nous pouvons extraire de cette suite une sous-suite #,~ qui 
converge faiblement vers une mesure de probabilit6 fi dans X. La mesure de 
probabilit6 fi est construite. 

Avec une configuration initiale finie nous savons que le processus de contact 
peut atteidre la configuration vide en un temps fini avec une probabilit6 positive. 
Appelons ~ le premier instant o5 le processus avec la configuration initiale 
~/atteint la configuration vide. 

Prouvons que: 

Th~or~me 1. Pour toute configuration initiaIe q, nous avons: 

lira P(S~"teC; z" = c~)=P(~" = oo)/~(C) 
t--+ oO 
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oi~ C est un cylindre de X. 

La d6monstration de ce th6or~me est bas6e sur la construction suivante 
d'une version particuli6re du processus de contact que nous empruntons / t  [3]. 
Soit u un r6el positif, t /une configuration infinie de E. Appelons ~,,k.) le proces- 
sus d6fini pour  t__> k u et tel que: 

~k~u ku) : r]. 

Pour n>=k et nu<=t <(n+ l)u 

- -  ~ t  + r (0 

off (=~2~k.) et ~s~'"")+r(() d6signe la configuration translat6e de ~}s~,..) par 

r((). Si k=0 ,  nous noterons ~'7. Darts la suite u = ~ .  Nous nous int6ressons 
au processus de contact vu par la premi6re particule: 

~ , k u )  = S ~t  n 'ku) .  

L'avantage de cette construction sur la construction habituelle est que le proces- 
SUS 

~ rku (~/) , ku) 

d6fini pour  t > k u est ind6pendant du processus ~7 pour  t < k u. 
D'autre part d6finissons N,,ku).,,. . Ce processus suit la marne 6volution que 

~,,ku) avec les conditions suppl6mentaires que s'il ne reste qu'une particule elle 
ne meurt pas et s'il nait une n + 1 i6me particule on fait disparaitre la derni6re 
fi gauche. D6finissons ~,n ku) : S ~ } ~  ku). Nous construisons ~ k . ) e t  ~,,k.)fi l'aide 
des m~mes processus de Poissons. Une cons6quence de ceci est qu'aux instants 
nu(n>k)  les particules en 0 de y(,,k.) et ~,,k.) sont coupl6es. En particulier ~t ,n  
si t e s t  tel que pour  tout k u < s < t  on ait 0 <  [~*'k=) I < n +  1 alors ~(.,k.)__ ~}*,k.) ~t ,n  - -  �9 
Avec cctte version du processus de contact nous pouvons d6montrer que: 

Lemme fondamental. 

sup P(~t '(x):~7, .(x)  pour un x~C)<be -cg i  +c' (22t)"+1 
.'e~;I,iI _-< n (n + 1)! 
rdels strictement positifs. 

Ddmonstration du Lemme. Appelons: 

- -  o~ b, c, c' sont des 

~(*,k.) = inf{s > k u ' l  ~*'k")l = 0} 

K = i n f { k >  0: z(*'k")>(k+ 1)u}. 

Notons que l'6v6nement {K <__ k - 1 }  et le processus ~}.,k~) sont ind6pendants. 
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Soit C un sous-ensemble  cyl indrique de X don t  le suppor t  se t rouve  entre  
0 et mc, off m c est un entier  n6gatif. N o u s  d6signerons pa r  la m a m e  lettre 
C et son suppor t .  On  a: 

sup P('(7'(x) + ~7,~ (x) pour  un x de C) < P a (t) + p2 (t) + p3 (t) + P4 (t, n) 
q',t/ 

off 

P l (t) = P (K > [ / t )  

P2 (t) = ~ '  P (K > k -  1) P((k + 1) ~ t  < Z(*'kV0 < ~ )  
k<V~ 

P3 ( t )=  ~ P (K > k -  1) P (~(.,kv~) = oo, l~ *'kVi) > mc) 
k<Vt 

P4 (t, n) = ~, P (K _-> k - l) P (z (*'kVz)= oo, II*'kVi)< mc ~7" (x) ~ ~7,, (x) pour  un x de C) 
k<V/ 

Off 
l~ *'kV~) = min  {x: "~}x,kVt)(X) = 1} 

Ma jo rons  ces probabi l i t6s:  p o u r  pl  (t) en se  servant  du fait que K est une var iable  

g~om6tr ique de pa ram~t re  P(z  (*'~ > I/t) ,  on  obt ient :  

P 1 (t) __< P (z (*' o) < [/t)V~ < (1 -- P (z (*' o) _- oo))V~. 

C o m m e  le processus  est sur-cri t ique P('c(*'~ Pour  p:( t )  nous  nous  
servons d 'un  rSsultat  de Dur re t t  et Gri f feath  (cf [2]): 

P (~tt < z (*'kV~) < or) < b e-~v~ 

pour  b et c s t r ic tement  positifs. D a n s  toute  la suite b et c d6signeront  des 
cons tan tes  s t r ic tement  posi t ives qui  p o u r r o n t  changer  de valeur  d 'une  l i gne / t  
l 'autre.  Pou r  p3(t) nous  avons  besoin  d 'une  c o m p a r a i s o n  avec le processus de 
contac t  non  vu de la premi6re  particule.  Soit  ~'* ce processus avec * c o m m e  
conf igura t ion  initiale. Appe lons  ~* et ~ la par t icule  respec t ivement  la plus /t 
droi te  et la plus fi gauche  de ce processus.  Chaque  terme de la s o m m e  de 
P3(t) est inf~rieur fi: 

p(~(*,kV~) = O% l(~ *'kV~) > mc pour  un s > t). 

* ^* faisant  ensuite une t rans la t ion  En remplagan t  l(s *'kv~) pa r  ~_kv~--r~_kVi et en 
sur le t emps  on obt ient  une m a j o r a t i o n  de l 'expression pr6c6dente,  car:  

{ ~* - r* < - mc } est inclus dans  {?* < - mc } w { ~ > mc } 

on obt ient :  

2 P (] ~'*] > 1 p o u r  tout  t __> 0; ~* < -- mc p o u r  un s > ]/~). 
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Ceci est inf6rieur fi: 

2 P ( ~  < - m c  pour  un s > ~/t) (1) 

~1 = r ( ~ )  et 1 est la configuration avec t ous l e s  sites occup6s /t gauche de 0s r s 

l'origine. Mais nous savons qu'il existe une constante a telle que: 

lim ?ls/S = a > O. 
s ---~ o o  

D 'aut re  par t  Durret t  a prouv6 dans [1] que: 

Lemme 1. P(?~ < ( a -- c5) t ) < b e - ct pour tout 6 strictement positif  

A partir  de ce r6sultat, darts [3] il est prouv6 que: 
/ \ 

Lemme 2. P [inf "s __< a -  6}__< b e-ct. 
\s>__t s / 

Ce dernier r~sultat, appliqu6/t  (1) prouve que P3 (t)__< b e -~v~. 
Pour  p4(t, n) remarquons  que ~*,kV~) et ;~(.,k~) ~t,. ne peuvent atre diff6rents 

que s'il existe un instant s entre k ] / t  et t tel que: 

Consid6rons maintenant  le processus qui a l e s  mames taux de naissance mais 
des taux de mor t  nuls. Nous pouvons construire ce processus sur le mame 
espace de probabilit6 que le processus de contact. I1 est clair que le nombre  
de particules du processus auxiliaire est sup6rieur fi celui du processus de contact 
et que ce nombre  fi l ' instant s est une variable de Poisson de param6tre 22s  
que nous noterons W(22s). Nous  avons donc que: 

P ( 3 s <  t, I~*'kV~)l > n) < P ( 3 s <  t, W ( 2 2 s ) >  n). 

Ce dernier terme est inf6rieur fi: 

(220 "+1 
P ( W ( 2 2 t ) > n ) <  ( n + l ) !  " 

Cette derni6re in6galit~ provient de la formule de Taylor-Lagrange appliqu6e 
fi la fonction exponentielle entre les points 0 et 22 t. Ceci permet  de conclure: 

(220 "+1 
p4(t, n) <= E(K)  - -  

(n+l)! 

Nous avons donc prouv6 le Lemme fondamental.  

Ddmonstration du Thdor~me 1. Prouvons le th6or6me pour  une configuration 
initiale ~/' infinie. Nous avons" 

[P(~7"~C)-~P(~7, .~C) d#.(t/)[ < sup P(~7"(x)# ~, . (x)  pour  un xeC) .  (2) 
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Par le lemme pr6cbdent ceci est inf6rieur ~i: 

be_~V~+c, (22t) "+t 
( n + l ) !  

Dans l'in6galit6 (2), remplagons n par n k. A gauche de cette in6galit6 le 
terme repr6sent6 par l'int6grale est en fait #,~(C) car p,~ est invariante pour  
le processus ~,,~. En faisant tendre nk vers l'infini, p,~(C) tend vers fi(C) et 
(22t)"~ +1 

tend vers 0. Puis nous raisons tendre t vers l'infini, be -~V~ tend vers 
(nk + I)! 

0 et ceci prouve le th6or6me 1, pour  les configurations infinies, puisque si q' 
est infinie on a P(z"' = oo)= 1. 

Prouvons maintenant le th6or6me pour  les configurations finies. Soit ( une 
configuration finie. Evaluons: 

IP(~+se C; zr o o ) - P ( ~ ; =  oo)fi(C)l (3) 

On applique l'in6galit6 triangulaire et cette quantit6 est inf6rieure ~i: 

oti 
ps(t, s)+ p6 (t, s)+ p7 (t, s)+ ps(t, s) 

Ps(t,s)=[P({~+~eC; zr176176 - E P(~'~+~eC;~=~/)I 
tleAN 

off A~ = {t/:N < It/I < oe} 

p6(t ,s)= 1 ~, ~{n,~) . (a,t) . P(~t+~aC, "~=t l ) -  E P(~}+~C,~f=r / ) ]  
rleAiv t i tAN 

off 1 repr6sente la configuration avec tousles  sites occup&/~ gauche de l'origine 

Nous avons: 

(1,t) pT(t ,s)= I ~, p ( ~ } + s e C , ~ _  ~(1.o ~, - tl) - P ( ~t + s ~ C ; zr > t)l 
rleAN 

ps(t, s)= IP(~+'~)~ C; z r > t ) - f~ (C)P(z  ~= ~)1. 

ps(t, s)=< P(0 < I~l =<N) 

P (~, +s (x) 4= pour  un x e C). P6(t, s) =< sup ~'(~, 0 ~(1,,)~ 
AN 

Pour donner une majoration de la borne suphrieure prhc6dente nous dhcompo- 
sons l '6%nement en question sur toutes les valeurs possibles de K, comme darts 
la premi6re partie de notre d6monstration. Cette borne sup6rieure est alors 
inf6rieure fi: 

P l (s) + pz (S) + p3 (s) + p(s, N) 
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off Pl, P2, P3 
On a: 

p(s ,N)= Z 
k<V~ 

Ceci est inf6rieur ~: 

ont 6t6 d6finies dans la premiSre partie de la d6monstration. 

P(K = k; N particules de q meurent avant k~/s) 

l/s(1 - e - S )  N 

Pour  pT(t, s) nous avons la mSme majorat ion que pour ps(t, s). Pour ps(t, s) 
nous 6crivons que: 

{z~>t} et {~'~;~)~C} 

sont ind6pendants et donc: 

Mais 

P8(t, s)= IP(~}I+'~)eC)P(z ~ > t)- f i (C)P(zr  oo)l 

P(~I+'~)~C)= P ( ~  ~C). 

On obtient finalement que (3) est inf6rieur fi: 

2 P ( 0 <  I~1 < N) + pI (s) + p2 (s) + ps(s) + p(s, N) + ps( t, s). 

Nous faisons d 'abord t tendre vers l'infini 

P ( 0 < ] ~ [  <N)  

tend vers 0 et nous avons dans ps(t, s) que P(r r  tend vers P(zr oo). Nous 
faisons ensuite N tendre vers l'infini et p(s, N) tend vers 0. Finalement nous 
faisons tendre s vers l'infini et 

pl(S), P2(S), P3(s) 

tendent vers 0. Lorsque s tend vers l'infini nous avons pour Ps (t, s) que 

P(~'~ �9 C) 

tend vers fi(C), grfice fi la premi6re partie de notre dOmonstration. Nous avons 
done prouv6 le thOorOme pour  les configurations finies aussi. 

Nous avons alors: 

Corollaire 1. Toute la suite/~, converge vers /2. 

D~monstration. Remarquons que la preuve du thOor6me 1 est valable pour  toutes 
les valeurs d'adh6rence de #,. Ceci prouve que #, n'a qu'une seule valeur d'adh6- 
rence, mais comme cette suite se trouve dans le compact X toute la suite #, 
converge vers/2. 

Si le processus de contact vu par la premi6re particule 6tait Feller le th6orSme 
1 impliquerait que /2 est invariante. Comme ce processus n'est Feller que sur 
les configurations infinies, il est essentiel, pour  d6montrer que/2 est invariante, 
de montrer  que: 



Approximations finies de la mesure invariante 443 

Corollaire 2. La mesure de probabilit~ f ine  charge que les configurations infinies. 

Ddmonstration. Nous allons montrer  que /2 ne charge pas les configurations 
finies. Pour  cel/t nous allons nous servir de propri6t6s bien connues du processus 
de contact (non vu de la premi6re particule), soit ~t 1 ce processus avec comme 
configuration initiale des particules dans tous les sites ~ gauche de 0. Appelons 
?~ la particule la plus/t  droite de ce processus. Nous savons que: 

Consid6rons: 

lim ?~/t = a > O. 
t ~ c o  

/2 (t/: t/(x) = 0 pour  x < -- a ~/t/2). (4) 

Cette quantit6 est inf6rieure ~t: 

/2 (t/: ~ (x) = 0 pour  - 3 a ~ t / 4  < x < - a~t/2) .  

Nous pouvons nous servir du th6or~me 1 pour  e6rire que ceci est inf6rieur/i:  

= 0 p o u r  - 3 a l f i / 4  < x < - -  a l A / 2 ) +  e(t)  (5) 

off e(t) est une fonction qui converge verse 0 lorsque t tend vers l'infini. Notons 
que 

Ct= { x : - 3 a l / t / 4 < x < - a l / t / 2 }  

est un cylindre qui d6pend du temps mais dans la d6monstration du th~or&me 
i il suffit de v6rifier que p3(t) tend vers 0 dans ce cas aussi. C'est vrai car 
le Lemme 2 s'applique ici aussi. 

Nous avons que (5) est 6gal/t: 

P(~'~ (x) = 0 pour  x~  Ct + ~xt ) + e(t). 

Rappelons que ~ et ~ coincident/t  gauche de ~ ,  (5) est donc 6gal ~: 

P(~'~, (x)=O, xECt  + ~ta). 
Ceci est inf6rieur ~: 

z = 2 2 t  

P ( l e ) l > 2 2 t ) +  ~ P ( ~ ( x ) = O ,  xeC~+z;P]=z ) .  (6) 
z =  - 2 2 t  

Chaque terme de la somme en (6) est inf6rieur ~i: 

P(U, 
par dualit6 ceci est 6gal ~i: 
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Par  le Th. 3.29 (Chap. 6) dans Liggett [-6], ceci est inf6rieur fi: 

be-~V~ 

car a ~ t / 4  est la longueur de Ct ; be t  c sont des constantes strictement positives. 
I1 est donc clair que la somme en (6) est inf6rieure fi: 

42te-~V ~. 

Par ailleurs pour  6valuer le premier terme de (6) il suffit de comparer  le processus 
de contact avec ce marne processus sans mort.  I1 est clair que nous pouvons 
construire ces deux processus de faqon/t  ce que le processus sans mor t  contienne 
le processus de contact. Comme  la position de la premi6re particule du processus 
sans mor t  admet  une distribution de Poisson, nous avons que: 

P ( #  > 22t)<=P(W(2t)>=22t) 

off W(p) indique une variable de Poisson de param6tre  p. Nous  pouvons majorer  
ce qui pr6c+de par:  

P(W(2 t) > 22 t) < e-C't 

off c' est une constante. Pour  (P(?] < - 2 2 0  nous pouvons appliquer le Lemme 
1 et nous obtenons le m~me type de majoration.  Finalement nous obtenons 
que (6) est inf6rieur fi: 

42tce-c'v~ 

pour  des constantes c et c'. Ceci montre  que (4) tend vers 0 lorsque t tend 
vers l'infini, et comme (4) tend aussi vers fi(t/: q est finie) nous pouvons conclure 
que fi ne charge que les configurations infinies. Le corollaire 2 est donc d6montr& 

Corollaire 3. fi est l'unique mesure de probabilitd invariante pour le processus 
de contact vu par la premiere particule. " 

Ddmonstration. Par le Th6or6me 1 nous savons que la loi de ~'7 converge faible- 
ment  dans X vers fi lorsque t tend vers l'infini, pour  toute configuration 
infinie. Mais pour  tout t, la loi de ~7 ne charge que /~. Nous savons aussi 
par  le corollaire 2 que f i n e  charge que /~. Comme  /~ est un bor61ien dense 
dans X, toute fonction uniform6ment continue sur /~ peut ~tre prolong6e de 
fagon unique en une fonction uniform6ment continue sur X. Ceci prouve que 
~7 converge faiblement vers ~ dans/~. 

Par  ailleurs le processus de contact vu par  la premi6re particule a la propri6t6 
de Feller sur les configurations infinies, c'est fi dire que pour  tout cylindre C 
l 'application de /~ dans R qui /~ t/ associe P(~7eC) est continue. Remarquons  
que cette propri6t6 est fausse pour  les configurations finies. 

Nous avons doric montr6 que la convergence de la loi ~'7 vers fi a lieu 
dans un espace o6 le processus est Feller, ceci implique que fi est une mesure 
de probabilit6 invariante pour  le processus. L'unicit6 provient du th6or6me 1. 
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