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R~sum~ de l'article. Dans cet article, nous d6veloppons la propri~t6 suivante, 
des partitions du plan obtenues par la chute de droites orient6es al6atoires 
suivant un processus de Poisson isotrope: si chaque cellule convexe reqoit une 
couleur al~atoire de loi fixe mais ind6pendante du processus d'axes, alors le long 
de toute droite du plan, le processus des couleurs est markovien homog~ne. 

Nous ~tablissons en particulier les propositions suivantes: 
Soit Z un processus d'axes du plan poss6dant cette propri6t~ et d une droite 

quelconque fixe du plan; alors, n6cessairement, le processus des intersections 
des axes de Z avec d, en tant que processus ponctuel sur d, est un Poisson 
stationnaire. 

Si l 'on suppose de plus que Z est un Cox d'axes isotrope, alors 
ndcessairement Z est un Poisson d'axes isotrope. 

Les d6monstrations n6cessitent au pr6alable la ddfinition pr6cise des 
notions de: 

num6rotation des cellules compatible avec la tribu; 
proc6d6 de Coloration des cellules en couleurs ind6pendantes 6quidistri- 
buses. 

I. Introduction 

Dans un article de 1965, Switzer [2] d~montre la propri6td suivante des partitions 
du plan obtenues par la chute de droites al~atoires suivant un processus de Poisson 
isotrope: si chaque cellule convexe re~oit une couleur al6atoire de loi fixe mais 
ind~pendante du processus de droites, alors le long de toute droite du plan, le 
processus des couleurs est markovien homog~ne. Dans ce qui suit, nous 
d~veloppons ce r6sultat en montrant  que: si un processus Z d'axes sur le plan 
poss~de cette propri6t~, alors, le long de,toute droite du plan d, le processus des 
points d'intersection de d avec les axes de Z est un Poisson stationnaire, si Z e s t  un 
processus de Cox d'axes isotrope poss6dant cette propri~t6, alors Z est un processus 
de Poisson d'axes isotrope. 

* Ce travail a ~t6 effectu6 pour le compte de I'ADISH, dans le cadre d'un contrat DGRST n ~ 7570453 
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II. Considerations pr~liminaires 

Soit (f2, d ,  P) un espace de probabilit6 et soit Z un processus d'axes sur le plan ]R 2, 
ou ce qui revient au m~me un processus ponctuel sur le cylindre IR x $ [1]. Dans tout 
ce qui suit, nous supposerons le processus Z simple. 

Ainsi, V09~I2, Z(09) est une mesure de Radon ponctuelle simple sur 1R • $. 
Si m=(p, 0)MR x ~ repr6sente un axe, on d6signe par A m la droite support de 

l'axe et V 0 9 ~ ,  on pose: 

 u(09)= U 
m,Z(o)){m}= 1 

Ainsi, V09~f2, ~#(09) est ferm6 et 1R 2 \~(09)  est r6union d6nombrable d'ouverts 
convexes disjoints, les cellules de la r6alisation. I1 n'y a pas d'identification 
canonique entre les cellules de deux r6alisations distinctes, mais par un proc6d6 de 
num6rotation convenable des cellules, on peut obtenir une identification telle que, 
si Z.: IR2-*{0, 1} d6signe l'indicateur de la n-iOme cellule F,, l'application 
(x, 09)~ Z,(X)(09) soit mesurable. 

Exemple. Soit (x , ) ,~  une suite dense de IR 2. Posons 

T o (09) = rain {n/x,q~//(09)}, 

F0(09 ) - l a  cellule poss6dant xro(o)), 

~/k ~N, T k + 1(09) = min {n/x, r w F 0 (09) u . . .  w F k(09)}, 

irk+ 1 (co)- la cellule poss6dant xrk+ 1(o~)' 

I1 est ais6 de v6rifier par r6currence que les Zk correspondants ont bien la propri6t6 
requise. 

Soit par ailleurs t /une probabilit6 sur (E, #), espace dit des couleurs, v6rifiant: 

a) V c~E, {c}~g, 
b) noir~E, 
c) 3A, B~g,  A,B, {noir} disjoints tels que ~/A, t /B>0.  

Soit enfin (C1, C2, ..., C,, ...) un 6chantillon infini de ~, ind6pendant de (Z, 

Le plan 1lt 2 est alors color6 de la mani&e suivante: 

F, est de couleur C,, 

q /es t  noir. 

Notons, V aff~,~ 2, ~(a) la couleur du point a. I1 en r6sulte les formules certaines 
suivantes, qui ont un sens marne si certains des conditionnements y figurant sont de 
probabilit6 nulle: 

VA~e ,  p(~(a)~Aia~q_l)={lo si noir~A 
si noirq~ A, 

P(r = ~b(a') l [a, a'] r~Yl =~) = 1, 
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VneN,  ao, al, . . . ,a,~lR 2 , VA o, ..., Ane#, 

P( ib (ao)e Ao, ... , d~ (a,,)~ A, l al , . . .  , a,r176 V i =i=j, ]ai, a;[ c~ ~# :# ~) 

=rl Ao. . . t lA .. 

En particulier, P(q~(a)eA j a 6 ~  ) =t  l A. 
Soit F une injection a16atoire de N ~ N  (i.e. V co ~f2, n~F,(c~) est injective). Si la 

suite (Ci)i~ N est ind@endante de (Z, (Zi)i~N, (F~)i~), il en est de m~rne de Ia suite 
(Cr)i~N. 

En effet, soit B un 6v6nement portant  sur (Z ,0~)~ , (F0 i~)  et soient 
A1, . . . ,A , e? .  On a: 

P(Cv~ eA1, ..., CF eAn, B) 

= ~ P(Ci~6A1,..., C i ~ A , , F  l = i l , . . . , F , = i , , B )  

= Z P ( C i ~ A I , ' " ,  Ci, eA,)P(F1 = i l , ' " , V , = i , , B )  
i l ,  . . . , in  

= r 1 A ~ . . .  ~TA,,. P ( B ) .  

Par consdquent, la loi de (Z, ~) ne d6pend pas du choix de la num6rotation. 
Soit fi prdsent 6 un axe de 1R z, tel que ni 6 ni son oppos~ ne soient des masses 

fixes pour Z:  d @ant le support 'de c~, P(d ~ ~ ) =  0. Alors, p.s., Z d6termine sur 6 un 
processus ponctuel simple, dont l 'ensemble des points est ~ (~ d. 

Num6rotons les intervalles obtenus sur 5 par un proc6d6 analogue h celui des 
cellules du plan. L'application F associera h n le num6ro de la cellule dont 
l 'intersection avec d est le n-i6me intervalle de 6: F est donc une injection al6atoire 
de N ~ N .  

Par cons6quent, c5 et 1R 2 sont color6s de maniSre analogue et cela nous conduit 
dans un premier temps fi 6tudier le probl~me sur 1R. 

III. Une caract6risation des processus de Poisson sur ]R 

Soit Z un processus ponctuel simple sur IR. 

D6finition A. Nous dirons que Z v@ifie la propri6t6 ~/~0 si q~ est un processus de 
Markov  sur 1R, au sens g6n6ral suivant: 

Vn, Vao, al, ...,anelR avec ao<a 1 < ... <an, 

g Ae~ ,  V ceE, V B e g  | 

P(eb(ao)eAl~(al)=c et (4~(a2), ..., ~(a,))~B) 

= P(~(ao)~A l ~(al)=C). 

D~finition B. Z v@ifie la propri6t6 dg~ si le processus des couleurs est stationnaire 
par translation. 

Alors si Z v6rifie ~ o  et ~ 1 ,  le processus des couleurs est markovien homog~ne. 
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Lemme. Si Z vkrifie ~/g~, Z n' a aucune masse fixe. 

Dkmonstration. Soient c une couleur, autre que le noir, et Aeg ,  tel que t/A > 0 et c, 
noirr Soient ao, a~elR tels que ao<a ~. Alors les conditions d'ind6pendance 
impos6es aux couleurs permettent le calcul suivant en formules certaines: 

P(q)(ao)~A I q~(al) = c) 

=P(~b(ao)EA, Z{ao} = 0 , Z ] a  o, all ~ 1 l~b(al)=c,Z{a~} =0) 

=tl A" P(Z {ao}=O,Z]ao, al [ > l IZ{a l}=0) .  

La propri6t6 ~ 1  implique alors que P(Z{a} =0,  Zla, a+h[> l lZ{a+h} =0) ne 
d6pend que de h; soit f(h) sa valeur. 

Si a+h n'est pas une masse fixe, f(h)=P(Z{a} =0,  Z]a,a+h[> 1). Comme Z 
n'a au plus qu'une infinit6 d6nombrable de masses fixes, on peut faire tendre h vers 
+ oo, mais de faqon que a+h ne soit jamais une masse fixe. Puisque [Z{a} =0,  
Z [a, a + hi > 1] est un 6v6nement croissant avec h, sa probabilit6 tend en croissant 
vers P(Z{a} =0,  Z]a, + oo[>  1) not6 f ( ~ ) ,  puisque ne d6pendant pas de a. 

L'6v6nement [Z]  a, + oo [ > 1] est fonction d6croissante de a et sa probabilit6 est 
f(oo) quand a n'est pas une masse fixe. 

Soit alors une suite (ap)p~e croissante de r6els dont aucun ne soit masse fixe et 
telle que: 

lap] ~ + oo 

quand IPl ~ + oo. 

Alors: 

[Z(IR)>__ I] = Y [Z]a, +oo[>__l]= ~ [Z]ap, +oo[_>_l] 
a~IR p~Z 

= lim [Z]a,, + oo[>  1] 

d'ofl: 

P(~ x, Z {x} = 1) = P(Z(IR) > 1) : f ( o o ) .  

De marne: 

P(V a, Z]a, + oo[>= 1)=f(oo). 

Comme V belR, 

[V a, Z]a, + o o [ > l ] c [ Z ] b ,  + oo[ > l ] ~ [ ~ x , Z  {x}= l], 

ces 6v6nements ont m~me probabilit6 et different donc d'un n6gligeable. 
Par cons6quent, puisque 

P(Z {a} =0, Z]a, + co[> 1) =f(oo) 

=P(Z]a, + o1->1) 
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on a 

P(Z{a}=OIX]a,  + oo[=>l)=l .  

Par ailleurs, 

P(Z{a} =01Z]a ,  + oo[ = 0 ) = P ( Z { a }  = 0  [ Z( IR)=0)=  1 

et donc 

P(Z{a}=O)=I  VaelR C.Q.F.D. 

Th~or+me 1. Si Z vOrifie M/lo, il est ~ accroissements ind@endants. 

DOmonstration. Rappelons que pour qu'un processus ponctuel Z sur IR soit /i 
accroissements ind6pendants, il suffit qu'il existe un ensemble ~ dense dans IR tel 
que, pour tout u-plet (I0,... , In) d'intervalles cons6cutifs/i extr6mit6s dans ~,  les 
6v6nements [Z(I0) = 0], ..., [Z(I,)  = 0] soient ind6pendants. 

Les masses fixes de Z constituant un ensemble au plus d6nombrable de IR, 
choisissons ~ n'en poss6dant aucune. 

Soient ao, ...,an, an+ 1 fix& dans ~,  ao<a ~ <. . .  <a ,+  1. 
Nous supposerons ici que l'6v6nement [Z{ao, ... , a,+l} > 1] est vide: ce n'est 

pas restrictif puisqu'il est n6gligeable. 
Soit (x,),~ N une suite dense de 1R telle que 

Vka{0, 1 , . . . , n+  1}, xk=a k . 

La suite (F,)n~ Nest d6finie/~ partir des x n comme dans l'exemple du paragraphe II. 
Dans cette indexation des cellules, [ao~Fo] est certain. Pour ce qui suit, il est 
pr6f6rable d'introduire une nouvelle indexation, telle qu'en particulier, l'6v6nement 
[a 1 aF1] soit certain. 

Pour cela, soit a la permutation de N d6finie par 

cr(0)=n+ 1, 

a ( k ) = k -  1 pour ka{1 , . . . , n+  1}, 

v (k)=k  pour k>n+2 .  

Soit F la permutation al6atoire, fonction de Z, d6finie par 

F(co) = I 2  N pour co~[al~F1] , 

f(co) = a pour toe [al eF0]. 

Posant alors, (Fs (Fe~)k~ , on v6rifie imm6diatement que l'6v4nement [alaF~] 
est certain. 

Soit/~ pr&ent N k le nombre al6atoire d4fini par 

[akaF}~ ~, pour k~{1, . . . , n+  1}. 

Posons, pour d ~  {1, ...,n} 

D j = [ V i a { 1  .. . . .  n},i~J <=~ Z]ai, ai+l[=O]. 
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Les variables N 1 .. . .  ,N,__a sont constantes sur D j; leurs valeurs respectives sont 
d6termindes par J de la faqon suivante: 

N 1 (co) -- 1, 

Nk+l(CO)=Nk(o9)+~3(k) pour ke{1,. . . ,n} 

off 

] = { 1 , . . . , n } \ J ,  Vog~Dj. 

On d6finit donc 

Nj,~= 1, 

N~,~+ ~ = N~,~ + ~ ( k )  

et alors 

Dj = [V k~ {1 .. . .  , n + 1}, akEI'~j,J. 

pour k~{1, ...,n} 

Remarque. U DJ=f2etJl~:J2 ~ DjlC~Ds2=~. 
J c { 1  . . . . .  n} 

Soient A, B e ~, M e g | A, B, { noir } disj oints et r/A, r/B > 0. On a 

P(~(ao)eAl~(al)eB et (~b(a2) . . . . .  ~(a,+ 1))~M) 

1 
! P(~b(ao)eAI ~(al)=c) dr/(c) 

A 

1 ~r/A.p(ZJao, a~[>=l)dr/(c ) 
r/B B 

=r/ A. P(Z]ao, al[>= l). 

Utilisons ce r6sultat pour une certaine classe d'6v6nements M. Posons, pour 
Ic{1, . . . ,n}  

Gx= [-~(al)~B et V i~[, ~(ai)@cI)(ai+ l) ] . 

Puisque par hypoth6se r/A, r /B>0,  P(GI)>0.  
D6signons par C k la couleur de Fk': alors, l'6v6nement [~(al) = C1] est certain, et 

V i~{1 , . . . , n+ l}  

co~Dj ~ ~,o(ai)= CNj,. 

Donc, pour J c I 

GIc~Dj=[Vk~{1 .... ,n+l},ak~F;Tj,~ et cb(al)eB, Vi~Lq~(ai)#:~(ai+l)] 

=[Vk~{1,...,n+l},ak~F;~j, ~ et CI~B, Vi~LCN~,=t:C u ..... ] 

=H~,jc~Dj 
off 

et pour J r I, G/~Dj=~. 
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C o m m e  Dj est fonct ion de Z et HI, J fonction des Ck, 

P(G I (~ D j) --- P(D j) P(Hz,j). 

D ' a p r &  la r emarque  faite un peu plus haut,  il en r6sulte que 

P(Gr) = ~ P(Dj)P(Hr,j).  
J c l  

D'Ol~I~ 

tl A.  P(Z[ao ,a l [  > l) 

P(cb(ao)~A, G~) 
= P(q~(ao)aA ] Gr ) -  

P(GI) 

P(4)(ao)~A , GI, D j, Z]ao, a 1[ = 1) 
J c I  

P (G~ c~ D j) 
J c I  

P(Co~A, Hr,s, ZJao, a 1 [ > 1, Dj) 
J c l  

P(HI,j) P(Dj) 
Jc I  

P(H,, j )P(Z]ao,  all=> 1, D j) 
=rl A .J=I 

P(HI,j) P(Dj) 
Jc I  

En utilisant J//o, mon t rons  par  r&ur rence  sur card(/)  que V I, [ Z ] a o ,  a 1 [ => lJ  et D I 
sont  ind6pendants.  

Hypoth6se  de r6currence:  la proposition ci-dessus est vraie pour card(I) < k <-_ n + 1. 
Soit alors I tel que c a r d ( I ) = k .  

tl A .  P(ZJa  o, a~[ > 1) 

P(H I j) P(Z]ao, a 1 [ > 1, D j) + P(H I I) P(ZJao, all  > 1, De) 
=tl A.S-- ~r 

P ( H u )  P(D j) + P(H,d ) P(Dr) 
J~I  

Pour  J ~ I, (card J < k), on a 

P(Z]ao, a 1 [ > 1, Dj) = P(Z]ao, a x [ > 1) P(Dj),  

c o m m e  ~I A + 0, on tire" 

P(ZJao, a 1 [ > 1)- 
c~ P(Z]ao,a~[> 1)+ fi P(ZJao, a~[ > 1,DI) 

c~ + fl P (DI) 

d'ofl f iP(ZJao, a l l >  1) P(DI)=fiP(Z]ao,  al[ > 1, DI); c o m m e  fi=P(Hld)4=O, on a 
main tenan t  pour  card (/) quelconque,  [Z]  a0, a 1 [ > 1] et D r ind6pendants,  ce qui 
ach6ve la d6mons t ra t ion  du th6or6me 1. 
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Th6or6me 2. Si Z v&ifie dd o et Jdl,, c' est un Poisson stationnaire. 

Dbmonstration. d'apr4s Jd',, Z n'a pas de masse fixe. Comme, d'aprhs le th4or4me 1, 
il est ~t accroissements ind4pendants, c'est un Poisson [2]. De plus, pour A, B 
disjoints, 

P(Z]ao, a l l  >= 1)=l~P(~(ao)~Alq~(a l )~B)  

n'est fonction que de ( aa -%) .  
Cette condition est suffisante pour la stationnarit4 d'un Poisson. 
Sous ces hypoth6ses, donnons l'expression de la matrice de transition: 

Ph(C, A) = P(~b(a + h)~A I ~b(a) = c) 

= P(q~(a + h)~A [ q~(a) = c; a, a + h(~ql) 

= P(~(a + h)~A,Z]a,a + h[=O I cb(a)=c ; a,a + h(~ll) 

+ P(~(a + h)~A,Z]a,a + h[ > l lq~(a)=c;a,a+hr 

= G A .  P(Z]a,a+h[=O)+rl  A . P ( Z ] a , a + h [  > l). 

Sachant que Z e s t  un processus de Poisson d'intensit6 r, on trouve: 

Ph(C, A) = G A.  e- rh _}_ 1,1 -,4" ( 1  - -  e rh) ,  

dPh(c, A) 
( 0 ) = - r G A + r . ~ l A = r ( t l - G ) A .  

dh 

D'ou Ph=exp{rh(Q-id)}  oh Q(c,A)=~IA et id(c,A)=GA. 

IV. Retour au plan: Cas des cox isotropes non d6g6n6r6s 

Soit Z un processus de Cox isotrope d'axes de JR. 2 n o n  d~gbn&~ (p.s. il ne tombe 
aucun couple d'axes parall6les ou anti-parall61es), U sa mesure d'intensit6 al6atoire 
sur IR x S~. 

On sait (cf [3]) que U estfactorisbe: p.s.: U = 2 a |  W o6 W est une mesure 
al4atoire diffuse sur N, stationnaire par rotation. 

On montre alors ais4ment que le long de tout axe ~5 du plan, le processus des 
intersections avec les axes de Z e s t  un processus de Poisson mixte d'intensit6 

2rr 

(al6atoire): S 1sin 01 W(dO). 
0 

Supposons que Z poss4de les propri4t6s J#o et dd 1. Cela entraine d'apr~s le 
2~ 

paragraphe III que y Isin 01 W(dO) est une constante certaine c~. Comme W e s t  
0 

stationnaire par rotation, on peut encore 6crire: 

2~z 

V 0o, j" Isin(0 - 0o)1 W(dO) = ~. 
0 
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Si l'on appe l le f la  fonction 0--* ]sin 01, cette derni6re condition s'6crit encore: 

W* f =c~. 

Soit, en passant aux transform6es de Fourier, l ~ . f = ~ % ,  o~ ~o est la mesure de 
Dirac en O. 

Or f ( p ) = O , ~ p  impair. Donc W(p)=0, Vp pair non nul, et I~(p)+( -1)  p if(p) 

=C~o(p); 
En passant aux transform6es de Fourier inverses, on obtient alors 

W +  W ,  e~ = r 2 s off r constante. 

Ainsi, West de la forme r2  s + une mesure al6atoire de demi-p6riode re. Si l'on ne 
consid~re que le processus ~ de droites sous-jacent de Z, cette propri6t6 6quivaut/t 

est un processus de Poisson de droites stationnaire. 

V. Remarques 

a) La donn6e de A, B avec t/A, t / B > 0  et A, B, {noir} disjoints a suffit a 
caract6riser le processus de Poisson, ce qui peut simplifier l'investigation lors d'un 
travail statistique. 

b) Une partition al6atoire du plan, du type consid6r6, est d6crite par l'ensemble 
des droites sans qu'interviennent leurs orientations: c'est ce qu'exprime le dernier 
r6sultat du paragraphe IV. 
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