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Sur un probléme de Dynkin

Jean-Michel Bismut
Université d’Orsay, F-91405 Orsay

The purpose of this paper is to apply methods previously developed by the
author for the optimal stopping problem to a zero sum game where both
control variables are stopping times.

Cet article a bénéficié de nombreuses conversations avec G. Moko-
bodzki. Qu’il en soit ici remercié.

L. Introduction

Bensoussan et Friedman ont résolu dans [1] un probléme introduit par Dynkin
et Yuschkevitch dans [10] de jeu stochastique avec temps d’arrét sur des
diffusions.

Dans [11], 5, on considére ’équation différentielle stochastique:

dx=b(t,x)dt +0(t,x)-dfs (1.1)
X. =X

ou a=occ¢* est uniformément elliptique, continue et bornée, ainsi que ses
dérivées premiéres et secondes, et ol b est continue et bornée ainsi que ses
dérivées premiéres.

g et ¢’ sont des fonctions définies sur R * x R & valeurs dans IR, appartenant
a des espaces de Sobolev d’ordre suffisamment élevé, telles que g<g'. T, est
une constante = 0.

Pour s<Tj,, on considére alors le critére:

Efs, x)(l(Tg T g(Txr)+ l(T’ <T) g (T xp) (1.2)

ou T et 7" sont des temps d’arrét tels que T S T,,.

Bensoussan et Friedman montrent alors que le jeu ou le premier joueur
maximise (1.2) en T et le second joueur minimise (1.2) en T’ a une solution. Ils
utilisent pour cela les techniques d’inéquations variationnelles aux dérivées
partielles.
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Nous allons examiner le probléme de Dynkin en utilisant les techniques de

[3].

On utilise un critére du type

Ei{eip(TA T,)(l(rgT') g(T, xp)+ 1(T’ <T) g (T, x4 )} (1.3)

ou / est une mesure de probabilité sur R x IR?, et ot on maximise le critére
(1.3) en T et ot on le minimise en T". (1.2) est alors un cas particulier de (1.3).

Les hypotheses que nous ferons sur g et g’ sont plus faibles que celles de
Bensoussan-Friedman dans [1]. De plus nous ¢tendrons les résultats d’existence
de solutions pour le jeu (1.3) aux diffusions 4 sauts de Stroock [14], ainsi qu’au
méme probléme posé dans le cadre de la théorie générale des processus.

Remarquons enfin que dans [4], nous étendrons les résultats précédents a des
processus droits quelconques, mais on ne trouve plus nécessairement des temps
d’arrét comme solutions du jeu, mais des temps d’arrét généralisés ou quasi-
temps d’arrét.

Pour simplifier 'exposé, on utilisera des notations relatives aux diffusions
homogénes, mais les résultats s’étendent immédiatement aux diffusions non
homogeénes.

On montre tout d’abord dans la section Il qu’'on peut trouver f et f' telles
que:

fet 7 sont bornées, continues et p-excessives

f= inf (14)

f p-excessive 2 f'+g

S

= inf I
f' p-excessive= f—g’

Dans la section III, on montre que le systéme (1.4) a une solution unique et
que g=f—f" est la valeur du jeu (1.3).

Dans la section IV, on caractérise les solutions du jeu (1.3).

Dans la section V, on étend les résultats au cas ou g est s.c.s et ou g’ est s.c.i.

Dans la section VI, on étudie le cas ot on suppose que T est porté par un
fermé A, et T’ par un fermé B, ou A et B sont disjoints.

Dans la section VII, on étudie comment varient f et f* lorsque les paramétres
du systéme (1.4) varient. Ces résultats sont appliqués dans [6] 4 des problémes
de jeu.

Dans la section VIII, nous étendons rapidement les résultats dans le cadre
de la théorie générale des processus.

I1. Existence d’une solution pour le systéme (1.4)

a désigne une application définie sur R? & valeurs dans RR‘@R?, continue,
bornée, 4 valeurs définies positives.

b est une fonction borélienne bornée, définie sur IRY 4 valeurs dans R%.

Q°® désigne la diffusion de Stroock et Varadhan associée a (g, b) construite en

[13].
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p est une constante > 0.

g et g’ sont des fonctions continues et bornées sur IR telles que:
a) g ou g’ est uniformément continue sur IR%.

b) Il existe >0 tel que:

g+p=g. (2.1)

On a alors le résultat fondamental.

Théoréme IL1. Les sysiéme (1.4) a une solution.

Commengons tout d’abord par remarquer que ’hypothése f>0 dans (2.1) a
une justification immédiate. En effet, si on suppose que g(x)=g'(x) sur certains
points x, on aurait en ces points:

JG) = (%) =g(x)=g(x).

Or, dans le cas du processus de translation uniforme, f— f* est une fonction 2
variation bornée. Si g=g’' n’est pas a variation bornée, on ne peut en général
avoir I'égalité précédente.

Il suffit en fait de tuer le processus sur l'ensemble fermé {g=g'} et de
résoudre (1.4) pour le processus tué. Malheureusement, 'hypothése (2.1} n’est pas
vérifiée sur (g <g) et la démonstration donnée ici ne s’applique pas.

Lhypothése (2.1) permet donc de «séparer» g et g’ de maniére & pouvoir
intercaler entre g et g’ une fonction g=f— f’ suffisamment réguliére.

Les hypothéses de régularité sur g et g’ de Bensoussan-Friedman [1] ont par
contre pour effet de rendre g et ¢’ «a variation bornée».

Par le Théoréme I1.3 de [3], on peut trouver f, qui est la plus petite fonction
p-excessive= g, et f, est bornée et continue.

De méme, on peut trouver f; qui est la plus petite fonction p-excessivez= —g’
et f; est bornée et continue.

Par récurrence, étant donné f; et f] p-excessives, bornées et continues, on
peut trouver f; ; et f.; qui sont les plus petites fonctions p-excessives majorant
respectivement f; +g et f,—g'.

Le probléme essentiel va consister & démontrer que la suite (f;,f;) converge
uniformément. C’est pour démontrer cette convergence que certaines majora-
tions & priori qu'on peut établir sur les diffusions de [13] ou les diffusions & sauts
de [14] sont essentielles.

Proposition I1.1. La suite (f,,f}) est croissante.

Preuve. On a f; 2 f; et f{ = f;. Par récurrence, la proposition est démontrée. [
Soit 4, et B, , les fermés:
A1 =(fis=f+g

2.2
B =(fly,=/—9) (2.2)
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Par la Proposition I1.2 de [3], on a:

- p Dy,
fiv1(X)=Ele”? A‘“fi+1(xDAiH)

Sl (x)=E% e ?heis fis 1(Xpy )

i+1

(2.3)

Proposition IL2. Si xe A, ; g(x)=E!e="P» g(xp,)-

Si xeB;,, g()SELe"Pig(xy, )
Preuve. Si xeA;, {, par (2.2) et (2.3), on a:

Joo 1 )=+ g(x)=Ey e~ PP (fi_ 1= g)(xp,, ) +8(X). (2.4)

Or, on a;
ELe?Pmf,  (xp, ) S i1 (). (2.5)

Donc:

Jir 1S fin () +g(x)—EL e P g,(xDB,-)' (2.6)
Comme f;,,=f;_, on a bien la premiére partie de la proposition. La seconde
partie se montre de la méme maniére. []

On a maintenant le résultat technique fondamental.

Proposition I1.3. Si g’ est uniformément continue, il existe o<1 tel que pour tout i,
et tout xeA; . ,, on ait:

Eb e PPnigy, (2.7)

Si g est uniformément continue, il existe o' <1 tel que pour tout i, et tout
xeB;, ,, on ait:

Eb e PPu<y, (2.8)

Preuve. Comme g<g', on sait par la Proposition II.2 que A,,, et B; sont
disjoints, ainsi que B, et 4;. Le résultat cherché permet en fait de montrer que
ces ensembles sont suffisamment «distants» pour le processus considéré.

On ne montrera naturellement que la premiére partie de la proposition. Par
[13], Lemme 3.1., on a:

t __12
b —x~ >l < -
o (OS;I;T Ix, —x gb(xu)dulzl) <2dexp (AT)' (2.9)
Dong, si Mz |b|l,,_, on a:
—MT)"2
Q: (&ggT [x,—x|= l) =2dexp *{(i—fT)*}. (2.10)

g' étant uniformément continue, on sait que pour tout >0, il existe 1,>0 tel que
si d(y, z)<l,, alors:

§()zg(2)—e 2.11)



Sur un probléme de Dynkin 35

Pour simplifier les notations, on écrit A et B au lieu de A4, , et B..
On a:

Ele” pDBg/(xDB) =E] Lpy<m) emrbe g'(xp,) +E Ly T)e_pDBgl(xDB)- (2.12)

Si k'>0 majore |¢'|, on a nécessairement:

E} Lipgs T)e*pDBg/(XDB) > —k e T QUDE>T). (2.13)

Soit 4% I'événement:

A= sup [x—x|<l). (2.14)
01T
Alors:
Efc I(DB§T)e*pDBg,(XDB) =E; 1(DB§T)(1A8T + lfAEI.) e_pDBg’(xDB)- (2.15)

Or sur (D= T)n A% on a évidemment:

g(xp,)zg'(x) e (2.16)
Donc:

Ei l(DggT)nAér e‘pDBg/(xDB) Z(g'(x)—¢) EZ I(DB§ T)n A3, e=#Ps, (2.17)
Or on a:

E? Lpyemynas. e PPs=Fb Lipy<m e’ bs_ Eb Lips<tin CA%e"’DB (2.18)

ce qui implique
1=00Dy>T)ZEl L pye g €77
Ze PT(1-Q%Dp>T))— QL(A%). (2.19)
Sie<k etsig(x)=e ona grice a (2.17) et (2.19):

b —pD ’
E; 1(DB§T)mAeT€ PPB ' (Xpy)

Ze P (g'(x)—2) =2k e P QUD > T) =2k Q3(°A7). (2.20)

Sieg<k etsigx)<e, alors grace & (2.17) et (2.19)

EY L, cmynas € P02g (xp,) 28/ (x) — (2.20)

Dans les calculs qui suivent, on ne raisonnera que dans le cas ol g'(x)=e, en
utilisant (2.20), mais on vérifiera que le cas ol g'(x)<e se traite de la méme
manigre grace a (2.20).

De plus:

E} I(DB__<:T)nCA'?1. e PP g (xp) Z — K QL(A%). (2.21)
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De (2.12)—(2.13)~-(2.20)—(2.21), on tire, pour e=g'(x):

Eje "Prg(xp,)
Ze 7T (g (x)—e) =3k e T QUDp>T) =3k QL (A7), (2.22)
Or par la Proposition 11.2, si xe4, g(x) majore le premier membre de (2.22).
Donc:
1

(g'(x)—e—e’" g(x))— e QL' A7), (2.23)

Prenons alors s=§/\ k'. Alors g’—e—gzg. De plus, par (2.10), Q2(°4%) tend

uniformément vers 0 quand T tend vers 0. On en déduit qu'il existe T>0et ¢>0
et<1 tels que, uniformément en x dans 4, on ait:

QuUDp>T)zec. (2.24)
Alors, si xeA, on a:

El e PP <em T QD> T)+(1—Q5(Dy>T)). (2.25)

En posant a=ce ?T +1—¢, la Proposition IL3. est bien démontrée. []

Remarque 11.1. Si on suppose seulement g<g', on aurait une majoration
uniformément sur les compacts de A;.;, ce qui est malheurcusement
insuffisant. [

De la Proposition 11.3, on va déduire:

Proposition IL4. La suite de fonctions continues (f,,f!) est uniformément bornée et
~ converge uniformément en croissant vers le couple de fonctions continues p-
excessives bornées (f,f").

Preuve. Si C est un Borélien de R, et & une fonction borélienne bornée, on
pose:

Qh(x)=Eb e PPh(xp,). (2.26)

Par (2.3), on a:

fi=0%(fo+g) (2.27)
Or, on a:
QMg <M fy < f,. (2.28)
De (2.27) et (2.28), on tire:
fiSfo+ QU fy, | (2.29)

De méme, on aura:

fISf5+0%fo. (2.30)
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On va montrer par récurrence les inégalités:

fon  Efou_ 0% QP 0P,
fin Efoao1+0P QL QMg
foner o, +0P1QP QMY
foni1 S5, +0Pr1Q% QR
Pour établir (2.31), on va simplement montrer comment on passe de I'indice

2n a lindice 2n+1, le passage de I'indice 2n—1 a l'indice 2n étant identique.
De (2.31), on tire:

(2.31)

ot 8S fo 1 tg+ QP QL QN S (2.32)
Or, par (2.3), on sait que:

fons1 =0 (f3,+8)- (2.33)
Donc, par (2.32), on a:

Soni 1204 (f  +)+ QP QP L QA S (2.34)
Or, comme f,,2 f;,_;+g on a:

Qo (f30 1 + =0 5,5 [ (2.35)

e (2.34) et (2.35), on tire bien:

fons1 S fan+ Q1 QP QM S (2.36)

11 suffit alors de remarquer que grice a la Proposition IL3, comme f, et f;
sont bornées, les fonctions Q42 QBn-1 QB f QB QAzm-t  Q4ifs etc. ... ten-

dent uniformément vers 0, au moins aussi vite quune progression géométrique
deraison <1. f,—f,_, et f, — f;_, tendent donc vers 0, au moins aussi vite qu'une
progression géométrique de raison <1

Les suites de fonctions f,+ Z (fi—fi_1) et fo—i—z (ff —f/_1) sont donc
absolument convergentes.

(f., f]) converge bien uniformément vers (f, /') qui sont bornées, continues et
p-excessives. [

Démonstration du Théoréme I1.1

Preuve. Soit f la plus petite fonction p-excessive> f +g. Comme f +g> f +g,
on a nécessairement f=f,., et donc f=f Or f=f+g Donc f=f On
démontrera de méme que f* est la plus petite fonction p-excessive= f—g’. [

Remarque 11.2. Pour étendre les résultats précédents aux diffusions & sauts de
Stroock, il faut essentiellement montrer une majoration du type (2.10). Nous
continuons a adopter pour simplifier des solutions homogénes.



38 J.-M. Bismut

M(x,dy) désigne une mesure o-finie >0 sur R? telle que pout tout

[yI* M(x, dy)

e B(R%/{0}), 1[ T h1

soit une fonction continue bornée.
P désigne le processus unique de générateur infinitésimal défini par:

Lf(x)= % Z aijfx,-xj(x) +%‘, bkka(x)

Ll

T+ P ) M(x,dy) (2.37)

+ [ (fxrn— 1@
R4
au sens de [14] (Théoréme 4.3).

11 suffit de montrer que pour tout />0, si T—0

sup R( sup |x,—x{=0)—0. (2.38)

xelR4 0<Zti=sT

Soit P. la mesure image de P, par lapplication x,~x, —x.

Alors, toutes les trajectoires des x, partent de 0. Par application du théoréme
Al de [14], on trouve alors que sur D([0,1]), les P. forment un ensemble
étroitement relativement compact de mesures. Pour montrer (2.38), il suffit
d’appliquer le critére (15.8) de [2]. [

Remarque I1.3. G.Mokobodzki m’a fait remarquer que s’il existe [ et f p-
excessives finies telles que g< f— f <y, alors litération converge dans tous les
cas, sans aucune hypothése sur les processus considérés — on peut considérer des
processus droits trés généraux. En effet on vérifie trivialement par récurrence
que f,<f et fi<f. Les limites f et f' seront p-excessives et vérifieront les
conditions demandées, & I'exception de f la continuité. On vérifie alors immédia-
tement qu’on a les relations suivantes:

f =inf { f* p-excessive|3 f'* p-excessive; g< f*— f*<g'}

. . 2.3
[ =inf {f'* p-excessive|3 f* p-excessive; g< f*— f*<¢g'}. 2.39)

On est ici trivialement dans ce cas. En effet soit V4 la résolvante de Q°. En
utilisant la continuité uniforme de g et la majoration (2.10), on vérifie que g est
limite uniforme de la suite q¥V%g quand g— + co. Soit g assez grand pour que
lg—q Vgl < /2. Alors on a:

g<qV? (g+§)§g+ﬁ-

De Péquation résolvante V41— VP=(p—gq) V? V4 on déduit qu’il existe k continue
bornée telle que g<VPh<g+pf. Comme g+ =g/, I'hypothése précédente est
bien vérifiée.

11 est cependant fondamental de noter qu’ici, on a besoin de la convergence
uniforme de la suite (f,f) pour obtenir la continuité¢ des fonctions limites.
Remarquons enfin que (2.39) n’est pas équivalent a (1.4) (au moins en général).
(2.39) est précisé par le Théoréeme I11.2.

On étend les résultats précédents dans [4]. [
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II1. Unicité de la solution du systéme (1.4)

Soit (f, /") une solution du systéme (1.4).
On pose:

a=f—f" (3.1)
Nécessairement:

g=q=g. (32)
Soient A et B les ensembles

A=(q=g)
B=(g=¢g).
g ¢tant continue, A et B sont fermés. (2.1) montre que A4 et B sont disjoints.

A" et B’ sont les supports fins des fonctionnelles additives continues engen-
drant f et f.On a A'< A et B'< B par la Proposition ILS5 de [3].

(3.3)

Théoréme IIL1. Pour tout x de R?, on a;
q(x)= i;I,f Sl;P Eie‘p‘“ TI)(I(Tg T’)g(xT) + 1(T’ < T)g/(xT))

=sup i?,fEi eI D (Lir a1y 80X ) + 11 1 &' (X1). (3.4)

Preuve. On a par la Proposition 11.2 de [3]:

f(x) =ESe"Paf(xp ), (3.5)

[ (x)=Eze "2 f (xp,). (3.6)
On va montrer que pour tout x de R% (D, Dy) est une solution du jeu:

n;i{n max ELe P TL p o 8(Xp) + 1 18 (X)) (3.7)

On a nécessairement, par (3.3), (3.5), (3.6):

g(x)=Ebe#Par DB)(I(DAg pe€(*¥p )t Lip, < p,y8 (Xp,)) (3.8)
Soit T un temps d’arrét. Sur (T < + o0), on a:

glxr) 2qlxp). (3.9)
De plus, sur (Dz< +00), on a:

8'(xp,)=q(xp,)- (3.10)
Donc:

E.I»Jce_p(“ DB)(I(ng)B)g(xT)Jr l(DB<T)g’(xDB))§Eze‘p(“ DB)‘](XTA DB)' (3.11)
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Or, nécessairement:
) ZELe PR f(xy p). (3.12)

De plus par (3.6), on a:

SOZEe TP f (xy, p VZE e P22 f(x ) = f(%) (3.13)
et donc:

S ) =ELe PTA08 focy ). (3.14)
De (3.11), (3.12), (3.14), on tire:

E?ceAP(TADB)U(TgDB)g(XT)“' 1(D3<T)g,(XDB))§q(X)' (3.15)
De méme, on aura pour tout T":

qx)= Eie_p(DA * TI)(I(DAgT')g(XDA) + 1(T' < DA)g,(xT’))~ (3.16)

Par (3.8), (3.15) et (3.16), on voit que le jeu associé au critére (3.7) a une valeur
égale a g(x). g(x) est bien donné par (3.4). [

On en déduit:

Théoréeme ML2. Le systéme (1.4) a une seule solution.

Preuve. Soit (f, f) et (f,, f]) deux solutions de (1.4). Alors, par le Théoréme 111.1:

f=r=H—-fi (3.17)
A et B sont alors déterminés de maniére unigue par (3.3).

On a:

Y
Donc:

f=1H=0"Q%(f— 1) (3.19)
et

(f=f1)=00%...0*Q%(f — f). (3.20)

En raisonnant comme dans les Propositions 11.2, I1.3 et I1.4, on vérifiec que le
deuxiéme membre de (3.20) tend vers 0 suivant une progression géométrique et
donc que f—f,=0. f'—f] est donc aussi égal 2 0. [

q, 5 f, A, A, B, B’ sont bien déterminés de maniére unique.
On va donner un résultat non trivial permettant de caractériser la fonction
f+r.

On pose la définition suivante:
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Définition I11.1. Soit A une mesure de probabilité sur R%. Si y est une mesure
bornée sur IR? (non nécessairement=0), on écrit A<y si pour toute fonction p-
excessive bornée f, on a: {u,f>={A,f>. I

On a alors le résultat suivant:

Théoréme I11.3. Pour tout x de R?, on a:

JfX)+f(x)=_ inf f0)+/(x)
fetf'p <ex_cesgwes bornées
Bsios (3.21)
= sup <y“> g> - <,a/: g,>
oo 29 b0~ nées
B <fi— u~
ex<fi'—fi

Le sup est effectivement atteint par les mesures y et y' définies par:

sy =[Q*+ 070"+ 00" Q"+ ) h](x)

3.22
L hy =[085+ 0408+ Q% 010% + - ) h] (%) (3.22)
et on a:
fG) =lu—p.f>
)= ~uf> (3.23)
wf—f—gr=0 (3.24)
g —f+1>=0.

Preuve. Soit f et f* p-excessives bornées telles que:
g<f-r=g¢. (3.25)
Alors si i et ji’ vérifient les conditions de 'énoncé, on a:
Ry
FX2E ~i 7.
Donc de (3.25) et (3.26), on tire:
SO+ Oz~ Eo =z gy — I 8. (327)

On va alors démontrer que (f, f*) et (u, &) vérifient les conditions demandées
et réalisent I'égalité dans (3.27). Remarquons tout d’abord que la Proposition
I1.3 garantit la convergence étroite des séries définissant u et p'.

De plus on a:

=04 )+, 0. (3.28)

Donc:

=t > =040 +<p, 04— > (3.29)

(3.26)
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Si f est p-excessive bornée, on a également:

0*f<f. (3.30)
Dong, on a bien:

u—w S (3.31)
De plus, comme f=Q*f, on a aussi:

=, fo=1(x). (3.32)

On vérifiera les propriétés correspondantes pour f. Enfin u est portée 4 et u’ est
portée par B. On a donc bien réalisé ’égalité dans (3.27) pour (f,f) et (u, 1'). [0

On peut également caractériser directement les fonctions fet f7 On a en effet:

Théoréme II1.4. Pour tout x de R on a:

f)=_ sup i, g>—<I.g> (3.33)
fi, i’ =20 bornées
Ex<f—fi'<0
(resp.
fx)=sup fg>—<,87). (3.34)
i 2_9 b(lrn%es
<P — <

Le sup dans (3.33) (resp. dans (3.34)) est réalisé par les mesures:

1=08+010P08 4

#,=QAQ5+QAQBQAQ£+“' (3.35)
(resp.
1 =070 +070" Q"0 + - 536

W=08+0" Q108+

Preuve. Soient f et f des fonctions p-excessives bornées vérifiant (3.25).
On a alors:

F2 =10 2R g) ~ g +<= (3:37)
2, g>—<i, 8.
On va montrer que (f,f) et (1, 1) réalisent I'égalité dans (3.37). On a encore les

relations (3.28)—(3.31).
De plus, on a trivialement, pour toute fonction f p-excessive:

Cu=p =< f~Q%f>20 (3.38)

u est portée par A4, ¢/ par B. Enfin, comme QB f'=f", 'égalité est bien réalisée
dans (3.37). On raisonnera de méme pour (3.34). [
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IV. Caractérisation de certaines solutions du jeu

On a les résultats suivants qui permettent de caractériser certaines solutions du
jeu.
On pose tout d’abord la définition suivante:

Définition 1V.1. On dit qu'un temps d’arrét T est porté par un borélien C si sur
(T<+w), x;eCps. [

On a alors:

Théoréme IV.1. Pour que des temps d’arréts (T, T') soient solution du jeu (1.3), il
suffit que:

T soit porté par A et T' par B.
T=D,k,
T'S Dy

Preuve. Les calculs sont les mémes que pour le Théoréme I11.1. [
On a une réciproque partielle:

Théoréme IV.2. Si (T, T') est une solution du jeu (1.3), alors:
a) Sur (T=<Dg), T est porté par A; TADg=<D,..
b) Sur (T'<D ), T est porté par B; T'A D £Dg.

Preuve. Si F(T, T') est défini par:

F(T,T)=Ee """ " (1 g o 1y8(xr) + L . 18 (x1.) (4.1)
on a, si (T, T') est solution du jeu:

F(D ., T)SF(T, T)SF(T, Dy). (42)
Or on a, par le Théoréme IV.1:

F(T,Dp)<F(D 4, Dy) SF(D,, T'). 4.3)

De (4.2) et (4.3), on tire:

F(D 4, Dy)=F(D 4, T)=F(T, Dy). (44
Or on a:

F(T,Dy)=E4e """ DB')(1<T§ 050800+ 1p, 18 (Xp,)) (4.5)
§Eﬁe_p(“ DB')Q(XTA DB,)' .

De plus:
ES e PP [y, pp) = f, (4.6)

EhemPInDe fse, b YSLASD. 4.7
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Donc:
Ebe PP g, 5, )<, q>=F(D 4,Dp). (4.3)

Pour quon ait (4.4), il faut qu’on ait égalité dans (4.5) et (4.7), ce qui implique
la partie a) du Théoréme.

On démontrera la deuxiéme partie du Théoréme IV.2 de la méme
maniére, [

Remarque 1V.1. 11 est essentiel de remarquer que les conditions du Théoréme
1V.1 ne sont (hélas!) pas nécessaires.
Supposons en effet qu’il existe x, tel que pour tout y de IRY,

T'= +o0g*(y) = g(xo)

Alors, si A=¢,, si T=0¢et si T'= + o0, (T, T') est une solution de jeu.
En effet:

F(T, T')=g(x,). (4.10)
Donc, pour tout T":

F(T,T)=F(T, T). (4.11)
Enfin, grace a (4.9), pour tout T

F(LT)SF(T, T). (4.12)

On a cependant:

Théoréme IV.3. Soit «, f deux (presque) boréliens de R?. Pour que pour tout ¢, de
RY, (D, Dy) soit solution du jeu (1.3), il faut et il suffit que si @ et B désignent les
adhérences fines de o et f, on ait: A'<cd= A, B'<f<B.

Preuve. Les conditions sont suffisantes grdce au Théoréme IV.1. Montrons
quelles sont nécessaires.
Soit xea. Alors, comme D,=0, pour A=¢,, on a:

F(D,, Dy)=g(x). (4.13)

Donc g(x) =g(x) et xeA. Alors ac A et 4 fortiori 4= A. Si xeA’, D, =0. Comme
Dy >0,— car 4 et B sont disjoints— le Théoréme IV.2 montre que D, =0 ct
xed. Donc A'=@. On aura le résultat correspondant pour 5. [

V. Le cas ou g est s.c.s. et ou g’ est s.c.i.

On va étendre les résultats précédents au cas ou g est s.c.s. et ol g’ est s.c.i. On
raisonne encore sur les diffusions ou les diffusions 4 sauts.
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On remplace le systéme (1.4) par la recherche de (f,f) telles que:

f et f sont bornées, s.c.s. et fortement p-surmédianes

f= inf f (5.1)
f fortemgnt p-surmédiane
Szr+g
r= inf 7
f fortement p-surmédiane
f'zfr-¢

g et g’ sont des fonctions bornées telles que:
a) ou bien g est uniformément continue et g’ est s.c.i
ou bien g’ est uniformément continue et g est s.c.s.
b) Il existe >0 tel que:

g+p=g. (5.2)

Théoréme V.1. Le systéme (5.1) a une solution unique.

Preuve. On supposera que g’ est uniformément continue et que g est s.cs. g™~
étant s.c.s. bornée, par le Théoréme 111.1 de [3], on peut trouver f, fortement p-
surmédiane bornée s.c.s. qui est la plus petite fonction fortement p-surmédiane
zg.

{—g)* étant s.c.s. (en fait—g' est continue), on construira f; pour—g’ de la
méme maniére.

La construction faite au Théoréme I1.1 peut se poursuivre par récurrence.

Les Propositions 11.1, I1.2, I1.3, restent vraies. Par contre, pour résoudre le
probléme pour des processus de Hunt généraux, ou dans le cadre de la théorie
générale des processus (comme dans [8] pour I'arrét optimal), on devra encore
faire des hypothéses supplémentaires, en général difficiles & vérifier.

Proposition V.1. La suite de fonctions s.c.s. (f,,f} est uniformément bornée et
converge uniformément en croissant vers un couple de fonctions s.c.s. bornées et
fortement p-surmédianes (f,f).

Preuve. La preuve est identique a la preuve de la Proposition I1.4. Une limite
uniforme de fonctions s.c.s. étant s.cs., la Proposition V.1 est bien
démontrée. [

Pour montrer I'existence d’une solution pour (5.1), il reste a effectuer le pas-
sage a la limite.

Soit f'1a plus petite fonction fortement p-surmédiane> /' +g.

Comme f'+g=f/+g, nécessairement f=f,,,, et donc f=f Or, f=f +g.
Donc f=f. On a le résultat correspondant pour f. []

Pour montrer I'unicité de la solution de (5.1), on pose:

qg=/—f

A=(g=g) (5.3)
B=(q=¢).
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Par les résultats de [3] IIL3, 4 et B sont des ensembles fermés. De plus, A et
B sont disjoints.

Soit f"et [ les régularisées p-excessives de f et f'.

Par le résultat de [3]-II1, on a:

f=fv(f+g

f=vi-9. Y
Soit A, et B, les ensembles:

A ={f<f} 5

B, ={f<f}. e

A, et B, sont les supports fins des parties continues des fonctionnelles
additives gauches engendrant f et f.
On pose:

A'=4,V4,

B =B,UB,. (>6)

Alors, on a par [3], 111.4:
A=A
4.7
B <B.

L’unicité de la solution du systéme (5.1) se démontre alors comme dans la
partie III. [

Caractérisation de certaines solutions du jeu

Les résultats de la partie IV sont immédiatement transposables.

V1. Un jeu contraint

On va admettre ici que la fonction g peut prendre la valeur — co et la fonction g’
la valeur+ co, ce qui revient a exclure ces points des supports respectifs de T et
T’ dans les jeux précédents.

A et B sont deux fermés disjoints de R? tels que d(4,B)>0. g est une
fonction continue bornée sur R?.

On écrit qu'un temps d’arrét T cst tel que T | A si sur (T <+ ), xp€4 p.s.
On va résoudre le jeu

max min Ej e 2T g(x, ). (6.1)
TLAT|B
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On raisonne encore sur les diffusions ou les diffusions a sauts. On considére le
systéme relatif a deux fonctions (f,1"):

f et /" sont bornées et fortement p-surmédianes

f= inf f (6.2)
7 fortement p-surmédiane
Sz1la(f"+g)
f= inf 7
N fortement p-surmédiane
fzip(f-¢)
On a alors:

Théoréme VL1. (6.2) a une solution (f, f') unique. f(resp. f) est continue, sauf peut-
étre sur une ensemble semi-polaire inclus dans A(resp. B).

Preuve. La fonction 1,g* est s.cs.

Par le Théoreme II1.2 de [3], on peut trouver f, qui est la plus petite
fonction fortement p-surmédiane>1,g et f, est s.c.s.

De plus, par les résultats de [3], IIL, f, coincide avec sa régularisée p-
excessive f, 1a ou fy=1,g. Donc f,=f, sur °4 et f, est continue sur ‘4. En
particulier, 1,(f, —g)" est s.cs.

1zg~ est scs. fg est la plus petite fonction fortement p-surmédiane>
—158. fo est alors s.cs.

Par récurrence, étant donné f; et f/ fortement p-surmédianes bornées et
respectivement continues sur ‘4 et sur “B, on définit f;_ ; et f/, , par:

Jivrr=_ inf /i (6.3)
S fortement p-surmédiane
fz1lafi+g)
fior=. inf 7. (6.4)
' fortement p-surmédiane
Jzie(fi-g)

Alors f; et f{,, sont encore bornées, continues respectivement sur ‘4 et
sur B, puisque 1,(f/+2)" et 1,(f;—g)™ sont s.cs.

Proposition VI.1. La suite (f,f}) est croissante.
Preuve. Méme démonstration que pour la Proposition IL1.

Proposition VI.2. La fonction Ebe "P® est uniformément bornée par b<1 quand
xeA.
La fonction E2 e~ ? P4 est uniformément bornée par b’ quand xeB.

Preuve. On sait que sup Q”( sup Ix, —x| = d(A, B)) tend vers 0 quand de T—0,

par le Théoréme de compac1te de Stroock A1 dans [14] et (15.8) dans [2], ou
plus simplement pour les diffusions par la majoration (2.10).

Pour T suffisamment petit, on en déduit qu'il existe ¢>0 et<1 tel que pour
tout x de A:

OYDE>T)zc. (6.5)
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Alors, si xed, on a:
Ele P2 <Q%Dyp>T)e P +1-Q%Dyp>T). (6.6)

En posant b=ce ?"+1—¢, la Proposition est démontrée. On raisonnera de
méme pour Ebe 72 ]
Proposition VL3. La suite (f,,f)) converge en croissant et uniformément vers un

couple de fonctions (f.f") qui sont fortement p-surmédianes, s.c.s. et bornées,
continues respectivement sur ‘A et °B.

Preuve. Par récurrence, il vient, comme en (2.31):

fon Sfan 1 +070°...0% o
fon Sf2,140Q%0%.. 0%
Sone1Sh 0707005
foni1Sf3, 0701 0%,

Par la Proposition VL1, les suites de fonctions Q4Q% ... Q8f,, 0204 ... Q4f;
etc.... tendent vers O plus vite qu'une progression géométrique de raison
uniformément < 1.

Les suites de fonctions fo+ ) (fi—fi_), et fo+ Z (fi—fi_1) sont donc

i=1
absolument convergentes. (f,.f,) tend donc unlformement vers (f,f) qui est un

couple de fonctions fortement p-surmédianes, s.c.s. et bornées, continues respec-
tivement sur ‘4 et °B.
On démontre alors le Théoréme VI.1 comme le Théoréme IL.1.

6.7)

Unicité des solutions de (6.2). Soit f et [’ fortement p-surmédianes bornées
solutions de (1.2). Alors nécessairement:

f(x) =EJe P f(xp)), (6.8)
f(x)=ESe?P2f (xp,). (6.9)

Par le lemme 2 de [11] (p.275) — qui s’étend également aux diffusions a
sauts — on sait alors que:

[ et " sont respectivement continues sur ‘A et sur °B.

Les fonctions 1,(f'+g)* et 15(f—g)™ sont donc s.c:s. et on peut appliquer les
résultats de [3], IIL

fet f sont alors s.c.s. et fortement p-surmédianes réguliéres.

Soit A et B les fonctionnelles additives gauches engendrant f et f/, A* et B*
leurs parties continues.

Soit f et f' les régularisées p-excessives de f et f.

Par les résultats de [3], 111, on a:

f=Fvi,f+g), (6.10)
= v 19 (6.11)
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1=@g=¢g)nB (6.12)

Aj est le support fin de A*, B le support fin de B*. Alors 4,uA,cA, et
B,UB;cB;,.
On pose enfin:

A,=A,UA,

6.13
B,=B,UB,. (6.13)

Par [3] IIL.3, A, et B, sont des ensembles fermés.
On a de plus:

A,cA <A

(6.14)
B,cB,cB.

On montre alors 'unicité des solutions de (6.2) comme en III, en prouvant
que (D, Dy ) est une solution du jeu, donc que g=f — f* est la valeur du jeu, et en
raisonnant ensuite comme en IIL

Caractérisation de certaines solutions du jeu

Soit A une mesure de probabilité sur R%. On va caractériser certaines solutions du
jeu (6.1). On a par analogie avec les Théorémes IV.1, IV.2 et IV.3.:

Théoréme VI.2. Pour que des temps d’arrér éventuellement randomisés soient
solution du jeu (6.1), il suffit que:

a) T|A, et T'|B,,
b) T<D,, et T'£D,.

Théoréme V1.3. Si (7, T') est une solution du jeu, alors:
a) Sur (T=Dg), T|A;; TADp, <D ..
b) Sur (T'<D,,), T|B,; TAD, <Dyg..

Théoréme VI4. Soit (o, f) deux boréliens de R? tels que ac A, fc B. Pour que,
pour tout x de R?, (D,, D,) soit solution du jeu (6.1), il faut et il suffit que si & et f
désignent les adhérences fines de o et B, on ait:

Ayercd, 6.15)
B,cfpcB,.
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VII. Quelques résultats de continuité

On va maintenant étudier comment varient les solutions des systémes (1.4) et
(6.2) quand les paramétres varient.

On se place ici dans le cas des diffusions de Stroock et Varadhan [ 13], mais
les résultats de compacité de Stroock (Théoréme A1 de [14]) permettent
d’étendre les résultats aux diffusions 3 sauts quand on fait varier certains
paramétres comme en [5].

Les résultats obtenus ici sont essentiels pour I’étude de certains jeux (voir
)

QF désigne donc ici la diffusion de Stroock et Varadhan [13] de dérive b.

1) Dépendance fonctionnelle pour le systéeme (1.4)

Théoréme VIL1. Soit {b"},.y une suite d'éléments de L _(IR?) convergeant vers
beL (RY) pour la topologie oL (R?), L,(R%). Alors:

si {g"},en €St une suite uniformément bornée de fonctions continues convergeant
vers g uniformément sur les compacts de R?;

si {g'"} est une suite uniformément bornée de fonctions continues convergeant
uniformément sur R? vers une fonction uniformément continue g,

sil existe B>0 tel que pour tout n, g"+ =g

La solution (f", f'") du systéme (1.4) relative d (Q®, g", g'") est uniformément
bornée et converge uniformément sur les compacts de RR* vers la solution (f, ) de
(1.4) relative a (Q°, g, g).

Preuve. Les fonctions {g'"},.y ont nécessairement un module uniforme de
continuité sur tout R%

De plus, les {b"},.y sont uniformément bornées. La démonstration de la
Proposition I1.3 montre alors qu’on peut choisir le méme a <1 pour tout les n
dans I'énoncé de la Proposition 11.3.

La démonstration de la Proposition I1.4 montre alors que la suite(f}", f/")
converge uniformément sur R? vers (f",f'") quand i— + o, et cela uniformément
en n, et que la suite (f*,f'") est uniformément bornée.

Pour démontrer que (f°, /") —(f.f") sur les compacts de R?, il suffit donc de
démontrer que pour tout i, (f7, f;)—(f;,f}) uniformément sur les compacts de R¢
quand n— 4+ co. On va donc établir le résultat par récurrence sur i.

La suite (f",f'") étant uniformément bornée, on est ramené a démontrer que
si {h"},.n est une suite de fonctions continues uniformément bornées conver-
geant uniformément sur les compacts de R vers une fonction h, si g" est la plus
petite fonction Q% — p-excessive=h", alors ¢" converge uniformément sur les
compacts de IR? vers g, qui est la plus petite fonction Q- p-excessive = h.

11 suffit de démontrer que si x,—x, g"(x,)—g(x).

Pour démontrer ce résultat, on pose la définition suivante ([12] et [3]):

Définition VIL.1. Soit A une mesure de probabilité sur R% On dit que A est
antérieure 4 une mesure bornée p=0 pour QF, et on écrit A’ <y si pour toute
fonction Q” p-excessive f, on a:

wfr=Gf). O
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Soit A le fermé (g=h). Alors si xe4 on a h(x)=limh"(x,) et donc h(x)
<liminfq"(x,), ce qui implique

g(x) =lim inf g"(x,,). (7.1)

En général on a par [3], Proposition I1.2:

g(x)=Ele "4 h(xp ). (7.2)
Posons:
P (V=EVe PP h"(xp ). (7.3)

Pour y fixé, E)"e™?P41 , 5, h"(x ) converge vers ¢,(y) quand T— + oo, et cela
uniformément en n. De plus, si Z7' est la densité de Q%" par rapport 4 Q) sur la
o-algébre #(x,|0<s<T), par le Théoréme IV.3 de {7], Z¥ converge faiblement
vers Z% On en déduit par un raisonnement classique que
EVe ?Pal, . h'(x,,) converge vers Ebe™?P41, o h(xp ) et donc que ¢,(y)
converge vers g(y).

De plus les {b"},.n et les {h"},.y restent uniformément bornées. Alors
I'uniformité de la majoration (2.10) et la preuve du lemme 2, (p.275) de [11]
montre que sur toute boule fermée B de ‘4 on a, en notant par: V" la résolvante
de Q%"

supsup mV, @, —¢,|->0 quand m— + co. (7.4)

n  xeB

Enfin le Théoréme 7.1 de [13] montre que pour m fixé, en tout x de R, les
V., ont méme module de continuité. On en déduit que les ¢, sont uniformé-
ment continus sur les compacts de °4.

Donc si x4 ¢,(x,) converge vers q(x). Or nécessairement:

9 2 ,(x,). (7.5)
On en déduit encore que si xe‘A4, alors on a:
g(x) <liminf ¢"(x,). (7.6)

On peut étendre le raisonnement précédent aux diffusions & saut en utilisant
[5], le Théoréme A1 de [14] et les mémes techniques qu’au Théoréme 7.1 de
[13] pour démontrer la continuité uniforme des potentiels V™.

o

De plus, il existe g, telle que &, <y, et que:
q"(x,) =, " (7.7)

Par les Théorémes IV.1 et V.2 de [3], on peut trouver une sous-suite P

b
convergeant étroitement vers u' et g, <.
Alors:

W by =lim (g  B™). (7.8)
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Or:

g(x) =<y, h. (7.9)
En raisonnant sur toutes les sous-suites de N, on tire:

g{x)=limsup q"(x,). (7.10)
Le Théoréme résulte de (7.1), (7.6), (7.10). O

2) Dépendance fonctionnelle pour le systéme (6.2)
On suppose A4 et B fixés dans le systéme (6.2).

Théoréme VIL2. Si {b"}, .y est une suite d’éléments de L _(IR?) convergeant vers
beL (R pour la topologie (L (R%), L (RY), si {g"},.y st une suite uniformé-
ment bornée de fonctions continues convergeant vers g uniformément sur les
compacts de R, alors la suite (f*,f'") de fonctions solutions de (6.2) pour (Q%", g")
est uniformément bornée et converge simplement vers la solution (f,f") de (6.2) pour
(0%, g). De plus, f* converge uniformément vers f sur les compacts de ‘A, et "
converge uniformément vers ' sur les compacts de °B.

Preuve. En utilisant I'uniformité des majorations de la Proposition VI.2 quand
{b"} ey varie dans un ensemble bornée, on démontre le résultat de la méme
maniere quau Théoréme VIL1. [

VIII. Extensions

On peut étendre les résultats précédents dans le cadre de la Théorie Générale
des Processus.

(Q, #, P) désigne en effet un espace de probabilité complet, muni d’une suite
croissante et continue a droite {3‘7,}@0 de sous-tribus complétes de I". X, et X/
sont des processus optionnels bornés définis pour te[0, + o], cad sur [0, + o[,
lag sur J0, +oo], et tels que leurs projections prévisibles *X, et *X) sont
respectivement égales & X et X~ pour te]0, + o0].

p désigne une constante > 0.

Si T et T" désignent des temps d’arrét & valeurs dans [0, + co0], on considére le
critére défini par:

F(T,T)=Ee """ T,)(ngr' Xe+1p 7 X7). (8.1)

On cherche (7, T") a4 valeurs dans [0, +oo] tels que pour tout couple de
temps d’arrét (7, 7") a valeurs dans [0, 4+ co], on ait:
F(TL,TYSF(L,T)SFTT). (8.2)

Soit Y* la projection optionnelle de  sup [X;, —X|.
h

0=ss<
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On fait alors les hypothéses suivantes:
a) Y'"—0 uniformément quand h—0.
b) Il existe f>0 tel que: X +<X".

En utilisant les résultats de Bismut-Skalli dans [8], on peut alors étendre les

résultats précédents a ce nouveau probléme.
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