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The purpose of this paper  is to apply methods previously developed by the 
author for the optimal stopping problem to a zero sum game where both 
control variables are stopping times. 

Cet article a b~n6fici6 de nombreuses conversations avec G. Moko-  
bodzki. Qu'il en soit ici remerci~. 

I. Introduction 

Bensoussan et Fr iedman ont r6solu dans [1] un probl6me introduit par Dynkin 
et Yuschkevitch dans [10] de jeu stochastique avec temps d'arr6t sur des 
diffusions. 

Dans [1], 5, on consid6re l '6quation diff6rentielle stochastique: 

dx = b(t, x) dt + a(t, x).  dfi (1.1) 

X s = X  

off a=ao -*  est uniform~ment elliptique, continue et born6e, ainsi que ses 
d~riv6es premieres et secondes, et o5 b e s t  continue et born~e ainsi que ses 
d6riv6es premieres. 

g e t  g' sont des fonctions d~finies sur IR+ x IR e fi valeurs dans IR, appartenant  
/t des espaces de Sobolev d'ordre suffisamment 61evd, telles que g<=g'. T O est 
une constante_> 0. 

Pour s_< To, on consid~re alors le crit~re: 

E b z (s, x~ (l(r _< r') g(T, XT) + l(r, < r) g ( T ,  xr,)) (1.2) 

off T et T' sont des temps d'arrat tels que T < T o. 
Bensoussan et Friedman montrent  alors que le jeu off le premier joueur 

maximise (1.2) en T et le second joueur minimise (1.2) en T' a une solution. Ils 
utilisent pour cela les techniques d'in6quations variationnelles aux d6riv6es 
partielles. 
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Nous allons examiner le probl~me de Dynkin en utilisant les techniques de 
[3]. 

On utilise un crit6re du type 

E~ {e P(r^r')(l(r <=r,)g(T, Xr)+ l(r, <r) g'(T',xr,))} (1.3) 

off 2 est une mesure de probabilit6 sur IR + x IR e, et off on maximise le crit6re 
(1.3) en T et off on le minimise en T'. (1.2) est alors un cas particulier de (1.3). 

Les hypoth6ses que nous ferons sur g e t  g' sont plus faibles que celles de 
Bensoussan-Friedman dans [1]. De plus nous 6tendrons les r6sultats d'existence 
de solutions pour le jeu (1.3) aux diffusions ~t sauts de Stroock [14], ainsi qu'au 
marne probl~me pos6 dans le cadre de la th6orie g6n~rale des processus. 

Remarquons enfin que dans [4], nous 6tendrons les r6sultats pr6c6dents/~ des 
processus droits quelconques, mais on ne trouve plus n6cessairement des temps 
d'arrat comme solutions du jeu, mais des temps d'arr~t g6n6ralis6s ou quasi- 
temps d'arr~t. 

Pour simplifier l'expos6, on utilisera des notations relatives aux diffusions 
homog6nes, mais les r6sultats s'6tendent imm6diatement aux diffusions non 
homog6nes. 

On montre tout d'abord dans la section II qu'on peut trouver f et f' telles 
que: 

f et f '  sont borndes, continues et p-excessives 

f =  inf f, (1.4) 
p-excessive ~ f '  +g 

f '  = inf f ' .  
f '  p-excessive > f - -  g' 

Dans la section III, on montre que le systSme (1.4) a une solution unique et 
que q = f - f '  est la valeur du jeu (1.3). 

Dans la section IV, on caract6rise les solutions du jeu (1.3). 
Dans la section V, on 6tend les r6sultats au cas ot~ g est s.c.s et off g' est s.c.i. 
Dans la section VI, on 6tudie le cas off on suppose que T e s t  port6 par un 

ferm6 A, et T' par un ferm6 B, off A et B sont disjoints. 
Dans la section VII, on 6tudie comment varient f et f '  lors_que les param~tres 

du syst~me (1.4) varient. Ces r6sultats sont appliquds dans [6] /t des probl~mes 
de jeu. 

Dans la section VIII, nous 6tendons rapidement les r6sultats dans le cadre 
de la th6orie g6n6rale des processus. 

II. Existence d'une solution pour le syst~me (1.4) 

a d6signe une application d6finie sur IR d /~ valeurs dans IRd| ~, continue, 
born6e,/t  valeurs d6finies positives. 

bes t  une fonction bor61ienne born6e, d6finie sur IR d/t valeurs darts IRe. 
Qb d6signe la diffusion de Stroock et Varadhan associ6e/t (a, b) construite en 

[13]. 
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pes t  une constante > 0. 
g e t  g' sont des fonctions continues et borndes sur IRd telles que: 
a) g ou g' est uniform6ment continue sur 1R a. 
b) I1 existe fl > 0 tel que: 

g+pNg'. (2.1) 

On a alors le r6sultat fondamental. 

Th~or~me II.1. Les syst8me (1.4) a une solution. 

Commengons tout d'abord par remarquer que l'hypoth6se f i>0  dans (2.1) a 
une justification imm6diate. En effet, si on suppose que g(x)=g'(x) sur certains 
points x, on aurait en ces points: 

f(x) - f ' ( x )  = g(x) = g'(x). 

Or, dans le cas du processus de translation uniforme, f - f '  est une fonction/~ 
variation born6e. Si g = g '  n'est pas fi variation born6e, on ne peut en g6n6ral 
avoir l'6galit6 pr6c6dente. 

I1 suffit en fait de tuer le processus sur l'ensemble ferm6 {g=g'} et de 
r6soudre (1.4) pour le processus tu6. Malheureusement, l'hypoth6se (2.1) n'est pas 
vdrifi6e sur (g < g') et la d6monstration donn6e ici ne s'applique pas. 

L'hypoth6se (2.1) permet donc de <<s6parer>> g e t  g' de mani6re ~ pouvoir 
intercaler entre g e t  g' une fonction q = f - f '  suffisamment rdguli6re. 

Les hypoth6ses de r6gularit6 sur g et g' de Bensoussan-Friedman [1] ont par 
contre pour effet de rendre g e t  g' <</t variation born&>>. 

Par le Th6or6me II.3 de [3],  on peut trouver fo qui est la plus petite fonction 
p-excessive > g, et fo est born6e et continue. 

De m~me, on peut trouver.f~ qui est la plus petite fonction p-excessive > - g '  
et f(; est born6e et continue. 

Par r6currence, 6tant donn6 f~ et f~' p-excessives, born6es et continues, on 
peut trouver f +  1 et f~'+ a qui sont les plus petites fonctions p-excessives majorant 
respectivement f / +  g et f~ -  g'. 

Le probl6me essentiel va consister ~ d6montrer que la suite ( fJ i ' )  converge 
uniform6ment. C'est pour d6montrer cette convergence que certaines majora- 
tions/t priori qu'on peut 6tablir sur les diffusions de [13] ou les diffusions ~ sauts 
de [14] sont essentielles. 

Proposition II.1. La suite (f,f~') est croissante. 

Preuve. On a f~ >fo  et f~' >fd.  Par r6currence, la proposition est d6montr6e. [] 

Soit Ai+ I e t  Bi+ 1 les fermds: 

A~+I = (f~+ 1 = f / +  g) 

Bi+ l  = ( f /+ l  = f , -  g'). 
(2.2) 
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Par la Proposition II.2 de [3], on a: 

f/+ l (x) = E~ e- v oA,+ if/+a (xoA~ + ~) (2.3) 

f/t+ 1 (X) = E b e -  p DBi+ l i l le  1 (Xo Bi+ 1)" 
Proposition II.2. Si x~Ai+ 1 g(x) > E~ e- roB, g,(xoB). 

Si x~Bi+ z g'(X)<=E~e-VOA~g(XDA). 

Preuve. Si x~Ai+x, par (2.2) et (2.3), on a: 

f +  l (x )=f ' (x )+  g(x)= E~ e -p~ (fi- 1-g ' ) (xo , )+  g(x). (2.4) 

Or, on a: 

E~ e- vD~f i_ 1 (XD,,) < f i -1 (x). (2.5) 

Donc: 

f +1 (x) < f _  1 (x) + g(x) - E~ e- ev~i g'(XD,). (2.6) 

Comme f~+ 1 >f~-1, on a bien la premi6re pattie de la proposition, La seconde 
pattie se montre de la marne mani6re. [] 

On a maintenant le r&ultat technique fondamental. 

Proposition II.3. Si g' est un~orm~ment continue, il existe c~ < 1 tel que pour rout i, 
et tout x~Ai+ a, on ait: 

Eb~ e-  pO~, < c~. (2.7) 

Si g est uniformkment continue, il existe ~'< 1 tel que pour tout i, et tout 
xEBi+ l, on ait: 

Eb e ;Da'<o:'. (2.8) 

Preuve. Comme g<g ' ,  on sait par la Proposition II.2 que Ai+l et B~ sont 
disjoints, ainsi que Bi+ 1 et A~. Le rhsultat cherch6 permet en fair de montrer que 
ces ensembles sont suffisamment <<distants>> pour le processus considhr6. 

On ne montrera naturellement que la premi6re partie de la proposition. Par 
[13], Lemme 3.1., on a: 

Q~ sup [ x , - x - ~ b ( x u ) d u [ > l  < 2 d e x p  AT- " (2.9) 
\O<=t<T 0 

Donc, si M>[ibllr~, on a: 

Q b ( s u p  , x t - x [ > l ) ~ 2 d e x p - {  - ( / -MT)+2 
\o<=~<_r A T  }' (2.10) 

g' &ant uniform~ment continue, on sait que pour tout e > 0, il existe l~ > 0 tel que 
si d(y, z)<l~, alors: 

g ' (y)>g' (z ) -z .  (2.11) 
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Pour  simplifier les notations,  on ~crit A e t  B au lieu de Ai+ 1 et B i. 
On a: 

b - pDB t __ b - E~ e g (x*).)-Ex I(D~__<T) e vo. g'(XD.)+Ebx l(D.>r)e P*)'g'(x*).). (2.12) 

Si U > 0  majore  Ig'l, on a n6cessairement: 

Ebl(D,,>T)e-PD.g,(xD.)> k, e -p ,  b - Q.,(DB > T). (2.13) 

Soit A~r l '6v6nement: 

A } = (  sup {xt-x[<l~). (2.14) 
O ~ t ~ T  

Alors:  

b -- P*)B f b E~ I(D~T)e g (XD,)=E~ I(D,~ T)(1A~ + lcA~.) e-PD"g'(xD,). (2.15) 

Or  sur (DB<= T)c~A~T on a ~videmment:  

g'(xD,)>=g'(x)--~. (2.16) 

Donc:  

Ebx 1 ~ - p D B a I [ X  ] g - - p D B  (*),<_T)~A{. ~ S t *)~>(g'(x)-e)  Eb 1(*),=< T>A~. �9 (2.17) 

Or  on a: 

Eb I(DB<=T>A~ r e-p*),_ b e -p*)" E b 1 e -pDB (2.18) - -Ex  l ( t ) .< r )  -- x (DB<T)n~A~ 

ce qui implique 

b D > b e-PD~ 1 - O.~( B > T ) = E x l ( D B < _ T ) ~ A ~  

>=e-Pr(l Q~(DB> T) ) b ~ ~ -- -- Qx(51T). (2.19) 

Si e < k '  et si g'(x)>=e, on a grfice & (2.17) et (2.19): 

ES~. I (D B <_ T)c~A~ e-P*)" g'(x*).) 

_> e -  PT (g' (x) -- e) -- 2 U  e -  PT Qb (DB > T )  - 2k '  Qx(b ~AT).~ (2.20) 

Si e < k '  et si g ' (x)<e,  alors grfice h (2.17) et (2.19) 

E b 1(*). < T)nA~r e - p D B g t ( X D B )  ~ g ' (x )  - -g .  (2.20') 

' 2> Dans les calculs qui suivent, on ne raisonnera que dans le cas off g (x)_e ,  en 
utitisant (2.20), mais on v6rifiera que le cas off g ' (x )<e  se traite de la m5me 
mani6re grfice/t  (2.20'). 

De  plus: 

Eb l e - P D B d g . :  ]2> , b c e (Ds<~T)caeA~r 5 v~*),J= - k  Qx(At) .  (2.21) 
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De (2.12)-(2.13)-(2.20)-(2.21),  on tire, pour e<g'(x): 

E b e p DB at (X 
x ,~ \ DB ! 

>e-PT(g'(x)--8)--3k' e-PTQ~(DB> T)--3 ' bC . k Q~( AT). (2.22) 

Or par la Proposition 11.2, si x~A, g(x) majore le premier membre de (2.22). 
Donc: 

b 1 , Qx(D~> T ) > ~ ; ( g  ( x ) - e - ePrg (x ) )  pr t n b ( ~  ~ (2.23) 

PAk'. g' >/~ Prenons alors ~ = ~  Alors - e - g = ~ .  De plus, par (2.10), Q~(CA~r) tend 

uniform6ment vers 0 quand T tend vers 0. On en d6duit qu'il existe T > 0 et c > 0 
e t < l  tels que, uniform6ment en x darts A, on ait: 

Q~(D B > T) > c. (2.24) 

Alors, si x~A, on a: 

b Eb e-pO,<=e-pT Qx(DB> T)+( 1 b - Q~(D B > T)). (2.25) 

En posant a = c e-PT+ 1 -  C, la Proposition II.3. est bien d6montr6e. [] 

Remarque ILl .  Si on suppose seulement g<g' ,  on aurait une majoration 
uniform6ment sur les compacts de A~+ 1, ce qui est malheureusement 
insuffisant. [] 

De la Proposition II.3, on va d6duire: 

Proposition II.4. La suite de fonctions continues (f~,f[) est uniform~ment born~e et 
converge uniformdment en croissant vers Ie couple de fonctions continues p- 
excessives bornOes (f,f'). 

Preuve. Si C est un Bor61ien de ]R a, et h une fonction bor61ienne born6e, on 
pose: 

QCh(x)= E~ e PVCh(xoc). (2.26) 

Par (2.3), on a: 

f ~ = QAI(f~ + g). (2.27) 

O r ,  o n  a: 

QA~g ~ QA~ f o  < f o .  (2.28) 

De (2.27) et (2.28), on tire: 

f l  < fo+ QAlf(> (2.29) 

De m~me, on aura: 

f~ <= fo + QBl fo. (2.30) 
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On va montrer par r6currence les indgalitds: 

f2 ,  <=f2,-1 +QA2~ Qf ..... ... QB,fo 
t <~ t Q A 2 n -  1 

fz .+ <=f2,, +QA2.+IQB2n . . .QAlf ;  (2.31) 
, < , +Q~2~+I f 2 , + 1 = f 2 ,  QA2~, ... Q"~fo. 

Pour 6tablir (2.31), on va simplement montrer comment on passe de l'indice 
2n/ t  l'indice 2 n +  1, le passage de l'indice 2 n - 1  ~ l'indice 2n 6tant identique. 

De (2.31), on tire: 

, < , QBz, QA2, 1 f j . +  g = f~._ ~ + g +  ... QA,fd. (2.32) 

Or, par (2.3), on sait que: 

f2n+l = Q A  . . . .  (f2, + g)- (2.33) 

Doric, par (2.32), on a: 

.f~.+~ <QA~o+ (f~~ ~ +g)+Q~o+ Q~2o ... Q~If;. (2.34) 

Or, comme fz~ > fd,,- 1 + g, on a: 

QA . . . .  (fdn_1+g)<=QA2,+lf2,<=f2n. (2.35) 

De (2.34) et (2.35), on tire bien: 

_1_ A2 + 1 Ban fz,,+~ <=f2, Q ,, Q ...QA~fO (2.36) 

I1 suffit alors de remarquer que grfice/t la Proposition II.3, comme f0 et J~ 
sont born6es, les fonctions QA2. Qn . . . .  e~ Q_A2n �9 .. Q fo, Qf2" ... QAlfd, etc .. . .  ten- 
dent uniformdment vers 0, au moins aussi vite qu'une progression g6om6trique 
de raison < 1. f ,  - f , - I  et J / - f ' ~  tendent donc vers 0, au moins aussi vite qu'une 
progression g6om6trique de raison < 1. 

Les suites de fonctions f 0 +  ( f / - f - 1 )  et f(; + ~ (f/' - f / ; 1 )  sont donc 
absolument convergentes. ~= ~ 

(s  f ' )  converge bien uniform6ment vers ( f  f ' )  qui sont born6es, continues et 
p-excessives. [] 

D~monstration du Th~orbme ILl 

Preuve. Soit f la plus petite fonction p-excessive > f '  + g. Comme f + g > fi + g, 
on a n6cessairement f-->f~+l et donc f > f  Or f > f ' + g .  Donc f = f  On 
d6montrera de m~me que f est la plus petite fonction p-excessive > f - g ' .  [] 

Remarque II.2. Pour 6tendre les r6sultats pr6c6dents aux diffusions /t sauts de 
Stroock, il faut essentiellement montrer une majoration du type (2.10). Nous 
continuons fi adopter pour simplifier des solutions homog6nes. 
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M(x, dy) d6signe une mesure a-finie>0 sur IR d telle que pout tout 

r~( iRa/{O})  ' f lyl2_M(x,_dy) 
1 + lyl 2 

soit une fonction continue born6e. 
P d6signe le processus unique de g6n6rateur infinit6simal d6fini par: 

Lf(x) = �89 .~. aijfx ~ xj(x) + ~, bkf~k(X ) 
~,d k 

f (y,f~(x)) ] + S (x + y ) -  f(x) M(x, dy) (2.37) ad 1 + lyl 2 ] 

au sens de [14] (Th6or6me 4.3). 
I1 suffit de montrer que pour t o u t / > 0 ,  si T--.0 

sup P~( sup [x,-xl>_l)-~O. (2.38) 
x e N .  a O < t < T  

Soit/5 la mesure image de P~ par l'application x t ~ x t - x .  
Alors, toutes les trajectoires des xt partent de 0. Par application du th6or6me 

A1 de [14], on trouve alors que sur D([0, 1]), les P~ forment un ensemble 
6troitement relativement compact de mesures. Pour montrer (2.38), il suffit 
d'appliquer le crit6re (15.8) de 1-2]. [] 

Remarque II.3. G. Mokobodzki m'a fait remarquer que s'il existe f et f p- 
excessives finies telles que g < f -  "<  ' f = y ,  alors l'it6ration converge dans tous les 
cas, sans aucune hypoth6se sur les processus consid6r6s- on peut consid6rer des 
processus droits tr6s g6n6raux. En effet on v6rifie trivialement par r6currence 
que f / ~  et f[ < f .  Les limites f et f '  seront p-excessives et v6rifieront les 
conditions demand6es, ~t l'exception de f la continuit6. On v6rifie alors imm6dia- 
tement qu'on ales  relations suivantes: 

f = inf  {f* p-excessivel3f'* p-excessive; g < f *  - f ' *  __<g'} 
(2.39) 

f '  = inf {f' * p-excessive [ ~f* p-excessive; g < f* - f '*  < g'}. 

On est ici trivialement dans ce cas. En effet soit V q la r6solvante de Qb. En 
utilisant la continuit6 uniforme de g e t  la majoration (2.10), on v6rifie que g est 
limite uniforme de la suite qVqg quand q---, + oe. Soit q assez grand pour que 
[ g - q  Vqg] <fl/2. Alors on a: 

g<=q Vq (g + fl) <=g + fi. 

De l'6quation r6solvante V q - V p = ( p -  q) V p V q, on d6duit qu'il existe h continue 
born6e telle que g =< V ph < g +ft. Comme g + fi < g', l'hypothese pr6c6dente est 
bien v6rifi6e. 

I1 est cependant fondamental de noter qu'ici, on a besoin de la convergence 
uniforme de la suite (f,J[) pour obtenir la continuit6 des fonctions limites. 
Remarquons enfin que (2.39) n'est pas 6quivalent g (1.4) (au moins en g6n6ral). 
(2.39) est pr6cis6 par le Th6or6me III.2. 

On 6tend les r6sultats pr6c6dents dans [4]. [] 
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IIL Unieit~ de la solution du syst~me (1.4) 

Soit ( f f ' )  une solution du syst6me (1.4). 
On pose: 

q = f - f ' .  

N6cessairement: 

g < q < g ' .  

Soient A e t  B les ensembles 

39 

(3.1) 

(3,2) 

A =(q =g) 
B =(q=g').  (3.3) 

q 6tant continue, A et B sont ferm6s. (2.1) montre que A et B sont disjoints. 
A' et B' sont les supports fins des fonctionnelles additives continues engen- 

drant  f et f .  On a A' c A e t  B' c B par la Proposition II.5 de [3]. 

Th6or~me III.1. Pour tout x de IR~, on a; 

~'b o--P(TA T')(1 q(x) = i n f  sup ~x~ t~(r<=r,)g(xr)+ l(r,< r)g (xr)) 
T'  T 

= sup infE~ e -p(r^ T') (l(z_ < r,)g(xr) + l(r, < r)g,(xr,))" (3.4) 
T T' 

Preuve. On a par la Proposit ion II.2 de E3]: 

f (x )  = EVx e-  p DA f (x DA), (3.5) 

f '  (X) = E~ e-  po,f ,  (xD,). (3.6) 

On va montrer  que pour tout x de IR a, (DA, De) est une solution du jeu: 

min max Ebx e-p(r^ r')(l(r ~ r,)g(xr) + l~r, < r)g'(xr,)). (3.7) 
T'  T 

On a n6cessairement, par (3.3), (3.5), (3.6): 

~'b~-p(DAA D B ) / |  t q(x) = ~ ~ v A ~  ~g(xD~)  + 1~ .  ~ DA~g (xD.)). (3.8) 

Soit T u n  temps d'arr6t. Sur ( T <  + oo), on a: 

g(xO <=q(x~). (3.9) 

De plus, sur (De< + oo), on a: 

g ' (xo . )=q(xo .  ). (3.10) 

Donc: 

Eb e-P(T^  DB)[1 x ~r<=D~)g(xr) + 1~o~< r)g (xD~))<=E~ e-p~r^ ~ o~)" (3.11) 
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Or, n6cessairement: 

f (x)  > E~ e- p(r^ DB) f(xT,^ DB)" (3.12) 

De plus par (3.6), on a: 

f'(x)>=E~e P(7^DB)f'(xT^o~)>_E~e Pl)~ff(XD~)= f ' (x  ) (3.13) 

et donc: 

f'(x) = E~ e- p(7^ D,) f, (x~.^ D,). (3.14) 

De (3.11), (3.12), (3.14), on tire: 

E~e -p(rA DB)(I(T < D~)g(XT) + I(D ~ < T)g'(XD~)) ~ q(x). (3.15) 

De m6me, on aura pour tout  T': 

- -  . ! X q(x)<-E~ e-p(oA^ r')(I(D~<T')g(xD~)+ 1CT'< o~)g ( r'))" (3.16) 

Par (3.8), (3.15) et (3.16), on voit que le jeu associ6 au crit6re (3.7) a une valeur 
6gale ~t q(x). q(x) est bien donn6 par (3.4). [] 

On en d6duit: 

Th~or/~me III.2. Le systdme (1.4) a une seule solution. 

Preuve. Soit (f, f ' )  et ( f l ,  f~') deux solutions de (1.4). Alors, par le Th6or6me III . l :  

f - f '  = L  - f ; .  (3.17) 

A et B sont alors d6termin6s de mani6re unique par (3.3), 
On a: 

f - f 1  = QA(f ,_ f l )  
jr, _ f ;  = Q , ( f  _ f~). (3.18) 

Donc: 

f _ j .  = O A QB(f_f~) (3.19) 

et 

J.-M. Bismut 

( f  - f O = QA QB... Qa QB ( f  _]l).  (3.20) 

En raisonnant comme dans les Propositions II.2, II.3 et II.4, on v6rifie que le 
deuxi6me membre de (3.20) tend vers 0 suivant une progression g6om6trique et 
donc que f - f 1  = O. f ' - f ~  est donc aussi 6gal ~t 0. [] 

q, f, f ' ,  A, A', B, B' sont bien d6termin6s de mani6re unique. 
On va donner un r6sultat non trivial permettant  de caract6riser la fonction 

f + f ' .  
On pose la d6finition suivante: 
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Ddfinition III.1. Soit 2 une mesure de probabilit6 sur IR d. Si # est une mesure 
born6e sur IR J (non n6cessairement > 0), on 6crit 2 < #  si pour toute fonction p- 
excessive born6ef ,  on a: ( # , f ) < ( 2 , f ) .  [] 

On a alors le r6sultat suivant: 

Th6or6me III.3. Pour tout x de lR a, on a." 

f (x)  + f '  (x) = inr f~(x) + f ( x )  
a ~ et .f' p-ex_cessives borndes 

g< f - -  f '  <--g' (3.21) 

= sup (2, g) - @', g'). 
fi, ~' > 0 borndes 

e ~ < / ~ - ~ '  
e , ~ < # ' - ~  

Le sup est effectivement atteint par les mesures # et #' d~finies par: 

B A +  ( # , h )  =[(QA+Q Q QAQ~QA+.. .)h](x ) 
(# ' ,h )  B+ A B+ B A ~+ (3.22) =[(Q (2 Q Q Q Q ' - . )hi(x)  

et on a: 

f (x)  = (#  - # ' , f )  
f '  (x) = (# '  - # , f )  (3.23) 

( # , f - f ' - g )  = 0  (3.24) 
( p ' , g ' - f  + f ) = O .  

Preuve. Soit f e t  f~ p-excessives born6es telles que: 

g < f - f < g ' .  

Alors si ~ et 2'  v&ifient les conditions de l'6nonc6, on a: 

f i x )  >__ - V , f )  
f (x) >= (F,'-i , ,2>. 

(3.25) 

(3.26) 

Donc de (3.25) et (3.26), on tire: 

f (x )  + f ( x )  > @ - ~ ' , f -  f '  ) > @, g) - @', g'). (3.27) 

On va alors ddmontrer que ( f  f ' )  et (#, #') v&ifient les conditions demand6es 
et r6alisent l'6galit6 dans (3.27). Remarquons tout d'abord que la Proposition 
II.3 garantit la convergence 6troite des s6ries d6finissant/~ et V. 

De plus on a: 

(l~,f) = oAf(x)  + (#', QAj'>. (3.28) 

Donc: 

Q f (x)  + ( # ,  Q f - f ) .  (3.29) 
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S i f e s t  p-excessive born6e, on a 6galement: 

0.A f-~=f. 

Donc, on a bien: 

(#-  #,,f) __<f 

De plus, comme f =  Qaf, on a aussi: 
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(3.30) 

(3.31) 

(# - #', f )  =f(x).  (3.32) 

On v6rifiera les propri6t6s correspondantes pour f ' .  Enfin # est port6e A et #' est 
port6e par B. On a donc bien r6alis6 l'6galit6 dans (3.27) pour (f , f )  et (#, #'). [] 

On peut 6galement caract6riser directement les fonct ionsfet f ' .  On a en effet: 

Th6or6me III.4. Pour tout x de •d On a: 

f (x)  = sup @, g) - (/t', g') (3.33) 
fi,/7' > 0 born6es 

e x < g - / 7 " <  0 

(resp. 

f ( x )  = sup @, g) - (if,  g')). (3.34) 
/7, ~' >= 0 born6es 

Le sup dans (3.33) (resp. dans (3.34)) est rkalisk par les mesures: 

2 v A B A  ~_ 
#=0.2  Q Q 0 . x  . 

' wtA[~B-- I"~A,,'~Br'tAr~B + . . .  (3.35) 
= ~  ~x-*-~d ~ ~ ~x 

(resp. 

# = QBQj + QnQAQnQ~ +.. .  (3.36) 
# , =  B+ B A B 0.x 0. 0. 

Preuve. Soient f e t  f '  des fonctions p-excessives born6es v6rifiant (3.25). 
On a alors: 

~ ~ t  ~ ~ ~ ~ r  "7 

f>_ ( # - #  ,f,) = (#, g) - @ ' ,  g ' ) +  ( / t - #  , f )  (3.37) 
>= (~, g) - (~t', g').  

On va montrer que (f,f') et (#, #') r6alisent l'6galit6 dans (3.37). On a encore les 
relations (3.28)- (3.31). 

De plus, on a trivialement, pour toute fonction f p-excessive: 

(#  - if,J') : ( # , f -  Qnf-) > 0 (3.38) 

# est port6e par A, #' par B. Enfin, cornme Q B f , = f ,  l'6galit6 est bien r6alis6e 
dans (3.37). On raisonnera de marne pour (3.34). [] 
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IV. Caraet&isation de eertaines solutions du jeu 

On a les  r6sultats suivants qui permettent de caract&iser certaines solutions du 
jeu. 

On pose tout d'abord la d6finition suivante: 

Dkfinition IV.1. On dit qu'un temps d'arr& T e s t  port6 par un bor61ien C si sur 
(T < + ~),  x r ~ C  p.s. [] 

On a alors: 

Th6or6me 1V.1. Pour que des temps d'arrdts (T, T') soient solution du jeu (1.3), il 
suffit que : 

T soit portd par A et T' par B. 

T<DA,, 

T'<DB,. 

Preuve. Les calculs sont les mames que pour le Th6or6me III.1. 

On a une r6ciproque partielle: 

Th6or6me IV.2. Si (T, T') est une solution du jeu (1.3), alors: 

a) Sur (T<DB,), T est porto par A; TA DB,<DA,. 

b) Sur (T'<Da,),  T' est portd par B; T'A DA,~DB,. 

Preuve. Si F(T, T') est d6fini par: 

F( T, T') = E~ e- p(T ̂  T')( I(T < T,)g(XT) + l(r, < T)g'(XT')) 

on a, si (T, T') est solution du jeu: 

F(DA, , T')N F(T, T')N F(T, DB,). 

Or on a, par le Th6or6me IV.l: 

F( T, DB, ) < F(D A,, DB, ) <= F(D A,, T'). 

De (4.2) et (4.3), on tire: 

F(DA,, DB, ) = F(D A,, T') =F(T, DB, ). 

Or on a: 

F( T, DB, ) = E~ e - p~T  ̂~ o.,)g(xr) + la~ ~, < r)g' (xD.,)) 
~ Eba e-- P(T ̂ O~') q(xT  ̂ DB,). 

De plus: 

E~ e - p~7^ ~"" f (xT.^~,) = ( ,~ , f  S, 

E b e- p(T^ D"')r(X ~ =< (2 , f ) .  g d T^ DB,] 

[ ]  

(4.1) 

(4.2) 

(4.3) 

(4.4) 

(4.5) 

(4.6) 

(4.7) 
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Donc:  

E~ e- p(r^ DB,)q(XT,, 0,,) < (2, q)  = F(DA', DB'). (4.8) 

Pour  qu 'on ait (4.4), il faut qu 'on air 6galit6 dans (4.5) et (4.7), ce qui implique 
la partie a) du Th6or6me. 

On d6montrera  la deuxi6me partie du Th6or6me IV.2 de la m6me 
mani&e. [ ]  

Remarque 1V.1. I1 est essentiel de remarquer  que les conditions du Th6or6me 
IV.1 ne sont (h61as!) pas n6cessaires. 

Supposons en effet qu'il existe x 0 tel que pour  tout  y de IR d, 

T'  = + oog+(y) < g(Xo). 

Alors, si ,~=e~o , si T = 0  et si T ' =  + o% (T, T') est une solution de jeu. 
En effet: 

F(T, T') = g(Xo). (4.10) 

Donc,  pour  tout  7-': 

F(T, T') = F(T, T'). (4.11) 

Enfin, grace/~ (4.9), pour  tout  T: 

F(T, T')< F(T, T'). (4.12) 

On a cependant:  

Th6or4me IV.3. Soit ~, fl deux (presque) borOliens de IR ~. Pour que pour tout e x de 
]R ~, (D o, D,) soit solution du jeu (1.3), il faut et il suffit que si ~ et fi d~signent les 
adherences fines de c~ et fi, on air: A ' c ~ A ,  B ' ~ f i c B .  

Preuve. Les conditions sont suffisantes grace au Thhorhme IV.1. Mont rons  
qu'elles sont n6cessaires. 

Soit xe~.  Alors, comme D~=0, pour  ,~=s~, on a: 

F(D~, Dp) = g(x). (4.13) 

Donc  q(x)=g(x) et x~A. Alors c~=A et ~t fortiori  d=A.  Si x~A', D A, =0.  Comme 
DB,>O,-- car A et B sont d i s jo in t s -  le Th6or6me IV.2 mont re  que D~=0  et 
x~ff. Donc  A'=cZ On aura le r6sultat correspondant  pour  ft. [ ]  

V.  L e  cas  ou g est  s.c.s, e t  ou g'  es t  s.c.i. 

On va 6tendre les r6sultats pr6c6dents au cas off g est s.c.s, et off g' est s.c.i. On 
raisonne encore sur les diffusions ou les diffusions/t  sauts. 
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On remplace le syst~me (1.4) par la recherche de ( f f ' )  telles que: 

f et f '  sont borndes, s.c.s, et fortement p-surm6dianes 

f = inf f 
fortemgnt p-surmddiane 

f>=f'+g 

f '  = _ inf fr 
f fortement p-surmddiane 

f'>=f -g '  

g et g' sont des fonctions born6es telles que: 
a) ou bien g est uniform6ment continue et g' est s.c.i. 
ou bien g' est uniformbment continue et g est s.c.s. 
b) I1 existe fl > 0 tel que: 

(5.1) 

8 + ~ 8 ' .  (5.2) 

Th~orbme V.1. Le systOme (5.1) a une solution unique. 

Preuve. On supposera que g' est uniform6ment continue et que g est s.c.s, g + 
6rant s.c.s, born6e, par le Th6or6me III.1 de [3], on peut trouverJo fortement p- 
surm6diane born6e s.c.s, qui est la plus petite fonction fortement p-surm6diane 
>g.  

( - 8 ' )  + 6tant s.c.s. (en f a i t -  8' est continue), on construira f~ p o u r - g '  de ]a 
m6me mani6re. 

La construction faite au Th6or6me II.1 peut se poursuivre par r6currence. 
Les Propositions II.1, II.2, II.3, restent vraies. Par contre, pour r6soudre le 

probl6me pour des processus de Hunt g6n6raux, ou dans le cadre de la th6orie 
g6n6rale des processus (comme dans [8] pour l'arr~t optimal), on devra encore 
faire des hypoth6ses suppl6mentaires, en g6n6ral difficiles/t v6rifier. 

Proposition V.1. La suite de fonctions s.c.s. (fi,fi') est uniform~ment born& et 
converge uniform~ment en croissant vers un couple de fonctions s.c.s, born&s et 
fortement p-surmOdianes (ff '). 

Preuve. La preuve est identique /t la preuve de la Proposition II.4. Une limite 
uniforme de fonctions s.c.s. 6tant s.c.s., la Proposition V.1 est bien 
d6montr6e. [] 

Pour montrer l'existence d'une solution pour (5.1), il reste/t  effectuer le pas- 
sage fi la limite. 

Soit f - la  plus petite fonction fortement p-surm6diane > f '  + g. 
Comme f '+g>fi '+g,  ndcessairement f > f / + l ,  et donc f > f  Or, f > f ' + g .  

Donc f = f .  On a l e  r6sultat correspondant pour f ' .  [] 

Pour montrer l'unicit6 de la solution de (5.1), on pose: 

q = f - - f '  
A = ( q = g )  (5.3) 

B =(q =g'). 
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Par les r6sultats de [3] III.3, A et B sont des ensembles ferm6s. De plus, A et 
B sont disjoints. 

Soit f e t  f les r6gularis6es p-excessives de f et f ' .  
Par le r6sultat de [3]-III, on a: 

f = f v  (f' + g) 
f '  = f  v ( f -  g'). (5.4) 

Soit A 1 et B 1 les ensembles: 

Al={f<f} (5.5) 
B1 = ( f < f } .  

A 2 et B 2 sont les supports fins 
additives gauches engendrant f et f .  
On pose: 

des parties continues des fonctionnelles 

A'=AI~A2 (5.6) 
B'=BI~B 2. 

Alors, on a par [3], III.4: 

A ' ~ A  
(5.7) 

B' ~B.  

L'unicit6 de la solution du syst6me (5.1) se d6montre alors comme dans la 
partie lII. [] 

Caract6risation de certaines solutions du jeu 

Les r6sultats de la partie IV sont imm6diatement transposables. 

VI. Un jeu eontraint 

On va admettre ici que la fonction g peut prendre la valeur - oo et la fonction g' 
la valeur+ o% ce qui revient/~ exclure ces points des supports respectifs de T et 
T' dans les jeux pr6c6dents. 

A et B sont deux ferm6s disjoints de IR d tels que d(A,B)>O, g est une 
fonction continue born6e sur IR d. 

On 6crit qu'un temps d'arrSt T est tel que TSA si sur ( T <  + oo), x.reA p.s. 
On va r6soudre le jeu 

max min E~ e- p(T A T')g(X T ^ T')" (6.1) 
T,LA T'~B 
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On raisonne encore sur les diffusions ou les diffusions ~t sauts. On consid~re le 
syst6me relatif ~t deux fonctions (f  f ) :  

f et f '  sont born6es et fortement p-surm6dianes 

f = inf f (6.2) 
fortes p-surm~diane 

f >= l A ( f '  +g)  

f '  = inf f .  
a ~" fort ement p-surm~diane 

f '  >= I B ( f  -- g') 

On a alors: 

Th6or~me VI.1. (6.2) a une solution ( f  f ' )  unique, f(resp, f ' )  est continue, sauf peut- 
~tre sur une ensemble semi-polaire inclus dans A(resp.B). 

Preuve. La fonction lag + est s.c.s. 

Par le Th6or6me III.2 de [3J, on peut trouver fo qui est la plus petite 
fonction fortement p-surmadiane> lAg et )Co est s.c.s. 

De plus, par les rasultats de [3], III, fo coincide avec sa r6gularis6e p- 
excessive f~ 1~ off f~>  lag. Donc fo= f~  sur CA et fo est continue sur CA. En 
particulier, 1B(fo-g) + est s.c.s. 

tBg- est s.c.s. J~ est ta plus petite fonction fortement p-surmadiane> 
- 1,g. fd est alors s.c.s. 

Par racurrence, 6tant donn6 f~ et f '  fortement p-surm4dianes born6es et 
! respectivement continues sur CA et sur CB, on d6finit f~+ 1 et f +  1 par: 

f~+l =_ inf f (6.3) 
f forte ment p-surm4diane 

f >  1 A ( f ~ §  

fi+~ = inf f .  (6.4) 
f '  fort  ement p-surmgdiane  

f ' >  1 B ( , f l - - g ' )  

Alors f~+l et J~'+l sont encore born6es, continues respectivement sur CA et 
sur ~B, puisque 1A(f/'+g) + et 1B(f/--g') + sont S.c.s. 

Proposition VIA. La suite (f,J') est croissante. 

Preuve. Mame d6monstration que pour la Proposition II.1. 

Proposition VI.2. La fonction E~e -pD~ est uniform~ment born& par b< 1 quand 
x~A. 

La fonction E~e pD~ est uniformOment born& par b' quand xEB. 

Preuve. On sait que supQ~( sup Ix , -x l>d(A,B))  tend vers 0 quand de T-+0, 
x ~ ,  d O <_ t G T 

par le Th6or6me de compacit6 de Stroock A1 dans [14] et (15.8) dans [2], ou 
plus simplement pour les diffusions par la majoration (2.10). 

Pour T suffisamment petit, on en d6duit qu'il existe e > 0  e t < l  tel que pour 
tout x de A: 

b B Q.~(D > T)>c. (6.5) 
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Alors, si xeA ,  on a: 

b - p D B  < b Q~(DB Exe = > T)e-PT + I--Qb(DB> T). (6.6) 

En posant b = c e - V r + l - - c ,  la Proposition est d6montr6e. On raisonnera de 
m~me pour E~e- v DA. [] 

Proposition VI.3. La suite (fi,fi') converge en croissant et uniform~ment vers un 
couple de fonctions (f,f') qui sont fortement p-surm~dianes, s.c.s, et born~es, 
continues respectivement sur CA et CB. 

Preuve. Par r6currence, il vient, comme en (2.31): 

f2,  <=fz,-l +oAoB. . .Q~fo  

f L  < f;~ I +Q"QA... Q/f; 
fa,+l <=f2, +QAQB...QAfd (6.7) 

f~,+l <=f2, +QBQA.. .Q"fo.  

Par la Proposition VIA, les suites de fonctions QAQB ... Q~fo, QBQA ... QAf; 
etc .. . .  tendent vers 0 plus vite qu'une progression g6om6trique de raison 
uniform6ment < 1. 

Les suites de fonctions f o +  ~ ( f / - f~- l ) ,  et f~+  ~ (f// '-s 1 )sont  donc 
i = 1  i = 1  

absolument convergentes. (fn,f,') tend donc uniform6ment vers (f,f') qui est un 
couple de fonctions fortement p-surm6dianes, s.c.s, et born6es, continues respec- 
tiv, ement sur CA et CB. 

On d6montre alors le Th6or6me VI.1 comme le Th6or6me II.1. 

Unicit6 des solutions de (6.2). Soit f et f '  fortement p-surm6dianes born6es 
solutions de (1.2). Alors n6cessairement: 

f (x)  = E~ e- p DAf(x D~), (6.8) 

., _ E b - p DB , j (X) -- .~ e f (x,~). (6.9) 

Par le lemme 2 de [11] (p. 275) - qui s'6tend 6galement aux diffusions /t 
sauts - on sait alors que: 

f et f sont respectivement continues sur ~A et sur CB. 

Les fonctions 1A(J' +g)+ et 1B(f-g) + sont donc s.c.s, et on peut appliquer les 
r6sultats de [3], III. 

f et f '  sont alors s.c.s, et fortement p-surm6dianes r6guli6res. 
Soit ~] e t / )  les fonctionnelles additives gauches engendrant f et f ' ,  ~]* et/3" 

leurs parties continues. 
Soit f et f les r6gularis6es p-excessives de f et f .  
Par les r6sultats de [3], III, on a: 

f = f v  la( f + g), (6.10) 

f ' = f v  l~(f-  g). (6.11) 
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On pose: 

q = f - f '  
A 1 =(q=g)c~A 

B~ =(q =g')c~B (6.12) 

A 2 = ( f <  f )  

B 2 = (J~ </ ' ) .  

A 3 est le support fin de t]*, B 3 le support fin de /3". Alors A 2 u A 3 c A 1  et 
B z ~ B 3 ~ B j .  

On pose enfin: 

A4=Aa~AA3 
B4=B2uB3"  (6.13) 

Par [3] III.3, A~ et B~ sont des ensembles ferm6s. 
On a de plus: 

A 4 c A I ~ A  
B 4 c B  1 c B .  (6.14) 

On montre alors l'unicit6 des solutions de (6.2) comme en III, en prouvant 
que (DA, Din) est une solution du jeu, donc que q = f - f '  est la vateur du jeu, et en 
raisonnant ensuite comme en III. 

Caract6risation de certaines solutions du jeu 

Soit 2 une mesure de probabilit6 sur IR d. On va earact6riser certaines solutions du 
jeu (6.1). On a par analogie aver les Th~or~mes IV.l, IV.2 et IV.3.: 

Th~or~me VI.2. Pour que des temps d'arr& ~ventuellement randomis~s soient 
solution du jeu (6.1), il suffit que: 

a) T S A  1 et T'$B1, 

b) T ~DA4 et T'<D84. 

Th~or~me VI.3. Si (T, T') est une solution du jeu, alors: 

a) Sur (T <_DB4), T ~,A1; TA DB4~DA4. 
b) Sur (T' <DA4), T ~.B1; 7'Ix DA4~:DB4. 

Th~or~me VI.4. Soit (c~,fi) deux borOliens de IR d tels que c~cA, f i cB .  Pour que, 
pour tout x de IR d, (D~,D~) soit solution du jeu (6.1), il faut et il suffit que si ~ et 
ddsignent les adhOrences fines de ~ et fl, on ait: 

A 4 c ~ c A 1  (6.15) 
B 4 c f i c B  1 . 
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VII. Quelques r~sultats de continuit~ 

On va maintenant 6tudier comment varient les solutions des syst6mes (1.4) et 
(6.2) quand les param6tres varient. 

On se place ici dans le cas des diffusions de Stroock et Varadhan [13], mais 
les r6sultats de compacit6 de Stroock (Th6or6me A1 de [14]) permettent 
d'6tendre les r6sultats aux diffusions /~ sauts quand on fait varier certains 
param6tres comme en [5]. 

Les r6sultats obtenus ici sont essentiels pour l'6tude de certains jeux (voir 
[6l). 

Q~' d6signe donc ici la diffusion de Stroock et Varadhan [13] de d6rive b. 

1) D@endance fonctionnelle pour le syst~me (1.4) 

Th~or~me VIM. Soit {b"},~N une suite d'~l~ments de Lo~(IR d) convergeant vers 
b ~ L ~ (IR e) pour la topo lo S ie g(L o0 (lRd), L 1 (IRd)). A lors: 

si {g'~}n~N est une suite uniformdment born& de fonctions continues converseant 
vers g uniform~ment sur les compacts de IRd ; 

si {g 'n} est une suite uniformdment born& de fonctions continues convergeant 
uniform~ment sur IRe vers une fonction uniformdment continue g', 

s'it existe f l>0  tel que pour tout n, g~+ fl<g'". 

La solution ( f" , f ' " )  du systdme (1.4) relative d (Qb,, g,, g,,) est uniformOment 
born& et converse uniform~ment sur Ies compacts de IRa vers la solution ( f  f ' )  de 
(1.4) relative d (Qb, g, g,). 

Preuve. Les fonctions {S'"},~N ont n6cessairement un module uniforme de 
continuit6 sur tout IRd. 

De plus, les {b"},~N sont uniform6ment born6es. La d6monstration de la 
Proposition II.3 montre alors qu'on peut choisir le m~me c~ < 1 pour tout les n 
dans l'6nonc6 de la Proposition II.3. 

La d6monstration de la Proposition II.4 montre alors que la suite (f~", f{ ") 
converge uniform6ment sur IRe vers (f",f'") quand i ~  + 0% et cela uniform6ment 
en n, et que la suite (f" , f")  est uniform6ment born6e. 

Pour d6montrer que (J~,f'")~(f,,f') sur les compacts de IRe il suffit donc de 
d6montrer que pour tout i, (J~i , ~ " ) ~ , f ~ ' )  uniform6ment sur les compacts de IRe 
quand n ~  + oo. On va donc 6tablir le r6sultat par r6currence sur i. 

La suite (f",f'") 6tant uniform6ment born6e, on est ramen6/~ d6montrer que 
si {h"},~u est une suite de fonctions continues uniform6ment born6es conver- 
geant uniform6ment sur les compacts de IRe vers une fonction h, si q" est la plus 
petite fonction Qb,-p-excessive>h", alors q" converge uniform6ment sur les 
compacts de IR e vers q, qui est la plus petite fonction Qb_p_excessive > h. 

I1 suffit de d6montrer que si x , ~ x ,  q"(x,)~q(x). 
Pour d6montrer ce r6sultat, on pose la d6finition suivante ([12] et [3]): 

Ddfinition VII.1. Soit 2 une mesure de probabilit6 sur IRe. On dit que 2 est 
ant6rieure ~ une mesure born6e # > 0  pour Qb, et on 6crit 2 b < #  si pour toute 
fonction Qb p-excessivef on a: 

( # , f )  =< (2 , f ) .  [] 
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Soit A l e  ferm6 (q=h). Alors si x e A  on a h(x)=limh'(x, ,)  et donc h(x) 
<l im infq"(x,), ce qui implique 

q(x) < lira inf q"(x,). (7.1) 

En g6n6ral on a par [3], Proposition II.2: 

q(x) = E~ e-  p DA h (xl).4). (7.2) 

Posons: 

~o.(y)- b - - p ~ A .  - E y  e h (XDA). (7.3) 

Pour y fix6, E b%-pD~ 1 h"t-~ ~ converge vers (p,(y) quand T--, + 0% et cela y ~ X ( D A < T )  \ ~ D A ]  

uniform6ment en n. De plus, si Z~" est la densit6 de Q~" par rapport ~ QO sur la 
a-alg6bre ~ ( x s [ 0 < s <  T), par le Th6or6me IV.3 de [7], Z~- " converge faiblement 
vers Z~. On en d6duit par un raisonnement classique que 
E~"e--POAI~oA<=r)h"(XOA) converge vers Ebye-PDAI~D~<=r)h(xo~) et donc que 9,(y) 
converge vers q(y). 

De plus les {b"},~N et les {h"},~N restent uniform6ment born6es. Alors 
l'uniformit6 de la majoration (2.10) et la preuve du lemme 2, (p.275) de [11] 
montre que sur toute boule ferm6e B de ~A on a, en notant p a r  V~ la r6solvante 
de Qb-: 

sup sup Im V,,~ q0, - (p,] ~ 0  quand m--* + ~ .  (7.4) 
n x e B  

Enfin le Th6or6me 7.1 de [13] montre que pour m fix6, en tout x de IR e, les 
V~p, ont m6me module de continuit6. On en d6duit que les ~0, sont uniform6- 
ment continus sur les compacts de CA. 

Donc si xs~A ~o,(x,) converge vers q(x). Or n6cessairement: 

q"(x~ >= ~ .(x.). (7.5) 

On en ddduit encore que si x ~ A ,  alors on a: 

q(x) < lira inf q"(x,). (7.6) 

On peut 6tendre le raisonnement pr6c6dent aux diffusions fi saut en utilisant 
[5], le Th6or6me A1 de [14] et les m6mes techniques qu'au Th6or6me 7.1 de 
[13] pour ddmontrer la continuit6 uniforme des potentiels V, ~. 

b ~ 

De plus, il existe #', telle que e~ <#', et que: 

q"(x,) = (# ' ,  h"). (7.7) 

Par les Th6or6mes IV.1 et IV.2 de [33, on peut trouver une sous-suite #',k 
b 

convergeant 6troitement vers/~' et ex <#' .  

Alors: 

@', h> =l im (/~',~, h'~>. (7.8) 
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Or: 

q(x) >= (#', h). (7.9) 

En raisonnant sur toutes les sous-suites de N, on tire: 

q(x) >__ lim sup q"(x,). (7.10) 

Le Th6or6me r6sulte de (7.1), (7.6), (7.10). [] 

2) D@endance fonctionnelle pour le systOme (6.2) 

On suppose A et B fix6s dans le syst6me (6.2). 

Th6or6me VII.2. Si {b'},~N est une suite du de Loo(]R d) convergeant vers 
b~Loo(lR d) pour la topologie a(Loo(lRd),La(lRd)), si {g"},~N est une suite uniformS- 
merit bornde de fonctions continues convergeant vers g uniformdment sur les 
compacts de IR d, alors la suite ( i f , f " )  de fonctions solutions de (6.2) pour (Qb,, g,) 
est uniformOment bornke et converge simplement vers la solution (f,f') de (6.2) pour 
(Qb, g). De plus, f f  converge uniformdment vers f sur les compacts de ~A, et f "  
converge uniformkment vers f '  sur les compacts de CB. 

Preuve. En utilisant l'uniformit6 des majorations de la Proposition VI.2 quand 
{b"},~u varie darts un ensemble born6e, on d6montre le r6sultat de la m6me 
mani&e qu'au Th6or6me VII.1. [] 

VIII. Extensions 

On peut &endre les r6sultats pr6c6dents dans le cadre de la Th6orie G6n6rale 
des Processus. 

(f2, ~ ,  P) d6signe en effet un espace de probabilit6 complet, muni d'une suite 
croissante et continue ~t droite {o~}t=> o de sous-tribus compl6tes de/~. X~ et X~ 
sont des processus optionnels born6s d6finis pour te[0, + ~ ] ,  cad sur [0, + oo[, 
lag sur ]0, +oo],  et tels que leurs projections pr6visibles aX t et 3X' t sont 
respectivement 6gales ~ X t- et X' t- pour tE]0, + oo]. 

p d6signe une constante > 0. 
Si T et T' d6signent des temps d'arrat ~t valeurs dans [0, + Go], on consid&e le 

crit6re d6fini par: 

F(T, T')=-Ee -p(r^ T')(1T=< T, XT+ 1T,< r XT,). (8.1) 

On cherche (T, T') /t valeurs dans [0, + ~ ]  tels que pour tout couple de 
temps d'arr6t (T, T') h valenrs dans [0, + ~ ] ,  on ait: 

F(T, T')K F(T, T')<=F(T, 'F'). (8.2) 

Soit Ytt 'h la projection optionnelle de sup ]X'z+s-X't[. 
O<_s<_h 
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On fait alors les hypoth6ses suivantes: 
a) Y/h--'0 uniform6ment quand h--+0. 
b) I1 existe/~ > 0 tel que: X +/3 < X'. 

En utilisant les r6sultats de Bismut-Skalli dans [8], on peut alors 6tendre les 
r6sultats pr6c6dents/t ce nouveau probl6me. 
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