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Summary.' - G. H. Hardy proved 1916 ]or the ]irst time, that the ]unction t~(x) o] Riemann 
in the title has no ]inite di/]erential quotient ]or all x, except two classes o] rational numbers, 
noted in the text by 3) and 4). We prove in the ]oglowing by Laplaee-Trans]ormation: l~(x) 
is also not di]]erentiable ]or the class 4) and it is di]]erentiable ]or the class 3) with R'(x) 
always equal to -- �89 

Einleitung, die Ergebnisse und die Methode von G. H. Hardy. 

1. - Wi t  schreiben mi t  H a r d y  zx  ~nstelle yon  x und be t rach ten  demgem~B die 
Riemunnsehe Funk t ion  [1] 

R(x)  = 
sin~n~x 

Differenzierbar bedeute t  mi t  t t~ rdy  stets: es exist iert  eine endliehe Ablei tung;  
im gleichen Sinne ist im folgenden reehts uncl ]inksdifferenzierbar zu verstehen.  Die 
im Titel  gestellte Fruge ha t  ItAI~DY in einer Arbei t  aus dem Jah re  1916 [2] fas t  
vollstgndig beantwor te t ,  indem er zeigte: 

I) R(x) ist nichtdifferenzierbar fiir irrationules x; 

I I )  R(x )  ist nichtdifferenzierbar fiir die rat ionalen x, we]che yon einer der 
zwei Fo rmen  sind (~, # ganz und die Briiche wie immer reduziert)  

2~ H- 1 2~ 
1) x - - -  2) x -  

2re 4# + 1 

Zu dieser Klassifizierung gel~ngt H a r d y  im Zusammenhang mi t  der R(x) zugeord- 
ne ten  # = l~eihe 

c o  

r ~ exp [ izn~xJ.  

(*) Entrata in Redazione il 5 settembre 1978. 
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Ist  n~mlich x rational und ohne Einschri~nkung x > 0, so ist x/2 yon einer der 
vier l%rmen 

x 2 2 + 1  ). 2 ) t + 1  ~, 
.~: 4/~ ' ~ # + ~ '  ~ # + 2 '  ~ # + 3 '  

je n~chdem der Nenner kongruent 0, 1, 2, 3 modulo 4 ist; ftir x ergeben sich daraus 
die vier F~lle 

22 + 1 22 22 + 1 22 
1)  x =  2--7- 2) x = 4 ~ + 1  3) x - 2 # + 1  4) x=4~+~'o  

Schreiben wir r/s fiir x/2, so ist in diesen vier F~llen 

(1) Z exp = 
v=O 0 

• 

je nachdem s -  0, 1, 2, 3 (mod 4) ist. D~raus folgt, dab die Teilsummen 

(2) s~= ~ exp[v~ix]= ~ cosv2~x-/i ~ sinv"zx 
O~_v~_n O~_v~n O~_v~_n 

in der obigen Reihenfolge bis uuf ein 0(1) gleich 

(3) (•162 •  O, •  

sind, wo A > 0 eine (leicht angebbure) Konstante ist. Daraus liest man fiir die 

Reihe ~cosn2zx ab: die l%ihe divergiert nach + ~  oder (--c~) in den Fgllen 1) 

und 2). Wie betrachten die Oberfunktionen ([3], Seite 44) 

r = R(a  + t) - - / ~ ( a ) ,  r  = S ( a - -  t) - - / ~ ( a ) ,  sowie  

(4) 

X(t )={~=ls insn2a .  C~ ~ 

~(t) = [ s  cosT~n2a. Sin~n~tl 

Diesen Funktionen entsprechen im Unterbereich l%nktionen 9+(s), ~-(s), Z(s) und 
~f(s) giiltig fiir x > 0 : 

(5) ~+(s) = z ( s ) +  ~ ( s ) ,  ~- (s )  = z(s)-  ~(s) 
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(6) 

f x~n2 . sin T~n~ a ] 

c o s  7~b~ t~ 1 

Wir l~ssen in diesen l~eihen den Zeiger n yon  - -  ~ bis -~ ~ l~ufen, mult ipl iz ieren 

sie mi t  �89 und kennzeichnen sie d~nn mi t  einem Stern:  

(7) 
x ( t )  = x*( t )  , 

z ( s )  = z * ( s ) ,  

t 
T(t)  = - - ~  + T*(t) 

- - 1  
~(s) = ~ + ~*(s) .  

Wir zeigen mit te ls  L~pl~ee-Transformat ion:  

I I I )  im F~lle 4) ist R(x) in x ~ a weder rechts  ~ - n o c h  linksdifferenzierbar;  

IV) im Falle 3) ist R(x) in x = a differenzierb~r und es ist stets It'(a) ~- -- �89 

Die Beweismethode im Fall 4); der Ausnahmefall 3). 

2. - D~I~ _~(x) in m ~ a eine ~ech~s~b]eitung B bezw. eine Links~blei tung b 

besitzt ,  bedeu te t  

(8) r  bezw. q ) - ( t ) ~  (-- b). t  fiir t--->0. 

N~ch [3] Seite 473, Satz  1 ziehen diese Beziehungen ffir jedes g mi t  0 ~ ~ <  ~/2 die 

folgenden im Unterbere ich  ffir 

y~ 
(9) s--->c<~, ]~ rg s l~  ~ <  ~ 

n~ch sich: 

B - - b  
- bezw. w-~s/ (10) ~+(s)  ~ s~ 

8 ~ 

Sob~ld also diese notwendigen Bedingungen nicht  erffillt sind, folgt:  R(~) ist in 

x =  a nicht  differenzierbar.  Dies tr iff t  im F~lle 4) zu; im F~lle 3) d~gegen sind sic 

mi t  B =  b = - -  �89 erffillt, was zeigt:  Wenn  R'(a) existiert ,  so ist  s tets  /~'(a) = - -  �89 

Dor Fall  4) : a = 2p/q, q ~ - -  1 (rood. 4). 

3. - I n  den Reihen ffir Z*(s), yJ*(s) setzen wir 

n ~ l + q r ,  ~ 0 , 1 ~ . . . ,  q - - 1  
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und be~chten 

[. 2p ~] [i 2Pl:] e x p [ ~ - ~ - n j  = e x p [  -~- ] 

Jede  Reihe b~ut  sich dunn aus ~ Teilreihen * * ~ (s), v A (s) auf und es ist 

(11) 

q--1 
~/~(s) = ~ sin27~P-/2.Z?(s), 

q--1 
~(s)  = ~ cos2~ p- t~.-q~(8). 

Eine Resid~enrechnung ergibt fiir * * Ausdrficke~ Z~(s)~ ~ ( s )  die sich fiir s>O, s-~ 0o 
so verha l ten  

(12) 

(1) 
x~(s) = 2 V ~ q  s~ + ~  V ' 

(1) 
~ff(s) - 2 V ~ q  ~ + o ~ ; 

D~raus, uus (11) und  ~us (1) folgt ffir s--~ c~ 

lim[s2~+(s)[ = c~,  limls2~-(s)] = ~ ,  

d.h. die Beh~uptung I I I .  

Der Fall  3)  : a = p / q ;  p,  q ungerade. 

4. - Wir  zerlegen wie vorhin in Teilreihen, beuchten 

und  erh~lten ~nuloge Formeln  

-~- exi0 

(13) 

q--1 q--1 p 

z=o q ~-1 q 
q--1 

~-1 p ~*(t) = ~ cos~P-~'T~(t).  ~,~'(s) = ]~ cos t ~ . ~ ( ~ ) ,  
~=o q z:o q 
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Eine Residuenrechnung ergibt 

(14) x~(8) = s ~  - ' 

(15) ~g(8) -- ~ + , 

worin die gesehweiften Klammern  die folgenden eindeutigen meromorphen  Fank-  
t ionen sind 

[V/-----~s| %/~ i~s "v/-T~s 
(16) 

= sin [ ( V - - - ~ s -  ~t)lq] + sin [ (V- - -~8  + ~OIq]' 
f V ~ /  a /~  a/i-~8 (1~) 

= sin [ b / ~ -  ~ ) / ~ ]  + sin [ ( ~ / ~  + ~Z)lq]" 

Daruus liest man  in einem Winkelbereich (9) ab, dab 

z~(s) = o , ~g(8) = o , 

das heisst, dM3, wie in 2. bemerkt ,  

lim{s'~+(s)} = _ �89 lim{s~o-(s)} = _ �89 

ist. 

5 .  - Wir denken uns die s-Ebene l~ngs der negat iv  reellen Achse aufgeschnit ten.  
I n  dem so en ts tandenen Gebiet  1) sei V/s tier t I aap twer t ,  und  

~/--i~s = exp -- i u s ,  = 

Mit dieser Erkli~rung ist z.B. jeder der vier Bausteine in (16) rechts holomorph in D 
a nd  (der Querstr ich bedeuted  die konjugier t  komplexe Zahl) 

:fitr 1 _ < I ~ - - 1  die einfachen Pole s-~i~(l--~qu) ' ;  diese v sind 

gegeben durch I d- qv fiir v = O, 1, 2, ... an d  (-- ld- qv) fiir v = 1, 2, ... oder dutch 
(ld- q/~) fiir # = O, 1, 2, ..., wo l = q--  1 ist. l = I ist unmSglich, da q ungerade. I s t  

7 - A n n a l i  d i  M a t e m a t i e a  
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1> q/2, so l <  q/2 und umgekehrt .  Fiiz. 1 = 0 sind die Pole s = i~(qv) ~, ~ = 1, 2, .... 
Benutz t  man  (18) und sehreibt ffir ~ wieder s, so erhi~lt man  die entsprechenden 

Aussagen fiix. "v/ . 

6. - Es sei n e i n e  natiirliehe Zahl (schon grol] gedacht). Dann  i s t s  = :kiz~q ~o 
�9 (n~ �89  ~ kein Pol. Sei weiter C. eine einfach geschlossene Kurve  in der s-Ebene, 
die s----0 umschlingt,  spiegelbildlich zu y = 0 liegt und die y-Achse genau in den 
P unk t en  y -~ :kzcq2(n§ })2 schneider. C. enth/~lt im Innern  die Pole s=  :kiz~(l+ q~,)2 
fiir welche der Zeiger u einer der beiden Ungleichungen genfigt, je n~chdem l ~  q/2 
oder l ~  q/2 ist: 

(19) ]l§ qu[ < q(n§ �89 7 [ i§  qv] < q(n§ �89 

Wir bezeichnen die betreffende Zeigermenge fiir v mi t  Z .  und schreiben fiir sie 
veZ~,  and  fiir die restliehen v~Z~; ffir l = O  bedeu~et v~Z . :  v~= n §  l .  

Mit dieser Verabredung ergibt eine Residuenreehnung (l = 0, 1, ..., q - -1 )  

cos z ( / §  qv)2t 
(20) ~ dsexp[tsJy,~(,) =X~(t)  - 1  ~ (--1) ~ - ~ q - ~ -  , 

2~i 2 ~+z~ 
Cn 

I ~ 1 s inz( l  § qv)~t 
(21) ~ ds exp [ts] ~(s )  = ~P~*(t) -- ~ ~ (-- 1)' zl(1 § qv) ~ 

vCZ~ 
~n 

Nachtr~glich daxf die Kurve  C. auch eine Selbstdurchdringung in einem Bereich 
besitzen~ der polfrei ist, wie das die Figur  im ersten Quadranten andeutet .  

Beweisanordnung. 

7. - Es sei im folgenden u eine Konstante ,  ~ > 1 (schon groi] gedacht), beliebig 
und dann fesL Sei welter t schon klein 7 speziell 0 ~ t ~ 1. Wir koploeln die natiir- 
liche Zahl n m i t t  wie folgt:  I s t  z.B. l ~  q/2 (sonst t r i t t  in (22) einfach 1 anstelle 
yon 1), so liegt die Zahl z~z~/16(qt) ~ in genau einem Interval1 

(22) 

in jedem Falle gilt 

~ 2  ~(~ § ~(~ + :~))~; 
z(1 § qn) 2 <---16(qt)2< 

(23) n "~4q(qti ftir t ~ O. 
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Die in (20) und  (21) auftretenden Summen sind dann absolut kleiner als 

8 t 
(24) -" . 

z~ ~ --  12q(qt) 

Wir zeigen: Es existierr ein Weg Lt,,, spiegelbildlich zu y = 0, tier yon t und  
abh~ngt, der die y-Aehse in y = • �89 schneider, wo alas n mit  dem t gem/~B 
(22) gekolopelt ist, und den wir mi t  der Kurve  C. in (20) und  (21) identifizieren, 
clerart, daft 

(25) 1 ds exp [ts] Z~(s) = o(t; ~),  2~i ~ i  ds exp [ts] ~f~(s) = o(t; ~) 
Lt,z ~Lt ,z 

ist; o(t; z) bedeutet :  die linke Seite, noeh dividiert dureh t, strebt fiir das feste 
naeh Null ffir t ~  O. Fflr X~(t) (ebenso fiir T~(t)) Iolgt aus (25), (20) und (24) 

l imsup X~[(t) <_ 4: 
t-~o t - -  ~ - ~  ; 

die linke Seite h~ngt nicht  yon z ab, d.h. dieser lim sup ist gleich lqull und es folgt 
aus (13) X~( t )=  T ~ ( t ) =  o(t), also n~ch (7) 

t 
�9 +(t) = - ~ + o(t),  

d.h. die Beha~tptung IV in 1. 

t 
O - ( t )  = - -  ~ + o( t )  , 

8. - Es genfigt, (25) fiir die obere H/~Ifte Wt, ~ in y >  0 anstelle yon Lt. ~ zu beweisen 
(man beachte (18)). In  y >  0 ist die Funkt ion  (17) polfrei, so dab es geniigt, nur  
die Funkt ion  (16) weiter im In tegranden mitzuffihren~ und bier geniigt es wieder, 
wenn wir uns in (16) auf den ersten Summanden besehri~nken. Mit tier Abkiirzung 

1 f exp [ts] V'~iz~s 
(26) W t . ~ [ v / ~ - -  ~/] = ~-~ ds s ~ s i n [ ( ~ - - i ~ s - - z d ) / q ]  

Wt,x 

reduziert sich der Beweis auf die Behauptung 

(27) 

Der Weg Wt, ~ wird aus sieben Wegen W1 bis W7 aufgebaut  und (27) ist bewiesen, 
wenn fiir jeden Weg W~ 

(2s) w ~ [ V - i = 8 - ~ z ]  =o(t;~);  ~ = 1 , 2 , . . . , 7  

bewiesen ist; darin ist miteingeschlossen~ dab fiir einen einzelnen Weg W~ das be- 
treffende o(t; ~) yon ~ gar nicht abh~ngt;  wir schreiben dann o(t) anstelle yon o(t; ~). 
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~27~ 

!6(qt) 2 

zq2(n _~ �89 

7g 

16(qt) 2 

,~(1 -~ qn) 2 

Xl X 2 7/; 

8(qt) ~ 

X 

Beweis der Behauptungen (28).  

9 . -  Die IntegrMe fiir die einzelnen Wege W~ schreiben wir yon  s ~uf die 
In tegra t ionswr i~b le  v ~ ~tm; d~bei ist im ersten Qu~dr~nten lfir die Wege W~ bis W~ 
s = ~ exp [(~/2 - -  "8)] und ffir W7 im zweiten Quadr~nten:  s = ~ exp [i(~/2 ~- ~)]; 
stets ist also 0 ~ ~ _< z/2. Wir  unterdrf ieken die Umrechnung ~uf ~ und  geben 
jeweils (soweit f iberh~upt notwendig) nur  die Zwisehen formeln an, aus denen die 
behaup te te  o(t; ~)-Aussage fo]gt, a r e t g x  bedeu te t  den H~uptwer t ,  |  ~o~ die 
Hyperbe]funkt ionen.  Die Figur  dearer  die Wege W1 bis W6 an. Bis auf den Weg W3 
kommen  wir mi t  Betr~gs~bseh~tzungen ~ns Ziel; lediglieh bei W3 nutzen  wit  aus, 
dM] der In tegr~nd  ffir t -~ 0 immer  rascher schwingt. 

W1. Der  I n t e g m n d  in (26) ist yon  der Gr6Benordnung exp [...], wo der Ex-  
ponent  ... so l~utet :  

to sin 0. -- ~ - -  sm ~ - - -  2(qt) . c o s ~ - - I  . " q 

Wir fordern ffir den Weg W~: 

W~ z~ 1 ~ 1 
2(qt) cos ~ ~- ~ ,  ~ -- 16(qt) ~ cos~ v~/2 ; 
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Das ist eine nach un ten  ge6ffnete Parabe l  mit  s - -  0 als Brennpunkt .  Wir  folgen 
ihr ffir ~/8(qt) ~ ~ x >_ 1; dus gibt W~. Eine  einfache Abschi~tzung l iefert  

r~/~ 

I w 1 W ~ - i ~ s -  ~ l ] ] S  4(qt). l dv~ ... , 
J 
oj 

wo das In tegra l  nach Null  s t rebt  f i i r t - ->  0, also ein o(t). 

W~. Vom E n d p u n k t  yon W~ gehen wir ver t ikal  nach oben bis y = 7~/16(qt) ~ 

und anschliel~end horizontal  nach rechts bis 

( 2 9 )  x = x~ - 2 ( q t )  

(xl ist dutch den ni~chsten Schr i t t  so festgelegt). Dieser Weg W2 macht  keine Miihe 

und liefert  (28) ffir 2 = 2 mit  einem o(t). 

Ws. An W, schliel3en wir einen Weg W3 an, yon  dem wir verlangen, dal] auf 

ihm (I  = ImaginBrteil) 

I --  
q 

ist. Das fi ihrt  auf die Parabe l  

@ 1 x2 
%/~sin ~ : 1 ,  ~ -- sin2 v~/2 , : 4(y + 1 ) ,  

welche nach oben ge6ffnet ist mi t  s : 0 als Brenniounkt. Fiir  y = z/16(qt)  ~ ist x 
gleich dem xl in (29). Wir folgen dieser Parabel  nach oben bis zu dem P u n k t  

y~ -- 16(qt)2 ' 

z~/~{ 16(qt)2~ ~ 
x~ - 2(qt) 1 + - G ~  ] " 

Fiir  diesen Weg W3 ist ~ _>_ v Q ~ v~ mi t  

o1= {1 +177 
8(qt) ~1 16(qt)~/�89 

= 01 + 0(t"); 

= O~ + O(t~); 

S(qt) 
0 1 -  V ~  

S(qt) 
O~ - , ~ .  

Bedeu te t  (~.} den Ausdruck 

sln[ 
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omgesehriebeu a,uf v~, so la,utet da,s betreffende Integral  

2 ~ .  v~ exp [i~]. exp 2t etg ~ ~- 
�9 t e o s v  q ] _ 

Da, v ~ yon der Gr61~enordnung t ist, so iiberzeugt ma,n sieh: ersetzt ma,n ergO/2 
dm'eh 2/v ~, sin~/2 dureh v~/2, wodurch {v ~} in 

(30) [ s~n (2,/~(/q,~) -- ~/q)~o, ~'~/q + ~ eos ( 2 , , , / ~ ( / ~ )  - -  ~/q) r (~ /q)]  

sin~ (~ ~/~(Iq) - ~lq) + ~,:(~lq) J 

fibergeht, und ersetzt ma,n welter ~ ,  v~ durch ihre Ni~herungswerte 02, O~ so ist da,s 
Integra,1 bis auJ ein additives o(t; ~) gleieh dem Integra,1 

01 

i 4t ] [ 
f d ~ e x p [ ~ - [ -  ~ j .  ] 

0~ 

die Kla,mmer wie in (30). Der Faaktor vor der Kla,mmer ist 

exp + i ~  = e x p  c o s ~ + i  . 

Tri~gt man  diesen Ausdruek in da,s letzte Integra,1 ein und multipliziert  die Kla,m- 
mern a,us~ so baaut sieh dasselbe linea,r aus vier Einzelintegra,len a,uf~ die a,lle yon 
derselben Ba,ua,rt sind, so da,ft es geniigt, wenn wit  eines da,von a,ls typisch weiter- 
behaandeln. Mit x = (2~/7)/v ~ a,ls neuer Integra,tionsvaaria,bler la,utet ein solches 

(~V'~)I(4qVT) 

2 ~ / t  dx l e x p  [2 ~/$x] .  sin (x 2) sin ~ ((~/~t/t) (x/q) -- zl/q) -~ | (~/~/q) " 
"(V-~)I(4~Vu x 

1/x 2 fi~llt and  exp (2~/-ix) steigt mi t  x. Wie befreien uns yon diesen Fa,ktoren mit- 
tels des zweiten Mittelwertsa,tzes der Integra,lrechnung: da,durch t r i t t  vor da,s In- 
tegra,1 ein Fa,ktor, der zusa,mmen mi t  2V/t a,bsolut kleiner gleich 

32 q2 exp �9 t~ 

ist u n d e s  verbleibt mi t  v-= 1/t da,s Integra,1 

j" cos ((~/~/~)x - ~t/q) [ 
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cl, c8 Funk t ionen  yon v. Es  ist  aber  [JI ~ K~ K ~ 0 eine K o n s t a n t e :  die K l a m m e r  

l~l~t sieh n~mlich in eine Four ier -Reihe  nach cos ky mit  y ~ q-~(V/~--vx - ~l) ent- 
wickeln mi t  Koeffizienten a~, fiir die ~ ]a~ I ~ A ~ c~ ist. Jedes  cos ky l iefert  m i t  
sin (x ~) mult ipl iz ier t  In tegra le  v o m  Fresnelschen Typ ,  deren jedes unabh~ngig yon 
den Integrationsgrenzen absolut  kleiner gleich F i s t ,  F ~ 0 eine absolute Kons tan te .  

Aus Allem folgt  (28) iiir ~ ~ 3. 

W4. Wir  koppe ln  n m i t t  gem~l~ (22). I s t  dann  z.B. 1 ~ q/2 (sonst ist  1 < q/2)~ 
so w~hlen wir W5 als den Weg~ der v o m  E n d p u n k t  yon W8 ver t ika l  nach oben bzw. 

nach un ten  bis zu der HShe  y = 7~qS(n ~ �89 f i ihrt  und  stellen leicht ~est (B ~ 0 

eine absolute Kons tan te )  

[W, [~ - -  i~s - -  ~l]t <= .~ exp [~ ~ ]  .t ~ = o(t; ~) . 
L2qJ 

Ws. V o m  E n d p u n k t  yon  W4 gehen wir hor izontal  nach links bis x ---- 1. Fiir  

diesen Weg W5 ergibt  sich wie bei W2 die B e h a u p t u n g  (28) fiir Z ---- 5 mi t  einem o(t). 

W6. Hier  gehen wir hor izontal  weiter  bis x ~-- 0; fiir diesen Weg We ist  

01 ~ 0 ~ 0 ,  01 = aretg~q~( n - -  0 . 

Der  I n t e g r a n d  ist ein O(1/n), das In tegra l  also ein O(1/n 3) = O(tS/~ 8) d.h. (28) gilt  

fiir 2 ~--6 mi t  e inem o(t). 

WT. An W6 schliei3en wir den Viertelkreis W7 mi t  dem Radius  ~ ~- ~q~(n Jr �89 
an. Eine  einfache Abseh~tzung ergibt~ dal~ der Bei t rag  ein 0 yon 1 / t ~  also yon  

1/tn 8, d.h. t~/u 8, also ein o(t) ist. 
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ZUSATZE 

1) Die Arbei~ bildet den Inhalt eines Vortrages, den ich auf Einladung der Stut~garter 
MaChematiker am 14. Juli 1967 in S~u~gart gehal~en habe. 
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2) Herr Prof. Dr. G. Tautz yon 4er Universit~t Freiburg i.Br. war so fretmdlich, mein 
Manuskript kritisch zu prfifen, woffir ich ibm auch an dieser Stelle herzlich danke. 

3) Auf die in [1] genannte Stelle maehten reich meine Mitarbeiter, Herr Dr. FSrster und 
Herr Dr. Wills, aufmerksam. Sparer besorgte mir  Herr Dr. Wills die Arbeit [2] yon G. H. 
Hardy, aus 4er ich erst ersah, dM~ das Problem nicht vollst~ndig gelSst war. Beiden Herren 
danke ich aueh an dieser Stelle herzlich f fir ihre Hilfe. 

4) Herr Prof. Dr. G. SA~so~E maehte reich in  einem Brief yore 14. Jul i  1978 auf den 
kurzen Bericht yon S.L.  S~GAL fiber die die Riemannsche ~ niehtdifferenzierbare ~> Funkt ion  
in The Mathematical Intelligencer, vol. 1, no. 2 (1978), lop. 81-82 aufmerksam, yon dem er 
mir auch eine Kopie beilegte. Aus diesem Bericht und der dort zitierten Literatur  ersehe 
ich, dal~ in der Zwischenzeit (mein Beweis s tammt aus dem Jahre 1967). J. Gerver, 1968-69 
die bei Hardy often gebliebenen F~lle auf einem ganz anderen Wege ebenfalls erledigt un4 
dal~ A. Smith 1971 einen aul~erordentlich einfachen Beweis ffir die yon Hardy und Gerver 
gewonnenen Resultate gegeben hat. Ich danke Herrn Prof. Dr. G. SANSON~ auch an dieser 
Stelle herzlieh ffir diesen Hinweis und seine Hilfe. 


