
Sopra l'esistenza dell'estremo assoluto per una classe 
di~problemi di Lagrange in forma parametriea (*) (**). 

MAI~IA BOl~GO~IO (Pavia) 

Smato. - Si  considera una classe di problemi di ~agrange in forma parametrica dipendenti dagli 
etementi di]ferenziali dei 2~rimi due ordini e si perviene a teoremi di esistenza deWestremo 
assoluto, ottenendo, come easo 2articola~~ un  risuttato che ~on era ancora stato rilevato, 
relativo ai problemi liberi del Calcolo delle Variazioni. Un esem~oio illustra i risultati raggiunti. 

I n  un~ Memoriu (1) di ulcuni ~nni f~ dedicata ~gli integruli curvilinei dello spazio 

(in forms p~rametriea, dipendenti  dugli elementi differenziali di ordine non supe- 

riore al terzo) S. CI~qm~I ,  mediunte 1~ semicontinuit~, ~ pervenuto ~ teoremi di 

esistenza dell 'estremo ~ssoluto per gli integrsli. 

(1) ~),,=fF(x(s), v(s), z(8); x'(s), v'(s), ~'(8); ~(8), ~(s), ~(s)) ds , 

clove C (~) ~ un~ curv~ ordin~ris, s ~ ls lunghezza dell'~rco rett ificsto e (essendo R -x 

1~ flessione e R, #~ v i coseni direttori  dells binorm~le) per brevits di seri~tur~ 

us(s) -~ -~ = x'(s)y'~(s) - -  x" (s )y ' ( s )  

2 
(2) v~(s) = -~ =- y ' ( s )  z"(s) - -  y"(s) z ' (s)  

v~(s) = -~t* = z ' ( s ) x " ( s ) -  z"(s)x'(s) 

(*) En~rata in Redazione 1'i1 dicembre 1980. 
(**) Lavoro eseguito nell'ambito del G.N.A.F.A. del C.N.R. 

(1) C:[r. S. CINQUINI, Sopra l'esistenza dell'estremo per ~tna classe di integrali curvilinei in 
forma parametrica, Ann. Mat. Pura e Appl., 49 (1960), pp. 25-72. Nel seguito tale lavoro verr~ 
ci~ato quale Memoria C. 

Rieordiamo ehe l'inapostazione dei problemi in questione ~ stata fatta in modo da assi- 
curare l'indipendenza dell'integrale curvilineo dal parametro; successivamente, per sempli- 
cit~, viene assunto come parametro la lunghezza s dell'areo ret~ificato. 

Faceiamo presente inoltre ehe in successivo lavoro I'A. citato, usufruendo dell'identit~ 

zr(s) u~(s) + x'(s) v~(s) + y'(s) w~(s) = O, 

ha potuto form ulare in forma pifi ampia s ia i  teoremi di semicontinuith ehe i teoremi di esi- 
stenza del minimo assoluto. Vedi: Sopra una estensione di alcuni risultati di Calcolo delle 
Variazioni,  Ist. Lombardo Aecad. Sci. Le~t. Rend., 107 (1973), lop. 44-60. 

]~ ovvio ehe tale estensione vale anche per i teoremi dei nn. 12, ~) e fl), 13 e 18 del pre- 
sente lavoro. 
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]~ ben noto,  d 'a] tra  par te ,  che numerosi  AA. (2) hanno r ivol to la propria  inda- 
gine scientifica a problemi di controllo o%imo ottenendo,  come casi particolari ,  ri- 
sultati  per  classici problemi di Calcolo delle Variazioni. 

Oggetto del presente lavoro ~ una  classe 4i problemi di Lagrange dipendenti  
dagli e lementi  differenziali dei pr imi  due ordini (8), i quali costituiscono una gene- 
ralizzazione degli integrali  (1), vale a dire consideriamo gli integrali  (cff. n. 7, a)) (~) 

dove le funzioni u~(s)~ v~(s)~ w~(s) hanno la forma (2) e 

8 

-~fq~(x(t),y(t),z(t); x '(t) ,y '(t) ,z '( t);  ~(t); u~(t),v~(t),w~(t)) dt (O<~s<L), ~(8) 8(0) 
0 

t O l l  

(x(s), y(s), z(s)) ~ Ao,  8(s) ~ E (~) per ogni s ~ [0, L ] ,  

essendo Ao e E ~) insiemi chiusi e l imitat i  (8) e q~(x, y, z; x', y', z'; ~; u~, v2, w~) una 
funzionc continu% posi t ivamente  omogenea di grado i in x', y'~ z' e l ineare nel com- 
plesso delle variabili  u2, v~, w~. 

Nel w 1, insieme con ben note  generalit~ le quali sono state r ipor ta te  per chia- 
rezza, diamo le definizioni (n. 5, fl) e ~,) e n. 7) di curva ammissibile r di traiettoria 
~(~) generata  dalla ~(~) e (n. 9) di classe di traiettorie eompleta di ordine 2. 

I1 w 2 ~ dedicato alla ricerca de]l 'estremo assoluto di J(~(~)). Tra  i vari  r isul tat i  
cui si pervicn% ~ da r i levare il teorcma esistenziale del n. 13~ anche perch~ 1~ fun- 
z ione /~  pub non essere infcr iormente l imitata.  I n  rule teorema giuoca un  ruolo es- 
senziale 1~ condizione (I~), la cui efficacia in problemi di controllo o%imo era gis 
s ta ta  posta in luce da A. W. J.  S~ODDA~ (~). 

Un esempio (n. 17) fllustra i r isul tat i  raggiunti .  
Soggiungiamo che dal n. 13 i r a  l 'a l tro segue, come caso particolar% (cfr. n. 14) 

un teorema di esistenza per  gli integmli  (1) che non era ancora stato rilevato. 

(~) Citiamo una fondamen~ale' l~emoria di L. C~sA~I, relativa ad intcgrali in iorma ordi- 
naria: Existence theorems for weak and usual optimal solutions in Zagrange ~roblems with uni- 
lateral constraints, I, Trans. Amer. 1Vs Soc., 124 (1966), pp. 369-412. 

Ricordiamo anche ua lavoro di A. W. J. STODDA~, Existence o] optimal controls, Pacific 
J. Math., 20-1 (1967), pp. 167-177. In iale lavoro I'A. affronta il problema di applicare alcuni 
propri risultati, relativi a problcmi non parametrici di controllo ottimo, a classici problemi 
di Calcolo delle Variazioni. Peraltro, non vengono presi in considerazione integrali in forma 
parametrica dipendenti dagli elcmenr differenziali di ordine superiore al primo. 

(3) Per il momento, non ci occupiamo di problemi del tcrzo ordine. 
(a) In tutto il presente lavoro l'integrazione ~ intcsa nel senso di Lebesgue. 
(~) Facciamo presente che al n. 16 si danno condizioni sotto le quali l'ipotesi che l'in- 

sieme E (2) sia limitato pub essere soppressa. 
(3) Vedi luogo cir. in (3). 
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1.  - G e n e r a l i t h .  

1. IL c~2~Fo Ao. - Campo Ao ~ un insieme di punt i  dello spazio (x, y, z) chiuso e 
l imitato.  

2. L'I~SIV.~E E (2) v. L'I~m_~CE E(o 2). - Salvo avviso contrario (7), E(2) ~ un insieme 
lineare di punt i  ehiuso e l imitato e Eo (2) ~ un eomponente ehiuso di B (2). 

3. L• Pv~zio~v. /7. _ e) S~pponiamo che /7(x, y, z; x', y', z' ; ~, u2, v2, w2) sin 
una funzione: 1) defiaita e continua insieme con le proprie derivate parziali del 
primo ordine/7~ , F~ ,/Tw in ogni punto (x, y, z) e Ao, per ogni terna di valori reali 

2 2 ~ 2 
(x ' ,y ' , z ' )  cor~ x ' 2 +  y' + z' > 0 (s), per ogui ~ E  (~) e per t u t t i  i valori reali di 
(u2,v2, w2); 2) posi t ivamente omogenea di grado 1 nel complesso 4elle variabili  
x'~ y',  z'; 3) tale che sin 

/7(x, y, z; 0, 0, 0; ~; u2, v~, w~) = 0 .  

fl) Come ~ ben noto, per ogni punto (x, y, z )~  A0, per ogni terna di humeri 
reali (non tu t t i  nulli) x', y', F, per ogni ~ e E (2) e per tu t t i  i valori reali u~, v2, w2, 
u~, v2,w~ ~ definita la funzione 

(4) ~(x ,  y, z; x', y',  z'; ~; u2, v~, w~; u2, v2, w2) -= 

/7(% y, z; x', y', z' ; ~, u2, v2, w2) --/7(% y, z, x', y', z' ; ~; u~, v~, w2) - -  

- -  ( u 2 - - ~ ) / 7 ~ . ( x ,  y ,  z ;  x ' ,  y ' ,  z' ; ~; u~, v2, ~ )  - -  ( v ~ - - ~ ) / 7 ~ ( . . . )  - -  ( w ~ - - ~ ) / 7 ~ , ( . . . )  . 

4. LA ~U~ZlO~E ~. - Sin per ogni terna reale U 2 , V 2 ,  W 2 

(5) q~(x, y, z; x', y', z'; ~; u~, v~, w~) -~ 

q~o(X, y, z; x', y',  z'; ~) + q)~(...)u~-]- r + ~( . . . )w~,  

dove le funzioni r y, z; x', y', z' ; ~), (i = O, 1, 2, 3), sono: l )  definite e continue 
in ogni punto (x, y, z) eAo ,  per ogni terna (x', y', z') con x ' 2+  y ,2+  z,=> 0 e per 
ogni ~ e E(2); 2) posit ivamente omogenee di grado 1 nel complesso delle variabili 
x', y', z'; 3) tal l  che sin 

~i(X, y, z; O, O, 0; ~) = 0 ,  (i = 0, 1, 2, 3) .  

(7) Cfr. n. 16. 
(s) ]~ noto che ogai terna (x ', y', z') con x '~ + y'Z + z '~ = 1 viene chiamata terra norma- 

lizzata. 
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$. I~w C ~ V E  ~ S S l B I L I  ~{~}. -- ~) Curva C (~) ~ ogni curva  ret t if icabile 4ello 
spazio (x, y, z) 

~):  x = x ( s ) ,  y=y{s ) ,  z=z ( s ) ,  (0<s<L), 

(dove Z > 0 e s ~ la lunghezza dell 'arco rett if icato) per  ]a quule: 1) le funzioni x(s), 
y(s), z(s) sono asso lu tamente  cont inue insieme con le loro der iva te  de1 p r imo ordine 

x'(s), y'(s), z'(s); 2) ogni pun to  (x(s), y(s), z(s)) e Ao. 

fl) Unu curva  (~(~) ~ una  vurva ammissibile ~{~} se t r a  le funzioni asso lu tamente  

cont inue 

=~(s), (0<s<L), 

c o n  

(6) ~(0) ~ E(o ~) , ~(s) e E {2) per  ogni s e [0, iS], 

soddisfacenti  per  quasi t u t t i  gli s di [0, L] ~lPequazione 4ifferenziale 

(7) ~ ' :  #(x(s ) , y ( s ) , z ( s ) ;  x ' (s ) ,y ' (s ) , z ' (s ) ;  ~; u~(s),v~(s),w~(s)) , ( 0 < s < Z ) ,  

ne esiste a lmeno una  per  la quale esiste finito l ' in tegra le  (3). 

~) Ino l t r e  si conviene che ogni c u r w  cost i tui ta  da un  solo pun to  (xo, Yo, Zo) e Ao 
una  curva  ammissibi le  C (*). 

~) 1~ ovvio che, nel caso par t icolare  in cui la funzione F non dipende dall~ 

var iabi le  ~ ogni curva ammissibite C ~2~ ~ una  curva ordinaria C (~ secondo la defini- 
zione da ta  da  S. CII~qUII~I (9). 

Ossv, l~VAZlOI~V,. - Ricordiumo la nora  ident i t~ (~o) 

(8) + + + + 

6. I~TORI~O (~)~ DI I l i a  ClmVA AhItIIISSIBIL:E C (~) } CLASSE C0:M:PLETA. DI ORDINE 2 

DI ClmV~, A~ISS~BILI C (2}. -- Queste  definizioni si deducono da quelle date  da  S. CIN- 
quI~I  (11) sost i tuendo ovunque  <! curva  ammissibi le  ~> al posto  di <! curva  ordinar ia  ~>. 

(9) Vedi Memoria C, n. 3, pp. 29-30. 
(10) Cfr. S. CINQUINI, SopTa i fondamenti di una classe di problemi variazionali detlo spazio, 

Rend. Circ. Mat. Palermo, 6 (1957), pp. 271-288 (in particolare w 2, pp. 275-278). 
(11) Vedi Memoria C, nn. 5 e 7, pp. 31-33. 
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7 .  L ] ]  ~R~J~I,~ORIE ~(~(~). -- a )  Chiamiamo traiettoria ~(~) generata dalla v u r v a  

ammissibile e (~) ogni quaterna di funzioni 

(9) ~6( ~) -  (x(s), y(s), z(s); t(s)) , ( O < s < L ) ,  

per la quale ~(s) soddisfa alle condizioni indicate al n. 5, fl). 

fl) Ogni quaterna di numeri  reali (xo, Yo, zo; ~o), tale che toe E(o 2~, ~ una traiet- 
toria 23 (~) generata da ~(~)~ (xo, Yo, Zo), per la quale conveniamo ehe sia 3(73 (~)) ----- 0. 

8. l~mo~No (~)~ ~)I v~.~ ml~&II~,TmORI.(~(2). _ g )  Sia data  lma t ra ie t tor ia  

~ (Xo(S), yo(s), Zo(S); ~o(S)) , (O<s<Lo), 

generata dalla curva ammissibile 

e~): x = x o ( s ) ,  y=yo(S), Z=Zo(S), (O<s<Lo;/50>O). 

Considerato un numero ~ con 0 < ~ < 1, una t raiet tor ia  

~(~)_ (x(a), y(a), z(a); t(a)), (0<a<m), 

generata dalla curva ammissibile e (2) di lunghezza /5 (avendo indicato con s e a 
le lunghezze degli archi rettificati  delle curve e~ ~ e e (2), confute a part ire dai loro 
primi estremi se le curve sono aperte, e da puut i  convenientemente scelti se le curve 
sono ehiuse) appartiene alt'intorno (~)2 di 73(o 2), se g possibile determinare una fun- 
zione a(s), (O<s<Lo)  con 0 ( 0 ) ~  O~ a ( L o ) =  Z, la quMe sia continua insieme con 
la propria derivata del primo ordine a'(s) e tMe che vMga la doppia 4isuguaglianza 

Z--e<(~'(s)<l + e, 

in modo che per ogni s di [0, Lo], oltre alle disuguaglianze (5) della ~Iemoria C 
(n. 5, a)), sia verifieata la disuguaglianza 

I~o(S) - ~(a(s)) 1< 5 .  

fl) Nel easo di una t raiet tor ia  ~6(o 2~ definita 4a una quaterna di numeri  reali 
(Xo, Yo, zo; to), una traiet toria  ~6(~) generata da una curva ammissibile (~(~) di lun- 
ghezza Z > 0 appartiene all ' intorno (~)~ di-23(o ~, se per qualunque a di [0, L], oltre 
alle (6) della Memoria C (n. 5, b)), vale la disuguaglianza 

I&-t(~)[<~, 
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e se per qu~lsiasi coppi~ 4i valori distinti  ~1, as di [0, L] sono verificate le disugua- 
glianze (7) dellu Memoria C (n. 5, b)). 

Infine, ogni traiettori~ definita da una quuterna di humeri  reali (x, y, z; $) appar- 
tiene a11'intorno (~)~ di ~6(~*~_ (xo, Yo, Zo; to), se 

]Xo-X[<e, [yo-~l<e, [~o-~]<~, [~o-~l<e. 

9.  CLA.SSE DI  TRA I ETTO RIE  COM_PL]ilTi DI  0 R D I N E  2. -- D a t o  u n  insieme Fo d i  

infinite t raiet torie  ~r si dice che uns  t ra iet tor ia  ~(~) ~ una traiettoria di aecumu~a- 
zione di ordine 2 ddl'insieme Fo, s e a  ogni intorno (@)s di ~(s) appartengono infinite 
tr~iettorie dell 'insieme. 

Cib premesso, un  insieme Fo di traiet torie ~(~) costituisce una classe completa 
di ordine 2, quundo ogni t raiet toria  di aceumulazione di ordinc 2 dcll 'insieme Fo 
appart ienc u ]1o. 

OSSERVXZIONE. -- ]~ o w i o  che un~ clusse completa di ordine 2 di curve ~mmis- 
sibili ~(s) genera una classe di t raiet torie aneh'essu completa di ordine 2. 

10. Dv~FI~IzIo~I. - Come estensione immedi~ta di unu ben nora definizione, 
l ' integralc ~(~(2)) si chiamu quasi regolare positivo, se 

(lo) g(x, y, z; x', y', z'; ~; Us, vs, ws; us, vs, ws)>~O 

in ogni punto (x, y, z) e Ao, per qualsi~si te rns  di valori reali non tu t t i  nulli (x', y', z'), 
per ogni ~ e E (~1 e per tu t t i  i valori reali di u2, v2, ws, us, vs, w2. 

Anulogamente, ~(~(~)) ~ de]inito positivo, se in tu t t i  i punt i  (x, y, z ) e  Ao, per 
tu t t e  le terne (x', y',  z') con x'2-~ y'~-~ z'~=/: 0, per ogni ~ e E (s~ e per tu t t i  i valori 
reali di u2, v~, ws ~ F > O. 

11. SEI~ICONTINUITi ]~ COI~TII~UITi DELL~II~TEGRALE ~(~(~(2)). _ Queste defini- 
zioni si ottengono in modo immediato da quelle, ben note, relative ull 'integrale (1) (12) 
tenendo presente il n. 8. 

2 .  - E s i s t e n z a  d e l l ' e s t r e m o  a s s o l u t o .  

1 2 .  :r U~ T E 0 ~ E ~  I)I SE~IIC01~TI:NUIT~. -- Sia Fo una elasse di traiettorie 

~(~)_= (x(s), y(s), z(s); ~(s)), ( 0 < s < L ) ,  

(12) Vedi Memoria C, n. 6, PP. 32-33. 
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ed esista un numero Ho > 0 in modo ehe, per qualunque traiettoria di To, sia veri- 
Jieata la disuguaglianza 

L 

(11) fVx"~(a)  + y"2(s) + z"~(s)ds < Ho. 

0 

AUora, se 3(73 (2)) ~ un integrale quasi regolare positivo, ~(~(2)) risulta semieon- 
tinuo in]eriormente nella elasse I'o. 

Basra  r ipetere ,  con evident i  modifiche,  una  dimostr~zione di S. C I N Q ~ I  (13), 
usuf ruendo  di un  no to  l emm~ (14). 

fl) ~__~STENSIONE DELL& SEmOOI~:INI3ZT_~. -- Sia Fo una elasse di traiettorie 23(~) 
per la quale ~ verifieata la eondizione (11). 

Si eonsideri una quaterna di ]unzioni assolutamente continue 

To==- (xo(s),yo(S),Zo(S); ~o(S)), (O<s<Lo),  

per la quale 

1) e ~ :  x = Xo(S), y=yo(S), Z=Zo(S), (0<s<Lo) 

una eurva (~2) (n. 5, :r con Lo > 0; 

2) la ]unzione ~o(S) veri]iea le eondizioni 

~o(0) ~E~ ~), Co(S) ~E(~>, (O<s<Lo) 

e soddis/a per quasi tutti gli s di [0, Lo] aU'equazione di]]erenziale (7). 
Allora, supposto che l'integrale ~(~3 (2)) sia quasi regolare positivo, se la ]unzione (15) 

~(Xo(S),Vo(S),Zo(S); x~(s),y~(s), z~(s); ~o(S); U~,o(S), V~,o(S),W~,o(S)) 

non ~ integrabile sull'intervallo (0, Lo), preso ad arbitrio un numero s > O, si pub 
determinate un numero ~ > 0 in modo ehe, per ogni traiettoria della elasse Fo appar- 
tenente all'intorno (~)2 della qc~aterna To, sia verifieata la disuguaglianza 

Z(~(~)) > .Y. 

(13) Vedi Memoria C, nn. 11-13, pp. 37-40. Cfr. anche L. TONWLLI, Sqt gti integrali de[ 
Calcolo delle Variazioni in ]orma ordinaria, Annali Scuola Normale di Pisa, (2), 3 (1934), 
pp. 401-450 {in particolare n. 3, p. 408). 

(14) Vedi Memoria C, n. 10, pp. 36-37. 
(15) Usufruendo di notazioni ovvie, poniamo 

%o(S) = x'(s) y~(s) --  x~(s) y'o(s), %o(S) . . . . .  w~.o(s) . . . . .  
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Per  provare  l 'asserto basra fare appello a note  considerazioni (x~). 

13. PRIMO TEOR.EMA DI ESISTENZA D~,LL'ESTR]DBfO A S S O L U T 0 .  -- Sia ~(~(~)) un 
integrale quasi regolare positive; sia K (~) una elasse, eompleta di ordine 2, di vurve 
ammissibili C (~) 

~ ) :  x = x(s) , y = y(s) , z=z(s), (0<s<L), 

soddis]acente alle seguenti eondizioni 

(I~) esiste un numero L (~ > O, in mode ehe ogni curva di K (~) ha lunghezza 
non superiore a L(~ 

(I~) esisto~o uu ~umero H > 0  e una funzione T(t),  ( 0 < t <  § oo), in/erior- 
mente limitata e tare ehe 

(12) l im (W(t): t) ---- § oo ,  
t->q- r 

in mode the per qua]unque eurva C (~) della vlasse K (~) ~ veri]ieata la disuguag~ianza (~7) 
L 

(13) ~ T(Vx"2(s) § y"'(s) + z"'(s))ds < H . 
tJ 
0 

�9 Allora~ so$$o l'ipotesi ehe l'insieme E ~ sia ehiuso e limitato, indiea~a con IPK(,) la 
classe ddle traiettorie 73~) generata dalle curve di K(~), esis*e il min~mo assoluto di 

D~OS~RXzIo~E. - a) Prescindiamo dal case o w i o  in cui 1~ classe /~K(,) 6 costi- 

tu i ta  du un numero finite di t ra ie t tor ie .  
J ~ b e n  note  ehe, in virtfl  dell ' identi t~ x '~(s) -q-yr ' (s )§  z ' ~ ( s ) :  1, le funzioni 

x(s), y(s), z(s) relat ive alle curve di K (~) risultuno equi~ssolutamente continue in 
[0, L];  inoltre sono ugualmente  l imitate,  perch6 il eampo Ao 6 limituto. 

Util izzando le (12) e (13) e procedendo in mode  analogo ad altr i  AA. (18), si prova  

ehe gli integrali  

(14) f Vx"~(8) § y"~(s) § z"'(s)ds 

(xe) Vedi S. CI~QW~X, Memoria C, n. 14, pp. 41-42; vedi anche L. To~LT.I, luogo cir. 
in (xs), n. 6, pp. 412-413. 

(xT) ~ ovvio che nell'ipotesi che sia verificata la (13) 6 implicita la condizione che esista 
finite l'integrale al primo membro. 

(xs) Vedi: L. To~vz.Li, luogo cir. in (xs), n. 9, pp. 414-415; S. C!NQUINI, Sol, fa i l~roblemi 
variazionali in ]orma parametrica di2endenti dalle derivate di ordine sul)e~'iore, Ann. Scuola 
Norm. Sup. Pisa, 13 (1944) [1947], pp. 19-49 (in particolare n. 15, pp. 33-35); A. W. J. STOD- 
DART, luogo Cir. in (~'), n. 7, teorema 6, p. 174. 
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relativi alle curve ~(~) della classe K (~), e quindi anche le funzioni x'(s), y'(s), z'(s), 
(0 ~< s < L), sono equiassolutamente continui. 

Da  questa  proprietY, t enu ta  l)resente la condizione (I~), segue in modo ovvio 
l 'esistenza di una costante //1 > 0 tale che per  qualsiasi curva di K (~) risulta 

(~5) 
25 

f Vx"~(s) § 
0 

y'~2(s) § z"'(s)ds<H~. 

b) t~ileviamo che le funzioni ~(s), (O<s<L),  relat ive alle t raiet tor ie  della 
classe /'E(~ sono eqniassolutamente continue. 

Infa t t i ,  qualunque sia la t ra iet tor ia  ~(2)e / ,  , se E 5 un qualsiasi insieme di 
punt i  di [0, L], dalla (7), ia  virtfi della (5) abbiamo 

(io) + + 
.E .E 

Per  -la continnit~ delle funzioni qS~(x, y, z; x', y', z' ; ~), (i -~ O, 1, 2, 3), ~ ovvio 
che esiste un numero M > 0 per  il quale dalla (16) segue 

.~ .E 

vale a dire, in vir th  della equiassoluta continuit~ degli integrali  (14) e della (8), l~as - 
serto ~ evidente.  

]~ o w i o  inoltre che le funzioni ~(s), (0 < s < L), sono ugualmente  l imitate,  9erch~ 
l ' insieme E ~) ~ l imitato.  

c) Si dimostra  facilmente che il l imite inferiore i di ~(~(')) nella classe/~x(.~ 
finito. 

In fa t t i  dalla (4), assumendo u2 = 0, ~2-~ 0, w2 ~ 0, siccome l ' integrale 3(~(~)) 
quasi regolare positivo, per  ogni set tupla  

(18) (x, y, z; x', y', z' ; ~) 

per la quale 

(x ,y ,z )  e A o ,  x ' ~ - ~ y ' ~ §  ' ~ - - 1 ,  ~eE(~) ,  

e per tu t t i  i valori reali di ~2, v2, w~, risulta 

l~(x, y, z; x', y', z'; ~; us, v~, w2)>~F(x, y, z; x', y', z'; ~; O, O, O) -~ 

§ %F~.(x, y, z; x', y', z'; ~; 0, 0, 0) -t- v~F~(...) § w21vw,(...), 
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ossia 

F(x,  y, z; x', y', z' ; ~; us, v~, w~) > - -  IF(x, ... ; ~; 0, 0, 0)[-- 

- - V ~ ~  ...; ~; 0, 0, 0) + ~L(. . . )  + ~ ~v~ (...) x ~/u~ + ~ + w~. 

Per la eontinuith delle funzioni F(x, y, z; x', y', z'; ~; 0, 0,0), Fu~(...), F,~(...), Fw~(...), 
esistono due humeri  positivi No,Nx tal i  che per ogni settupla (18) risulta 

(19) Z . X  r ^ r  Z '  F(x ,y ,  , , y ,  ; ~ ; u ~ , v ~ , w ~ ) > - - N ~ / u ~ + v ~ + w ~ - - N o  2 

vale a dire, quahmque sia la t raiet toria  7~(~)eFK(,), in virtfl delle (8), (15) e della 
condizione (I1) 

(20) J(~6(~)) > - -  N~H~ --  NoL< ~ . 

d) Consideriamo, seguendo un noto procedimento (~9), una successione mini- 
mizzant% es t ra t ta  da /'K(,), di t ra ie t tor ie  ~(~) 

(21) " ~ 2 ' -  (x.(s), y.(s), z.(s); &(s)) ,  ( o < s < L . ) ,  ~ = 1, 2, ... 

ta l i  cio~ che sia 

1 
(22) ~(~(2~) < i  + ~ ,  

intendendo che, quando 6 i < 0, si considerano solo le t raiet torie  23(~ ~) con n > ~, 
(love ~ ~ il minimo intero positivo per cni ~ > -  2ft. 

]~ ovvio che, se 6 i = 0 e se fra le traiet torie della successione minimizzante (21) 
ce n'b almeno una definita da una quaterna di nnmeri  reali (Xo, Yo, Zo; ~o), essa for- 
nisce il minimo di 3(23 (~)) nella classe FK(')' 

El iminata  tale eventualitY, si possono presentare due easi: o b i = 0, ma nes- 
suna t raiet tor ia  della suecessione (21) ~ definita da una quaterna di numeri  reali, 
oppure i # 0 e in questo caso, in virtfi di quanto abbiamo convenuto a proposito 
della (22), non esiste alcuna t raiet tor ia  (21) definita da una quaterna di nnmeri 
reali. Vale a dire, in entrambi i casi, per ogni t raiet toria  23(~ ~), (n = 1, 2, ...) 1~ curva 
(ehe genera 13 )(~) 

ha  lunghezza 

e(~): x = x , ( s ) ,  y = y , ( s ) ,  z = z , ( s ) ,  ( 0 < s < L , ) ,  

.L~> 0 .  

(19) Cfr. L. TONELLI, luogo cir. in (13), n. 9, pp. 414-415; S. CI~QUINI, luogo cir. in (is), 
n. 15 e anche l~emoria C~ n. 16, p. 43. 
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e) Cib premesso, sia 

(23) inf Z~ ~ 0 ,  n = 1, 2, ... 

e, in corrispondenza a ciascuna delle traiettorie (21), consideriamo nell'iperspazio 
(x, y, z; ~) la eurva 

(24) x=x~(s) ,  y = y ~ ( s )  , z = z ~ ( s )  , ~ = ~ . ( s )  , (0<s<L~), 

la quale risulta rettifieabile e ha lunghezza 

Ln Ln 

q /  

o o 

vale a dire, in virt~t delia (17) (so) 

L n  

An< (1 q- M ) s  -~ V3  M 1%/ui,.(s ) -}- v~..(s) + W ~ , n ( 8 ) ~ 8  . 
QI 

o 

Da questa disuguaglianza, tenendo conto della (23)7 in virtfl della equiassoluta 
continuit~ degli integrali  (14), segue che anche il limite inferiore delle lunghezze A~ 
uguale a zero. 

Quindi (2~) possiamo estrarre dalla successione (24) una successione parziale la 
quale converge uniformemente verso una quaterna di numeri  reali 

(25) (Xo, Yo, Zo; ~o). 

ovvio che (xo ~ Y0, zo) 6 una  curva (dello spazio (x, y, z)) che appart iene al eampo Ao e 
inoltre, in vi r t6  della equiassoluta continuitg delle derivate x'(s), y'~(s), z'.(s)~ ~ di 
accumulazione di ordine 2 della classe K (2~ (33): percib, siccome questa classe 6 com- 
pleta di ordine 2~ la curva (Xo, Yo, zo) appartiene alla classe. 

J~ evidente inoltre che ~oeE(o2~; quindi la quaterna (25) 6 una t raiet tor ia  della 
classe f'x(~) �9 

Ne segue, riprendendo in modo opportuno un noto ragionamento (2a), che neces- 
sariamente risulta i----0. 

(20) Usando ovvie notazioni, poniamo 
! g / /  ! 

= --  xn(s ) y~(s) v2,~(s ) . . . . .  w2,~(s) . . . . .  u2,~(s) x~(s) y~(s) 

(21) Cff. L. To~Er,r~I, .Fondamenti di Calcolo delle Variazioni, 2 volumi, N. Zaniehelli, 
Bologna (1921-23). In partieolare, vol. I, cap. II, w 3, pp. 86-92. 

(32) Vedi S. CI~QVINI, luogo el l  in (18), p. 34. 
(33) Cff. luogo cir. ia (32). 

2 3  - .dnnal l  di  Matemat ica  
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Infa t t i ,  tenuto  presente che per la t raiet toria  (25) risulta 3(~ C~)) = 0, non pub 
essere ovviamente i > 0. 

Se poi fosse i < 0, onde, in virtfi di quanto abbiamo convenuto in d), 

1 i 
(26) 3(~3(.~)) ~<i -4- n < ~,  n----l, 2, ... 

di nuovo giungeremmo ad un assurdo. 
In fa t t i  per 18 (23), tenuto  ancora conto dell 'equiassoluta continuit~ degli inte- 

grali (14), esisterebbe qualche vMore d i n  per cui sarebbero verificate entrambe le 
disuguaglianze 

Ln 

0 

e quindi anehe, per ls (19) 

i i i 
~(W') > ;v~ T2-;~ + ~0 ~-~o - 2 '  

contrariamente alla (26). 
Per tan to  quanto abbiamo asserito risulta provato, vale a dire la t raiet tor ia  (25) 

fornisce il minimo di ~(73 (3)) nell~ classe /~x(,). 

]) Rimane da considerare il caso in cui sia, per ogni n, 

L~>_E* > 0 . 

In  tale eventualitY, ripetendo una dimostruzione di S. CINQUINI (34), nella quale 
stato ripreso, con opportuni adat tament i ,  un noto procedimento (35), si estrae dMla 
(21) una sueeessione parziale 

(27) 23(3)~. (x~(s) ,y~(s) , z~(s) ;  ~ ( s ) )  , (O<~s<~I~,~) , n = 1, 2, ... 

in modo ehe le sueeessioni 

converg~no in modo uniforme r ispet t ivamente verso sette funzioni 

(29) x~(a), y~(a), zoo(a), ~ ( a ) ,  x~(a), y~(~), z~(~),  

(~a) Vedi luogo cir. per secondo in Qs), p. 35. 
(~5) Vedi L. TONELLI, luogo cir. in (31). 
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definite in [0, L~] con I , * < L ~ < L  (~ asso lu tamente  cont inue e tal i  ehe sia 

x~((~) dx~(a) , dye(a) z~ (a) dz~(a) 
- -  d a  ' Y ~ ( (~ ) - -  d a  ' - -  da 

x~(a) " § y .  (a) + z2 (a) = ~, 

per  ogni a di [0, Z~]  (,~6). 
Tenu to  conto che il campo Ao e gli insiemi E (3~, E(o 3~ sono ehiusi e c h e l a  classe 

di curve  K (3) ~ comple ta  di ordine 2, segue ev iden temente  c h e l a  eurva  

Q .  x =  y = y ~ ( z ) ,  z = z ~ ( z ) ,  (30) (3). x~(a ) ,  ( 0 < z < L ~ )  

appar t i ene  a K (3) e inol t re  

$~(o) e Bg 3~ , ~ ( a )  e/~(3), ( 0 < a < L ~ ) .  

Cib premesso,  d imos t r iamo che ~ ( a ) ,  [0, L~], ~ u n  integrale del l 'equazione dif- 

ferenziale (7), ossi% in vir tf i  della (5), che per  ogni a di [0, L~] ~ (37) 

(31) ~(~) - ~ ( o )  = 

=f[~o(X~(~), ...; x~(~), ...; ~(~)) + ~,(...)u~,~(~) + ~(...)%~(~1 + 
0 

In f a t t i ,  siccome le (27) costi tuiscono una  successione di t ra ie t tor i% le flmzioni 

(~0) Facciamo presence the dalla dimostrazione di S. Cinquini segue 

lim JS~ = L~ 
q~--> -I- r  

e ehe, eonsiderata ~ma qualunque traiet~oria ~(~), risul~a 

JS~ 

[dove, come 6 ovvio, s e a rappresentano rispettivamente le lunghezze degli arehi ret~ificati 
dello curve (dello spazio (x, y, z) 

e~3): x = x~(s),  y = y~(s),  z = z,~(s) (0 < s <. JS~) 

e,3, )] co : x = x ~ ( ( r ) ,  y = y ~ ( ~ ) ,  z = zoo(a) , ( 0  < (~ < . L r  . 

(37) Con le notazioni (%,oo(a),%,co(a),w3,=((~)), (u3,~.(s),v3,~.(s),w3,~.(s)) indiehiamo le fun- 
zioni %, %, w 3 relative rispettivamente alle curve C~), C(~ (cir. (3e)). 
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~**(s), (n = 1, 2, ...) sono integrali della (7), vale a dire 

(32) ~,.(s) - ~.(o) = 
8 

=~[~o(X~(t), ...; x;o(t), ...; ~(t))  + ~(. . . )~,~(t)  + r + 
0 

+ ~(...)~,~~ ( 0 < s < ~ J .  

D'al t ra  parte,  tenendo presente quanto abbiamo rilevato in (~)~ in virtfi di un'ov- 
via estensione di un teorema di S. CI~QUI~I (~s)~ qualunque sia a e [0, L~], risulta 

(33) 
n - * +  oo J l 

0 = 

§ 

=f[r ...; x-(~), .. ;. ~( r ) )  + ~(...)~,,~(~) + ... I+ ~,(...)w,,~(~)] d~. 
0 

Essendo inoltre 

(34) ~-*+lim~ [~ ,  ( ~  a)  - -  ~,(0)]  ---- ~r - -  ~ ( 0 ) ,  

4alla (32)~ tenendo ancora conto della (~)~ per le (33) e (34) segue in modo ovvio 
la (31), vale a dire l 'asserto risulta provato.  

g) Considerata la quaterna di funzioni 

(35) x=(a), y=(a), z=(a); ~=(a), (o<a<L=),  

in virttt di quanto abbiamo ri levato in ]), dalla (22) e dal teorema del n. 12, fl) si 
deduce c h e l a  funzione 

F(x~(~), ...; x:(~), ...; ~(a) ;  %~(~), %~(~), w~,~(~)) 

integrabile sull ' intervallo (0~ L~). 
Per tan to  la quaterna (35) ~ nna t raiet tor ia  (che indichiamo con 23~ )) la qual% 

siccome -/'K(,) ~ una elasse completa  di ordine 2 (39), alopartien e a FK~,: 

(~s) Vedi S. Cz~qvINI, Sopra la continuith di una classe di integrali del Calcolo delle Varia- 
zioni, Riv. Mat. Univ. Parma, (3), 3 (1974), pp. 139-161 (in particolare n. 3, pp. 146-149); 
vedi anche A. W. J. STODDAI~T, lllogo OilS. in (~), teorema 2, pp, 170-172 e teorema 4, pp. 172-173. 

(39) Vedi n. 9, 0sservazione. 



~VI~A B o ~ o ~ o :  Sopra l'esistenza dell'estremo assoluto, eee. 355 

Ancora d~llu (22) e dal ~eorema del n. 12, a) si deduce 

~(v~) )  = i ,  

vale a dire ~ )  foraisce il minimo di J(~(~)) nella classe ~( . ) .  

14. OSSE~VAZ~O~. - Nel c~so purt icolure in cui 1~ ~unzione /~ non dipende 
dalla vuri~bile 2, dal r isul tato del a.  t3  segue unu eondizione ao~ aacoru r i le~ata  
per l 'esistenza del minimo assoluto 4ell ' i~tegrule (3) in una qualuaque classe, com- 
pletu di ordine 2, di curve ordinarie ~(s) (definite da S. C ~ Q ~ )  per  l~ quale sono 
verificate le ipotesi (I~) e (Is) del n. 13. 

15. CO~OLLA~O I.  - Nel teorema d d  n. 13 la condizione (I~) pub essere soppressa, 
se ~ veri]icata almeno una delle seguenti ipotesi: 

(A) Esiste un numero ho > 0 in modo the in tutto it vampo Ao, per ogni terna 
normalizzata (x'~ y~, z'), per ogni ~ ~ E(s)~ e per tutti i numeri reali u~  vs~ w~ sin 

/7(x, y, z; x' ,  y ' ,  z ';  ~; us, v2, ws)>~ho �9 

(B) Esiste un numero h > 0 in modo che, per ogni t>O, sin 

T(t)  ~ h t .  

(C) Per la ]unzione T(t) ,  oltre alla condizione (Is) sono veri/ieate te seguenti ipo- 

tesi: T(t) ,  (O<t ~ ~-c~),  ~ cresvente~ convessa seeondo Jenseu e tale ehe ~ ( 0 ) - ~  O. 

Per  provare  l 'asserto basra tenere  presente qnanto  ha r i levato S. C I ~ Q ~ I  al 
n. 19 della l~[emori~ C (30). 

16. COIr I I .  -- Ferma restando l'ipotesi ehe l'insieme E (s) ~ chiuso e Fin- 
sieme E~ s) ~ limitato e chiuso~ nel teorema del n. 13 l'ipotesi ehe E (s) sin limitato pub 

essere soppressa~ se ~ veri]ieata la seguente condizione: 
Le funzioni ~5i(x~ y, z; x' ,  y'~ zt; ~), (i -~ 0~ 1, 2, 3), soddis]ano alle ipotesi 1), 

2), 3) del n. 4 e inottre sono limitate nel toro eampo di de]inizione, vale a dire esiste 
un numero M > 0 tale che in ogni punto (x, y, z )~  Ao, per ogni terna normalizzata 

(x'~ y', z') e per ogni ~ ~ E(s)~ valgono le disuguaglianze 

(.36) [qb i (x , y , z ;x ' , y ' , z ' ;$ ) ]<~M , (i -~ 0, 1, 2, 3 ) .  

(a0) ~ ovvio the, nell'ipotesi (B), nel presence l~voro si usufruisce della (13) (inveee della 
(23) di Memoria C). 
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Infat t i ,  qualunque sia la t ra iet tor ia  (9) della classe Fg(,), siceome ~(s) b an  inte- 
grale dell 'equazione (7), per ogni s e [0, L] 

(37) 

c o n  

$ 

~(s) = ~(o) + f a~(x(t), y(t), z(t); x'(t), y ' ( t ) ,  z'(t); ~(t); us(t), v~(t), w~(t)) dt, 
0 

~(o) e E(o ~) . 

Poichb l 'insieme E~ ~) ~ limitato, vale a dire esisCe un  numero Mo per il quale 
I~I<M. in tu t t i  i pun~i di E~ e), in virtfi delle (5) e (36), dalla (37) segue 

[~(s)l-<<Mo+ Mfo + l~(s)l + Iv,(s)l + Iw2(,)l) d~, (o<<s<z), 
O 

e anehe, per le (15), (8) e per la eondizione (I~) 

I ~ ( , ) [ < M o +  M(L(o)+VSR,) ,  ( 0 < s < Z ) .  

17. ESE~IO.  - l~ileviumo che il teorema 4el m 13 fornisce un  risultato relativo 
alresistenza del minimo assoluto di 3(~ (~)) anche nel caso in cui 1~ funzione lv non 
inferiormente l imitata.  

Sia 

(3s) 

(39) 

Ao ------ [--2z~<x<2g, --2~<<.y<2~, --2~<z<27~], 

E C~) - F(: ) - [o, exp [2~] ] ,  

F(x, y, z; x', y', z'; }; u~, v2, w~) - -  

=- Vx" + v'~ + z' [(Vx~ + v, + z~) ~ (~ + ~ + w~)-~u~ + exp [4:~]], 

~(x,  y, z; x', y', z'; ~; us, v~, w~) ~ V ' ~  + y'~ ~u2. 

Si consideri la classe K (2) completa di ordine 2 costituita dalla suceessione di 
c u r v e  

(2)., 
C n o 

1 2~ 
x =x , , ( s )~ - - cosnS ,n  :per 0 < s <  4 , 

( 2~)( 2~\  ~ 2~ 
x = x.(s)  - -  sen ~ s -  ~ )  + ~ cos 7 '  

2x~ 4~ 
per--=n~ < s <  ~-7 ; 

1 2~ 
y ~- y~(s) ~ - s e n n S , n  per 0 < s <  ~4 , 

y = yn(s) --- cos ~-7 s + n sen 
2z~ 4~ 

l)er-~7 < s < ~-~ ; 

47~ 
z - -z . ( s )  = 0 ,  per O<s<~-~-;  n ~ 1 , 2 , . . .  
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e d8118 c u r v a  

A s s u m i a m o  

r (0, O, O) 0 

T(t) =-- t ~ ; 

(40) 

dove  

ovvio  c h e l a  (13) g sodd i s fa t t s .  

T e ne ndo  presen te  18 (7), in  vir t f l  della (39) si verifiea f s e i lmen te  ehe c i s scuna  

c~(~) (n ~ 1, 2, ...) ~ a n 8  curv8  8mmissibi le  C (~), 18 quale  genera  Fin- delle curve  ~ , 

s ieme delle ~raiet tor ie  

_.,o~) = (x.(s),y.(s),z.(s);8.,~(s)), O < s <  ~ , 

&,o(s) ~- o exp [ns] 

8.,o(s) - -  c exp [2s/nq 

27~ 
pe r  O < s <  ~-T, 

:per ~ -7<  s <  n-7, 

pereh~ per  e vs r iab i le  nel  r i spe t t ivo  in te rvs l lo  [0 exp [ 2 z ~ ( 1 -  l /n3)]]  6 sodd i s f s t t8  

]8 (3s). 
Risn l t8  

4 z l n  ~ 

3(~6,,~) = exp [4~] ds + exp [4~]ds = 

2~/n ~ 

- -  c exp - -  1 + exp [47~] 4z  
~ 5  %2 

1 
f (-~n - -neexp  [ns] + 
0 

Anehe  p~2~ 6 u n a  cu rva  ammissibi le ,  la cLuale genera  la famigl ia  di t r a i e t to r i e  v 0 

(ciascun8 definit8 da  una  q u a t e r n 8  di h u m e r i  reali) 

(41) ~I2) ~ (O, O, O; e) 

dove  e var ia  ne l l ' in te rva l lo  [0, exp[2~] ] ,  ed  

= o .  

Si verif ica fae i lmente  (31) che per  ogni  in tero  n, q u a l u n q u e  sia c e [0, exp [2~(1 - -  
- 

> o .  

(31) Infatti ,  siccome per ogni intero n, qualunque sia c e [0, exp[2x(1--1/n3)]],  ~ verifi- 
cata la flisuguaglianza 

2z c[exp (2zh~ 3] - -  1) + 4~ exp [4z] 4~ exp [4~] �9 - > - -  exp [2~] X (exp [2s/n s] - -  1) + 
,Fb5 ?b2 9~2 
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P e r t a n t o ,  ognunu  del le  t r a i e t t o r i e  (41) fornisce  il m i n i m o  di J(~(~)) ne l la  classe FK(.). 

18. S E C O N D 0  TEOtkEMA D I  :ESISTENZA DELL~ESTREMO A S S O L ~ T 0 .  -- ~ a  S (~ (~ ) )  u n  

integrale quasi regolare positivo; sia K (~) una classe 7 completa di ordine 27 di curve 
ammissibili C (~) aventi lunghezza in/eriore a un numero ]isso /(o) > 0; esista una ]un- 
zione T(t),  (O<t < ~ r in]eriormente limitata e tale ehe sia veri]ieata la (12)7 in 
modo the in tutto il campo Ao, per ogni terna normalizzata (x' 7 y', z')~ per ogni ~ appar- 
tenente all'insieme ehiuso e limitato E (~) e per tutti i numeri reali u27 v~7 w2~ sia 

(42) v2 _J_ W2~ F(xTy~z;x ' , y  7z ~,U~TV~, 

Allora, indicata con I'K(,) la classe delle traiettorie ~(~) generata dalle curve di K (~), 
esiste il minimo assoluto di ~(~(~)) in FK(,). 

P e r  p r o c u r e  r a s s e r t o  7 b u s t s  modi f ica re  in  m o d o  o p p o r t u n o  il r a g i o n a m e n t o  de1 
n. 13, t e n e n d o  p r e s e n t e  u n a  d i m o s t r a z i o n e  di S. CI~QuINI (as). 

19. OSS~VAZIONE. - Q u a n t o  a b b i a m o  r i l eva to  a i  nn.  15 e 16, va l e  s n c h e  pe r  
il t e o r e m a  del  n. 187 t e n e n d o  p r e sen t e  che 7 in v i r t f i  del la  (42), a l la  ipo tes i  (A) de] 
n. 15 pub  essere  sos t i tu i t a  la  

(A') L'integraZe ~(~(~)) ~ de]inito positivo. 

basra osservare the la successione 

-- exp [2~] X (exp [2~/n 3] -- I) -P n 2 j, n = l, 2 .... 

6 decrescente e che risul~a 

[ 4z~ exp [4z~]] = 0  
lim - -  exp [2~] • (exp [2z/n 3] - -  1) + n 2 . 

~--r -]- co 

(sz) Vedi ~emor iu  C, n. 16, p. 43; d r .  anche luogo cir. per secondo in (1,), n. 15. 


