
Sull'esistenza di soluzioni periodiche 
per certe equazioni ellittiche totalmente non lineari (*) 

AImI~O Cg_~r:~o~)~ (Napoli)(**) 

Summary. - [ n  this paper we study the problem: 

D~ u) = /(x, y) , m = 1 , 2 ,  

where f is given in  C~ = {g ~ r periodic}. 
We lind, for every f E C~, at least one solution u in  the same class C~. 
The hypothesis on ~(~, ~1) is the ]ollowing: 

(2) [D~D~(~,V)I<Nh+k;  0<~<Fr 0<v<Fn(~,V)<~x; 

,moreover, when m = 2, a Cordes condition is required: 

(3) in:f (Dr ~ + (Dn2W)~ + I 

The method used is based on R. Caceioppoli's inversion theorem ]or proper-os malopings, 
in  the context o] eountably normed ss A n  essential tool is a theorem o] S. Campanato 
concerning the existence o] W2'~-solutions (1o <~ near 2 ~>) ]or elli2tic-Cordes equations ~vith 
bounded measurable coe]]icients. 

Introduz ione .  

Uno dei risult~ti pi~ significativi dell'Ana]isi Nontineare 6 it Teorem~ di R~N)~TO 
CAcoIoPPo~I (cfr. [7]) sull 'invertibilitg globale, t ra  spazi di Banach, delle trasfor- 
mazioni proprie e localmente invertibili. Questo teorem~, enunciato e utilizzato per 
la prima volta da CAOCIoP•OLI in [7] 6 da inquadrarsi in una serie di risultati  con- 
simili dovuti  ad altri Autori (vedi C. M~A~D). [17], nn. 10, 13 del cap. IT e nn. 8~ 9 
de] cap. I I I ) .  

Le applicazioni ~ hello studio dei problemi al contorno per equazioni alle deri- 
vale  p a r z i a l i -  sono state molteplici; soprat tut to per le equuzioni quusi-lineari. 
Per  quanto riguarda le eclu~zioni to ta lmente  non lineari, si present ,no difficoltg 
maggiori. 

(*) Entrat& in Redazione i l  10 ottobre 1980. 
(**) Lavoro eseguito nell'ambito dl GNAFA presso l'Istituto di Matematica Renato Cae- 

cioppoli dell'Universit~ di Napoli. 
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Tuttavia,  non sono mancat i  significativi risultati  per le equazioni (totalmente 
non liaeari) ellittiehe de l  secondo ordine in due variabili, l~ieordiamo, al riguardo, 
quelli o t tenut i  da JF_~N LERAu in due Memorie del 1938-39 ([15],[16]), per 
l 'eqnazione: 

~z ~z ~*z ~*z ~*z] 
(1) ~(r, ~, ~, p, q, x, y, z) = 0 p = ~x'  q = ~-~' r = ~-~, s = ~ @, t = ~y~j: 

in un aperto limitato [2 del piano (x, y), supponendo verificate le eondizioni: ~ e C a, 
ed inoltre: 

(2) 

< A(D)[I~ + ]~ + I~][~ ~ + t ~ + ~ + 1] 

],~ + ... + ]~: < A(D)[]~ + 1~ + 1~] 

f~, +.. .  + f~, +.,.  §  

]~ + ]~ + ]~ < A(D)[41, f t - -  ]~] 

clove A(D) ~ una costante positiva cresceate nella classe dei domini D c E2 (ovvia- 
mente ordinata per inclusione). 

Per la (1) si stabiliseono dei teoremi di esistenza di soluzioni regolari (di classe C8). 
Nel easo e h e l a  ] sin analitica nei suoi argomenti,  va ricordato ua  teorema otte- 

nuto da B v , ~ N S ~  nel 1910 (cfr. [5], pag. 13) che asserisce: (! Se in (1) la ] ~ ana- 
litica (anehe rispetto ad un parametro g oltre che rispetto a x, y, z, p, q, r~ s, t), se 
si sa che (1) ~ risolubile per ~ = go e se - -  uniformemente rispetto ad ~ e [~0, a~] - -  
si possono maggiorare a priori i massimi modnli delle derivate di ordine <2  delle 
eventuali  soluzioni della (1), allora la (1) risulta effett ivamente risolubile qualunque 

l~ieordiamo, infine ehe in [6] B ~ s  e NI~V,~BV,~G indicano un proeedimento per 
risolvere la (1)~ con il qual% tuttavia~ non sembra si possano ottenere soluzioni se 
non di classe W ~,2. 

Nella presente nora ci occuperemo di alcune equazioni ellittiche (totalmente non 
lineari) del 2 ~ e del 4 ~ ordine, determinandone le soluzioni - -  con una r basata  
sul Teorema di C a c e i o p p o l i -  nella classe delle funzioni C ~ periodiehe. 

Consideriamo, invero, il problema: 

(3) 

dove C~ = {u e C~lu ~ periodiea di periodo 1 in x e y}. 
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Su /~(~, ~ )e  C~(R *) e su 2 e R si suppone che: 

(4) 
h k I D ~ D , 7 ( Q V ) I < N a +  ~ per h § k>~l,  V(QV); ~ >  O 

con v, N~, N2, ... costanti  assolute (~). 
Consideriamo unche il problema: 

(5) 

con F($, ~1) verificunte le condizioni: 

(a)' 

ID~F(~,~)I<2~+~ per h §  V($,~/); 2 > 0  

inf  ( D ~  § D~/~ ~ 2) ~ > 2 

(condizione (( di Cordcs ~)). 

Come si vede, nei problemi (3) e (5) si cercano soluzioni (! molto regolari ~) (v e ~ )  
assegnando dati  (! e ~ )  (~ molto regolari ~). 

Per risolvere questo prob]ema (riferiamoci, ad esempio, al (3)) si possono seguire 
due vie: 

A) Si studia prima il problema (, meno regolare )): 

(3)' ~v + F(D~v, D ~ )  = ](~, ~),  v e C~ § ! e C~," 

dove C~'"= {ue  Ch'~'[u ~ periodica di periodo 1 in (x,y)}, e, poi, supponendo la 
] ~ C~ ~ si regolarizza la soluzione v ricorren4o ai teoremi generMi di NI~v,~Bv,~G e 
:F~iv,9~_~ ([9], [11]); in questo modo si ottiene unche un teorema di unicit~. 

B) Oppure si lavora diret tamente in r e cio~ si studia diret tamente la (3). 

l~ella presente nora ci at teniumo a questo secondo procedimento. Iqa%urMmente, 
in questo modo, non si opera pi~ negli Spazi di Banuch, ma in Spazi di tipo diverso; 
pifi precisamente C~ viene s t rut turato  come Sl0azio numerabilmente normato per- 
fetto (vedi w 1), e viene cosi a godere della fondamentMe propriet~ secondo cui ogni 
parte  l imitata  6 compat ta  (spazio di l~ontel). 

(1) Notiamo che ](r, s, t, p,  q, x, y, z) ~ 2z + i~(r, t) non verifiea la 3 a delle (2) (che si seri- 
2 2 2 2 2 verebbe: .F~ ~ F~t § .F~ ~ A(D)(/~ § .F~)(r -~ s 2 ~- t ~ § 1)-1), bensl la condizlone meno resCri~- 

t i v a :  2 2 ~ ~ ~- i ~  ~ / ~  < 3iVy. Si  v e d a ,  a d e s . ,  i l  c a so  i n  e u i  ~_~(r, t) = - -  2 r  ~- s e n  r - -  2t ~- s e n  t. 

17 - Annal i  di Matematica 
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In  questo quadro fuazionale diverso si riesce pur sempre a prora te  the 

un operatore proprio a codominio aperto. 
Per cui si pub utilizzare ancora il Teorema di Caccioppoli, the - - a l m e n o  nella 

parte e s i s t e n z i a l e -  continua a valere (senza modifiche nella dimostrazione) negli 
spazi numerabilmente normati.  

La cosa essenziale g stabilire delle opportune maggiorazioni a priori per le even- 
tuali  sohzioni v (di (3) o (5)) e per le loro derivate. Cib g reso possibile (per la (3)) 
d~ alcune stime Z~ (con p (~ poco maggiore di 2 ~) ot tenute da C~_MPANA~0 in [8] 
per le equazioni ellittiche del 2 ~ ordine, a coefficienti l imitati  e misurabili; e, per 
18 (5)~ da un'estensione delle suddette stime a certe equazioni di ordine superiore 

(vcdi w 7). 
In  tal  modo stabiliamo dei teoremi di csistenza per i problemi (3) e (5). 
La  trat tazione de1 problema (3) 6 svolta (seguendo il proce4imento B)) nei w 

da 2 a 6, s trut turan4o come-spazio pcrfetto e ~  mediante la successione di norme: 

{II~1I~} = {ll~lle~(~)}, r = F �89 �89 

L~ trattazione del problema (5) ~ svolta nei w 7, 8 (sempre col procedimento B)), 
! 

strut turando come spazio peffetto C~, mediante la successione di norme {[[vUk} = 
= {llvl[~,~(~)} (p > 2, oppo~t~no). 

Per conchdere,  osserviamo che una condizione sufficiente affinch~ valgano le 
(4)' ~ che risulti: 

2v --V'2(3v 2 --  N~) < A < 2v -}-'%/2(3v 2 -  ~ ) .  

Infa t t i ,  l 'ul t ima deUe (4)' si pub scrivere: 

e4 ~ presto visto (grazie a (4)") che: 

, V($, v ) .  

Si noti come, in (4)", man mano che N1-~ V/3v, si restringa l ' intervallo in cui 

si pub assegnare 2. 
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u  un esempio eoncreto di equazione verifieante (4)' (e (4)"), assumendo: 

) . = 4 ,  F(~, ~) = 2~ + aretg ~ + 2~ + aretg U 

(per eui v = 2, _~ = 3). 
Sulla base dei risultati  del w 8, si potr~ dire che Fequazione: 

4v + 2D~ v + aretg D~ v + 2D~ v ~ ~retg D~ v = / ( x ,  y) 

ammet te  almeno una soluzione v e ~ ,  comunque si ~ssegni ] e ~ .  

1.  - A l e u n i  r i e h i a m i .  

opportun% per il seguito, richiamare aleune nozioni della Teoria degli Spazi 
numerabilmente normati  (si veda, per una pifi approfondita esposizione, il I I  volume 
di GLrELFA~])-CmLov [14] ed anche A. F]~IE])~A~ [10]). 

In tan to  due norme confrontabili II U~ e I] ]]~ (~), assegnate su di uno spazio vet- 
toriale #,  si dicono (( concordanti ~ se avviene che: 

Per ogni successione (x~) c q5 di Cauchy rispetto ad entrambe le norme: (llx~II~ 
-> o) ~ {]l~lI~ --" o}. 

Assegnamo sullo spazio vettoriale ~b una successione (non decreseente) di norme 
due a due concordanti: 

w ~ ~, ,  l imb< Ilxll~<... < I IxI l ,< . . . .  

In  q~ si pub introdurre una topologia (compatibile con la s t rut tura  vettoriale)~ a 
partire dal ~ sistema fondamentale di intorni dell'origine ~> 9(0) il cui generico ele- 
mento ~ definito da: 

Per il generico y ~ q~, la famiglia di insiemi: 

~+g~,,(o)=_{xEO= ] l x - y l l , < d ,  ~eR+,  p = 1 , 2 , . . . ,  

costituisce un sistema fondamentale di intorni ~(y); il generico elemento di ~(y) si 
dir~ (~ iutorno fondamentale di y }>. In  particolare, si ottiene un sistema fondamen- 
tale numerabile 3~(y), eonsiderando gli intorni del t ipo: y ~ J~,l/~(0), p, n = 1, 2, .... 

e)  ]1 II~ e I1 [l~ sono <, confrontabili ~ se esiste un numero c positivo tale the Vxe ~, 
]Izll~<~][~II~ (ovvero vxer llxlt2<cI[xI]1). 
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J~ evidente che, ia questa topologi~, la convergenza di una sueeessione (x~)c ~5 
verso x e q~ ha il seguente significato (di convergenza rispetto a tutte le norme): 

(1.1) { x ~ >  x} ~ {Vp, lim I l x - x ~ l ] ~ =  o}. 

Cosi pure, una suecessione di Cuuchy (x . )c  r 6 una suecessione (di Cauehy ri- 
spetto a tu t t e  le norme) tale che: 

(1 .2 )  Vp, lim [ ] x ~ - - x ~ U  ~ = o .  

Se indichiamo con ~ lo spazio di Banach complet~mento d i r  rispetto Mla 
norma U II~, si ha ovviamente: 

~13_ q5 ~ 3- ... 3 q5 ~ 3- ... o ~ . 

Ebbene, si prov~ che ~ 6 vompleto rispetto alla topologia (1.1) [e cio6: ogni succes- 
sione di Cauehy (ossia, verificsnte la (1.2)) 6 convergente verso un x e q5 nel senso 
della (1.1)] se e solo se risulta: 

(1.3) ~ = n r 

Se 0 6 complet% si dice ehe q5 6 uric spazio numerabilmente normato. 

DEFI1;IZI01~]~ 1.I. - S i  dice che B ~ un  limitato nello spazio numerabilmente nor- 

mato q), se : 

(1.4) 3(G) c R+: vp, Vx e B,  [lxll,<G. 

La chiusura di un  l imitato 6 uncora un limitato. Cosi pure, se (x~) 6 una sucees- 
sione di Cauchy in ~,  Mlora gli x. formano un insieme limit~to. 

Come si sa, negli spazi normati ,  un insieme limitato, in generale, non 6 com- 
patto.  Anzi, se X 6 uno spazio normato in cui ogni limituto 6 eompatto, allora X ha  
necessariamente dimensione finita (e cio6, 6 uno spazio euclideo). 

Ebbene, per un ' importante  classe di spazi numerabilmente normati ,  la situa- 
zione 6 ben diversa. 

DEFINIZIONE 1.II .  - Lo spazio numerabilmente normato q5 si dice (~ perJetto )b se 

ogni limitato B c ~ ~ eompatto. (Se, cio~, quando B c q5 ~ limitato, ogni successione 

(x.) di elementi di B ammette un  punto  di accumulazione x ~ q).) (s) 

(a) Secondo un'al~ra locuzione, per insieme compatto si intende un insieme B tale the 
ogni successione (x~)cB ammette un punto di accumulazione x e B. 
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Sussiste la seguente: 

P~o~osIz~o~E 1.I. - Condizione sufficiente af]inch~ lo spazio numerabilmente nor- 

marc r (in cui la topologia ~ assegnata mediante Ia successione di norme: 1]x[I~< 
< I[xI[~ <. . .  < []x]l~ <. . . ) .  sia perfetto, ~ the risulti: 

(1.5) Vp , {B c 0 limitato in qS +~ ~ B ~ compatto in qS } . 

Per esempio, se ~ ~ lo SlOazio vettoriale ~$o delle funzioni u(x, y) e C ~ periodiche 
di periodo 1 in x, y (di questo spazio dovremo occuparci nel seguito) e se le norme 
[]uH~ sono date da: 

, r =  [ _ 1 ,  �89 IIuIl~ --  Z max ]D~D,u(x,y)I ,  
h + k < ~  T 

p----0, 1, 2, ...~ allora la (1.5) ~ certo socldisfatta, per cni ~ risulta uric spazio 
perfetto. 

Anche per gli spazi numerabilmente normati  ha senso la seguente definizione: 

DEI~INIZIONE 1.III .  - Siano q5 e ~g due spazi numerabilmente normati, e sia 
~ :  q5--> T un'applicazione continua. Si  dice che ~" ~ <~ propria ~> se risulta compatta 

in r I'immagine reciproca $-~(B) di ogni compatto B c ~.  Si  dice the 5" ~ ~ aperta ~ 
se il vodominio 5"(q5) ~ un aperto di ~ .  

Ebbene il fond~mentale Teorem~ di Caccioppoli sull'invertibilit~ globale delle 
trasformazioni proprie tr~ spazi di Banach, si t rasporta (~lmeno per quanto riguarda 
la suriettivit~) ~gli spuzi numer~bilmente normati :  

TE01~ElV~ 1.I. - Se ~ e. kP sono due spazi numerabilmente normati ed ~': q5 --~ ~ 
un'applieazione continua, aperta e propria, allora :F ~ suriettiva. 

Dimostrazione identic~ ~ quella per gli sp~zi di Banach: 
S i a ]  e kP un punto di ~ccumulazione per ~-(~b), e sia (f~) c Y(~)) una successione 

tale che fn ~ ]. 
Gli ]n formano nn compatto di T. Se, allora, u~e~b g tale che 5 ( u ~ ) =  ]~, 

l 'insieme degli u~ sat& n n  compatto di ~b, visto che 5 g i0ropria. 
Possiamo, qnindi: determinate nna sottosuccessione ( u ~ ) c  (u~) ed un elemento 

u e ~b tall  ehe u ~  - ~  u. 
Poich& @- ~ continua, si avr~ anche 5 ( u , ~ ) -  fn~ 7 $(u). 
~r ].~ 7 f; dunque f ---- Y(u) e, quindi, ] e 5 (~) .  
Cosi il codominio :F(r ~ chiuso in T ;  ma ~ anche aperto (per ipotesi). Quindi 

~-(~b) = T. c.v.d. 
Particolare interesse presents il caso in cui ~ ~ nno spazio perfetto (Def. 1.II). 
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Perch6 allor% affineh6 ~-: ~b --> T sia propria, busters snpporre che: 

{1.6) VB limita~o in T ,  ~--~(B) 6 l imitato in ~ .  

Ed  6 esat tamente della condizione (1.6) che ci varremo nel seguito (vedi Teo- 
remu 3.III) .  

2.  - U n  l e m m a  f o n d a m e n t a l e .  

Se G 6 un dominio limitato di R * useremo ~ di norma - -  le seguenti notazioni: 

I f  11/" 
]]u]Ik'~'a= [lUl]w~'~(a)= ,+,.~k~< [D~D~u(x, y)]" dxdyJ 

q 

t 5 (u)~,~ = Ilullo~<o)= ]E max ID~D~(x, Y l l -  Z G(G) 

i ~ ~ " " 

/z 

i + i = k  h=O 

(cfr. C. MI~A~D~[17], pug. 2) dove # e ] 0 , 1 ] ,  e ] P ' - - P ' [  6 la dist~nza euclidea 
t ra  P ' ~  (x', y') e P"~- (x", y"). 

A volte, per brevitG quando G sia fissuto e si~ p = 2, scriveremo I]uJl~ in luogo 

di II~II~,~,~. 
]~ bene osservare che, se G verifica la eondizione A) di [17], p. 148, allor~ dalle 

(33.8) e (33.9) di [17], p. 150 segue fucilmente (una volta fissato il dominio G e il 
suo diametro R): 

(2.1) o 

u/)k ,~ ,6~ ~ u'[  k U , ) n , p , q  L~]O,q  

per: k <  n, e per ogni u e C~'~(G), essendo c una eostante ehe dipende solo da G. 
D'ora in avanti  indicheremo rispett ivamente con T,Q, Q i domini: 

T = [ _ � 8 9  �89 Q = [ - - 9 ,  ~]~, 9 = { (x ,y) l (x*+ y~)~<~} ,  

per i quali la eondizione A) di [17], p. 148 6 eerto verificata. 
Poniamo, eonformemente alle notuzioni di AG~o~ [2]: 

r = {u e r  ~) [u(x, y) 6 periodica di periodo 1 in x e y}; 

per la generiea funzione u(x, y) definita solo ia  T, indieheremo u#(x, y) (ovvero con 
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~/s y)) il prolungamento periodico di u(x, y) ~ tu t to  R ~. Evidentemente :  

{ ,~  C~(T); h k h /c 1 h k 1 h D~Dvu(--  ~, D~Dv - -  D~D~u(x, ~), = q~(1, V(h, z)~D~u(x, �89 = y) y), #)} 

evidente che: 

( 2 . 2 )  ~ ~ ~ ~ 

anehe f~cile verificare che: 

(2.3) (U)o,~,~ < 5(U)0,~,T , 

v(h, #), vue  c~;  

W e eF. 

o 

Fissiamo anche - - q u i  e per il s e g a i t o - - ,  una funzione o(x, y ) e  Co(/2 ) con le 
seguenti propriet~: 

{ 0 <co(% y) < l  , V(x,y); o ( % y ) ~ 1  in T 

(2.4) ID~o[, [D~o~l, [D~I, g)~ol<K, V(x,y) 

dove K ~ una eostante assolutu. 
Si~no v ed M due humeri re~li positivi, ed a(x, y), b(x, y) due funzioni reuli limi- 

t~te e misurabili, period'iche di periodo 1, tali ehe: 

(2.5) O<v<~- -a (x , y )<~M,  O < v ~ < - - b ( x , y ) < M ,  V(x, y ) .  

Indicato con E l 'operatore ellittico: 

Ev = [a(x, y) D~ -F b(x, y) D~] v(x, y) ,  v e W2'~(~) f'~ ~r1,~(~r , 

dui risult~ti di S. CA~PA~ATO (cfr. [8], Teor. 1.II) si deduce che esistono due nu- 
meri Poe  p~, con 1 <  Po< 2 < p~, tuli che, per ogni p e]Po, P~[, E risulti bigett ivo 
tra. W2'~(/2)(h ~1,~(~) ed L~(~), e si abbia:  

(2.6) I]vfI~,~,~<e(p)]lEvlIo,~,~, Vv e w2'~(Q) (h ]~I,~(Q) 

dove o(p) (e cosi, nel seguito, c~(p), e~(p), ...) ~ una costante che dipende solo d~ v, M e 

p e ]Po, P~[. 
Se, poi, ~t ~ un arbitrario elemento di C~, la funzione ] = Eu  risultu limitata, 

misur~bile e periodica di periodo 1, e si ha: 

(2,2) '  II/llo,~,Q = 9"~li/l!o,~,~ �9 
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]~, peraltro, evidente che, posto O(x, y) ---- ~o(x, y)u(x, y), risulta: O]~ = u, 0 
e W~'~(~) n ~ '~( /2) ,  noneh~ 

aD~O -~ ----- u u ~ (2.7) .EO ---- 2 bD~O a(o~D~ + 2D~eoD~ uD~eo) 

+ b(wD~u + 2Dvo)Dvu + uD~o) = 

= q~ ---- m] ~- 2(aD~wD~u + bDv~oD~u ) -~ u(aD~eo -~ bD~eo) 

dove, ricordiumo, / : Eu.  Dopo cib, du (2.6) segue facilmente, per p ~ ]Po, P~[: 

U Ol]2,v,a <~ c(p)]]~Ollo,v, a < e(p){l[/Uo,~, ~ + 2MK[IID ~ UI[o,~, a + JtD~ U]]o,v, a -~ IIUI[o,~,~]} 

avendo tenuto coato anche di (2.4) e (2.5). Di qui, grazie a (2.2), (2.2)' e alla disu- 
guaglianza di Eherling, si t rae:  

+ § 
JJ Q e 

T T 

(} (tfl~){ ]l 1,, O.~..O ._l. - ~MK91/~[(ffj 'D'O'p)'I/~ .jl_(f]DyO,~)l/~]_jl_ 2MKHct'[o,.tg}. 
t9 s 

< o(p)]l/]]o,~,,~ + 4MK911" e(.'.'.p)[~110[I,,~,'~ + ~ I[Ollo,,,,~] + 2MKv(p)HuIIo,,,,~ 

con Ko costuate assoht~.  
Posto s = [SMK9~e(p)] -~, da (2.8) segue infine: 

(2.9) llOll~,,,~ ~ Ilo~ulI~,~,~<c~(p)(llE~Ilo,~,~ + liulto,~,~}, Vu e C~', p e ]Po, P~[. 

La cos~ importante ~ che c~(p) dipende solo du p, v, M. 
Sia ora /~(8,~) una funzione reale di classe C?~(R~), e siaao ~,No, N~, ..., Nk , .  

delle costanti positive t~li che risulti: No = N~ = M, nonch~: 

(2.1o) 
e, in particolare: 

- -  M--=--  NI<FI(~ ,  ~) = D~ ' (~ ,  ~ ) < - -  v < 0 ,  V(~:, ~), 
V(~, v). 

Detto X un numero reale positivo, ~ evidente che: 

w ~ e y ,  ~ + F ( ~  v, D~ v) e e T , 
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onde ~, lecito consi4erare l'~pplicazione: 

x:  v e c~ ~ X(v) ~ 4v + F(D~v, D~v) e C; ~ . 

Giova osservare subito che: 

1 
(2.11) ~-(v) ---- ] ,  v e ~ ~ max Iv[ • -: (max Ill § Ix( 0, 0)]). 

T ~t T 

La (2.11) si stabilisce con un procedimento standard. 
Inver% se v e r  5 positiva in qualche punt% ullora nel punto di massimo 

P e T  si ha: 

(2.11)' v(P) > 0,  D~v(_~)40, D~v(P)<0; 

d'altro canto, per il teorema di Lagrange: F(D~v(P) ,D~v( .P)) -~F(0 ,0)§  
+ F~(~, ~)D~v(.P) + ~'~(~, ~)D~v(_~), con ~ e [D~v(~), 0] ed V e [D~v(~), 0]; quindi, 
in _P~ la equazione :~(v) ~ ] si scrive: 

4v(~) + F~(~, ~) D~v(~) + ~(~,  ~)D~v(.~) = 1(~) - F(O, 0),  

da cui~ per le (2.10) e (2.11)', segue subito 

(2.11)+ 0 < v(_~) -- max v(P) < 1 (mra x Ill § IX( 0, 0)]) 
T ] 

Analogament% se v 6 negativa in qualche punto~ allor~ ne] punto di minimo 
P e T  si ha: 

(2.11)_ 0 > v(P)> ~ (](P) - -F(0 ,  0 ) ) > - - ~  (max Ill § IX( 0, 0)[). 
T 

Da (2.11)+ e (2.11)_ segue senz~altro la (2.11). 
Derivand% ora, l~equazione 4v ~ 2 ~(D~v, D~v) -~ ], v e C#, rispet~o ~d x, si ot- 

tiene: 

(2.12/ [4 § F~(D~v, D~v)l)~ § F~(D~v, ~ 

Analogamente, derivando rispe%o ad y: 

Osserviarno che, esseado v e ~ ,  i coefficienti 

~" = F~(D~v, ~)~v) e b ~ = ~'~(D~, .~v)  
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sono C ~ e periodiei di periodo 1. Inoltre, per le (2.10), si pub dire the a ~ e b ~ verifi- 
cano la (2.5), per cui si pub applicare la (2.9) all'operatore ellittico E" = a" D~ ~-b" D~. 

Scrivendo la (2.12)' nella forma: 

b DvJD~v = D ~ ] - -  2D~v 

e, applicsndo - - a p p u n t o -  la (2.9), si ha: 

(2.1a) 

(9~v e e ? ) ,  

dove, rieordiamo, v~(p) dipende solo da ~, M e p E]po, p~[ (2 6 fissato). 
D'altro canto, cosi tome si ~ ratio per stabilire la (2.11), si prova che: 

1 
max ID~I < : m a x  ID~yi. 

Di qui e da (2.13), per essere WIT= 1, segue banalmente 

(2.14) IID~vII~,,,T < va(p) max IJO~ ]l 

(con la solita dipendenza di v3(p), p e JPo, P~[). 
Analogamente, partendo da (2.12)" anzicch~ da (2.12)', si pervicne alla 

]lD~vtt~,,,T<VS(p) max [D~/I, p e ]po, p~[. 

A questo punto, dopo aver posto (per il generico dominio G): 

Ao,,.av : (aV)o,~,a ~ (b")0,~,a --= (a~)o,a ~ [aVJza _~ (b~)o,a ~- [b~]~ v e C~ , 

(2.15) 

si prova facilmente il Seguente 

LEyI~A 2.I. - Esistono un numero /~ e]0, 1[ ed una oostante assoluta 70, taIi ohe 
risulti : 

A~,~,.~<7o[(1)1,~-~ M ] ,  dove ] ---- 5~(v) (2.16) 

qualunque s i a v  e C~. 

D I E .  - Fissiamo anzitutto un ~ e ]2, Pl[ (si.ricordi che 2 e ]Po, Pl[) ; indi da (2.10)9 
(2.11), (2.14) e (2.15) deduciamo: 
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dove e~----c~(~) ~, ormui, uns  costante a s s o h t s  (cosl nel seguito: c~, e~, ...). Essendo 
v e ~o,  d~ (2.17) e (2.2) segue subito: 

(2.~8) 

Essendo ~ > 2, gruzie ul teoremu di Sobolev esiste un numero # : / ~ ( ~ )  e ]0, 1 - -  2/~] 
tale che: 

(2.19) 

svendo tenuto  conto dells (2.18). Dopo cib, siccome il coefficiente di H61der di 
a ~ -  ~ ( D ~ v ,  D~v) e di b ~ -  ~z(D~v, D~v) si maggiors - -  grszie a (2.10) ~ con 
2N~(v)e.m~, ds  (2.19) segue senz'~ltro (2.16). e.v.d. 

3. - Sul earattere proprio deU'operatore Y. 

Torniumo or~ u eonsiderare l 'equuzione: 

(2.12)' -[~. ~ EvJ D~ v -~ [~ -F- FI(D~ v, D~ v) D~ ~ F~(D~ v, D~ v) D~] D~ v : D~ f 

ottenut~ de r iwndo  rispetto ud x 1~: ~'(v) ~- f, v ~ C~, e poni~mo: D~v = z, coz -~ u. 
Si ha ovviamente:  

(3.1) [~ + EV]u : g ~-- wD~] + 2(aD~wD~z + bD~,wD~z) + z(aD~w -~ bD~w) 

dove, ricordismo, a ~-- a" = F~(P~v, D~v) e b ~ b v -~ F2(D~v, D2~v) verificuno ls (2.16). 
Applicsndo 1~ (35.7) di C. MmA~DA [17] (scritt~ per n : 2) al problems:  

e tenendo conto ehe ~: Bo---- 0, Co ~-- 2, O,.,[~; ~9] = 0, si hs :  

i j t i J y D~D~u(P ) (3.2) Ue,,,-- Z sup [D~Dvu(P ) - -  I< 
~+J=~ P',P"~ [P' - -  P'T' 

<Y~ [(Ao,u,.e + 1)(g)o,a ~- (g)o,,,a + {(Ao,u,a + 1) 2 + ,"~o,,,~, 

con ~,~ (e cosl he1 seguito 7~, Y~, ...) costsnte  sssoluta. 
Ors, dallu (33.8) di [17] (cfr. snche not~zioni dal w 2), segue: 



266 ALBINO Ch~'0]~s Sull'esistenza di soluzioni periodiehe, ere. 

eli qui e dalla nots implic~zione: 

(3.3) x < co + ~ ei x ~' , ~, e ]0, 1[ 

discende: 

TTIg (2 + #) (,~,,~ 2/(2 + # ) 

e sueeessivumente: 

Dopo eib ds (3.2) eonsegue. 

(3.2)' (u)2,.,. <75((A~,.,# + 1)(g)o,# + (g)o,#,# + 

+ [(A~,.,. + 1) ~ -]- (AVo,.,.) (~+")1" -]- 9(2+t,)12 -F 1](U)o,.} �9 

D'Mtro canto, tenendo eonto dell'espressione di g (vedi (3,1)) si h~ facilmente 
(vedi anche (2.4) e (2.10)): 

(g)o,.,. < ~6(Dj)o,.,. + r6[(D~ Z)o,.,# + (D~ Z)o,.,. + (z)o..,a ] + 

+ ~,~ A~,~,a[(D~ Z)o,# + (D. z)o:a + (Z)o,a] , 

(g)o,# < (Dj)o,~ + 2MK[(D~ Z)o,~ + (D~ Z)o,9 + (Z)o,# ] . 

Ma alloru da (3.2)' discende, grazie ~ (2.16): 

(3.4) (u)2,.,o < n[(/)l,s~ -}- M] (~" +~)/'{(D~/)o,.,# + (D~ Z)o,~,o + (Dr Z)o..,# -F (Z)o,.,#} �9 

Di qui, ricordando che u]~= z =~ D.v, e tenendo conto della periodicits di v e 
della (2.3) si deduce: 

(3,5)' (D=v)2,~,r< 

<ro[(]),,~ + M](2+")/"{(Dj)o,.,~ + (9~V)o,.,T + (D~D~v)o,~,r + (D~V)o,~,T}. 

Analogamente, partendo da {2.12)" in luogo di (2.12)' si prova che 

(3.5)" (D~v)e,.,T < 

<hi(f), ,# + M](=+~')/Z{(D.])o,.,. + (D~D~v)o,.,~ + (D~v)o,.,~ + (D~v)o...T} " 
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Si ha cosi il seguente: 

TE01~E~A 3.I. - Se F(~, ~) veri]iea le (2.10), a~lora esiste una eostante assoluta )~1o 
tale the risulti: 

( 3 . 6 )  (v)~,.,~<rloE(X(v))~,.,~+ ~](6+0.+.,)/., Vv e cy.  

Dz~. - Infa t t i  da (2.10), (2.11), (3.5)' e (3.5)" consegue: 

(3.7) (v)8,.,z <~,1,[(1),, ~ + M](~+~')/~'{(])I.~,,~ + (v)2,.,~. } . 

Di qui, grazie alla (2.1) si rieava: 

(3.8) (V)3,g,T<Yl2[(])I,p, z -Jr- M](2+2/~)//~ .Af- 

+ ?12[(/h,.,z + M] (2+~)/" (~,.,r;~'~(2+~)/(8+")/~'W(8+")~,o,r ~ • (V)o,z}, 

donde, in forza della (3.3): 

(3.9) (v)3,.,~ <71~{[0r -}- M] (2+2~)/~ + [(]),,~,a -]- M](2+~)(8+")/~(V)o,r}. 

Da (3.9) e (2.11), o re  si ramment i  che, per le (2.10), 6 [F(0, 0 ) [ < M ,  segue subito: 

(3.10) (v)8,,,r<71~[(/)l,,. ~ + M] (2+~)(~+")/~+1 , v z C~ ~ ] = 5 ( v ) .  

Da  (3.10), dopo aver ricordato ehe ] = ~-(v) e C~, grazie alla (2.3), segue su- 
bito la (3.6). c.v.d. 

Derivando ora la (2.12)' r ispetto ad x, si ott iene: 

(3.11) IX -I- FI(D2z v, ~ 2 2,2(D2v, 2 ~ 

~ ~ ~ ~( . . ) (~ :~)~)  ---- D~I - -  {~( . . ) (D~v)  + 2F~(. .)D~ + 

dove si ~ posto:  ~ x ( . . ) =  (D~)(D~v,  D~v), ~'~(. .)= (D~D,~)(D~v, D~v), ~'~(. .)= 
= (D~)(D~v,  D~v).~ Ponendo u = wz = ~oD~v, analogamente alla (3.1) si ha:  

(3.11)' [~ + E~Ju = g~ -= ~oJ~ -4- 2(al)~o~D~z @ bl)~wD~z) + z(aD~w @ bD~r . 

Con gli stessi ragionamenti  ehe portano alle (3.2), (3.2)', (3.4)', (3.5) ' ,essendo 
ora u l r =  z =--D~v (ed essendoei /2 in luogo di D~/), si pub lorovare che: 

(3.12) (D~ v)~,~,z < 

<ro[(/h,~ + M](~+")/"{(s + (D~V)o,.,~ + (D~ ~ ~)o,.,~ + (~)~ ~)o,.,~) �9 
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Analog~mente,  derivando la (2.12)" rispetto ~d y, si ha:  

(3.13) [ t - F  FI(D~v, ~D~v)D~2 -F ~2(D~v, 2D~ v) D~]~ D~2 v = ]3' 

- -  D 2 /  { ~ l l ( . . ) ( D 2 D y v )  2 -F 8 ~ F22(..)(D~ v)e}. = - -  2FI~(..)D~vD~D~v -F 

! 
Ponendo, questa volta u = coz -- o~D~v, si viene ~ scrivere lu (3.11)' con Is in 

luogo di /~: E 4i qui, essendo: U I T :  z -~D~v ,  si r i caw,  in luogo di (3.12): 

(3.1~) 2 (/)~ v)2,~,T < 

<~9[(/)1,~ -~- 71~l(~+~)/~f/~'~ (D~D2v)o,~,T 

Da (2.10), (2.11), (3.12) e (3.14), tenendo conto dell'espressione di 1~ e di ]'~ ( red i 
(3.11) e (3.13)), si ottiene, grazie allu periodicit~ di v e di ] : ~-(v): 

(3.15) (V),,,.T < r16[(/)1,~ JF M](~+')/'{(v)~,,,r JF 

-F (D~ ] - -  [Eu(D ~ v) e Jr- 2F~(D~ vD~ D~ v) -F Fee(D~ D~ v)e])o,,,r -{- 

-- 2FI~(D~,vD~D~,v) -F F~(D~v) ])o,~,T} 

<~'.[(/)~,~ + ~](~+")/"{[(/h,,..~ +/](~+o,.+,..)~,, + (t)~,~,.~, + [(/h,..~ + M] ~((~+~'+'')~')} 

avendo Cenuto conto delle (3.6), (2.10) e (2.19). 
Ds  (3.15) segue, infine, fucilmente: 

~ 3 . 1 ~ )  (~)~,.,~<r,~[(~(v))~,.,~ + M] ~((~+~"+"'>~) Vv e e y .  

Proceden4o, ullor~, per ricorrenz% si provm il seguente teoremm generale: 

TEO~E~A 3.II. - Se E ( ~  ~) veri/iea le (2.10), esistono due suvcessioni di humeri 
positivi (#~)~ e (~)~ dipendenti solo da ~ e dalle IV~ (delle (2.10)) tall che: 

(3.17) (v)~+,:,,,~<e~[(:7(v))~,,, T -~ M] z" , Vv e C#~176 Vk.  

In t roduciamo ora su ~o  1~ successione di norme (concordan~i) 

~--- i llvll~.(~) = m a x  l~(x, y) l ,  . . . ,  I1~11~(~) ~: m ~ x  I.Do-D,~(x, Y)I, ... 
T i + J ~ < ~  

e indichiamo con r lo spazio numer~bilmente normato perfet to che in tal  modo si 
ot%iene. 

l~icordando (vedi w 1) che un sottoinsieme B c �9 ~ limitato in r se a w i e n e  che: 

(1.~) ~(M~)cR+: V~, Vv~B, IlvIl~(~)<M~, 
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si prova subito il seguente: 

Tv.O]CE~A 3.III .  - Se vale la (2.10) allora l'operatore 

un' applieazione propria. 

DIll. - Si gr~tt~ di prov~re che, per ogni compgtgo B c r  risulga comp~tt~ 
anche l ' immagine reciproca ~--I(B)c r  Inf~tt i ,  ricord~ndo (3.17) e (1.4), visto 
che B ~ limit~to (perch6 comp~tto) si ha:  

Vk, Vve 5-1(B) , I[vi]o~+~(~)<(vh§ 

Cib 9rov~ che ~--~(B) ~ limit~to in ~b. In  sostmnzu vale (1.6). Mu ~b ~ perfetto;  
dunque 5--~(B) ~ compatto, c.v.d. 

4 .  - A l c u n i  r l s u l t a t i  a u s i l i a r i .  

Conformemente alle notazioni di AG:MEOmT [2] (Def. 3.1) indicheremo coil W~ '~ il 
eompletamento di O~ rispetto ~lla norma ][ []k,~,r" 

Se a(x, y) e b(x, y) sono due s 6 C~~ tall che: 

(4.1) - -M<~a(x ,y)<--v<O,  --M<~b(x,y)<~--v<O, V(x, y ) ,  

ei proponi~mo di studi~re il problem~: 

(4.2) { u(E~-2)u~Ea(x'y)D~@b(x'y)D~+ '2, JeZ2(T). (g > o) 

Dopo avere scritto 1~ (4.2) nell~ form~: Eu = ]--2u, d~ll~ (2.9) scritta per 
p = 2 facilmente si tr~e: 

[l~uh,2.~ < el(2){ll~ul10,2,~ + llull0.2.~} < 

< ~(2)(11(~ + ,~),,11o,~,,~ + (1 + [~ 1)IiuIlo,2,~}, vu e c ; ,  

e sueeessivamente, tenendo conto di (2.2) e (2.4), e pussando da C~ al completa- 
1D_eil~o W~ '2 : 

(4.3) II~11~,~,~<e~(ll(B + ~,)ullo,~,~+ Ilul[o,~,~}, V~ e w~ '~, 

dove e~ dipende solo da 2~ ~ ed M. 
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Se, ora, a(x, y), fl(x, y), 7(x, y) sono tre funzioni e ~ tal i  che: 

(4.1)' It( x, Y) I< ~/2, V(x, y), 

si vede facilmente che va]e l 'implicazione: 

(4.4) u e w ~  ,~, E ~ + ~ ( x , ~ ) l ) ~ + ~ ( x , y ) D , +  ( ~ + r ( x , ~ ) ) ] u = o  in T 

==~ ~ 0 .  

~- u# il prolungamento 9eriodico di u, 

Ma allora, per noti  teoremi (e per la regolarit~ dei coefficienti), si ha in realtg: 

Se, quindi: m a x u  maxClL-~ u(P), si ha anche: 
T Q 

1)~u(_~) = D~u(~) = 0,  D~u(~)<0,  

e quindi (per (4.1), (4.1)'): 

(4.5)' 

D~ u(v) < o,  

(2 + ~)u(P)<[aD~ + b_D~ + acD~ + flD~ + ( 2 +  7) ]u(P)=0 

Analogamente:  

(4.5y t r -- rain u > 0 .  
T 

Da (4.5)' e (4.5)" distend% agpunto la (4.4). 
I n  particolare, se 6 g = fl ~ 7 = 0, si ha:  

(4.5) { ~  w~,~; [E + ~]~ = o; ~ >  o} ~ ~ = o.  

Orbene, la (4.5) prova che 6 iniettivo l 'operatore: 

la (4.3), invece, prova che A 6 un operatore (lineare e continuo) a codominio chiuso 
t ra  gli spazi di Banach W~ '~ e4 L2(T). Per far vedere che A 6 anche suriettivo, ba- 

q~(P) --= max  u < 0 .  
T 

(4.4)' [E -~ ~D~.~ flD, ~- (2 ~ 7)]~lL(x, y) -~ O in Q , qL e W~.2(Q) . 

In tan to  (cfr. w 2), indicando con 
si riconosce facilmente che r163 e W~'2(Q) e che (essendo a, b, ~, fl, 7 e C~) verifica 
l 'equazione: 
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sterh quindi mostrare  che: 

(a.6) {v e ~o = -  (L~)', ~ *  v = 0} ~ {v - =  o) 

dove l 'operatore aggiunto A*: L 2 --  (L2) ' --> (W~'2) ' ~ definito da: 

(4.7) <A* v, u> = <v, Au> ,  Vu e W~ '2, Vv e L ~ . 

Ora la premessa dell ' implicazione (4.6), alia h c e  di (4.7), significa che: 

(4.8) v e Z  ~, <v, A u > = f v [ E - k  2 ] u d x d y = O ,  Vue W~ '~, 
T 

avendo r icordato c h e l a  dualit~ t ra  Z ~ ed (L*) ' si esprime con an  integrale; in par- 
t ieolare da (4.8) discende: 

(4.9) v ~ Z 2 ( T ) ,  fvEaD~ + bD~ -~ ]t] u dx dy = 0 ,  Vu e C~ ~ . 
T 

Ebbene  (essendo a, b e C~~ per il prolungamento periodico ~U = v# di v e Z~(T) 
da (4.9) diseende: 

(4.10) ~ U e Z ~ ( Q ) ,  fcUEaD~-~ bD~+ 2]udxdy = 0 ,  V u ~  C~ ~ . 

Ora, se P ~ (~, ~ ) e  T e C ~ =  {PIP--~ < �89 poniamo, per h, k interi  qualunque:  

o w i a m e n t e  Po,o = P ,  Co,o = C~). Se w(x, y) ~ C~(C~) (P ~ T), la funzione: 

w ( x - - h , y - - k ) ,  in Oh, k 

%0(x, y) = 0 , in R ~ -  U ca, k 
h,k 

ben una funzioue e C ; ,  onde la (4.10) vale anche con u - ~  %13. 
E dalla (4.10) scrit ta con u = %0, o re  si tenga conto della periodicit~ di ~ ,  %0, 

a, b~ si deduce:  

dove P ~ an  (arbitrario) punto  di T. 

18 - A n n a l i  ~i Matemat ica  
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Da (4.11)~ per noti  teoremi (vedi anche AG~o~ [3], Teor. 6.1, p. 428), e per es- 
sere a, b e C ~176 discende: 

[anzi addiri t tura:  ~ e  Coo(C~)]. Dopo cib, rieoprendo T coa uI1 mlmero finito di 
sfere C~ (P e T), e tenendo eonto della periodicit~ di ~.Y, si pub asserire che (4) 

(4.1z) (~e~ ~, ~*~=o)~(~ewF, f~[E+~]~axay=o, Vue C~}. 
T 

~Sa allora si pub i~tegrare per parti ,  e tenendo eonto della periodicit~ di u, v, a~ b 
si ha : 

(4.13) {v~Z2~ A ' v = 0 } : : >  v ~  .,~ , + ~ ] v d x d y = O ~  Vu~ 
T 

e infine, esplicitando r~ggiunto formMe E*: 

(4.14) {v E L ~, ~*  v = o) ~ {~ ~ w~ ,~, [~* + ~3 v - 1)~(av) + D~(bv) + ~v = 0} .  

A questo pun*o possiamo enuneiare il 

TI~OlCV.~A 4.I. - Se a, b e C~ veri]ieano la (4.1), ed ~: 

(4.15) ~t > 2(max [D~a[ + max lg~bl), 

a~ora i~ problema (~.2) ~ univoeamente risolubile, per ogni ] ~ L~(T). 

D ~ .  - L'unicit~ esse~do gi~ ucquisita per la (4.5), resta da far vedere ch~ A 
suriettivo, e cio~ che vale l 'implicazione (4.6). Ma evidentemente si ha:  

(~* + ~) v -- D~(av) + D~(bv) + ~ = 

-~ aD~v + bD~v + 2D~aD~v + 2D~bD~v + (~ + D~a + D~b)v =- 

dove: ~r ---- 2D~a, fl = 2D~b, e ~ = D~a -4- D~b certamente verifica la (4.1)' per via 
della (4.15). Dopo cib, da (4.14) e (4.4) segue infine ]a (~.6). e.v.d. 

(~) Anzi, per essere v eC r176 in lm aperto A = w c ~  T, e periodica, si ha: 

(4.12)' {v~E2, d~*v : O} ~ {v~er, fv[E+ 2]udxdy=O,  VueC~} . 



A~a~XN0 C_~F01r SulUesistenza di soluzioni periodiche, ecc. 273 

D~I teorema 4.I, salla base di noti  teoremi di regolarizzazione, e s~ruttando oppor- 
t~numente  la periodicitY, segue fucilmente il 

TE01~E~A 4.II .  - Se a, b e C~ e 2 > 0 veri]ieano le condizioni (4.1) e (4.15), allora, 
qualunque sia s > O, si ha ehe (5): 

(4.16) vfe w~ ,~, 31~e w~+2,~: [~ § 43u = I 

(cio~ E § 2 ~, ~n isomor]ismo tra W~ +~'~ e W~'2). 

Dal  teorema 4. I I  segue infine il 

TEO~AWA 4.III .  - Se a, b e ~ veri/icano la (4.1), e se ~ 4 > O, allora, qualunque 
sia s > O, Uoperatore 

§ 2: w~§ w~ ,~ 

un isomor]ismo. 

DI~. - Infa t t i ,  grazie ul teorem~ precedente, posto: 

4 ' =  4 + 2(max ]Dia I + max ID~bl) ~ 2 + ;~0, 

chiaro che E ~ 2 ' =  E § 2 § 2o 6 un isomorfismo tr~ W~ +2'2 e W~ '2. 
D'ultro canto l 'operatore 

A: u e  W~+~'~-~ 20u e W~ '~ 

6 evidentemente comp~tto; dopo cib, per il teorem~ di Gohberg-Krein, lqndice di 
E §  6 dato da: 

i(E § 4) = i(E § 4 ' - -  20) = i(E + 2') = 0 .  

E siccom% in forza di (4.5), E ~ 2 6 pur sempre iniettiv% l'asserto 6 prov~to. 
c.v.d. 

5. - Locale invertibilith di ~- in W~ '2. 

In  questo paragrafo considereremo l 'operatore Y(v) ~ 2v § ~(D~v, D~v) come 
applicazione: 

~: w~,2-~ w~, 2 

(5) I1 simbolo: 31 signitica: ~ esiste uno e uno solo ~>. 
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Inoltre,  ]issata arbitrariamente una u e ~ c W~ '~, eonsidereremo l 'operatore li- 
neare ellittico: 

(5.~) 

Visto ehe (c~r. le (2.10))~ per u e ~b, risulta: aU~ bUe C~, e valgono le (4,1), pos- 
siamo applicare all~operatore (5.1) il teorema ~ . I I I ;  cosi~ per s ~ 2~ si ha:  

(5.2) v i e  w~ .~, 3 l y e  w~'~: ~ ' (~)~  = ] .  

Osserviamo the  ~-'(~): v e W~'S-+ [2 -}- E'~Jv ~ W~ '2, b, nel fissato punto qz e r c 
c W~'z~ il differenziale dell~operatore non lineare ~-: W~'2--> W~ '~. 

Ed  6 ehiaro ehe Fespressione del differenziale ~-'(~) 6 fornita dalla (5.1) anche 
per ~ e W~ '~ - -  (P. 

Si pub far vedere ehe ~-: W~'2--~ W~ '2 6 di elasse C~; e eio6 che 6 continua, 
in ogni w e W~'2~ l'applieuzione 

~ ' :  w e w~ ,~ -+ x'(w} + t - c(w~ ,~, w~.~). 

Si t r a t t a  di p rora te  ehe, per ogni u e W~'2: 

(5.3) 
W~' v 

All'uopo si esservi che, grazie al teorema di Sobolev (vedi a4 esempio [1], 
pag. 97), si ha:  

(5.4) Vw+ W~ '~ Vq>2, V2 el0,  1[,  , w e O~'~(T) n Ws'~(T) ,  

con immersione continua. In  partieolare, si pub dire the  esiste una eostante asso- 
luta  yo tale che: 

(5.5) 

h m~x ID~-D~wl<roZlwllw,,, , Vw e w ~  '~ , 
h + k ~ 2  T 

IID=D~II~,<~) <~ollwll~,.,, Vw e w~ ,~ . 
h+b~<3 

Da (5.5) segue, ovviamente:  

(5.6) qhn --------~ qA ==~ IF~ ,2 
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Cib premesso, ussumendo come norma su W~'~: 

I1~11,~,. = II~llo + I i D ~ l l o - I - l l D ~ i l o ,  Eligllo ~ ilgll.(~)] 

(cib che ~ lecito in ciuullto II "ll~g,~ ~ equivMente u 1]'][2,2,r), si ha:  

(5.7) I I57'(~)v - 57'(~)vl i~p = 1] (57'(u~) - 57'(~))~11o + 

+ llD~l-(~-'(u~) - 57'(~)) v] ]1o + I lD~[(57'(~)  - -  57'(~))~-I I1o i1 + + 

Utilizzando opport lmamente la (5.6), da facili calcoli discellde: 

con ~1 costallte assolutu. 
Tanto basts  a provare la (5.3). 
In  mo4o anMogo si prova the 57: W~'2-+ W~ '2 ~ un'~pplicazione COll~illu~. 
Dopo cib, in forz~ di (5.2) e (5.3) (e della continuit~ di 57), grazie al Teorema 

di illvertibilit~ locale negli sp~zi di Banuch (cfr., ad es ,  [18] e [20]), si pub enunci~re 
il seguente: 

TEO~E~A 5.1. - Se F(~, ~) veri]iea le (2.10), allora in ogni punto u ~ r c W~ '~ 
l'operatore 5 7 ~ localmente invertibile come operatore da W~ '2 in W~# '2. 

I1 teorema 5.I ci assicura che: 

( 5 . 1 3 )  Vu e r c W~ '2, : : l ~ , e > O :  

57: I~'~(u) -~ I~'~(]) -- Ip(57(u)) b ige t t iva ,  

dove si sono denot~ti con I~ '2 e I22 2 gli intorni:  

zP( i )  = {g ~ w~ '~'. l l g -  = } ,  ( t  = 57(u ) )  �9 

6. - Sul carattere  aperto  del l 'operatore  ft. 

Torniamo ora a considerare 57 come oper~tore da r in 4.  Vogliamo prora te  
che: 

LE~-~tA 6.I. - Se F(~, ~) veri]iea le (2.10), allora il eodominio 5 ( 4 )  di 57: r --> r 
aperto in 4 .  
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DI~. - Sia, inver% J il generico elemeato di ~ ( # )  e sia u e ~b un elemento tale 
che ~(u)  = f. 

Per  tale u possiamo scrivere la (5.13); nulla vieta, infatt i ,  di r iguardare simul- 
taneamente  ~- come operatore da W~ '2 in W~ '~. 

Ebbene eonsideriamo l 'insieme: 

qnesto insieme g certamente nn intorno di J secondo la topologia di ~b (vedi w 1), 
perchg contiene, ad esempio, l ' intorno (~ fondamentale  ~> ("): 

Consideriamo il generico g ~ J,(J) c I~'~(/), e dcno*iumo con v il (( corrispon4ente ~> 
elemen*o di I~'~(u) (esistente gmzie ulls (5.13)) *ale che ~(v)----g. 

Indieundo con ~g-= v# (cfr. w 2) il prolungumento periodico di v (e W~'e), 
si riconosce facilmente che ~U e W~m(Q) e ehe (essendo g e ~ ' )  verific~ l 'equuzione: 

(6.2) 
{ 5(v#)=_ATI+F(D~U,D~CU)-=g(x,y), V(x,y) eQ 

aJ e W*'~(Q) c ~'"(Q) , g e ao2Q) 

~vendo ~nche ricorduto il Teorems di Sobolev. Ds  (6.2), gruzie ~i fondumentuli  ri- 
sultati  di rcgolarizz~zione di D0~rGLIS-NI~V,I~BElCG [9] (vedi unche A. F I ~ I E ] ) ~  [11]), 
segue che ~U ~ di clusse C ~ in ogni dominio / ) c  (~. 

In  partieolure, qnindi, qY ~ C ~ in un intorno di ~T, per cui: 

(6.3) v ~ cg E C~ 

(ideatific~ndo v con v#), ore si teng~ conto della periodicitY. Mu questo implica: 

(6.3)' g ~ ~(v) e ~(~b), 

e infine, per l 'urbitrariets di g e J,(]):  

(6.~) 

Dunque, d~t~ l 'arbitr~riet~ eli J e ~-(r rest~ prov~to che ~(~b) ~ ~perto in #.  
c.v.d. 

(6) Infatti: 

ge/+Je,,(O)==> X max[D2D~(g--/)I<s::=>( Y', fID~D~(g--])l~)~< 
h + k < 2  T h+k<~2 

T 

h lc h k < % / ~  max ID~D~(g--])p < 2 max ID~D~(g--]) l < s ~ g e J,(]) ------ #n/~,2(f) .  
h,lc T h + k < 2  T 
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Dal  lemma 6.I, dul teorema 3 . I I I  e dal teorema 1.I discende: 

Tv,0~E~A 6.I. - Se F(~, ~1) veri]iea le (2.10), allora: 

(6.5) y] ~ qS, ~u e qS: ~-(u) ~- 2u § ~'(D~u, D~u) -~ ].  

7. - Un 'es tens ione  del t eorema di Campanato.  

In  questo numero diamo un'estensione del teorema di S. Campanato,  per una 
part icolare cl~sse di operutori  lineari ellit~ici-del quarto ordine. 

Indichiamo,  al solito, con C~ l ' insieme delle fnnzioni reali u(xl, ..., x . )E C ~176 
periodiche di periodo 1 in t n t t e  le xk. Nello spazio W~ '~, completamento  di C~ ~ ri- 
spe~to alla norma:  

II~I'~,~,~= [ ~ f l n ~  1'', ( r  : [-~,-~]~ 
T 

introduciamo anche la norma (equivalente):  

lu[~,~,T = { f  [(D2,u)= § ... + (D2,u)~ + u~?/= ax} 11~ . 
T 

Irt generale, se A ~ t(W~ '~, L ~) (pensando W~ '*' muni to  della norma l" lk,~,z), indi- 
cheremo con IIAII~ la su~ norma:  

sup ([w I~,~,T) -I]IAwIIZ~<T) . 
W 

Se, poi, A ~ invertibile t ra  W~ '~ ed L~(T), indicheremo con l]A-l(p)II la norma 
dell 'operatore inverso. 

Indicheremo,  infine, con la notazione nsnale 

le semi-norme di Nirenberg.  
D 'ora  in poi sara k 4, e porremo:  E o 4 ---- = ( D ~ §  ... § D~-}- 1). 

Evidentemente ,  per ogni u ~ C~ ~ risnlt~: 

i , j = l  
T T ~' 

= lul,,~,,§ 2 (D~,D.,u) dx § 
4~, 1 

T T 

(D~,u) ax>l  l,,~,~. 
d l 
T 
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Conseguentemente si h~: 

(7.2) v~ ~ w~ '=, [~l~,~,~< II~0~tl.(~). 

La (7.2) prova the  Eo: W~'2--> L2(T) (linesre continuo) ~ iniettivo e s codominio 
chiuso. 

E non sarebbe difficile mostrsre che: 

v e L~(T) , E o V = 0 ~ v = 0 ;  

per cui rests provats  ls: 

P~oPOSlZlO~E 7.I. - L'operatore Eo: W~'~-+ L2(T) ~ un isomorfismo algebrico e 
topologieo, per i~ eui isomor]ismo inverso risulta: 

(7.3) [[EoX(2)]] < 1 .  

IJs (7.3) 6 ovvis conseguenzs di (7.2). 
~Ss si pub snche provsre ls:  

P~oPoSlZlO~E 7.II. - L'operatore Eo ~ un isomor/ismo algebrico e topologivo tra 
W~ '~ ed Z~(T). Inoltre, /issato r >  2, risu~ta: 

(7.~) HEol(p)][ < llEo~(r)]l++-2)+~(+-2)~ e(p), Vp e E2, r3. 

Za (7.4) si stsbilisce per interpolazione. 
Sisno ors 2 ua  numero, ed at(x), ..., an(x) delle funzioni tsli  the:  

(7.5) 

~ > 0 ;  O < v < a ~ ( x ) < M ,  i = l , . . . , q ~ ,  

Vi, a~(x) misurabile e periodica di periodo 1 ,  

T ~2 + ~ a~(x) 
i = 1  

(7.6) 

Dall 'ultima delle (7.5) discende: 

!9t :--supz [ n + l  

(7.7) 

Poniamo: 

+ ~ a,(x) 
a(x) = 1 ; 

~ + ~ a~(x) 
1 

< 1 .  

i = 1  
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T~OICEZ~A 7.I. - Per ogni p > 2 risulta: 

(7.8) IlEo-- ~(E + 4)11~<~ < 1 .  

Dim. - l~icordando (7.6) e (7.7)~ per la generica u ~ W~ '~, si ha:  

I(Eo-- ~ A ) u l  ~ ---- (1 - -  ~a,)D~,u + (1 - -  :d t )u  < 

< (~ + 1) - -  2~ a~ + 4 + ~ a~ + ),~ ( / )Lu)  ~ + u~ = 
] J L  1 

] 

~+ ~ L 1  J 

1 

(.O~,u) + u ~ . 

r 7.11. - ,S'e v@ono lc (7.5), esiste un numero px> 2 tale che~ per ogni 

p ~ [-2, p~[, l'operatore: 

E + ;t: w~ ,~' ~ ST(T) 

risulti un isomor]ismo (algebrieo e topologico). 

Dim. - La  funzione c ( p ) =  IlEol(r)II ~(~-2)I~(~-2) di (7.4) ~ continua e vale 1 per 
p = 2. Dopo cib, sempre per (7.4) si pub dire che: 

1 
(7.10) ~pl > 2: Vp e [2, p , [ ,  l]Eo~(P)ll < ~ .  

Fissata, Mlora, ] e L~(T) (p e [2, p~[), consideriamo la mappa 

~: u e w~ ,~ -+ ~?~(p)(~]) + Eo~(p)(~o - ~(~ + ~)) u e w~,~; 

si ha facih~lente, per la {7.8), 

Iv(u1) - ~(%)i , ,~,~ = JFo~(p)(Eo-- ~(E + 4))(u~-- %)I,,~,~ 

il che prova, grazie s (7.10)~ che ~o: W~'~-->W~ '~ ~ lma contrazione. Dunque ~o 
ammet te  un unico plln~o ullito~ per il quale risul, a: 

r = q~(U) ~-~ Eol (p) (~t ] )  -[- ~ o l ( p ) ( E 0  - ~ ( E  -~ it))U 
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e quindi 

EoU = o~ + EoU - -  ~(E + ~)u <:> (E + ~)+, : 1. 

~T.B. - D 'ora  ill poi SUpporremo n : 2. 
e.v.d. 

8. - Un'equazione del quarto ordine. 

I1 teorema 7.11 assieura che, se valgono le (7.5) (che d 'ora in poi intenderemo 
seritte per  n = 2), allora: 

(8.1) w e w$ ,~, I~[,,~,~<c~(p)l](~ + ~)~ll~,(~) (p e [~, Pl[) 

dove e~(p) (da non eonfondere con 1~ e(p) di (7.4)) 6 la norma IlA-~(p)lI di A - z ~  
(E + ~) ~: .L~(T) --~ W~ ,~, e dipende solo da p, M, v. In fa t t i  (cfr. Teor. 7.II) dire 

che (E + ~)u = ] vuol  dire che: u = 9(u) = Eo~(p)(o:] + (E o -  ~A)u) ; ed allora, te- 
nendo presenti  le (7.5), (7.7), (7.8) e (7.10), si ha:  

e quindi: 

c~(p) - [[A-~(p)l[ ~ sup lUl"~'T IIE;~(p)[] (Z + n i ) / ( A  ~ + n~ ~) 

Stante  il significato di e~(p), si ha, poi, per  interpolazione: 

(8.1)' el(p) < e~(~)~(~ -~)~(~-2) e~(2) ~-~(~-~)~(~-~) - ~(p) <~ -= m a x  ~(p) 

per:  2 < p  < ~  < p~, dove - - n n a  volta  fissato ~ -  ~ diventu nna costante assolutu 
(_= m ~  {~(2),  ~(~)}). 

Si~ F ( ~ ) ~ - F ( ~ I ,  ~)  una funzione reale di classe C~(R2), e siuno ~, v, M -  
No --  N~, N~, ..., N~, ... de]le costanti  positive tuli  che: 

(8.2) 

ID~F(~)I<NI~I, V~ e per I~I>:t; IF(0, 0 ) t < M ;  

O < v < F ~ ( ~ ) ~ D ~ F ( ~ , ~ 2 ) < M ,  V~ e per i = : [ , 2 ;  

i~ ~ (F~(~) + F~(~) + ~ ) ~  

Avendosi:  ~v + F(D~Iv , D~v) ~ C~ ~ Vv e C ; ,  ~ lecito considerate l 'applieazione: 

~:  v e C~ --~ ~(v) ~- Zv + F(D~lv , D~ v)  c C~.  
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Posto :F(v) = ], derivando rispetto ad x~. (j = 1, 2), si ha  

(8.3) 

z1 

]~ chiaro, per le (8.2), che i coefficienti a ~=- a ~ ( D ~ v ,  D~v) e b~-~ a s -  
-~F~(D~v, D~v) di E ~ verificano le (7.5), per cni & teeito applieare la (8.1) ad 
E~d - 2; e si ha:  

(8.~) ID~v[~,~,T<v,(p)llDJII~(~), p e [2, p~[, j = 1, 2 .  

Inoltre l 'eqnazione ~v d- F(D~ v, D~ v) -= [ si pub scrivere: 

(8.5) 

dove ~ = (~ ,  ~) =-- (~(x~, x2), ~(x~, x2)) 
estremi (0, 0) e (D~v(x), D~v(x)). 

Da (8.2), (8.4) e (8.5) segue subito: 

un  convenience punto del segmento di 

(8.6) 114.(~) <e2(p){[]]h,~,r + M} (p e [2, p~[) 

dove e~(p) (e cosl, poi, ca(p), ...) dipende solo da v, M e p .  
Dopo ci6, per l 'equivalenza tru le norme ]. Ik,~,T e, ]I'Uk,~,T, grazie al Teorema di 

Sobolev ( n - - 2 ) ,  da (SA) e (8.6) si t rue:  

(8.7) l~,(,~)l<<~,ilvil~,~,~,<r,{ll~'(~)ll,,~,T-F M}, Vv ~ C T 

dove - -  avendo ]issato unu volta per tu t t e  ~ e ]2, pl[ - -  ?'~ e y~ -- e3(~) sono, ormai 
delle costanti  assolute. 

A questo punto,  derivando (8.3) rispet$o ad x~:, si ha:  

(s.s) 
2 

i = 1  

2 

= D . , D ~ J - -  Z F, ,(D;. ,  ' 4 , 
i , l = l  

dove si ~ posto /v~z= D~,D~,F(~I, ~),  i, 1 = 1, 2. 
Applicando la (8.1), (con 2 < p < ~) alla (8.8), ricordando la (8.1)', e indieando 
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con 7~7 ~7  ... delle cos t an t i  assolute ,  si o t t i ene :  

(8.9) 

da cui :  

T 

_ ~ / ~  ( ~ - ~ ) / ~  ~/~ 

I~I=lt~l=5 L\  J / \ J  / J 
T T 

T 

2 

(8.10) ~ ' ' 5 
~, lc = 1 

TEO~E~_ 8.I .  - Se 2'(~) veri]iea le (8.2)~ esistono una costante assoluta ~o ed un 
numero reaZe a e ]5/67 1[ tali ehe: 

(8.11) 

D I ~ .  - D a  u n a  no ra  d i suguagl ianza  (7) (eft. ad  es. [19], Teor.  58.X) scr i t ta  per 
n = 27 p = poe]2,  ~[~ k = 5, r = 6 [essendo p > 2, ~ cer to  ver i f ica ta  la condiz ione :  

r - - n i P  = 6 - - 2 / p  ~ {07 1, 2, ...}]7 d iscende:  

(8.12) ID ~ v ]8,,T < 75{ [ D6v I;,T I v ]~,V + I v Iv,T} 

con 75 cos tun te  assolut~,  e con :  

(8.12)' 
0 (1 

s5 2 - t - a  - -  + P - - z ( a ) ,  a ~  -~ ,1  . 

Ci chie4i~mo se sia possibile,  nel la  (8.12)' scegliere a in  m a n i e r a  che r isul t i :  

(8.13) x ~ - p  5 
s0-z(a)= ~ ,  ~ < a < l .  

(~) Se r b intero positivo, 1o~>1, Po/>~o> 1, r - - n / p ~ { 0 , 1 , 2  .... }=--N, posto 
6 = d is t ( r - -n /p ,  N), esiste una costante K dipendente solo da D,r ,  ~o, 6, tale ehe, per: 

g 1_o k < a < l  , 1 k @ a  + 
r s~ ~ /% 

si abbia: 

7z r a 1 - - a  ID uI~,o<K{ID %,o1%..~+ I%.,o}, v~ec  r. 
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Dato che ~(a) ~ continaa e decrescente in [5/6, 1], si potr~ certo soddisfare (e in 
nn sol modo) alla (8.13), se risulta: 

~(1) ___~-~- <>-P< z = 
p 2 >p 

e cio~ se: 1 / p -  1 <  1 / p -  1I~<  1/p. Ma questu condizione ~ certo verificata, dato 
ehe ~ > 2. 

Fissiamo, ullora a e]5~6, 1[ secondo la (8.13); dOl~O cib la (8.12) diventa: 

(S.l~) 

Da (8.10), (8.14), (8.6) e (8.7) discende: 

(8.15) 

+ n(lI~-(v)lL~,~ + ~)2-o DOo a u ~,T 

(a < 1, 2 < p < ~). Da (8.15) e (8.7), gruzie Mle diseguaglianze di Sobolev led alla 
implicazione: x<eo Jr- ~ e~ x~, 0 < ~ <  I ~ x<y(e  o -P ~ e~l(1-~'))] segue infine (es- 
sendo p > 2): 

(8.16) ~, m ~  ID~vl<~,~flv[l~,~,~<n{ll~(v)lt=,~,~-F M} (=-~)~(~-~), V~ e C~. I~1<5 

Ma allora si pub tornare alla (8.8) e applioarvi la (8.1) con p - - ~  (mentre in 
(8.16) ~ p e ]2, ~[), per avere: 

(8.17) 

Da (8.17) e (8.7) segue, ovviamente, (8.11). c.v.d. 
A questo punto, derivando la (8.8) rispetto ad xh, si ha: 

(8.18) 
2 

D 4 D ~ 

S 

~ D  4 v ~ - _  ~,V~ D~,S)~y[F~(...l~j)~v + F,,~(...ID~jL~v] 
i,l=l 

S 

- -  ~ D  D ~ 4 ~D~ ~,v[~(. . .)D~.D~v -~ Z~i~(...)D~/)~v], Vv e C~.  

Si noti ehe in eiaseuno 4ei prodotti a secondo membro della (8.18), al pitt q~n ]at- 
tore ~ eostituito da una derivata sesta della v, mentre ]e derivate quinte figurano 
fino a ire volte in ogni prodotto. 
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Ebbene, le deriva~e quinte si maggioruno (in modulo) con la (8.16), e le deri- 
ra te  seste con la (8.11). Si ha cosi, applicando la (8.1) all'equazione (8.18)- 

(8,19) 

(con 7~ e /t3 costanti assolute) avendo anche ricordato (8.7). 
Da (8.19), per il Teorema di Sobolev ( ~ >  2) discende: 

[~I<-.6 T 

A questo puato sarebbe facile provare, per ricorrenza, the, derivando k volte 
l'equazione ~-(v)-~ ]i per k~>3, ogni volta, a secondo membro le derivate di  v di 
ordine ~ § k -  1 fig~rano al pitt una volta in ogni prodotto (il primo membro 
sempre [ i  § E ~] D ~ v). 

Si perviene, cosi (per ricorrenza), al seguente 

TEo]~E~i 8.II. - Se E(~) veri/ica le (8.2), allora si possono determinate due sue- 
cessioni {e~}, (tt~} di eostanti (asso~ute) taxi the, per ogni k si abbia: 

( 8 . 2 0 )  . 

Introdueiamo su C~ la successione di norme: 

[[~I[o,~, , ,  . . . . . .  , l ]~I] , ,~ , , ,  . . . . . .  

e indichiamo con ~ lo spuzio perfetto che cosl si ottiene. Dal Teorema 8.II segue 
immediatumente il 

T ~ o ~ .  8 . I I I . -  Se ~(~) veri]iea le (8.2), allora l'operatore 

5 :  v e @ -~ Y(v) - lv + F(D~ v, D~ v) e @ 

~, uu operatore proprio. 

Per giungere al teorema di esistenza, occorre prima provare il 

T E o ] ~ A  8.IV. - Se /~(~) veri]ica ~e (8.2), allora l'operatore 5 :  ~--~ q5 ha eodo- 
minio aperto. 

Per provure il r 8.IV, si comincia con lo stabilire che: 
2 

(8.21) Vu e C~c  W~ 5 , 3:'(u)v -~ ~v § ZF~(D~u, D~u)D~v 
i = l  

bigettivo tra W~ ,~ e W~,~, 

(8.22) qt,, q~ ~ W~ '~ , u~ : ~  u 
W~,~ 

o 
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La (8.22) si prova con ragionamcnti  simili a quclli dcl w 5 (per provare  la (5.3)). 
La  (8.21) segue facilmente dal teorema 7.II  [grazie alle (8.2), ~-'(u) verifica le (7.5)]: 
si fissa J in W~,~(cL~)~ si 4e termina v ~ W~ '~ tale che ~ ' ( u ) v  = J; poi si periodizza 
v: ve -~ ~U e Wd,~(Q) risolve l 'equazione ~-'(u)r = JH ~ W~'~(Q); indi si applicano i 

--  Wlo~(Q). Questo si pub fare teoremi di regolarizzazion% e si t rova  che v~ cU c 5,~ o 
perch , ,  essendo u e ~ i coeffieienti di 5 ' (u )  sono addir i t tur~ ~ ;  ment re  sefosse 
a e W~5~ i coefficienti di 9~'(u) sarebbero solo di clusse W :5, il che ~ t roppo poco 
per  la regolerizzuzione (cfr., a d e s . ,  A. F ~ I E ] ) ~  [12], Teor. 15.1~ pag. 53 (vedi con- 
dizione B~+~), e - - p e r  il secondo o r d i n e -  i Teor. 37.I e 38.VII  di [17]). 

Infine, sf~attando oppor tunamente  la periodicits si conclude che ~1~ ~ v e W~ 5, 

donde la (8.21). 
Stabilite le (8.21) e (8.22), si prova - - c o m e  ncl teoremu 5.I ~ che ~-: W~,~-+ 

-> W~,~ ~ localmente invertibile in ogni punto ~ e ~ c W~ ,~. 

Di qui, ragionundo come nel w 6, segue il Teor. 8.IV. 
Infine dai Teor. 8 . I n  e 8.IV, segue il 

TEO~ZE~ 8.V. - 2e /~(~) veri/ica le (8.2)~ allora 
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