Sull’esistenza di soluzioni periodiche
per certe equazioni ellittiche totalmente non lineari (*).

ALBINO CANFORA (Napoli) (**)

Summary. ~ In this paper we study the problem:
1) M+ F(DEu, Di™u) = f(z,y), m=1,2,
where [ is given in CF = {ge C™|g periodic}.
We find, for every feCy, ai least one solution w in the same class Cy.
The hypothesis on F'(&, ) is the following:
(2) [DEDFE(E, m) < Npprs O<v<F&,mM<N;, O<v<Fy & n)<Ny;

moreover, when m =2, a Cordes condition is required:

(DeF + D, F + A2
(DeF) + (D, B+ 22

(3

The method used is based on R. Caccioppoli’s inversion theorem for proper-open mappings,
in the context of countably normed spaces. An essential tool is a theorem of 8. Campanato
concerning the ewistence of W™ P-solutions (p « near 2v) for elliptic-Cordes equations with
bounded measurable coefficients.

Introduzione.

Uno dei risultati pit significativi dell’Analisi Nonlineare ¢ il Teorema di RENATO
Caccropporl (cfr. [7]) sull’invertibilith globale, tra spazi di Banach, delle trasfor-
mazioni proprie e localmente invertibili. Questo teorema, enunciato e utilizzato per
la prima volta da CaccropPpoLl in [7] & da inquadrarsi in una serie di risultati con-
simili dovuti ad altri Autori (vedi C. MIRANDA [17], nn. 10, 13 del cap. IT e nn. 8, 9
del cap. III).

Le applicazioni — nello studio dei problemi al contorno per equazioni alle deri-
vate parziali — gono state molteplici; soprattutto per le equazioni quasi-lineari.
Per quanto riguarda le equazioni totalmente non lineari, si presentano difficoltd
maggiori.

(*) Entrata in Redazione il 10 ottobre 1980.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito dl GNAFA presso I'Istituto di Matematica Renato Cac-
cioppoli dell’Universitd di Napoli.
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Tuttavia, non sono mancati significativi risultati per le equazioni (totalmente
non lineari) ellittiche del secondo ordine in due variabili. Ricordiamo, al riguardo,
quelli ottenuti da JEAN LERAY, in due Memorie del 1938-39 ([15],[16]), per
Vequazione:

0z 02 0%% 02z 02z
(1) f(rys,t,p,q,2,9,2) =0|:p:é;7 q=5§, "'za—wy s:m, t=8~y2]{

in un aperto limitato 2 del piano («,y), supponendo verificate le condizioni: fe C°,
ed inoltre:

Lhtfht+fathi+hitht ottt
< AD)f + f7+ "+ £+ s* 4 1]

@) A S 7 < ADIfS+fr + 1]
L Pt < ADIE A+ o PP+ & 4 2 117
i+ h+f < AD)4f,.f,i— 3]

dove A(D) e una costante positiva crescente nella classe dei domini D c 2 (ovvia-
mente ordinata per inclusione).

Per 1a (1) si stabiliscono dei teoremi di esistenza di soluzioni regolari (di clasge C3).

Nel caso che la f sia analitica nei suoi argomenti, va ricordato un teorema otte-
nuto da BERNSTEIN nel 1910 (cfr. [5], pag. 13) che asserisce: «Se in (1) la f & ana-
litica (anche rispetto ad un parametro « oltre che rispetto a #,v,2,p, 4,7, 8,1), se
si sa che (1) e risolubile per o« = &, ¢ se — uniformemente rispetto ad o« &[0y, on] —
§i possono maggiorare a priori i massimi moduli delle derivate di ordine <2 delle
eventuali soluzioni della (1), allora la (1) risulta effettivamente risolubile qualungue
sia o efog, 0] »

Ricordiamo, infine che in [6] BERs ¢ NIRENBERG indicano un procedimento per
risolvere la (1), eon il quale, tuttavia, non sembra si possano ottenere soluzioni se
non di classe W22,

Nella presente nota ci occuperemo di alcune equazioni ellittiche (totalmente non
lineari) del 2° e del 4° ordine, determinandone le soluzioni — con una tecnica basata
sul Teorema di Caccioppoli — mnella classe delle funzioni C* periodiche.

Consideriamo, invero, il problema:

3) 2o 4 F(Dv, D2v) = f(z,9), veCf, feCy

dove Cf’ = {ue C”lu & periodica di periodo 1 in 2 e y}.
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Su F(&,n)e C°(R?) e su A€ R si suppone che:

) { ID};DZ;F(& MNI<Nyy,  per b4 k>1, V(& n); A>0

— N, <D F(§,n)<—v<0; —N, <D, F(é,n<—r<0

con v, N, N,, ... costanti assolute (1).
Consideriamo anche il problema:

(5) M"I“F(D:v, Dtﬁ):f(w}y)r ’DEC;C', fEG;o
con F(&,n) verificante le condizioni:

|DEDLF(& n)| < Napwe  Der b+ k>1, V& n); A>0
Ni>D:F(&,n)>v>0; Ni>D,F(én)>v>0;

(4)' . o (DeF + D, F - A2

£ 2
W OF T D )

(condizione « di Cordes ») .

Come si vede, nei problemi (3) e (5) si cercano soluzioni ¢ molto regolari» (v e C)
assegnando dati (fe C;°) «molto regolari».

Per risolvere questo problema (riferiamoci, ad esempio, al (3)) si possono seguire
due vie:

A) 8i studia prima il problema « meno regolare »:
3) Mo + F(Dyv, Djv) = f(z,y), veCy ™" feCp*

dove (3;?”: {ue C"|u & periodica di periodo 1 in (z,y)}, e, poi, supponendo la
f € CF, si regolarizza la soluzione v ricorrendo ai teoremi generali di NIRENBERG e
FRIEDMAN ([9], [11]); in questo modo si oftiene anche un teorema di unicitd.

B) Oppure si lavora direttamente in C°, e cioé si studia direttamente la (3).

Nella presente nota ci atteniamo a questo secondo procedimento. Naturalmente,
in questo modo, non si opera pitt negli Spazi di Banach, ma in Spazi di tipo diverso;
pit precisamente C;° viene strutturato come Spazio numerabilmente normato per-
fetto (vedi § 1), e viene cosi & godere della fondamentale proprietd secondo cui ogni
parte limitata ¢ compatta (spazio di Montel).

(1) Notiamo che f(7,s,t, p, ¢, %, y, #) = Az -+ F(r, 1) non verifica la 3> delle (2) (che si seri-
verebbe: Fya+ F2, + Fr< A(D)(F2 + F2)(r? + s + 12 4 1)-1), bensl la condizione meno restrit-
tiva: Fpe+ F?, + FE<3N:. Si veda, ad es., il caso in cui & F(r, t) = — 2r -+ senr — 2t -+ sen &.

17 = Annali di Matematica
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In questo quadro. funzionale diverso si riesce pur sempre a provare che
F:0eCl—F() = v+ F(D2v, Di"v)eCy (m=1,2)

& un operatore proprio a codominio aperto.

Per cui si pud utilizzare ancora il Teorema di Caccioppoli, che — almeno nella
parte esistenziale — continua a valere (senza modifiche nella dimostrazione) negli
spazi numerabilmente normati.

Lia cosa essenziale & stabilire delle opportune maggiorazioni a priori per le even-
tuali soluzioni » (di (3) o (5)) e per le loro derivate. Cib & reso possibile (per la (3))
da alcune stime L? (con p «poco maggiore di 2») ottenute da CAMPANATO in [8]
per le equazioni ellittiche del 2° ordine, a coefficienti limitati e misurabili; e, per
la (5), da un’estensione delle suddette stime a certe equazioni di ordine superiore
(vedi § 7).

In tal modo stabiliamo dei teoremi di esistenza per i problemi (3) e (5).

La trattazione del problema (3) & svolta (seguendo il procedimento B)) nei §
da 2 a 6, strutturando come spazio perfetto C;° mediante la successione di norme:

{lols} = {Ivlesy}» T =[—4% 4T

La trattazione del problema (5) ¢ svolta nei § 7, 8 (sempre col procedimento B)),
strutturando come spazio perfetto C;°, mediante la successione di norme {[o] =
= {[o]panz)} (p> 2, opportuno).

Per concludere, osserviamo che una condizione sufficiente affinche valgano le
(4)" & che risulti:

(4)" (71')2< 3; 20—V =N <A< V203 —NY).

Infatti, I'ultima delle (4)' si pud scrivere:

e [2 D,F-D,F + iD;F + AD,,F]> 1,

(DeF)2 + (D, F)2 + 2
ed & presto visto (grazie a (4)") che:

v+ 2l __DF-D,F + AD;F + AD,F
NI 2T DB+ D FP A A

1< 2 V(E’"])-

Si noti come, in (4)", man mano che N, —>4/3v, si restringa Pintervallo in cui
si pud assegnare A.
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Vediamo un esempio concreto di equazione verificante (4) (e (4)"), assumendo:
A=4, F(&q) =2E+ arctgé + 2 + arctgy

{per cui v = 2, N, = 3).
Sulla base dei risultati del § 8, si potra dire che I’equazione:

4v -+ 2D5v + arctg Div + 2D%v + arctg Dio = f(x, )

ammette almeno una soluzione v € CJ°, comunque si assegni fe C;.

1. - Alcuni richiami.

E opportuno, per il seguito, richiamare alcune nozioni della Teoria degli Spazi
numerabilmente normati (si veda, per una pil approfondita esposizione, il IT volume
di GUELFAND-CHILOV [14] ed anche A. FRIEDMAN [10]).

Intanto due norme confrontabili | [, e | |. (?), assegnate su di uno spazio vet-
toriale @, si dicono «concordanti» se avviene che:

Per ogni successione (w,) C D di Cauchy rispetto ad entrambe le norme: {||z,], —
=0} <> {|#4]5— 0}.

Assegnamo sullo spazio vettoriale @ una successione (non decrescente) di norme a
due a due concordanti:

Voe ®, |zli<[af.<...<[7],<....
In @ si pud introdurre una topologia (compatibile con la struttura vettoriale), a

partire dal ¢sistema fondamentale di intorni dell’origine » F(0) il euni generico ele-
mento ¢ definito da:

J,0)={red: |#],<e, eeR,,p=12,...
Per il generico y € @, la famiglia di insiemi:
Y+ J,00={wed: lv—y|,<e, eecR,p=12..,
costituisce un sistema fondamentale di intorni F(y); il generico elemento di F(y) si
dird «intorno fondamentale di % ». In particolare, si ottiene un sistema fondamen-

tale numerabile N°(y), considerando gli intorni del tipo: y -+ J,,,,,(0), p,% =1, 2, ....

(% |l e || l» sono «confrontabili» se esiste un numero ¢ positivo tale che Vze @,
leli<elallz (ovvero Vue @, |z],<clal,).
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B evidente che, in questa topologia, la convergenza di una successione (z,)C ®
verso € @ ha il seguente significato (di convergenza rispetto a tutte le norme):

(1.1) {z. % 7} <> {Vp, lim ||z —@,|,= 0} .

Cosi pure, una successione di Cauchy (#,)c @ & una successione (di Cauchy ri-
spetto a tutte le norme) tale che:

(1.2) YVp, lim |z,—a,|,=0.

T0,—>00
Se indichiamo con @, lo spazio di Banach completamento di @ rispetto alla
norma | |,, si ha ovviamente:

®,20,2..20,2..20.

Ebbene, si prova che @ & completo rispetto alla topologia (1.1) [e ciod: ogni succes-
sione di Cauchy (ossia, verificante la (1.2)) & convergente verso un « € @ nel senso
della (1.1)] se e solo se risulta:

(1.3) ' -

k4

D, .

1

18

Se @ & completo, si dice che @ & uno spazio numerabilmente normato.

DEriNizIONE 1.I. — 8i dice che B ¢ un limitato nello spazio numerabilmente nor-
mato D, se:

(1.4) A(0,) c R+: Vp,VoeB, [2],<0,.

La chiusura di un limitato & ancora un limitato. Cosi pure, se (#,) & una succes-
sione di Cauchy in @, allora gli #, formano un insieme limitato.

Come si sa, negli spazi normati, un insieme limitato, in generale, non & com-
patto. Anzi, se X & uno spazio normato in cui ogni limitato ¢ compatto, allora X ha
necessariamente dimensione finita (e cioé, & uno spazio euclideo).

Ebbene, per un’importante classe di spazi numerabilmente normati, la situa-
zione ¢ ben diversa.

DrrNizioNe 1.II. — Lo spazio numerabilmente normato @ si dice « perfetto», se
ogni limitato B c @ & compatto. (Se, cioé, quando B c @ ¢ limitato, ogni successione
(@) di elementi di B ammette un punto di accumulazione z e @.) (°)

(%) Secondo un’altra locuzione, per insieme compatto si intende un insieme B tale che
ogni sueccessione (x,) c B ammette un punto di accumulazione x e B.
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Sussiste la seguente:

PrOPOSIZIONE 1.XI. — Condizione sufficiente affinché lo spazio numerabilmente nor-

mato D (in cui la topologia ¢ assegnata mediante lo successione di norme: |z|,<
<|ola<..- < |2]n<...) . sta perfetto, & che risulti:

(1.3) Vp, {Bc® limitato in @, ,=> B & compatio in P} .

Per esempio, se @ & lo spazio vettoriale C;° delle funzioni u(x, y) € C* periodiche
di periodo 1 in @,y (di questo spazio dovremo oceuparci nel seguito) e se le norme
%], sono date da:

[wlo=3 mox|DiDiu(e,9)|, T=[—4iF,
]9

p=0,1,2,.., allora la (1.B) & certo soddisfatta, per cui @ risulta uno spazio
perfetto.
Anche per gli spazi numerabilmente normati ha senso la seguente definizione:

DEFINIZIONE 1.III. — Siano @ ¢ ¥ due spazi numerabilmente normali, e sio
F: @ -V un’applicazione continua. Si dice che F é «propria» se risulia compatia
in D Vimmagine reciproca F-1B) di ogni compatio B cW. 8i dice che F é « aperta»
se il codominio F(D) & un aperto di V.

Ebbene il fondamentale Teorema di Cacecioppoli sull’invertibilitd globale delle
trasformazioni proprie tra spazi di Banach, si trasporta (almeno per quanto riguarda
la suriettivitd) agli spazi numerabilmente normati:

Y

TrEOREMA 1.I. — Se @ ¢ W sono due spazi numerabilmenie normati ed F: ® - ¥ ¢
un’applicazione continua, aperta ¢ propria, allora F & suriettiva.

Dimostrazione identica a quella per gli spazi di Banach:

Sia f € ¥ un punto di accumulazione per F(®), e sia (f,) ¢ F(P) una sucecessione
tale che f, 5 f.

Gli f, formano un compatto di ¥. Se, allora, u,c @ & tale che F(u,) = fa,
I'insieme degli %, sard un compatto di @, visto che & & propria.

Pogsiamo, quindi, determinare una sottosuccessione (u, )C(u,) ed un elemento
u € @ tali che u, 3 u.

Poiché¢ § & continua, si avra anche F(u,) =f, 5 F(u).

Ma f, 5 f; dunque f = F(u) e, quindi, fe F(P). -

Cosl il codominio F(®) & chiuso in ¥; ma & anche aperto (per ipotesi). Quindi
F@)=¥". cv.d

Particolare interesse presenta il caso in cui @ & uno spazio perfetto (Def. 1.II).
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Perché allora, affinché F: @ — ¥ sia propria, basterd supporre che:
(1.6) VB limitato in ¥, F-YB) & limitato in @ .

Ed é esattamente della condizione (1.6) che ci varremo nel seguito (vedi Teo-
rema 3.IIT).

2. - Un lemma fondamentale.

Se ¢ & un dominio limitato di R? ugeremo —— di norma — le seguenti notazioni:

T T E— [ f S DiDiule, y)P do dy]

it+i<k

.k
(Wee = [vloe= X max|D;Diul@,y)|= 3 U@
itisk @ h=0
DD} u(P') — DiDiu(P"
(s = [ilor= oo+ 3 smp D) =)

i+i=k P’ ,P'eG

fl

]

= |u] or@) + .+Z;k [D:Djull = (et Upu(@ = 3 Uu&) + Usu(@)

h=0

& la distanza euclidea

(efr. C. MIrANDA [17], pag. 2) dove pe10,1], e |P'— P
tra‘ PlE (wf’ y!) e _P”E (mll, y”)'
A volte, per brevita, quando @ sia fissato e sia p = 2, scriveremo |u], in luogo

di [u]eq-
E bene osservare che, se G verifica la condizione A) di[17], p. 148, allora dalle

(33.8) e (33.9) di[17], p. 150 segue facilmente (una volta fissato il dominio ¢ e il
suo diametro R):

(2.1) (1), q < (W) ETB TR YDA L () o}

per: k< n, e per ogni ue O™*(@), essendo ¢ una costante che dipende solo da @.
D’ora in avanti indicheremo rispettivamente con 7,9, £ i domini:

T=[—4% 318, Q=[—% 8¢, Q={onle+yi<i,

per i quali la condizione A) di[17], p. 148 & certo verificata.
Poniamo, conformemente alle notazioni di Aemoxn [2]:

Cy = {u € C°(R®)|u(x,y) & periodica di periodo 1 in # e y};

per la generica funzione u(z,y) definita solo in 7, indicheremo u,(,y) (ovvero con
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Uz, 9)) il prolungamento periodico di wu(z,y) a tutto R Evidentemente:

{u e C(T); D:D*u(x,—}) = D.Dbu(,}), DL Dyu(— %, y) = DhDiud, ), V(h, &)}
= {W=u,eC}.

T evidente che:
(2.2) | D:Diulo 0= 9| D Diuloyrs Vb, B), Yue CF;
& anche facile verificare che:

(2.3) (W)o,u,0 <B(Wo,u1 > Vu e C;° .

Figsiamo anche — qui e per il seguito —. una funzione w(z,y)e 03"(52) con le
seguenti proprieta:

<o, p<l, V,9); oy=1 i T
2.4)
D, |, |D,wl, |DZw], |D12;wi<K7 V@, y)

dove K & una costante assoluta.
Siano v ed M due numeri reali positivi, ed a(z, y), b(x, ¥} due funzioni reali limi-
tate e migurabili, periodiche di periodo 1, tali che:

(2.5) O<v<—a(my)<M, O0<v<—0b@,y<M, Viy.

Indicato eon F loperatore ellittico:
By = [a(@,y) D2+ b(@,y) D]o(@, ),  ve WH(2)n W(Q),

dai risultati di 8. CAMPANATO (cfr.[8], Teor. 1.II) si deduce che esistono due nu-
meri p, e p;, con 1< p,<< 2 < py, tali che, per ogni p € ]p,, pil, F risulti bigettivo
tra W22(2) N W2(Q) ed L?(2), e si abbia: »

(2.6) 19]50.0<e®)|Bo]ope, Yoe WH(Q)N W (Q)

dove ¢(p) (e cosi, nel seguito, ¢,(p), (p), ...) & una costante che dipende solo da v, M e

D € 1o,y il
Se, poi, # & un arbitrario elemento di CJ°, la funzione f = Eu risulta limitata,
misurabile e periodica di periodo 1, e si ha:

(2.2)' I

[O,p,Q = glmnf“(),p,l‘ M
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B, peraltro, evidente che, posto O(,y) = w(x, y)u(»,y), risulta: O, = u, O ¢
€ W2(Q) N W(Q), nonché

(2.1)  EO = aD?O + bD2O = a(wD2u + 2D, 0D, u + uD?w) 4
+ b(wD2u + 2D, 0D, w + uD?w) =
= ¢ = of + 2(aD,wD, u + bD,wD, u) + w(aD2ow + bD2w)
dove, ricordiamo, f = Hu. Dopo cid, da (2.6) segue facilmente, per p € Ip,, py[:

10]2,5,0 <) Plo,0,0 <@ IFlo,0,0 + 2MEL| D, ullg 5,0 + 1 Dyt]o,,0 1+ [%]o,5,03

avendo tenuto conto anche di (2.4) e (2.5). Di qui, grazie a (2.2), (2.2)" e alla disu-
guaglianza di Eherling, si trae:

(2.5) il@liz,p,g<c(p){Hf”o,p,a + 22z |( fio.up) "+ ([IDanp)” + uuuo,p,g]}

= o) {flon+ 23050 ([10.0P) "+ [1Dp) "]+ 22010100}

T

< o) {losa-+ 2300 [10.067)" +( [in,60)"] + 2ME o]

K,
< D)fluno-+ 4IES0(p) |10z 5 1Ols0 | + 2HEo(p)u]ona

con K, costante assoluta.
Posto & = [8 MK 9Y7¢(p)]-%, da (2.8) segue infine:

(2.9) ”@”2,17,9 = Hw“ﬂzm,n<6‘1(P){IIE%H.J,,;,9 + Hu”o,p,g} , Vue e;oi P E 1Dy, P4l -

La cosa importante & che ¢,(p) dipende solo da p,», M.
Sia ora F(&,#) una funzione reale di classe C*(R?), e siano v, Ny, Ny, ..., Ny, .
delle costanti positive tali che risulti: Ny= N, = M, nonché:

F(0,0)|<No=M; V(&n), [DIDEF(E, <Ny, h+k>1

e, in particolare:
— M =—N<F(§n) =D FEn<—r<0, V&),
— M =—N<Fyn) =D, F&n<—v<0, V(7).

(2.10)

Detto 4 un numero reale positivo, & evidente che:

YweCp, v+ F(Div, Div)eCy,
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onde & lecito considerare ’applicazione:
F:veCy— F(v)= v 4 F(Djv, Div)e CF .

Giova osservare subito che:

1
(2.11) Fwy=¢f, veCi=> max | < z(m’?x If| + |F(0,0)]) .
La (2.11) si stabilisce con un procedimento standard.
Invero, se ve C; ¢ positiva in qualche punto, allora nel punto di massimo
PeT siha:

(2.11)/ vP)>0, D(P)<0, D2o(P)<0;

d’altro canto, per il teorema di Lagrange: F(D '0(1—5) 20( )) F(0,0) +

+ Fy(¢,7) D2o(P) + Fy(&, 1) Dio(P), eon & e[Dio(P), 0] ed ne[Dz (P), 0]; quindi,
in P, la equazione F(v) = f si scrive:

20(P) + F,(&,m) D2o(P) -+ Fy(&, ) D2o(P) = f(P) — F(0, 0),
da cui, per le (2.10) e (2.11)', segue subito

(2.11), 0 < o(P) = max v(P) < 71(mx lfl + |F(0,0)]) .
T
Analogamente, se v & negativa in qualche punto, allora nel punto di minimo
PeT siha:
(2.11)_ 0> v(P)>

(HP) — F(0, 0)) >— (m&X Ifl + 1£(0, 0)]) .

ol
MH

Da (2.11), e (2.11)_ segue senz’altro la (2.11).
Derivando, ora, 'equazione Av -+ F(D2v, DZv) = f, v & C, rispetto ad =, si ot-
tiene:

(2.12)  [A+ F,(D:v, Div) D% Fy(D%v, Div) D] D,v =
—=[A -+ a’D®+ b’ D2 D,v = [A + E*]D,0 = D,f.

Analogamente, derivando rispetto ad y:
(2.12)" [A+a"Di4 DX D,v=[i+ E'1D,o = D,f.
Osserviamo che, essendo v € C°, i coefficienti

o' = F (Div, Div) e "= Fy(D2v, D2v)
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sono C® e periodici di periodo 1. Inoltre, per le (2.10), 8i pud dire che a° e b® verifi-
cano la (2.5), per cui si pud applicare la (2.9) all'operatore ellittico B” = a” D2 - b* DZ.
Serivendo la (2.12)" nella forma:
E'D,v=[a"D;+ " D}]D,v = D,f—AD,» (D,veCy),
e, applicando — appunto — la (2.9), si ha:

(2.13) [0D,v]3,5,0 <P} D; flo,p,0 + [De?]o,0,0}

dove, ricordiamo, ¢,(p) dipende solo da », M e p € Ip,, pi[ (4 & fissato).
D’altro canto, cosi come si & fatto per stabilire la (2.11), si prova che:

max |D,v| < lmax |D.fl.
o A oo

Di qui e da (2.13), per essere w|, = 1, segue banalmente

(2.14) |-D2]|2,5,7 < 65(P) max 1Daf]

(con la solita dipendenza di ¢(p), p € 1po, puf)-
Analogamente, partendo da (2.12)" anzieché da (2.12), si perviene alla

(2.15) | Dyl r<cs(p) max |Dyfl,  p&lpo, pal.

A questo punto, dopo aver posto (per il generico dominio G):
Ag pa= (0")g,u6F (0, pe=(0")g e+ [“”]ﬁ-F (00,6 + [b”],‘f, veCy,

si prova facilmente il seguente

LeMMA 2.1I. - Hsistono un numero p€10,1[ ed una costante assoluta y,, tali che
risulti: A ’ . ’

(2.16) AL o <pol(o+ M], dove f= F(v)
qualungue sia v e Gy

D, - Fissiamo anzitutto un 7 e ]2, p,[ (si-ricordi che 2 € Ip,, p[); indi da (2.10),
(2.11), (2.14) e (2.15) deduciamo:

(2.17) [ols 50 <D0+ M1, ©veCf
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dove ¢, = ¢,(P) &, ormai, una costante assoluta (cosi nel seguito: ¢;, ¢, ...). Essendo
ve G, da (2.17) e (2.2) segue subito:

(2.18) Iolspo<lvlsso<eliNiet+ M], 0e€Cp.

Essendo 7 > 2, grazie al teorema di Sobolev esiste un numero u = u(p) €10, 1 — 2/5]
tale che:

(2.19) (0)gu,0<C%|v35,0<0[(H1,e+ M], veCy,
avendo tenuto conto della (2.18). Dopo cio, siccome il coefficiente di Holder di

o' = F ,(D%v, D2v) e di b° = Fy(D%v, Div) si maggiora — grazie a (2.10) — con
2N,(v)g,,0, da (2.19) segue senz’altro (2.16). c.v.d.

3. — Sul carattere proprio dell’operatore 5.

Torniamo ora a considerare ’equazione:
(2.12) [A+ E1D,v=[2 + Fy(Div, D:v) D+ Fy(D2v, D2v)DED,v = D, f

ottenuta derivando rispetto ad » la: F(v) = f, ve C, e poniamo: D,v = 2, wz = u.
Si ha ovviamente:

(3.1) (A4 Bl = g = wD,f + 2(aD,wD,z + bD,wD,2) + 2(aDiw + bDw)

dove, ricordiamo, & = a” = F,(D?v, D2v) e b = b’ = F,(D2v, D>v) verificano la (2.16).
Applicando la (35.7) di C. MIRANDA [17] (scritta per » = 2) al problemas:

My =[A-} Elu=9g in &, wu=¢e=0 su 2,

e tenendo conto che ¢: B,=0, C,= 1, 0, [¢; 02] = 0, si ha:

|DiD;u(P') — D, Du(P")|
3.2 Upu= su - <
3:2) 2 «L+a‘z=2 P’,P”Ie)!) |P'— P"|*

<y [(45 10+ D@oe + oo+ {45 40+ 1) A (45, ) 4 2EH02 L1} T ]

con v, (e cosl nel seguito y,, y,,...) costante assoluta.
Ora, dalla (33.8) di[17] (cfr. anche notazioni dal § 2), segue:

U, <yl Ugf;%'u) U4EH8 1 T, <72[(u)§f,(;2,5m U/S/(HM) + Uyls
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di qui e dalla nota implicazione:

(3.3) w<o+ >ea™,  «,€]0,1]

= w<o(oy+ 3 a/)
discende:A
()20 <¥L s+ Ua+ Vs <valUo+ Us) + avs Up+ vave U EPw)EER
e successivamente:
(W)g,u,0<ya(Us+ U,,) -
Dopo cid da (3.2) consegue:

(3.2)  (Waue<¥s{4gue+ V9o, + (9oue+
+ [(45 4,0 F 1) 2 4 (47, ®F e 4 28+02 L 1(w), o} -

D’altro canto, tenendo conto dell’espressione di g (vedi (3.1)) si ha facilmente
(vedi anche (2.4) e (2.10)):

(g)o,y,!) <y6(Dmf)O,u,Q -I_ 76[(1)90 z)o,u,s) + (Dy z)o,u,!) + (Z)O,M,Q] +
+ ¥7 454, ol(D,2)0.0+ (Dy#)g 0+ @)o,0] 5

(9)o,0<(Dyf)o,0 + 2ME[(D,2)y 0 1 (D, 2)g 0+ (2)g,0] -
Ma allora da (3.2)" discende, grazie a (2.16):
(3.4) (W),u,9 <78[(f)1,9 + M](2+M)/M{(Dm f)o,u,g —+ (D, z)o,u,!) + (D, z)o,u,g + (z)o,u,g} .

Di qui, ricordando che %|,= 2= D,v, e tenendo conto della periodicitd di v e
della (2.3) si deduce:

(3.5) (D)2 4,7<
<Yol(Ny1,0 + m<2+mm{(Dmf)a,ﬂ,g + (D?o"’)o,u,r'i‘ (DyDy0)g 0+ (Dm"’)o,p,T} .

Analogamente, partendo da (2.12)” in luogo di (2.12)' si prova che

(3.5)" (Dy®)g,p,r <
<vil(fe + MIEHUD, o0+ (Do Dy0)oup + (D50)or + (Dy Vo) -



ALBINO CANFORA: Sull’esistenza di soluzioni periodiche, ecc. 267

Si ha cosi il seguente:

TEOREMA 3.1. — Se F(§,7) verifica le (2.10), allora esiste una costante assoluta vy,
tale che risuléi:

(3.6) (©)3,1,0 <Y1l (F (), - MFETH Yy e G
Dim. — Infatti da (2.10), (2.11), (3.5)" e (3.5)" consegue:

(3.7) (©)s,,0 <P1l (1,0 + HIETDP), 0+ ©)g,,1) -

Di qui, grazie alla (2.1) si ricava:

(3.8) (©)g,0 < V1ol (P1,p,0 + M](2+2M)/ﬂ -+
+ Pl 0+ MIETH {2 FO@ET T+ (0),0 5

donde, in forza della (3.3):
39 @sur<yiull(Drue+ MW 4 ()0 + MIFHEEM(), 4}
Da (3.9) e (2.11), ove si rammenti che, per le (2.10), & [F(0, 0)|< M, segue subito:

(3.10) (D)o <P1al (P - MIFFOBHILEL - pe @R, f= F(v).

Da (3.10), dopo aver ricordato che f= §(v) € C, grazie alla (2.3), segue su-
bito 1a (3.6). ec.v.d.
Derivando ora la (2.12) rispetto ad #, si ottiene:

(3.11) [A+ F1(D§”? DQZIW)D: + Fz(D?a”’ DEU)Dﬁ]Di?} =fy=

= D2f — {F,(.)(DE0)* -+ 2Fo(..) D2 D2D, v 4 Foo(..)(DD,v)%}

dove si & posto: Fy(..) = (DiF)(D2v, Div), Fiy(..) = (D: D, F)(Div, Div), Fpp(..) =
= (D2 F)(D%v, D2v). Ponendo » = wz = wD2v, analogamente alla (3.1) si ha:

(3.11y [2 + Elu = g, = wfy + 2(aD,0D,2 -+ bD,wD,2) 4 z(aD:w + bD:w) .

Con gli stessi ragionamenti che portano alle (3.2), (3.2)), (3.4), (3.8)', essendo
ora |, = z=D2v (ed essendoci f, in luogo di D,f), si pud provare che:

(3.12)  (D2v)y, <
<yl (e + P (fy)o 0 + (D20)y, p + (D, D20)y , 4+ (D20)g . 1} -
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Analogamente, derivando la (2.12)" rispetto ad y, si ha:

(3.13)  [A - F(D%v, D2v) D%+ Fy(D2v, Div) DEDiv = f, =
= D? f——- {Fn D2 ) -+ 2F (. )Df;vD;Dwv + Fzz(..)(D;”; 0)2} .

Ponendo, questa volta % = wz = wD3v, si viene a scrivere la (3.11)" con f, in
luogo di f,: B di qui, essendo: u|, = 2z = D2v, si ricava, in luogo di (3.12):

(3.14)  (D20)y,r<
<pl(N10+ M1 {(f )0 n0+ (D Di0)o o r+ (Dy0)our+ (Dy0)o ) -

Da (2.10), (2.11), (3.12) e (3.14), tenendo conto dell’espressione di f, e di f (Vedi
(3.11) e (3.13)), si ottiene, grazie alla periodicita di v e di f= F(v):

(315)  ®yur<ril(Pro+ M), o+
(D2 —[F4( (D? '0)2 + 2F12(D3 sz .0 ool D‘ 2])0 T -+
+ (D2f —[Fyy(DED,0)* + 2F,,(D}0D3D, o) + Fzz(Dimz])o,,,,T}
<pul(Pro + MIEEEL(S), p -+ IO L (), )y MO0}

avendo tenuto conto delle (3.6), (2.10) e (2.19).
Da (3.15) segue, infine, facilmente:

\3.16) () pr <Vl (FO))g 0+ M@ Houtu) Yy e Gy

Procedendo, allora, per ricorrenza, si prova il seguente teorema generale:

TeEOREMA 3.II. — Se F(&,n) verifica le (2.10), esistono due successions di numeri
positivi (u), € (o) dipendenti solo da v e dalle N, (delle (2.10)) tali che:

(3.17) Dzt r <GL(FO)ipp,r + M]*, VoeCP, Vk.
Introduciamo ora su Cy la successione di norme (eoncordanti)

[l = max fo(@, ), ... [¥loxem = Emax 1Dz D o(@, Y], -

e indichiamo con @ lo spazio numerabilmente normato perfetto che in tal modo si

ottiene.
Ricordando (vedi § 1) che un sottoinsieme B c @ ¢ limitato in @ se avviene che:

(1.4) AM)cR: Yk, YweB, |v]|pm<My,
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si prova subito il seguente:
TEOREMA 3.III. — Se vale la (2.10) allora Voperatore
Five® > FWw) = Av -+ F(D2v, D2v)e @
& wn'applicazione propria. -

Dim. — Si tratta di provare che, per ogni compatto B c @, risulta compatta
anche l'immagine reciproca FB)c @. Infatti, ricordando (3.17) e (1.4), visto
che B & limitato (percheé compatto) si ha:

Vk, Voe 5~Y(B), 9] gerrgry < (0)g 410,70 <

< Qk[(‘?‘-(")))k,u,T + M <o | F(@)] ey + M <o My, M]*.

Cid prova che F-1(B) & limitato in @. In sostanza vale (1.6). Ma @ & perfetto;
dunque F-3(B) & compatto. c.v.d.

4. — Aleuni risultati ausiliari.

Conformemente alle notazioni di Aemon [2] (Def. 3.1) indicheremo con W’;'z il
completamento di C;° rispetto alla norma | [, ;-
Se a(z, y) e b(#,y) sono due funzioni € €7, tali che:

(4.1) —M<a@y)<—v<0, —Mb@y)<—r<0, V),

ci proponiamo di studiare il problemas:

(B 4 2)u = [a(w, y) D2 + b(z, y) D%+ Au = flz,y), (> 0)

(4.2)
we Wy feIXT).

Dopo avere scritto la (4.2) nella forma: Eu — f— iu, dalla (2.9) scritta per
p = 2 facilmente si trae:

”wunz,z,!)<01(2){”E“”0,2,9 + Hu”o,z,!z}<
<o, 2){[|(E -+ 2) u]

0,201 (1 -+ 12)) ”uno,z,fa} , YueCr,

e successivamente, tenendo conto di (2.2) e (2.4), e passando da C7 al completa-
mento W3->:

(4.3) ”unz,z,T<02{” B+ Aufgsr+ ”uno,z,a‘} , Yue W;’z ’

dove ¢, dipende solo da A,v ed M.
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Se, ora, a(z,y), B(@, ¥), (@, y) sono tre funzioni € C;° tali che:

(4.1) ly@, )< A2, Yoy,
si vede facilmente che vale l'implicazione:

(44)  weWy®, [E+a@9)D,+ pw,y)D,+ (A+y@y)]u=0 in T

=>u=90.

Intanto (efr. § 2), indicando con AU = u, il prolungamento periodico di wu,
si riconosce facilmente che U e W>*Q) e che (essendo a,b,a,pf,y € Cy) verifica
Pequazione:

(44)  [E+ aDo+ D+ A+ )]y =0 i@, WeWQ).

Ma allora, per noti teoremi (e per la regolaritd dei coefficienti), si ha in realtd:
W e Cp. _
Se, quindi: max v = max U = #(P), si ha anche:
D,u®P)=D,u(P)=0, D:uP)<0, Diu(P)<0,
e quindi (per (4.1), (4.1)):

45)  (A+ 9 uP)<[aD:+ bD: + D, - D, + (A4 ) u(P)=0

Analogamente:.

(4.5)" w(P) = min >0 .
T

Da (4.5)" e (4.5)" discende, appunto la (4.4).
In particolare, se & o« = f =y =0, si ha:

(4.5) fuc Wy [E4+ANu=0;2>0=>u=0.
Orbene, la (4.5) prova che & iniettivo P'operatore:
A:ue Wyt —> Au =[E + Aue L¥T);

la (4.3), invece, prova che A & un operatore (lineare e continuo) a codominio chiuso
tra gli spazi di Banach W%*? ed L*(T). Per far vedere che # & anche suriettivo, ba-
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sterd quindi mostrare che:
(4.6) {fpe Lt = (I?), A*v =0} = {v =0}
dove operatore aggiunto A*: I = (I?)’ — (W%?)' & definito da:
(4.7) (AR, wy = (v, Auy, Yue WiP Ywel®.
Ora la premessa dell’implicazione (4.6), alla luce di (4.7), significa che:

(4.8) ve L2, <v,Au>Efv[E+l]udwdy=0, Yue W5?,
T

avendo ricordato che la dualita tra L? ed (L?)’ si esprime con un integrale; in par-
ticolare da (4.8) disecende:

(4.9) veIXT), fv[aDH bD2+ Nudsdy =0, YueCy.

T

Ebbene (essendo a, b e C;°), per il prolungamento periodico VU = v, di v € L*(T)
da (4.9) discende:

(4.10) U e I}Q), f‘U[aDi—{- D2+ Mudedy =0, YueCy.
Q

Ora, se P= (%, J)eT e O;= {Pl—ﬁ—)< 4}, poniamo, per k, k interi qualunque:

Ph,k= @+ hy+E, Oh,k={Pl'ﬁ)h,k< %}
(ovviamente P,,= P, 0,,= C5). Se w(x,y) € 0°(Cs) (Pe T), la tunzione:

w@—h,y—Fk), in C’h,k

Wi, 9) = 0 , in R*:—|J C,,
Rk

¢ ben una funzione € C;°, onde la (4.10) vale anche con % = W.
E dalla (4.10) scritta con u = W, ove si tenga conto della periodicitd di VU, W,
a, b, si deduce:

@11)  VeIXQ), j V[aD? - bD2+ Awdwdy =0, Ywe 02(Cp)
C_

P

dove P & un (arbitrario) punto di 7.

18 = Annali 3¢ Malematica
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Da (4.11), per noti teoremi (vedi anche Aemox [3], Teor. 6.1, p. 428), e per es-
sere a, b € C=, discende:

Ve WH(C,), dove (L= {PIPP<}

[anzi addirittura: U e 0(C;)]. Dopo cid, ricoprendo 7' con un numero finito di
sfere 01’-? (PeT), e tenendo conto della periodicity di U, si pud asserire che (%)

4.12) {oel? A*v=0} = {ve W} fv[E + Mudw dy = 0, Yue C} .
T

Ma allora si pud integrare per parti, e tenendo conto della periodicitd di %, v, a, b
si ha:

4.13) {veI? A*v—0} = {q; e Wi, [u[B¥ + J]odody = 0, Yue e;} :
T

e infine, esplicitando 'aggiunto formale E*:

(4.14) {vel? A*v =0} =>{ve W;?, [B*+ A]v = D(av) + D2(bv) + Iv = 0} .
A questo punto possiamo enunciare il
TeOREMA 4.I. — Se a, b e CF verificano la (4.1), ed é:

(4.15) A> 2(max |D%a| + max |DZb),

allora il problema (4.2) é univocamente risolubile, per ogni fe L*(T).

Dru. — L'unicitd essendo gid acquisita per la (4.8), resta da far vedere che A &
suriettivo, e cioé che vale 'implicazione (4.6). Ma evidentemente si ha:

(B* + 2)v = DZ(av) + D2(bv) - v =
— aD%v -+ bD%v + 2D,aD,v + 2D,bD,v + (A + Dia + Db)v =
=Bv+ aDov + D0 + (2 + p)v,

dove: oo = 2D,a, § = 2D,b, e y = D2a + D2b certamente verifica la (4.1)’ per via
della (4.15). Dopo cid, da (4.14) e (4.4) segue infine la (4.6). ec.v.d.

(*) Anzi, per essere v €C” in un aperto 4 = Uczd T, e periodica, si ha:

(4.12) {ve L?, A*v = 0} = {fuec,f, fv[E—l— Mudedy =0, Vuee‘,’f} .
T
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Dal teorema 4.1, sulla base di noti teoremi di regolarizzazione, e sfruttando oppor-
tunamente la periodicita, segue facilmente il

TrEOREMA 4.1I. — Se a, b € C° ¢ 1> 0 verificano le condizioni (4.1) e (4.15), allora,
qualunque sia s> 0, si ha che (°):

(4.16) Vie Wy, Alue Wit [B 4 Au=7F

(cioe B - A & un isomorfismo tra Wi ¢ W3,

Dal teorema 4.IT segue infine il

TEOREMA 4.III. ~ 8e a, b € CF verificano la (4.1), ¢ se é 4> 0, allora, qualunque
sta s > 0, Poperatore

B4 A Wy \ie

[\

un isomorfismo.
Dim. ~ Infatti, grazie al teorema precedente, posto:
A=+ 2(max |D2a| + max |D2b) = 4 + A,

chiaro c¢he B 4 A= HE + 1 + 2, & un isomorfismo tra Wit e Wio
D’altro canto l’operatore

le°ld

A:we Wit — Jou e Wyt

¢ evidentemente compatto; dopo cid, per il teorema di Gohberg-Krein, l'indice di
E -+ 1 & dato da:

B4 ) =iB+A—1)=iE+1)=0.

E siceome, in forza di (4.5), B + 1 & pur sempre iniettivo, agserto & provato.
c.v.d.

5. — Locale invertibilita di & in W32,

In questo paragrafo considereremo l’operatore F(v) = Av -+ F(DZv, D2v) come
applicazione:

ar. 4,2 2,2
F: Wyt — Wy,

(°) Il simbolo: 3| signitica: « esiste uno e uno solo »,
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Inoltre, fissata arbitrariamente una e @ c Wy®, considereremo I'operatore li-
neare ellittico:
3.1)  F'wv =[1+ F(Dyu, Dju)D;+ Fy(Diu, Dyu) Dyl =
=[A+a" D2+ "Do=[A+ E*lv, we Wit

Visto che (cfr. le (2.10)), per w € @, risulta: a* b*e C, e valgono le (4:1), pos-
siamo applicare all’operatore (5.1) il teorema 4.III; cosi, per s = 2, si ha:

(5.2) Vie Wi? 3loe Wik: F'(u)o =§.

Y

Osserviamo che F'(u): ve Wi —[4 -+ E¥]ve W3? &, nel fissato punto we @ c
c Wi?, il differenziale dell’operatore non lineare F: Wj*— W3~

Ed ¢ chiaro che l'espressione del differenziale F'(u) & fornita dalla (5.1) anche
per u € Wy*— . ’

Si pud far vedere che F: Wy*— Wi? & di classe C'; e ciod che ¢ continua,
in ogni we Wj?, l'applicazione

F'iwe Wit F'w) e £ = LWy, W) .
Si tratta di provare che, per ogni % e Wj*:

(3:3)  {t ga> u} = {[ F'(wa) — F'(u)lg = sup [olipa] F'(wa)v — F'(u) vlgp0s — 0} .

All'nopo si esservi che, grazie al teorema di Sobolev (vedi ad esempio [1],
pag. 97), si ha:

(5.4) Ywe W4, we O¥XT)n WH(T), Vg>2,Vielo,1[,

con immersione continua. In particolare, si pud dire che esiste una costante asso-
luta y, tale che:

3 max [D}Dful <yl Voo W
+hk<2

. zk:<3”DZ-DT;w”L‘(T) <Volwlpsss Vwe Wyt.
+ =

(5.5)

Da (5.5) segue, ovviamente:

Un GR(T); U
(5.6) - Uy 'TW—#’;-) U =
Wn ——)Ws-‘(’.l") u .
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Cid premesso, assumendo come norma su W7*:
lolwype = lolo+ [Dzglo + 1D5¢lo s [1glo= 1915m]
(cid che & lecito in quanto |-|w22 & equivalente a | “la,0,2)5 81 ha:

(5.7 15" (@) o — F' () vl wgpe = [(F'(wa) — F'(w)) 0]y +

+ I DL(F" (wa) — F' (W) o]l +IDI[(F' (w) — F'(w)) 0] o =L+ L+ I .
Utilizzando opportunamente la (5.6), da facili calcoli discende:
|5/ ()0 — F/ (@) 0] pps <y loluse, Vo>,

con y; costante assoluta.

Tanto basta a provare la (5.3).

In modo analogo si prova che F: Wy®— W3? & un’applicazione continua.

Dopo cid, in forza di (5.2) e (5.3) (e della continuitd di F), grazie al Teorema
di invertibilitd locale negli spazi di Banach (cfr., ad es., [18] e [20]), si puo enunciare
il seguente:

TrorEMA 5.1. ~ Se F(&,7) verifica le (2.10), allora in ogni punto uec ®c Wy*
Voperatore F ¢ localmente invertibile come operatore da Wy* in Wi

11 teorema 5.1 ci assicura che:

(5.13) Vue®c W% 3d,¢> 0:
F: I9%w) — I2%(f) = I%%(F(w)) & bigettiva,

dove si sono denotati con Iy® e I*% gli intorni:

IYi(u) = {ve Wi o —ulpun< 0},

) = {ge We lg—flpeny< e, (f=Fw).

6. — Sul carattere aperto dell’operatore 5.

Torniamo ora a considerare F come operatore da @ in @. Vogliamo provare
che:

\

LeMMA 6.1. — Se F(&, n) verifica le (2.10), allora il codominio F(P) di §: D — D ¢
aperto in .
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DiM. — Sia, invero, f il generico elemento di F(P) e sia 4 € @ un elemento tale
che F(u) = f. '

Per tale u possiamo scrivere la (5.13); nulla vieta, infatti, di riguardare simul-
taneamente F come operatore da Wy?® in W3

Ebbene consideriamo l'insieme:

J(f) = DN f)={g€ C: |9 — flpman< &3

questo ingieme & certamente un intorno di f secondo la topologia di @ (vedi § 1),
perché contiene, ad esempio, l'intorno « fondamentale » (¢):

{geCy: lg—flom< e =Ff+ 55,,00) .

Consideriamo il generico g € J,(f) c I2%(f), e denotiamo con v il « corrispondente »
elemento di I5%(u) (esistente grazie alla (5.13)) tale che F(v) = g.

Indicando con U = v, (cfr. § 2) il prolungamento periodico di v (€ W;’Z),
si riconosce facilmente che U € W*(Q) e che (essendo g & Cy) verifica 'equazione:

6.2) { j‘(w#) EZCU‘!‘F(D:CIL -Dﬁcu) =g(»9), V@yeQ

Ve WQ) c 0*"(Q), geC(@)

avendo anche ricordato il Teorema di Sobolev. Da (6.2), grazie ai fondamentali ri-
sultati di regolarizzazione di DoUGLIS-NIRENBERG [9] (vedi anche A. FRIEDMAN [11]),
segue che U & di classe C® in ogni dominio D cé.

In particolare, quindi, U & C* in un intorno di 97, per cui:

(6.3) v= Vel

(identificando v con v,), ove si tenga conto della periodicita. Ma questo implica:
(6.3)' g= W) eF),

e infine, per arbitrarietd di g J (f):

(6.4) J(f) c F(D) .

Dunque, data Varbitrarietd di fe F(D), resta provato che F(®D) & aperto in D,
e.v.d,
(8) Infatti:

‘ b
ge+To0) > 3 mox|DiDig—fl<s=( ¥ [1DiDYg—np)'<
h+k<2 T h-k<2 P

<4/ Y max|[DIDig— NP < 3 max|DiDig—fl<e=ged,(f)=nI).
ik T hik<2 T
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Dal lemma 6.I, dal teorema 3.IIT e dal teorema 1.1 discende:

TrOREMA 6.1. — Se F(&,n) verifica le (2.10), allora:

6.5) Vie ®, Jue &: F(u)= tu + F(D2u, D2u) = f.

7. — Un’estensione del teorema di Campanato.

In questo numero diamo un’estensione del feorema di 8. Campanato, per una
particolare classe di operatori lineari ellittici del quarto ordine.

Indichiamo, al solito, con Cf Pinsieme delle funzioni reali u(x,...,x,)c C,
periodiche di periodo 1 in tutte le z,. Nello spazio W’;”’, completamento di CJ° ri-
spetto alla norma:

wr=| 3 [IPowera|”, (=11,
:

introduciamo anche la norma (equivalente):

o
]ulkp p== {f[ + + ( )2 _'_ u2]p/2 dm}l

In generale, se 4 € £(Wy?, L?) (pensando Wi munito della norma |-}, , ), indi-
cheremo con |4, la sua norma:

sup ( lw ]k,p,T)_l ”Aw”LP(T) .

Se, poi, 4 & invertibile tra W;‘;’l’ ed L?°(T), indicheremo con [A4A-(p}| la norma
dell’operatore inverso.
Indicheremo, infine, con la notazione usuale

D"y 0 = Hg_:( f ]D"‘u]”dm)w
T

le semi-norme di Nirenberg.
D’ora in poi sard k = 4, e porremo: Ey= (D} + ... + D; + 1).

Evidentemente, per ogni % € C;°, risulta:

(7.1) f (Byu)? dz — f (ﬁ (D u)? -+ )dw +2| 3 Diubtude +
1 s
T T

b,i=1

d,d=1

-}—2fﬁ:ul) udx_|u|4”—]~2 z (D%, D% w)* da +
1
T

L3

+2| 3 (D20 do> luflas .

1
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Conseguentemente si ha:

(7.2) Yu e W;'z’ (% ]g,2,7 < | Ho®]|zry -

La (7.2) prova che E;: Wy*— L*(T) (lineare continuo) & iniettivo e a codominio
chiuso.
E non sarebbe difficile mostrare che:

veIXT), Hyjv=0=v=0;
per cui resta provata la:

PRrOPOSIZIONE 7.I. — L'operatore Hy: Wy*— L*(T) é un isomorfismo algebrico e
topologico, per il cui isomorfismo inverso risulia:

(1.3) 1B 4@)] <1

La (7.3) é ovvia conseguenza di (7.2).
Ma si pud anche provare la:

ProroSIZIONE 7.XI. — L’operatore E, é un isomorfismo algebrico e topologico tra
W5” ed L*(T). Inolire, fissato r> 2, risulta:

(7.4) 1B (I <|Eg* )"~ 20 P =o(p), Vpel2,r].

La (7.4) si stabilisce per interpolazione,
Siano ora A un numero, ed a,(%), ..., a,(®) delle funzioni tali che:

A0 0<v<a (<M, i=1,..,n,
Vi, a,(x) misurabile e periodica di periodo 1,
n 2
(7.5) (/1 + 2> ai(w))
infr——2=1 /1

m >n.
et Y e
i=1

Dall’ultima delle (7.5) discende:
n 2
(l + 21: ai(w))

. <1.
#4 Y di(o)

(7.6) Re=sup {n 1 —
T

Poniamo:

2+ S ao) .
= L ;5 A=FB4A=1+ Y a(z)Ds,.

(1.7) o) = i ‘
XD =
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TEOREMA 7.I. — Per ogni p>2 risulta:
(7.8) 1By— a(B + B, <R<1.

Div. — Ricordando (7.6) e (7.7), per la generica w e Wi”, si ha:
\(Bo— xd)ulp = {; (1 — o) Db 4 (1 —oc/l)u}2<
< i('n 4 1) —205@ o, + /1) R (; a4 Az)][i (D u) + uz] _
)
el

=yn-+1)— w
4 al
1

e

(D3, u)® + uz] <

< Re [i (Dyu)® + uz]. c.v.d.
1

TrOREMA 7.11. — Se valgono le (7.5), esiste un numero p,> 2 tale che, per ogni
p €2, pi, Voperatore:

B+ A: Wy — L7(T)
risultt un isomorfismo (algebrico e topologico).

DiM. - La funzione ¢(p) = |E; }(r)|/® 22 di (7.4) & continua e vale 1 per
p = 2. Dopo cid, sempre per (7.4) si pud dire che:

(7.10) dp,>2: Vpel2,pl, [E (D) <-—19§-

Fissata, allora, e L*(T) (p €[2, p[), consideriamo la mappa
@:u € Wi — By (p)of) + By (p) (Hy— (B + D)ueWg?;
si ha facilmente, per la (7.8),

() — p(u,) ]4,17,T = IEo_l(p)(Eo“’ (B 4 /,L)) () — uy) |4,p,T
| < ”Eo_l(p)” [Ho— (B + A)], g — sy p r < 1B ' (0) | R |w, — u, le,o, 2

il che prova, grazie a (7.10), che ¢: Wy”— Wy” & una contrazione. Dunque ¢
ammette un unico punto unito, per il quale risulta:

w = @) = By ' (p)(of) + B3 (p)(Bp— (B 4 1) w
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e quindi

EByu = of + Byu—a(l + Hu < (B+ Du=7f.

N.B. — D’ora in poi supporremo »n = 2.

8. — Un’equazione del quarto ordine.

Il teorema 7.IT assicura che, se valgono le (7.3) (che d’ora in poi intenderemo
seritte per n = 2), allora:

(8.1) YVue W;m ’ lu|4,p,1‘<01(p)ﬁ (# 4+ ﬂ)u”Lz)(T) (p €[2, p1[)

dove ¢(p) (da non confondere con la ¢(p) di (7.4)) & la norma [[A-Y(p)| di A=
=E+1 1 INT) - W?, e dipende solo da p, M,v. Infatti (cfr. Teor. 7.II) dire
che (B + 2)u = f vuol dire che: u = ¢(u) = By ' (p)(of -+ (B, — xA)u); ed allora, te-
nendo presenti le (7.5), (7.7), (7.8) e (7.10), si ha:

[0le,0,0 <[ Hg (P (ltfaizy + 1By — Ay 0y .0) <

M
< 1B )[R ulam i+ | F(p)] T

T I zoczy s

e quindi:

_ i Nl N ES(D)] (A n M) (A2 m?)
1 =4 = < =
alp) =A@ = sup T < =

feL?

Stante il significato di ¢,(p), si ha, poi, per interpolazione:

(8.1)' 0,(p) <oy (PYPE~2PEI=2) g (9P -FO=2T=2) = 5(p) < 5

i

max 7(p)

per: 2<p<P< p,, dove — una volta fissato 7 — § diventa una costante assoluta
(= max {6,(2), ¢.(P)}).

Bia F(&) = F(&,, &) una funzione reale di classe C°(R?), e siano 1,v, M =
=Ny=2N,, Ny, ..., Ny, ... delle costanti positive tali che:

[DF(&)|<Nis, V& e per |x[>1; [F(0,0)|<M;
0 <y < F8) =D F(&, L)< M, VEeperi=1,2;

ing (F1(6) + Fold) + 4)2
r FiE) + FiE) + 7

(8.2)

> 2.

Avendosi: v - F(D; v, D; v) € CF, Yo e G, & lecito considerare Papplicazione:

F:veCy — F(v)=dv 4 F(D; v, D; v)e Cy .
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Posto F(v) = f, derivando rispetto ad x; (j = 1, 2), si ha

(8.3) (4 -+ F1(D§1”1 Di,”)-p:,‘f‘ Fz(chl'”’ Dzz'v)D;]ij@ =
=[1-} a”D:l—}— b”Df;z]ijv =[1-} E”’].Dml’u = ijf .

B chiaro, per le (8.2), che i coefficienti ¢’ =aj=F (D}, D;v) e b’ =a}=
= F,(D; v, D; v) di Ev verificano le (7.5), per cui & lecito applicare la (8.1) ad
B} 2; e sl ha:
(8.4) 1D, lap, 2 <P Dy flzeery, pE2pl, j=12.

Inoltre equazione Av 4 F(Dj; v, D} v) = f si pud serivere:

(8.5) M = f— F(0,0) — Fy(£) DL o — Fy(&) Do

dove £ = (£, &) = (&(@y, %), Eloy, %)) & un conveniente punto del segmento di
estremi (0, 0) e (D; v(x), D} v(®)).
Da (8.2), (8.4) e (8.5) segue subito:

©6) [liny <@ flupr+ M) (2 L2, p1])

dove a(p) (e cosl, poi, ¢(p),...) dipende solo da », M e p.’
Dopo cio, per equivalenza tra le norme ||, e ||, , 5, grazie al Teorema di
Sobolev (# = 2), da (8.4) e (8.6) si trae:

(8.7) mgx [0(2) | <o)y 50 <1 F @150+ M}, VoeCp,

dove — avendo fissato una volta per tutte pe ]2, pJ[ — 1 y1 = 6(P) sono, ormai
delle costanti assolute.
A questo punto, derivando (8.3) rispetto ad ., si ha:

2
8.8) [+ glFﬁ.(D;lv, D; v)D;1D, D, v=[1+ E1D,D, v =
= 'D’Ej'Dwyc:f _ z F’il(D:IQH Diz/v)'D:l'D:tk/v’D:li;,v

dove si & posto F,= D, D, F(&, &), 4,1 =1, 2.
Applicando la (8.1), (con 2 < p < P) alla (8.8), ricordando la (8.1), e indicando
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eon y,, ¥s, ... delle costanti assolute, si ottiene:
(8-9) [ijDmk'UI«t,p,T <72”Dw1Dm.f”L1’(T) +

i/p
0 3| as]” <y 10, Dt +

T

D d G-p7

72N2| | §! :] [(fl “legdm)i’/?(f]Dﬁvlpg/(;_p)dw)p D .’IJ:II/:D<
& =ipl=5

T T

61 = (p-p)Mpp
< V8l Doy D flzoiay + yalvlsze 2 | | 1DP0]o56-9 das y
T

da cui:

2

(8.10) ID%la:,T<7é 2 1Dy, Dy, Flpoiry + y;””|l5,5,TlD5v]pi/('ﬁ—p) y 2<p<p).

i,k=1

TrOREMA 8.1. — Se F(§) verifica le (8.2), esistono una costante assoluta y,, ed un
numero reale a € [5/6, 1] tali che:

(8.11) 1916,5,0 <710{] F (05,0 + MIE2NE= - Vye Gy .

Dmv. ~ Da una nota disuguaglianza (7) (cfr. ad es. [19], Teor. 58.X) scritta per
n=2,p=1p,€12p[, k=5, =~6 [essendo p > 2, & certo verificata la condizione:
r—nfp=26—2/p¢{0,1,2,..}], discende:

(8.12) [DﬁvIs,,T<75{|D6”|Z,T[”I;TTa + [ol,z}
con y; costante assoluta, e con:

5 —
(8.12) é=§+a(1—§)+1pa5x(a% aE[g,l]-

P 2
Ci chiediamo se sia possibile, nella (8.12) scegliere @ in maniera che risulti:

1 —p b
8.13 —= R A = .
( ) 5 x(a) = 7P y 6 <a<l

(") Be r & intero positivo, p>1, pPy>a>1, 7r—n/p¢{0,1,2,..}=N, posto
0 = dist (r —n/p, N), esiste una costante K dipendente solo da @, 7, oy, 0, tale che, per:

% 1 % (1 1“) l1—a

—<a<15 —-=—+(1/ ___'+ >

7 8 n p Po
si abbia:

DPuly 0 <K (D" ulh g [ulb% + b0}, YueC.
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Dato che y(a) & continua e decrescente in [5/6, 1], si potrd certo soddisfare (e in
un sol modo) alla (8.13), se risulta:

e ciod se: 1/p — 4 <1/p—1/p< 1/p. Ma questa condizione & certo verificata, dato
che 7> 2.
Fissiamo, allora a € 15/6, 1[ secondo la (8.13); dopo ¢id la (8.12) diventa:

(8.14) D05 G-n o <vst D0 2ol + Poho},  (a<1).

Da (8.10), (8.14), (8.6) e (8.7) discende:

(8.15) D"}, <yl F (a0 + s([ FC

Il,p,T + M)
+ (1T @l ze+ U7 D07,
(6<1,2<p<P). Da (8.15) e (8.7), grazie alle diseguaglianze di Sobolev [ed alla

implicazione: <6, 4+ > ;0™ 0 < o, <1 = & <y(¢y+ 3 ¢;/9")] segue infine (es-
sendo p > 2):

©16) S mps Dol <yolonr<nlIT@lazat MV, oe e

o] <

Ma allora si pud tornare alla (8.8) e applicarvi la (8.1) con p =P (mentre in
(8.16) & p €12, P[), per avere:

(8.17) 1Dy, D0 |y 5, <Yl F () |2.5,0 + pHEmola-a) - yy e Gy .

Da (8.17) e (8.7) segue, ovviamente, (8.11). e.v.d.
A questo punto, derivando la (8.8) rispetto ad «,, si ha:

(818) [A+ E1D,D,D,v=D,D,D,f—

Xr~ &n

Z 4Dz, v, Dy 0)[Ds D, D, vDe D, v + Di D, oD: D, D, v]—
—.—21);1 004D, o[ Fyy(...) DA D, 0 + Fyo(...) DA D, 0] —

2
— 3D, D, D:o[Fy(...) D! D, 0 + Fy(...) DL, D, 0], VoeC.

i=1

Si noti che in ciascuno dei prodotti a secondo membro della (8.18), al pits un fat-

tore & costituito da una derivata sesta della v, mentre le derivate quinte figurano
fino a tre volte in ogni prodotto.
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Ebbene, le derivate quinte si maggiorano (in modulo) con la (8.16), e le deri-
vate seste con la (8.11). Si ha cosl, applicando la (8.1) all’equazione (8.18):

(8.19) 1olrsr<yullF@)s 50+ M}, Yoe Gy

(con yy; e u, costanti assolute) avendo anche ricordato (8.7).
Da (8.19), per il Teorema di Sobolev (P> 2) discende:

(8.19)' max |D¥0] <yauf] F10)

lal<6

la,},m‘l‘ M}””’ Yoe Cy .

A questo punto sarebbe facile provare, per ricorrenza, che, derivando % volte
I'equazione F(v) = f; per k>3, ogni volta. a secondo membro le derivate di v di
ordine 4 4 k —1 figurano al pi% una volta in ogni prodotto (il primo membro &
sempre [A - E*]D*v).

Si perviene, cosi (per ricorrenza), al seguente

TrOREMA 8.II. — Se F(&) verifica le (8.2), allora si possono deferminare due suc-
cessiont {gi}, {u} di costanti (assolute) tali che, per ogni k si abbia:

(8.20) [olesr5,r <@l FONpzo+ MP™, VoeCp.
Introduciamo su G;f la successione di norme:

[olo,5,my <+ - T L Y SRS

e indichiamo con @ lo spazio perfetto che cosi si ottiene. Dal Teorema 8.II segue
immediatamente il

TroREMA 8.III. — Se F(E) verifica le (8.2), allora Voperatore

Fived > Fw)=Mw+ FD;v, Dy v)ed

& un operatore proprio.
Per giungere al teorema di esistenza, occorre prima provare il

TrOREMA 8.IV. — Se F(&) verifica le (8.2), allora Voperatore F: @ — @ ha codo-
minio aperto.

Per provare il teorema 8.IV, si comincia econ lo stabilire che:
2
(8.21) VueCPc Wy, F'(uyv=tv+ 3 Fy(Djsu, D u) Do
. oi=t ,
& bigettivo tra Wi» e Wi2,
(8.22) Uy, wEWp?, U, ?g? U =>

= |5 (w,) — F'(w)[g = sup ”'I)HI;‘%';”'?’(%N) v — F' () 0]ps 0.
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La (8.22) si prova con ragionamenti simili a quelli del § 5 (per provare la (5.3)).
La (8.21) segue facilmente dal teorema 7.II [grazie alle (8.2), F'(u) verifica le (7.5)]:
si fissa f in Wis(c I?); si determina v e W& tale che F'(u)v = f; poi si periodizza
v: v, = Ue WH(Q) risolve 'equazione F'(u) U =f, € WM’(QL; indi si applicano i
teoremi di regolarizzazione, e si trova che v,= Ue Wiz(). Questo si pud fare
perche, essendo u € C, i coefficienti di F'(u) sono addirittura C*; mentre se fosse
u e Wy?, i coefficienti di §'(u) sarebbero solo di classe W*#, il che & troppo poco
per la regolerizzazione (cfr., ad es., A. FRIEDMAN [12], Teor. 15.1, pag. 53 (vedi con-
dizione B,,.;), e — per il secondo ordine — i Teor. 37.1 e 38.VII di[17]).

Infine, sfruttando opportunamente la periodicitd, si conclude che V|, = v € Wg?,
donde la (8.21).

Stabilite le (8.21) e (8.22), si prova — come nel teorema 5.1 — che § :>_W;5——>
— W» ¢ localmente invertibile in ogni punio u e C;°c Wi

Di qui, ragionando come nel § 6, segue il Teor. 8.IV.

Infine dai Teor. 8.III ¢ 8.1V, segue il

TrEOREMA 8.V. — Se F(&) verifica le (8.2), allora

Vie®, ve @: F(v)= v+ F(D;v, Dy v)=f.
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