Decomposizioni di semifiliri e /™-limiti sequenziali
in reticoli completamente distributivi (*).

GABRIELE H. GrECO (Povo, Trento) (**)

Sammary. —~ Sequential forms of De Giorgi’s I'-limits are obtained via a decomposition of their
carriers (carrier = sostegno) in the setting of completely distributive complete lattices. More-
over, the notion of carrier enables us to caloulate easily the K-limits of epi- or hipo-graphs
of arbitrary I'-limits.

Questo articolo rignarda la teoria della I-convergenza introdotta da E. DE
G10RGI ¢ T. FRANZONI [8], estesa da DE GIORGI in [6] e connessa con diverse bran-
che della matematica [7].

- Piit precisamente nsando nozioni introdotte dall’antore [14], [15] si danno egpres-
sioni sequenziali di /-limiti di funzioni a valori in un qualsiasi reticolo completa-
mente distributivo (la retta estesa, I'insieme delle parti di un dato insieme... sono
reticoli di questo tipo). La ricerca di queste proprieta sequenziali é ricondotta alla
ricerca di proprieta insiemistiche fra particolari famiglie di insiemi (dette semifiltri).
Cid significa che « decomporre » famiglie d’insiemi mediante filtri elementari (== suc-
cessioni), equivarrd a determinare espressioni sequenziali dei I-limiti, indipendente-
mente dal reticolo completamente distributivo su cui agiscono.

Si ottengono cosi estensioni di proprietd note dei J-limiti di funzioni numeri-
che, e proprietd nuove anche nel caso che si tratti solo di funzioni numeriche.

Nel § 1 si espongono alcune nozioni e teoremi visti in [14] e in [15]. Nel § 2 e § 3
si estende la definizione di J/-limite data da DE GIorel in [6] e si decompongono i
« sostegni » di alcuni di questi J-limiti mediante filtri elementari. Nel § 4 si confron-
tano i I-limiti di DE GIORGI con i I“limiti sequenziali (cfr. [3], [16]), osservando
che quest’nltimi in generale non coincidono con i primi in spazi topologici verifi-
canti il 1° agsioma di numerabilita. Infine nel § 5 si calcolano i K-limiti degli epi o
ipografici per un qualgiasi /-limite, usando il «sostegno » di questi.

(¥*) Dipartimento di Matematica, Universitd di Trento, 38050 Povo (Trento), Italia.
(**) Entrata in Redazione il 22 aprile 1983; versione riveduta il 28 luglio 1983,
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1. — Preliminari.

Sia X un insieme non vuoto. Un semifilfro su X & una famiglia £ non vnota di
sottoingiemi di X tale che

(1.1) 0¢ A
(1.2) X5BoA, Ach=Beds.

Una famiglia non vuota di sottoinsiemi di X con la proprieta (1.1) sard detta base
di semifiltro su X. Ricordiamo che un filtro F su X & un semifiltro su X, verificante:

(1.3) A, BeF=ANBeF.

I’ingieme dei filfri, dei semifiltri e delle basi di semifiltro su X saranno indicati
rispettivamente con i simboli £ X, sf X e bef X. Le applicazioni del tipo I —f X,
I —sf X, I —-bsfX saranno dette rispettivamente selettori di filtri, di semifiltri e
di basi di semifiltro su X. Importanti selettori di filtri sono i sistemi degli intorni di
uno spazio topologico. In particolare se v & una topologia su X, il suo sistems
di intorni sara indieato con il simbolo N°,; nel seguito N, denotera sempre il sistema
d’intorni della topologia discreta ..

Se M: I —sf X & un selettore e B.ehsf I, si pone [14]

(1.4) Ho(B) = U () eli)

AeH ied

H(B) & sempre un semifiltro; se M & un selettore di filtri e B & un filtro, allora (B)
é un filtro. Se M: I —sf X e N: J —>hsf I, il selettore AN di semifiltri su X &
definito da (MCN)(j) = M(N(4)). ‘

Ricordiamo che il sistema degli intorni N: X —sf X di una topologia su X
caratterizzato dalle seguenti tre proprietd [12]:

feld

(1.5) N & un selettore di filtri
(1.6) Ni= N
a.7) NcN,.

Un insieme X dotato di nn selettore N: X —sf X che verifica (1.5) e (1.7) & usual-
mente detto spazio pretopologico; mentre se N verifica (1.6) e (1.7), verrd detto
spazio topologico secondo Sierpifiski, perche ottenibile a partire da un insieme X
(detto spazio topologico da SIERPINSKI in [17]) dotato di una famiglia di insiemi
(detti, di conseguenza, aperti) stabile rispetto ad unioni qualsiasi.
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Sia L un reticolo completo. Indicati con 0; e 1, rispettivamente il minimo e il
massimo elemento di L, si converra in tutto il seguito che 0,z 1;.

Siano f una funzione & valori in I definita su X e £ una base di semifiltro su X,
si definisce il limite inferiore e il limite superiore di f lungo # nel seguente modo [15]:

(1.8) liminf4f = sup inf f(x)
Aefk zed

(1.9) limsup4f = inf sup f(2) .
Aedt xed

8¢ L & completamente distributivo (cioé inf sup @, ;= sup inf g, ;) per ogni g, ,€ L
iel jet teJ¥ ieI
e per ogni coppia I, J di insiemi non vnoti) allore [15]:

(1.10) liminf 4 f = limsup 44/,

dove la grighin A di A & il semifiltro definito da A = {FcX: FN A0 per
ogni A4 € A}.

Poiché nel seguito considereremo solo reticoli completamente distributivi, ricor-
diamo che ogni catena completa & un reticolo completamente distributivo (per esem-
pio la retta estesa R o un suo intervallo chiuso), cosi pure lo & ogni prodotto diretto
di catene complete (per esempio I'insieme delle parti §(X)). Inoltre si osserva che
Pingieme dei semifiltri sf X & un reticolo completamente distributivo rispetto all’in-
clusione insiemistica. In sf X Poperazione di griglia & un involuzione, cioé: A= 4,
(U #) = (#) e () #)F= U (A}). Sempre in sf X, i limiti inferiori corrigpon-
dono all’operazione definita in (1.4); e la proprietd (1.10), in virtu di (1.4), diventa
(M(BYF = AMH(BT).

Si dice che un’applicazione T: L — 1 & un L-limitoide in X (in breve: IL-li-
mitoide 0, semplicemente, limitoide) [15], se per ogni coppia di funzioni f, g definite
su X a valori in L e per ogni omomorfismo y completo di L in I valgono:

(1.11) I<g=T()<T(9)
(1.12) T(yof) = (T(f))
(1.13) T(f) e f(X)"

P

dove f(X)* & il sottoreticolo chiuso di I, generato da f(X).
11 sostegno st (T) di un L-limitoide T in X ¢ il semifiltro definito da

(1.14) st (T) = {4 c X: T(y%) =1,},
dove y%: X — L vale 1, su 4 e 0, su X — A.

Ogni limite inferiore ed ogni limite superiore lungo una base di semifiltro 4 &
un limitoide; il loro sostegno & rispettivamente il semifiltro generato da #£ (= AT

5 —~ Annali di Malematica
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e la griglia A" di A. Viceversa, se L ¢ completamente distributivo, ogni L-limitoide &
un limite inferiore ed un limite superiore. Pii precisamente se T é L-limitoide, allora

(1.15) T(f) = liminfyy )/ = limsupgpn4f

per ogni f [15].

Questa proprietd (1.15) (detta teoremsa di rappresentazione dei limitoidi) per-
mette di delineare con chiarezza la struttura reticolare dell’ingieme Lim (X, L) degli
L-limitoidi in X. Lim (X, I) & un reticolo completo rispetto alla relazione d’ordine
definita da « T<T' se e solo se T'(f)<T'(f) per ogni fe L*». L'applicazione che fa
corrispondere ad ogni L-limitoide in X il suo sostegno & un isomorfismo completo di
Lim (X, L) su sf X, se¢ L & completamente distributivo. Cid significa che fissato un
reticolo completamente distributivo L, ogni teorema in Lim (X, L) diventa un teo-
rema insiemistico in sf X. Cosi pure ogni relazione insiemistica riguardante i semi-

filtri su un insieme X tramite le proprieta dell’iscmorfismo:
(1.16) liminf, ¢ f = inf liminfe,f
i

(1.17) liminfy, 4,/ = sup liminf, f
[

dove {4}, & una famiglia di semifiltri, si tradurrd in una relazione sugli L-limitoidi
in X, qualunque sia il reticolo completamente distributive L.

Ingieme alle proprietd (1.10), (1.16) e (1.17) su ogni reticolo completamente di-
stributivo valgono pure le loro duali, poiché il duale di un reticolo completamente
distributivo é ancora completamente digtributivo. Osgerviamo inoltre che ultima
delle suddette tre proprietd vale gu ogni reticolo completo; mentre ognuna delle
altre due oltre ad essere necessaria & anche sufficiente a garantire la completa di-
stributivity del reticolo completo su cui si calcolano i limiti inferiori o superiori [15].

A proposito di notazioni, nel seguito con L si indichera sempre un reticolo com-
pletamente distributivo. Le funzioni a valori nell’insieme R dei numeri reali estesi
si diranno funzioni numeriche; la lettera greca v indichers la topologia nsnale di R.

2. — I'limiti.

Siano A&, #A,, ..., £, delle basi di semifiltro, rispettivamente sugli insiemi non
vuoti X;, Xy, .oy X,: Sia ay, oy, ..., &, Una gequenza finita di segni 4 o —; si ponga
extt = sup e ext—=inf. Allora seguendo DE GIORGI [6], definiamo

(2.1) LAy 0y AZ) Um f = ext—% ... ext— ext® ... ext* f(x,, ..., 2,)
An€fn A6, 21€4, 2n€dn

dove f ¢ una funzione definita su X, X X, X... XX, e a valori in un reticolo comple-
tamente distributivo L.



GABRIELE H. GrECO: Decomposizioni di semifiltri e I-limiti, ece. 65

Gli L-limitoidi definiti con (2.1) sono detti [-limiti (di De Giorgi). I1 loro sostegno
indicato con (A}, ..., A;") si pud definire recursivamente mediante le seguenti ngna-
glianze:

(2.2) (A7) = At ¢ (A7) = A
(2.3) (AT ooy A7, Ay) = (A oy A7) XA,
(2'4) (Aih’ eery A:f——llv ,fk::) = ((ATI! Ty .fk::’fi)#x.f&n)#

dove qualunque siano le basi di gemifiltro 4, B, con A£x B si indica il semifiltro
generato dalla famiglia {AxB: Ac £ ¢ Be 3$}.
Casi particolari sono:

(2.5) (A, B) = £AX B, (A", B) = A D
(2.6) (4%, BT = (Ax BY, (A7, BT) = (M x BY
(2.7) (AT, B, C) = AAXBXC, (4£,P,C) = (AxBxC.

La proprieta (1.10) dei limitoidi unitamente alla seguente
(2.8) (AT, ey A7) = (AT, oo, AT
implica in virth di (1.15) le seguenti uguaglianze sui [-limiti:

(2.9) (A3, .., A=) lim f = sup inf  f(xg, ..., 2,)

A€(AF,..., ATR) (21,...02,)€4
(2.10) (A7, ..., A7%) lim f = inf sup f@y, ., x,) .
A€(AJ,..., A5") (21,...,%,)€4
In virtt dell’identita

n

(2.11) (A ey ATm2, ALY = (AT oony A1), A7)

molte proprietd dei I-limiti si possono ricondurre allo studio dei I™limiti del tipo
« (A, ) lim ». Eceo un esempio.

ESEMPIO. — Sia 7 una topologia secondo Sierpiriski su Y e sia /£ una base di semi-
filtro su X. Sia I'(A7, 7=)limf: ¥ — L, definita da (I'(£", 7*) lim f)(y) = I'(£7,
N_(y)*) lim f per ogni y €Y. Poiche, in virth di (1.6) e (1.7) ,per ogni y'e ¥

U N ("%—’ 'N’z(?/)*) = ('7%_7 Nz(y,)_)

FeN=(y') weF

U (-7%_7 Nr(y)+) = (.%E_, ‘N’r(y’)+)7

FeN2(y') veF
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allora da (1.16) e (1.17) segue che le funzioni I'(A~, ") lim f e I'(A™, v*) lim  sono
rispettivamente semicontinue inferiormente e superiormente. Percid da (2.11) segue
pure che la funzione I'(A7,..., A, v7)limf & semicontinua infericrmente, mentre
quella ottenuta da questa scambiande il segno — con - & semicontinua superiormente.

In virtl dell’isomorfismo fra limitoidi e semifiltri, il confronto di limiteidi & ri-
conducibile al confronto del loro sostegno. Per esempio, siano £ e B dne basi di
semifiltro rispettivamente su X, Y, allora per ogri funzione f definita su X XY e a
valori in un reticolo completamente distributivo si ha:

(2.12) timint(limint f(z, ) >4, $7)lim f;
Uy *,

perché il sostegno del limitoide «liminfliminf» contiene il sostegno del I-limite,

ciod UJ N (£, N,(y)7)o (£, B7).
Be$ veB .
Da (2.12) si ottiene per dualith e per sostituzione di A con A

(2.13) limsup (liminf f(z, y)) <I'(4", $*)lim f.

A .2,

Altre relazioni fra i sostegni di I-limiti sono le seguenti:

(2.14) (AF, A5, o, AY) = (AT, AT .., AO7) per ogni A
(2.15) (AL ooy Ky eary AT C (AT oy BT, o, ALY) S8 A<D

(2.16) (AZy oy ATy, ADY C (AT ey Ay L, ALY per ogni A
(2.17) (A1 ey ATy ey AZ) C (A ony Ay ey AZY) S0 AC AT,

dove con « A< B » (leggasi A meno fine di B) siintende che ogni elemento di A con-
tiene qualche elemento di 3.

Infine osserviamo che le famlghe d’ingiemi A, ..., £, che intervengono nella
definizione (2.1) possono a secondo delle necessitd essere dei filtri o gli intorni di
un punto in mno spazio topologico o pretopologico oppure una base di intorni. Se-
stitnendo #,, ..., #4, con delle famiglie Fy, ..., F, di basi di semifiltri si pessono otte-
nere i [*limiti, introdotti da MOSCARIELLO in [16]; per esempio un [-limite di questo
tipo che servira nel segunito é:

(2.18) DFf, Fy)lim f = inf sup sup inf sup inf f(z,y).
. AcF, dcA BeF, BeP wxeB wved

3. — Decomposizione di semifiltri mediante filtri elementari.

I filtri elementari sono quei filtri associati a qualche successione. Nel seguito
il simbolo § sard utilizzato per indicare filtri elementari. Se & & il filtro elementare
associato ad un successione {#,},, si seriverd & = {z,},; in tal cago i simboli {#.}. €
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{wn}# denoteranno anche & e la sua griglia &. Il simbolo N denotera sia l'ingieme

dei numeri naturali sia il filtro elementare (dei sottoinsiemi cofiniti di IV} associato

alla successione {n}n, il diverso significato di IV sard chiaro dal contesto.
Ricordiamo che se §= {#,}., allora

liminfg f = liminf f(»,) e liminfgsf=Llimsup f(z,).

N>+ 0 n—>+co

Elenchiamo anzitutto alcune decomposizioni di semifiltri mediante filtri elemen-
tari. La dimostrazione di queste decomposizioni é diretta; per cui & laseiata al lettore.
Siano & e § filtri a base numerabile, allora

(3.1) F=N&é=N¢&, Fi=Us=U &
&oF &5 &F &F
(3.2) (F6)=NE,9)=N( 8+ §7)
85 EF
(3.3) (F56)= U (6,9) = U §5,97).
EF &F

TEOREMA 3.1. — Sia 6§ = {xn}n. Allora per ogni fillro § a base numerabile vale

(3'4) (8—7 Q_) = ﬂ {(an yn)}n ¢ (8+7 g—) = ﬂ {(wm yn)}fz - -

{¥n}n28 {¥n}n28

Da questo teorema, la cui dimostrazione ¢ lasciata al lettore, e da (3.2), (3.3)
si ottengono le seguenti uguaglianze, qualora &= {z,}, e i filtri §, G, ¥ siano a
base numerabile:

(3.5) (F58) =N N {@uh=0_ N {2},
{mn}nJg‘— {Un}nbg {mn}nad"' {Wn}nDQ
(3.6) (Fr6) = U N {e,y)}= U N {@,, )},
{22}n2F {¥n}n2S {¥n}n28 {zn}nd 38
(3'7) (‘8_; 9—7 Je——) = ﬂ n {(wm Yn,y zn)}n ’
{’lln}nDQ {zn}nDJe
(3.8) (85,85, = N N {@,; v, zn)}f )
{Vn}nDQ {Zn}nDJe
(3.9) (&7, g+; ¥) = U N {(mm Yn, zn)}n 3
{Un}nd8 {2n}n0dC
(3.10) (8%, 6% = U N {(“"m Yos zm)}f .

{ﬂn}vﬂg {#n}a> K4

TEOREMA 3.2. ~ Qualunque siano i filtri a base numerabile F, S, & vale:

(3.11) (F, 8%, %) = (67, 8% %),
&F
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Dalira parte esistono dei filtri a base numerabile F, S, € tali che

(3.12) (5'-_7 Q+, ) =~ n (8+, Q+7 Je-’) .

&5
Alla dimostrazione di questo teorema premettiamo alcune osservazioni.

OSSERVAZIONE 3.3. — Sia # una base di semifiltro su X ed F un filtro a base
numerabile su Y. Fissata nna base numerabile {Vﬂ}n di F con V,>V,,, per ogni
numero naturale n. Per ogni insieme £ c X x Y si definisca 1a seguente funzione nu-
merica f,: X— R nel seguente modo: fo(x) = sup {1/n: (z, y) € 2 per ogni ye V,},
ove si pone sup @ = 0. Allora Qe (A, F7) se e solo ge liminf, f,>0. ®

Sia f una funzione numerica definita su X. Il sottografico di f & il sottoinsieme
ipo (f) di X xR definito da ipo (f) = {(#,1): t<f(x)}. Indicata con » la topologia
usuale su R, allora il filtro degli intorni di un numereo reale b (finito o no) & deno-
tato N, (b).

LEMMA 3.4. — Sia & una base di semifiltro su X ed f: X — R una funzione nu-
merica. Allora per ogni numero reale b=~ 4 co risulta: liminf  f > b se ¢ solo se
ipo (f) € (47, X,(0)). ®

PROPOSIZIONE 3.5 ([13]). — Sia #& un semifiliro che é Vintersezione di wna famiglia
di semifiliri {A;}; su X. Allora le sequenti proprietd sono equivalenti:

(3.13) - liminf 4 f = min liminf,{ per ogni f: X > R
1

(3.14) (A7, F7) = [ (&, F~) per ogni filtro F a base numerabile .

i

DIMOSTRAZIONE, — Verifichiamo che da (3.13) segue (3.14). E ovvio che (£, F7) C
c ) (&, F7). Percid sia Qe () (A4, F); questo significa che liminf, f,> 0 per

ogni indice ¢, in virtli dell’osservazione precedente. Quindi da (3.13), sempre in virtl
della stessa osservazione, si ottiene che Qe (A7, F) qualunque sia il filtro & a
base numerabile. Dunque la (3.13) implica (3.14). Ora dimostriamo I'implicazione
inversa. Senza mancare di generalitd possiamo supporre che il}f liminf 4 f = b~ 4 co.

Allora in virtt di (1.16), essendo £ = [} #,, si ha b = liminf 4 ; percid dal lemma

precedente segue che ipo (f) ¢ (A7, N,(b)7). Quindi per (3.14) esiste un indice 4,
tale che ipo (f) ¢ (J‘E;, .N’v(b)‘). Da cid e dal lemma (3.4) si ottiene che liminf, f<b.
Dunque dalla definizione di b segue che liminf  f = b. Cosi si ¢ verificato che 23.14)
implica la (3.13). m '

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 3.2. — In virta di (3.3) e di (2.8) si ha che (5, %)
¢ Dlintersezione dei semifiltri (§, %), dove & percorre tutti i filtri elementari pilt
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fini di ¥. Quindi dalla proposizione 3.5 segue che la (3.11) sara dimostrata, qualora

si verifichi chel'(5~, 8")lim f = %131‘}1 I'&,8")Yimf per ogni funzione numerica f.

Poniamo b= I'(F,§")limf. Poiche (F~,8") =) (§,8%), da (1.16) segue che
EoF

b= inf I'(§7, §") lim f. Percid sia {8,}, una successione di filtri elementari piu fini

di F tah che b = 1nf I'§,, %) lim /. Essendo & un filtro a base numerabile, esiste
un ﬁltro elementare &, piu fine di F e meno fine di ogni §,. Quindi da (&, §")c
c (§,, ) si ottiene I'(§;, §%)lim f<I'(€,, S*)limf per ogni n. Percid b = I'(§,,
G*)limf. Cosi si & verificato guanto richiesto. ’
Per la seconda parte del teorema esibiamo questo esempio.

EsEMPIO 3.6. — Sia F =§ = X = N(0), dove N°(0) & il filtro degli intorni di
zero in X = [0, 1]. Sia ¢: [0, 1]? - R cosi definita

2-m  se An, me N tali che z = 21 —2-7), 0<y <2
9(z, y) ={ o :

1 altrimenti .
Si ponga §, = {2(1 —2-™)},. B evidente che I'(§", N(0)")lim g = 2-". Quindi
0 _ggﬁﬁo)F(g+ N(0)F) lim g = I'(N(0)~, N(0)*) lim g, in virtu di (1.16) e (3.3). Per-
cid dal lemma 3.4 Pinsieme ipo (g) non appartiene alla famiglia d’insiemi (N(0)7,
N(0)F, N(0)7). Ora sia & il filtro elementare asscciato ad una qualsiasi successione
{#a}.C [0, 1] convergente vero zero. Se esiste un numero naturale m tale che lin-
sieme {@,: w € N} N {21 — 27): n € N} sia infinito, si ha I'(§*, N(0)*) lim g>2-™;
altrimenti risulta I'(§%, N°(0)")lim g = 1. Quindi in virtl del lemma 3.4 Pinsieme
ipo (g) appartiene alla famiglia d’insiemi (&7, N(0)", N°(0)”) per ogni filtro elemen-
tare & pitu fine di N°(0). In conclusione si & dimostrato che ipo (g) ¢ (N(0)~, N°(0)*,
N(0)7) e ipo (g e ﬂ (8+ N(0)F, N(0)7). =

Dal teorema 3 2 precedente e da (3.9), (3.10) si oftiene:

(3-15) (Ty g+7 Je__) = ﬂ U ﬂ {(wm Yny zn)}n
{&n}oF {vn}n0G {2n}nd> I

qualunque siano i filtri &, G, & a bage numerabile; mentre esigtono alcuni di guesti
filtri tali che:

(3.16) (F,8%%) = N U N {@,9.,2).
{2} F {Un}nd8 {2n}ndF

Queste due ultime proprietd delimitano le possibilita di esprimere i semifiltri, che
sono sostegni di I-limiti di De Giorgi, mediante filtri elementari. Per esempio se
F,8, X, C sono filtri a base numerabile le seguenti estensioni di proprieta prece-

denti (vedi (3.1), (3.6) e (3.18)): (5%, 6, %8CH= U N U N {,
{2a}n>F {¥n}n2G {2n}o I {walnoC
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Ynm 2y Wa)la e (FH, G, 8NC)= U N U N {(m”,yn,zn,wn)}jf non sono
111 generale vere. {mn}n3$ {ﬂn}nﬁg {Zn}nDJe {Wn}nD

La decomposizione di un semifiltro mediante filtri elementarl pitt ricea di con-
sequenze e pilt generale & data dal seguente teorema.

TEOREMA 3.7. — Sia &= {x,}, un fillro elementare e siano F, S, X dei filtri a
base numerabile. Allora vale:

(3.17) (65,85 %)= N ({@, 9,9 %).

{yn}nd&F

DIMOSTRAZIONE. — Sia £ un insieme e sia f, la funzione definita come nell’osser-
vazione 3.3 (mutatis mutandis). L'insieme Q apparrtiene ad (&7, F, G, ) se e
solo se I'(67, ¥, 8")lim f, > 0; mentre appartiene all’altra famiglia d’insiemi in-
dicata in (3.17) se e solo se I'({(z,, ,)}., §7)limf, > 0 per ogni sneeessione {y,}.
pit fine di §. Essendo (§7, F~,8") = N ({(=,,9,)};, §*), da (1.16) segue che I'(§",

{1/7;)7;337
F,8Nlimf,= Wil # ({@,, 9,)},, 8) lim f,; percid la proprieta (3.17) risultera vera
se gi dimostra ehe Puguaglianza I'(§~, ¥, §")lim f, = 0 comporta V'esistenza di una
successione {y)} piu fine di F tale che F({ > 40}, §7) im f, = 0. Quindi suppo-

; - 5,671 —
niamo che (&7, §7) lim f"_{yl}n,,fd« }jlélé %nglggf uvp,fg{xn, ¥,,%) = 0. Cid significa

che per ogni numero naturale m esiste V,, € § e {y7'}, O F tali che ogniinsieme FE(m) =
= {n: sup fola,, yry ) < 1/m, y*eF,} contiene infiniti elementi, dove {F,}, & un

base numerabile decrescente di F. Ora scelto per ogni m un sottoinsieme infinito

E'(m) di E(m) in modo tale che per ogni coppia di numeri naturali m, s distinti si
abbia B'(m) N E'(s) = 0, & possibile ben definire una successione {y°}, > F tale che
per ogni numero naturale m e per ogni n € E'(m) si abbia yo= y». Per questa suc-
cessione si pud dimostrare quanto richiesto, cioé I'({(z,, 42)},, §*) lim f, = 0. Cosi
8i & conclusa la dimostrazione. B

COROLLARIO 3.8. — Per ogni terna & filtri &, G, X a base numerabile si ha:

(3.18) (N—, 5, g—P’ ¥X7) = n U N {(na Loy Yu» zn)}n§
{20322 F {¥n}ndG {2n}nd SO

mentre esistono dei filiri o base numerabile F, S, & tali che:

(3'19) (N+7 g'—, Q+, Je_) # U U ﬂ {(%7 mn? y’n’ zn)}ﬁ *
{wn}nD-‘F {¥n}n28G {zn}nDJe

DIMOSTRAZIONE. — La (3.18) & una diretta conseguenza del teorema precedente e
della proprietd (3.9). Per la (3.19), posto F = § = £ = N(0), dove N(0) & il filtro
degli intorni di zero in [0, 1], si osserva che I'insieme N X £, dove £ & Pipografico
della funzione g dell’esempio 3.6, appartiene al semifiltro che compare nel secondo
membro della (3.19), ma non appartiene al semifiltro (N*, §—,6%, %), =
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Adattando la dimostrazione del teorema 3.7 si ottiene

TEOREMA 3.9. — Sia &= {w.}, un filiro elementare ¢ siano F, F,, ..., F,_dei filtri
a base numerabile. Allora

(3.20) (8 F ey Ty = () ({@,, 90}5 T2 oy F)

{?In}n:?fl—"

per ogni sequenza finita di segni oy, ., 0. W

Questo teorema unitamente all’ovvia inclusione

(3.21) (&, 5557 70 U (@, )}, F1y oy 57

{’lln}anr

permette di precisare ed estendere al caso di pit filtri le disuguaglianze (3.16) e
(3.19). A tal scopo si ponga

(3.22)  (N%, 541y vy Fib), o= ext™ ... ext™ ext—% ext*{(n,al, ..., 2"} ,

€.
e {ol},2F 4 {w%}nag"k meN n=m

dove oy, 0y, ..., 0 SODO segni qualsiasi ed ext—=[), extt=|].
Allora risulta

(3.23) (N, 3’:;‘1’ vy F )seq (N*, 5 :—-le v \g:';k) c (N"F’ "]7‘;‘1, very fzk)seq’

per ogni sequenza finita di segni o, &y, ..., a; e di filtri F,,..., F, a basi numera-
bili. Si noti che le precedenti inclusioni sono in generale proprie, come risulta da
(3.19); sono invece uguaglianze solo in quei casi in cui ¢i si pud ricondurre alla (3.18),
vedasi per esempio (3.7), (3.8), (3.9) e (3.10).

Percid rimane aperto il problema di determinare decomposizioni sequenziali dei
semifiltri (IN*, F7, ..., %), qualora i filtri F,, ..., F; sianc a basi numerabili. In
particolare vi & qualehe decomposizione sequenzxale di (N*, &7, FF, ;)%

Forze potranno essere di qualche utilitd le seguenti osservazioni sulla proposi-
zione 3.5 e sn una proprieta dei filtri a base numerabile.

OSSERVAZIONE 3.10. — Famiglie di semifiliri nwmerabilmente sature.

La realizzazione della proprieta (3.13) involve una nozione di compattezza della
famiglia di semifiltri {#,}, su X.

Sia. 3% una famiglio di sottoingiemi di X. Si dird che $ & un ricoprimento di {JE Jis
se per ogni ¢ esiste un insieme B € % tale che B € #;: Posto 4 == [ A, si dird che

[

{#}; & satura (risp. numerabilmente satura) se da ogni suo ricoprimento (risp. nume-

n
rabile) si pud estrarre un numero finito di insiemi B,, ..., B, tale che |J B,€ 4.
B=1
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Allora si pud dimostrare che {4}, & satura (risp. numerabilmente satura) se e solo
se per ogni filkro § (a base numerabile) risulta (A7, 57) = (£, F7).

\

Nell’ambito dei filtri la nozione di famiglia satura & gid nota (Vedi [13], teo-
rema 1.1).

Sia X uno spazio topologico e sia A, il filtro degh intorni di un punto ¢ al variare
di ¢ in un suo sottoinsieme K, allora K © compatto (o numerabilmente compatto)
se e solo se {#;}; & satura (o numerabilmente satura).

Osserviamo inoltre che l'ugugaglianza di (3.14) si pud riscrivere nel gseguente

modo: U ﬂ (£, {F}") ﬂ U (#;, {F}™), dove F percorre gli elementi di F. Per

cul 1’uguag11anza di (3.14) equlvale a realizzare nna posizione di sella per funzioni a
valori nel reticolo dei semifiltri. ®

OSSERVAZIONE 3.11. — Una proprietd dei filtri a base numerabile.

Nella dimostrazione del teorema 3.7 & stata usata una proprietd dei filtri a base
numerabile, che ci accingiamo a enucleare. Sia & un filtro a base numerabile. 11
semifiltro (N7, ) & il prodotto del filtro dei sottoinsiemi cofiniti di IV con il fil-
tro F. Per ogni numero naturale m sia &, un filtro elementare pilt fine di (N7, F7);
cioé &, = {(n,, 2™}, per qualche successione di naturali {n.}, convergente verso oo e
per qualche successione {#}, pil fine di F. Allora si pud dimogtrare che esiste una
successione {#°} pil fine di F tale che {(n,a?)}, c & per ogni m. Un filiro avente
questa proprietd di densita e verificante la seguente proprietd di saturazione: «la
famiglia dei suoi filtri elementari & numerabilmente satura », & un filtro a base nu-
merabile? m&

OSSERVAZIONE 3.12. — Sia F un filtro a base numerabile. Siano #, #£; semifiltri
su X. Consideriamo le seguenti relazioni:

(3.24) A, F)lim = inf I'(A7, F)lim  per ogni F

i

(3.25) I'#&, F%)lim = sup I'(#4;, F*)lim  per ogni F .

In virtlh della proposizione 3.5, 1a (3.24) vale su ogni reticolo completamente distri-
butivo se e solo se vale (3.13). Mentre la (3.25) vale se e solo se

(3.26) liminf 4 f = max liminfyg, f per ogni f: X — R.

i

Cid significa che ricercare modi diversi di esprimere I™-limiti di funzioni di due (o
di # 4 1) variabili a valori in un qualsiasi reticolo completamente distributivo
(vedi (3.24) e (3.25)) & possedere sufficienti informazioni sul raggiungimento di par-
ticolari estremizzazioni riguardanti i I™limiti di funzioni numeriche di una (o di n)
variabili (vedi (3.13) e (3.26)). Questa ¢ stata I'idea conduttrice seguita nelle dimo-
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strazioni dei teoremi 3.2 e 3.7, e, forse, & pure una buona idea per la risoluzione del
problemsa aperto accennato sopra. M

4. — I'limiti sequenziali.

In [8] E. DE G10RGI e T. FRANZONT introducono i I-limiti di successioni di fun-
zioni numeriche di una variabile, dandone le espressioni sequenziali (vedi teore-
ma 3.1 [8]), qualora gli spazi topologici in gioco siano metriei o, pitt generalmente,
soddisfino il 1° assioma di numerabilitd. Successivamente con l'introduzione di Dr
GI0RGI in [6] dei [*limiti di funzioni numeriche di pilt variabili, G. BurTAzzo di
le espresgioni sequenziali dei I'limiti di funzioni di due variabili (vedi teore-
ma 3.3 [2]). Una riformulazione dei suddetti teoremi di De Giorgi, Franzoni e di
Buttazzo & la seguente.

TroREMA 4.1 (DE GioreI, FRANZONI [8]). — Per ogni filtro § su Y a base nume-
rabile e per ogni funzione f: Nx Y - R vaigono:

(4.1) (N7, 67)limf = min liminf f(n, y,.)
{vn}n>8 fn—>+co
(4.2) I'N*, §)limf= min limsupf(n,y,). =

{Tln}an n—>+ oo

TEOREMA 4.2 (BUTTAZZO [2]). — Per ogni coppia di fiitri &, § a basi numerabili,
rispettivamente, su X ¢ su Y ¢ per ogni funzione f: X X ¥ — R wvalgono:

(4.3) IN'F,8)limf=min min limint fz,,y,)

{2230 F {(¥n}ndG n—>+ o0

(4.4) I'(F%,67)lim f = max min limsup f(%,, y,). ™
{@n}ndF {un}ad§ n—+oo

In [16] estendendo la definizione di [-limite alle convergenze pseudotopelogiche,
G. MOSCARIELLO propone ung definizione di « [-limiti sequenziali» equivalente a
quella di De Giorgi, Franzoni per successioni di funzioni di una variabile (vedi
prop. 1.7 [16]), ma non equivalente a quella di De Giorgi per funzioni di due varia-
bili, come si mostra nel seguente esempio.

EsEMpro 4.3. — Sia £ un sottoinsieme di [0,1]2 definito da 2 = {(#, y): t€
€[0,1) e n, me N}, dove o' = 2-7(1 —¢/2) e dove la successione {y.} al variare
di ¢ deserive in maniera univoca tutte le suecessioni in [0, 1] convergenti verso zero
(questo & possibile perché la eardinalitdh delP’insieme di tutte queste succegsioni &
quella del continuo). Allora il I™limite di De Giorgi I'(N(0)", N°(0)7) lim y,, dove
N’(0) & il filtro degli intorni di zero in [0, 1], & uguale & zero; mentre il J-limite di
Moscariello I'(F*, F~)lim y,, dove F & la famiglia dei filtri elementari su [0, 1] piu
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fini di N°(0), & uguale ad uno (vedi (2.18)). In altre parole si & verificato che il so-
stegno (N°(0)*, N(0)7) del I"limite di De Giorgi & diverso dal sostegno [} (N(0)*,
§7) del I'limite di Moscariello. ® BNO

In [3] G. BuTrrazzo e G. DAL MASO propongono una diversa definizione di « [-li-
mite gsequenziale » di guccessioni di funzioni numeriche di pitt variabili.

Riformuliamo la definizione data in [3] solo per filtri a base numerabile (i quali
possono essere i filtri degli intorni di gualche punto di uno spazio topologico con
il 1° assioma di numerabilitd).

Nelle definizioni e negli enunciati che seguono con L si indicherd sempre un re-
ticolo completamente distributivo, per esempio: la retta estesa R, il reticolo delle
parti di un insieme, quello dei semifiltri....

Siano §i, ..., i dei filtri & basi numerabili, rispettivamente, su X,,..., X;; e
sia f: NXX;X...xX;— L una qualsiasi funzione. Siano o, oy, ..., o segni gual-
siasi. Si pone:

I, (N%, 5, .., F5) lim f = ext™ ... ext™ ext~% ext™ f(n, 2}, ..., «F) .
{ot0F 1 {2}, 0F, meN  n>m

Contrariamente alle aspettative (vedi nota 2.1 in [3] e fine del § 1 in [10]). la
definizione di I*-limite sequenziale, proposta in [3], non & in generale equivalente a
quella data da DE Giorel in [6] nel caso di spazi topologici verificanti i1 1° agsioma
di numerabilita.

I I, -limiti sono limitoidi. Il loro sostegno ¢ la famiglia diinsiemi (N*, 57,

ora
J‘k

vy FiF)q definita in (3.22). Quindi da (3.23) segue:

ceny

TEOREMA 4.4. — Per ogni funzione f: NX X, X...xX X, — L valgono le disugua-
glianze

(4.5) T (N7, F1y ., T im f<I(N™, 51 .0, FH) lim <
<D(N*, F9y o0, Fe lim f < Ty (N, Fiy o0y, F¥) lim f
qualungue siano i Segni o, ..., o € 4 filtri Fy, ..., T a basi numerabile, rispettiva-
mente, su Xy, ..., Xz. R
Dal corollario 3.8 segue

TEOREMA 4.5. — Per ogni terna di filtri 5, G, £ a basi numerabili si ha:
(4.6) (N~ 7,87, 87)lim = I', (N~, §~, %, X7) lim;
mentre esistono dei filtri F,G, & a basi numerabili tali che:

(4.7) I(N*, 5, 6%, 5¢7) lim = I

seq

(N¥, -, 6%, %) lim. m
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Dunque per k>4, qualunque siano i segni o, o, esistono dei filtri &,,..., 5; a
basi numerabili ed esistono dei segni oy, ..., o tali che I'(N*, 7, F52, ..., F*) lim
i Dyq (N7, F1y T3 vy F3F) lim,

Nel caso ehe L =1 o0 k = 2 si ha uguaglianzs fra [, -limiti e I"limiti; per k = 1
si veda il teorema 3.1; per k = 2 si veda (3.7), (3.8), (3.9) e (3.10).

Nel caso di funzioni numeriche espressioni pilti complete dei [“limiti mediante
successioni sono ottenibili dall’applicazione ripetuta della seguente proposizione; la
cui dimostrazione & un’implicazione del teorema 3.9 e di quanto lo segue, in virti
della proposizione 3.5.

PROPOSIZIONE 4.6. — Sia & = {®.}. un filtro elementare su X ¢ siano, F, Fy, ..., Fy
dei filtri a basi numerabili su Y, X,, ..., Xy Allora per ogni funzione f: X X ¥ x X, X
X..XX,—>R si ha

e}, 5=, 55, .., Fgo) lim f = min I'({(x,, v,)}7, Frtyeery F2) lim §

{va}nd F

qualungue siano ¢ Segai oy, ..., oty Se tnolire o, >0>...>0; 8t ha

(4.9) T({@.)5, 5+, Fy ey Fg)lim f = sup T({(@,, 9,07, F2 ooy F) lim 7.

n?
{ll}nDEF

In quest'ultima uguaglionza si pud cambiare €l « Sup » in «MAX » 86 06 = ... = 0 = -~

in caso contrario si possono scegliere i filtri ¢ la funzione in modo che il «sup » non
sia raggiunto. M

Nuove informazioni sulle espressioni sequenziali dei I-limiti, che ne derivano,
sono date nei seguenti teoremi.

TEOREMA 4.7. — Siano F, S dei filiri ¢ basi numerabili su X ¢ su Y. Allora per
ognt funzione f: Nx X xY ~>R risulte

(4.10) . I(N*, %, 87)lim f = max min limsup f(n, #,, ¥.)

{“}nDy {Wn}n:)g n—>+ o0

(4.11) (N~ FH, 8 lim f = sup_ min liminf f(n, Bny Y

{22} F (U328 >+ oo
in quest'ultima uguagliansa il «sup » pud non essere raggiunto. M

TEOREMA 4.8. — Siano F, S, K dei filtri a basi numerabili su X, Y, Z. Allora
por ogni funzione f: Nx X x Y XZ — R risulta:

(412) I'(N-, &, 8%, X")limf=min sup min liminff(n, 2, Y., 2,) . *®
{2300 F {(Un}nd8 {22}n2 I 5>+ o0
Ora vogliamo precisare meglio la novitd del teorema 4.7. Anzitutto consideriamo

il segnente esempio che conferma che il « sup » che compare in (4.11) pud non essere
ragginnto.
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EsEMPIO 4.9. — Sia f: Nx[0,1]1x[0,1] - R, definita da f(n, #, y) = — g(=, y),
dove ¢ & la funzione costruita nell’esempio 3.6. Allora si ha

(4.13) D(N=, N(0)", N(0)")limf=0

P

(4.14) min {liminf f(n, 2,, ¥.): {#a}xC [0,1] converge verso 0} < 0
N> + c0

per ogni successione {w,},.C[0,1] convergente verso 0. Infatti, tenendo conto di
quanto si & visto nell’esempio 3.6 a proposito della funzione g, si ottiene I'(N-,
N(0)*, N(0)7) lim f = — I'(N(0)7, N°(0)*) lim g = 0 e min {liminf F(0y @, Yn): {YafnC
c[0,1] converge verso 0} = — I'({z }T, N°(0)")limg< 0. m

Diversamente da quanto si afferma nel teorema 4.7, H. ArroucH ¢ R. WETS
affermano che in (4.11) il «sup » & raggiunto (vedi proposizione 4.35 in [1]): questo
equivarrebbe ad ammettere che in (4.7) vale I'uguaglianza gualunque siano i filtri a
base numerabile.

I1 fatto che in (4.10) si abbia un «max» invece che solamente un «sup » non &
inesgenziale: permette di avere I'mguaglianza (4.12). Notiamo che, gempre in [1], si
pud trovare una formula simile alla (4.10) con il «sup » al posto del « max ».

Usando la propesizione 4.35 di [1], in [4] (efr. prop. 1) e in [5] (cfr. teor. 2.2)
si afferma che, nel easo di filtri &, § a base numerabile, le nguaglianze «¢ = I'(N~,
F*,87)limf = I'(IN*, §%, ") lim f » comportano le seguenti relazioni:

(@) V{®a}ad F, F{Yu}aD S: limsup f(n, @, ¥4} <6;
N> -+ 00

() H@u}ad F, V{Ya}a2 S: liminf f(n, 4, y.)>c .
n—>+ oo

Cid in generale non & del tutto evidente. Infatti per la funzione f, dell’esempio
precedente, risulta I'(N~, §+, ") limf = I'(N*, %, 67 )limf =0, dove ¥ =G =
= N’(0); mentre la (b) non & verificata.

Mediante la funzione g dell’esempio 3.6 si pud rilevare un inscspettato incon-
veniente dei [-limiti sequenziali rispetto ai [-limiti di De Giorgi; cioé pnd aceca-
dere che un /-limite sequenziale di una funzione dipenda dalla variabile naturale
senza che la funzione dipenda. Infatti, denotata con yy,, la funzione caratteristica
dell’ingieme Nx £, dove Q2 ¢ il sottografico di g, risulta

0=1T

seq

(N, &7, ‘7-’-7 FT)lm gy o7 I

seq

(N+7 F, “F-FJ F)lim yyeo=1

dove F = N(0).

Concludiamo questo paragrafo con due esempi; il primo riguardsa e rafforza al-
cuni lemmi di diagonalizzazione presenti in [1], il secondo d& un’espressione se-
quenziale di un [-limite ingolito per la letteratura usuale. '
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EseEMrIo 4.10. — Lemmi di diagonalizzazione.

Sia & un filtro a base numerabile su un insieme X e sia f ung funzione nume-
rica definita su INx X. Sostituendo in (2.12) e in (2.13) le famiglie d’insiemi £ ¢ B,
che ivi compaiono, con il filtro dei cofiniti su N e con F, si ottiene che esistono due
successioni {@.}a, {§a}. pitt fini di & tali che:

(4.15) liminf (liminf f(n, #)) >1iminf f(n, ,)
2,5 7>+ oo n—>+ o0

(4.16) limsup (liminf f(n, #)) <liminf j(n, y,) ,
2, F >+ oo n—>+ oo

in virtu del teorema 4.1 di De Giorgi, Franzoni. Se in queste disuguaglianze si sce-
glie, come filtro &, il filtro dei cofiniti sull’insieme dei naturali, allora si pud osser-
vare un rafforzamento del lemma A.1 di ATT0UCH, WETS [1]. Questi in [1] presen-
tano altri lemmi di diagonalizzazione, dimostrati per via diretta, ma dimostrabili
via il teorema di De Giorgi, Franzoni prendendo su X il filtro {X} o, in altre parole,
considerando su X la topologia che ha come unico aperto lingieme X, ®

Bsempio 4.11. — Sia X uno spazio topolegico ed , un suo punto. Sia f una fun-
zione definita su Nx X e a valori in R o, pill in generale, in un reticolo completa-
mente digtributivo. Supponiamo che il filtro § degli intorni di @, sia 2 base nume-
rabile. Allora dalla definizione di 7-limite rigsulta

I'(N*, ¥7)lim f = sup limsup inf f(n, z) .
xE4

1
2,64 n—>+co

Ll’espressione sequenziale di questo [-limite & sup inf lgcmiup (&, @y, ), in virth del

Lp—>y Np~—>+ 0

teorema 3.1. W

5. — K-limiti di epi e ipografici ¢ I™-limiti di funzioni numeriche.

L’uso della nozione di «sostegno di un limite » permette di deserivere alcune
proprietd dei I-limiti in termini dell’epi- e dell’ipografico della funzione su cui agisce
il [limite con il duplice vantaggio di unificare una gran varieta di tecremi gis noti
(vedi [1], [2], [9] e [11]) e di ottenere informazioni sugli epi- e ipografici di un J™li-
mite, qualunque siano i segni che intervengono nella definizione del I-limite. Lo
strumento pér ottenere le suddette proprieta & costituito dai K-limiti introdotti da
DE GI0RGI in [8] (chiamati « G-limiti» in [8] o « K-limiti» in [18]).

Sia #4 una base di semifiltro definito su X. Siano (¥, 1), (Z, 6) due spazi topo-
logici, i cui sistemi di intorni sono indicati con N, e N, . Sia BcXXYXZ e
B'c YXZ; si pone '

K(A ;1% o) lim B = E'

se I'(#£, 7%, o®)lim y, = y,.; Vingieme B’ & detto, in breve, K-limite di E.
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Un punto (z, y) appartiene a K(£ ; ©*, o°) lim E se ¢ solo se B & (£7,N ()%, N,(#)F).

TROREMA 5.1. — K-limiti di epigrafici.
Sia f: Xx Y — R una qualsiasi funzione. Allora valgono le seguenti uguaglianze
qualungue sia il seqno o:

(3.1)  E(# ;7% ") lim epi (f) = epi (I'(4*, 7~*) lim f)

(5.2) K(A£ ;%) limepi (f) = epi, (I'(#£F, 77*)lim f) U
U {(y, — o0) e T xR: esiste F e (£, N (4)*) con fl,—= —occ}. m
TROREMA b.2. — K-limiti di ipografici.

Sia f: X x Y — R una qualsiasi funzione. Allora valgono le sequenti uguaglionze
qualungue sia il segno o:

(5.3)  E(s; 7% +) limipo (f) = ipo (I'(4~, 7*) lim f)

(6.4)  E(& ;7% v")limipo (f) = ipo, (I'(4~, %) lim f) |J
U {(y, + o0) e YXR: esiste F e (A, N (4)*) con fl,= +oo}. m
Altre espressioni dei K-limiti di epi e ipografici sono oftenibili mediante il se-
guente teorema: :

TEOREMA b5.3. — K-limiti di imsiems.
Sia Bc X XY XZ un sottoinsieme qualsiasi. Allora valgono:

(5.5) KE(A 575, 0N lim B = ) cl,,( U B(x))
Adedt 2ed
(5.6) KA 3177,6)lim B = | 1nt,xc( N E(w))
dedk xeA
(5.7) HE(A75 7%, 0%) lim B) (y,) = N 1L( U B, y)

Fe(A+, Nr('l’o)—“) (z,9)eF

(5.8) (K(£ 5 7% ¢7) lim B)(y,) = U int,( N E@,y). =
Pe( A=, Nx(w,)%) (w,)el

La preferenza accordata nei teoremi precedenti agli spazi topologici & giustifi-
cata solo dal fatto che solitamente nella letteratura sui I-limiti sono usate le topo-
logie. In realta i suddetti teoremi continuano a valere gqualora si sostituisea la topo-
logia 7 su un insieme Y con un selettore Jt: Y—bsf Y. In tal caso si dovrd porre
per ogni insieme A C Y: cly 4 = {y€ ¥: 4 € M(y)} e inty A = clys (4) = {ye ¥:
esiste Ve M(y) tale che Vc A} ( (el g(4%)°, dove «°» & operatore del complemen-
tare in Y) Notiamo che se A & il sistema degli intorni di una topologia 7 su Y,
allora cly, = cl, e int g = int_.
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Osserviamo pure che ogni catena completa pud svolgere lo stesso ruolo di R nei
teoremi 5.1, 5.2. In altre parole, se con » si intende I'usuale topologia di una catena
completa, allora per ogni funzione f, a valori in essa, continuano a valere le proprieta
(6.1), (5.3) e, mutatis mutandis (vedi il lemma 5.4), 1a (5.2), (5.4).

I teoremi precedenti permettono di esprimere in termini di K-limiti, o in termini
di limiti inferiori o superiori (calcolati nel reticolo completo — ma non completa-
mente distributivo -— degli insiemi chiusi dello spazio topologico in questione) gli
epi e ipografici di un qualsiasi I-limite. Si ottengono cosi estensioni di diversi teo-
remi; vedi 1.12 in [2], 1.21 in [9], 4.6 in [11] e 4.17, 4.32 in [1].

Inoltre osserviamo che mediante la formula

K(#; 7% of) lim B = (K(A77; 7%, ¢f) lim (E°))°,

dai teoremi 5.1 e 5.2 & possibile calcolare i K-limiti degli epi - e ipo,-grafici di una
qualsiasi funzione numerica. Notiamo che si pone epi, (f) = (ipo ())° = {(2,?): f(2) <}
e ipo, (f) = (epi (f)*= {(&,1) f(2) > 1}.

La dimostrazione dei precedenti teoremi segue direttamente dai seguenti due
lemmi; piu esattamente i teoremi 5.1 e 5.2 seguono dal lemma 5.4, mentre il teo-
rema 5.3 segue dal lemma 5.5.

LEMMA 5.4. - Sia B un semifiltro su un insieme 8. Sia C una catena completa e y

la topologia degli intervalli su C; siano ¢ una funzione definita su X o valori in I ¢ ¢
un elemento di C. Allora valgono:

(5.9) epi (9) € (B, N,(1)*) <= limsupg g<?
(5.10) ipo(g) e (&, N, (1)) <= liminfg g>1

(6.11)  se [t,1,] non é aperto per v:
epi (g) € (B, N,(1)”) <> limsupg g <t

(5.12)  se [,1,] & aperto per v:
epi (9) € (B, N,(8)") <= esiste A € B tale che g|, <t

(5.13)  se [0,, 1] non é aperto per v:
ipo (g) & (B, N,(t)") <= liminfg g > ¢

(5.14)  se [0,,1] & aperto per v:
ipo (g) € (B, N, (1)) <> esiste A€ B tale che g|,>t. ®

LeEMwmA 5.5. — Sia B un semifiliro su un insieme S ¢ Mo: Y—>hsf ¥ un selcttore.

6 — Adnnali di Matematica
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Allora valgono le sequenti equivalenze per ogni ECc8XY ¢ ye Y:

(5.15) Ee (35-_, -M:(y)'i-) <> ye ) ey ( U E(S))
APt sed

(5.16) Be(H,My) ) <ye U‘%intdﬂ) (N EGs). =
Ae, sed

Diamo un saggio della semplicitdh delle dimostrazioni dei teoremi precedenti.
Per esempio si vuol verificare la proprieta (5.1). Allora un punto (y, ?) € K(A™; 7%,
»+) lim epi (f) se e solo se epi (f) € (A7, N,()*, N,(#)T). Percid da (5.9) e (2.10) si
ottiene che (y,t) € K(A ;7% v")lim epi (f) se e solo se

I(4&F, N, (y)~) lim f = Hmsupg- x0 o) F <2 -

Da cui si ottiene quanto si voleva dimostrare.

Analogamente a quanto visto sopra possono essere definiti i K-limiti del tipo
« K(£5 79, 15 ..., 77%) lim », quando - & una base di semifiltro su X e le 7, sono
topologie su X,. In tal caso si ha che per ogni insieme B C X XX; XX, X...XX; €
per ogni punto (@, @, ..., ¥x) € X; X Xy X... X X; risulta:

(@yy vey 3) € (A5 77 ooty P8 1M B <> B e (A7, N, (#,), ..., N (#,)™) .

I K-limiti del tipo « K(A}, ..., A5 73, ..., 73°) lim » sono riconducibili ai prece-
denti, ponendo #4 = (A}, ..., A)°).

Similmente si possono definire i K-limiti del tipo « K(—; 773, ..., 73°) lim ». Allora
se F & un sottoinsieme di X, X...xXX; ed (#y, ..., 2;) un punto di X, X... x Xy si ha
che

(@) ooy @) € K(—; 75, oy TR i B <= H e (N (2)™ ooy N (2,)™) .

71

Per ogni tipo di K-limite continuano a valere teoremi analoghi ai precedenti.
Per esempio:

(5.17) K(—; 7%, ..., 7%, ") lim ipo (f) = ipo (I'(z3%, ..., 73) im f) ,

(5.18) K(—; 7%, ..., 755, v") lim epi (f) = epi (I'(z7 ™ ..., 73 %) lim f) .
Vale pure questa relazione ’bra K-limiti di diverso tipo:

(3.19)  (E(—; 7y .oy 108 1551, oory T3) lim B)(@y, ..., 4,) =

= K(N_ ()™, ..., N (2)"5 755, -y 70°) Lim (B, .., 3,)) -

(13

OSSERVAZIONE 5.6. — L'appartenenza di un punto a un K-limite di un insieme B
& espressa mediante Pappartenenza di B 2l sostegno del I'limite corrispondente.
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D’altra parte nel § 3 si & visto che in aleuni casi si pnd decomporre il sostegno di
un I“limite mediante filtri elementari. Quindi quando 7, ..., 7, sono topologie ve-
rificanti il primo assioma di numerabilitd si potra in aleuni casi dare una caratte-
rizzazione sequenziale dell’appartenenza di un punto ad un K-limite. 5
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