
Decomposizioni di semifiltri e F-limiti sequenziali 
in reticoli completamente distributivi (*). 

GA]~IELE H. G~ECo (Pore ,  Trento)(**)  

S u m m a r y .  - Sequential ]orms o] De Giorgi's F-limits are obtained via a decomposition of their 
carriers (carrier = sostegno) i~ the setting o] completely distributive complete lattices. More- 
over, the ~otion o] carrier enables us to calculate easily the K-limits of epi- or hipo-graphs 
of arbitrary F-limits. 

Questo articolo r iguarda la teoria  della / ' -eonvergenz~ in t rodot tu  da E.  DE 
GIORGI e T. F~A~zo~I [8], estesa da DE GIORGI in [6] e eonnessa con diverse bran- 
ehe della matemat ica  [7]. 

P ih  prec isamente  usando nozioni in t rodot te  dalFuutore [14], [15] si danno espres- 
sioni sequenzi~li di F-l imit i  di funzioni a valori  in un qualsiasi reticolo completa- 
mente  dis t r ibut ive  (la t e t r a  estes~, l ' insieme delle pa t t i  di un  d~to insieme ... seno 
reticoli  di questo tipo). I~a ricerc~ di queste propriet~ sequenziali 6 r icondot ta  alla 
r icerca di propriet~ insiemistiche Ira part icolari  f~miglie di insiemi (dette semifiltri). 
Cib signifiea che (( decomporre  ~) famiglie d ' insiemi mediante  filtri e lementar i  ( ~  suc- 
cessioni), equivarr~ a determina.re espressioni seqnenziali de i / ' - l imi t i ,  indipendente- 
men te  dal reticolo completumente  dis t r ibut ive su eui ugiscono. 

Si o t tengono cosl estensioni di propr ie ts  note  dei /"-limiti di funzioni numeri-  
che, e propriet~ nuove anche ne] case che si t r a t t i  solo di funzioni numeriehe.  

Te l  w 1 si espongono aleune nozioni e t eoremi  vist i  in [14] e in [15]. Te l  w 2 e w 3 
si es tende  la definizione di _F-limite data  da DE GIonGI in [6] e si decompongono i 
(~ sostegni )) di alcuni di quest i /" - l imi t i  mediante  filtri e lementari .  ~e l  w 4 si confron- 
tano  i / ' - l imit i  di DE GIORGI con i / ' - l imit i  sequenziuli (cfr. [3], [16]), osservando 
ehe quest 'u l t imi  in generale non coineidono con i pr imi  in spuzi topologici verifi- 
c~nti il 1 ~ ~ssioma di numerabil i t~.  Infine nel w 5 si calcolano i K-limiti  degli epi o 
ipografici per un  qu~lsiusi / ' - l imite,  usundo il (( sostegno ~) di questi.  

(*) Dipartimento di Matematica, Universits di Trento, 38050 Pore  (Trento), Italia. 
(**) Entrata in Redazione il 22 aprile 1983; versione riveduta il 28 luglio 1983. 



62 G A B ~ L E  H.  GRECO: Deeomposizioni di semifiltri e l~-limiti, see. 

l .  - Preliminari .  

Sia X un ins ieme non vuoto.  Un semi]iltro su X ~ una  famigl ia  A non vuo t a  di 

so t to ins iemi  di X ta le  che 

( 1 . 1 )  0 ~ A 

(1.~) X ~ B D A ,  A e A : : >  B e A .  

Una famigl ia  non v u o t a  di so t to ins iemi  di X con la propr ie t~  (1.1) sar~ derma base 
di semi]iltro su X.  l~ieordiamo she un  filtro 5" s~t X 6 un  semifil tro su X, verif icante:  

(1.~) A, B e  5 ~ A ( ~ B e  5". 

L' ins ieme dei filtri, dei semifil tr i  e dells bas i  di semifiltro su X saranno indicati  
r i spe t t i vamen te  con i simboli  f X,  s f X  e bs fX .  Le applicazioni del t ipo I - +  f X, 
I - + s f X ,  I - ~ b s f X  saranno  de t te  r i spe t t i vamen te  selettori di filtri, di semifiltri e 
di bas i  di semifiltro su X.  I m p o r t a n t i  selet tori  di filtri sono i s is temi degli in torni  di 

uno spazio topologico. I n  par t ieo la re  se ~ ~ una  topologia su X, il suo s is tema 
di in torni  sara  indicato con il s imbolo A~,; nel seguito A ~, denoter~ sempre  il s is tema 
4 ' in torn i  della topologia disereta  t. 

Se ~ :  I - ~ s f X  6 un  sele t tore  e ~ e b s f I ,  si pone  [14] 

(1.4) ,~(,~) = U N ,~(~:). 
A e ~  ~A 

Ji~(~5) 6 sempre  un  semifi l tro;  se ~ ~ un  selet tore di filtri e 3~ ~ un  filtro, alloru ~(~(~) 

un  fittro. Se ~(,: I - ~ s f X  e A' :  J - + b s f I ,  il se le t tore  Jt~A ~ di semifil tr i  su X 
definito da  ( ~ 5 ' ) ( j ) =  Jt(~(AP(j)). 

l~icordiumo che il s i s tema degli in torni  J~: X --> sf X di una  topologia su X 
cara t te r izza to  dMle seguenti  t r e  propr ie t~  [!2]:  

(1.5) A ~ 6 un  selet tore  di filtri 

(1.6) 2~'2-- - 2~' 

(1.7) A ~ c A ~ . 

Un insieme X dota to  4i un  selet tore  ~ ' :  X -~ s f X  che verifica (1.5) e (1.7) ~ usual- 
men te  det to  spazio ~retopologieo i m e n t r e  se 0V verifica (1.6) e (1.7), verr~ det to  
spazio topologieo seeondo Sierpi~ski~ perch~ ot tenibi le  a pa r t i r e  da a n  insieme X 
(det to  spazio topol0gieo da SI~t~PINSKI in [17]) 4ota to  di una  ~amiglia di insiemi 
(4etti~ 4i conseguenza~ aper t i )  s tabi le  r i spe t to  ad  unioni  qualsiasi. 
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Si~ L un reticolo completo. Indicati con 0z e lz rispettivamente il minimo e i l  
massimo elemento di L, si eonverr~ in tnt to il seguito che 0zve lz.  

Siuno ] una ~unzione ~ valori in Z definita su X e A un~ base di semifiltro su X,  
si definisce il limite in/eriore e i l  limite superiore di ] lungo A nel seguente modo [15]: 

(1.8) liminf~J = sup inf l(x) 
Aeo4~ xeA 

(1.9) l imsnp~] = inf sup ](x) .  
A e ~  ~ A  

Se .5 ~ completamente dis$ribq~tivo (cio~ iaf sup a~,~ -~ sup inf a~,~(~) per ogni a~,~e Z 

e per ogni coppia I~ J di insiemi non vuoti) allora [15]: 

(1 .lo) liminfAJ ---- l imsupAJ ,  

dove 1~ griglia A # di A 6 il semifiltro definito d~ A # :  { _ ~ c X : / ~ n A # O  per 
ogni A e A}. 

Poich6 nel seguito considereremo solo reticoli complet~mente distributivi~ ricor- 
diumo che ogni cuten~ completu 6 un reticolo complet~mente distributivo (per esem- 
pio lu rett~ estes~ R o un suo intervallo chiuso)~ cosi pure lo ~ ogni predotto diretto 
di catene complete (per esempio Finsieme delle p~rti ~(X)). Inoltre si osservu che 
l'insieme dei semifiltri sf X 8 un reticolo complet~mente distributivo rispetto ~lFin- 
clusione insiemistica. In s f X  Foperazione di griglia 6 un involuzion% cio6: A## :  A 
( U A~) #--- ~ (A~) e ( ~ A~) # :  U (A~). Sempre in sfX,  i limiti inferiori corrispon- 
dono ~lFoper~zione definit~ in (1.4); e l~ propriets (1.10)~ in virtfi di (1.4), diventu 
(~(~)# = ~#(~#). 

Si dice che un~pplicuzione T: Lx-->L ~ un Z-limitoide in X (in breve: L-li- 
mitoide o~ semplicement% limitoide) [15]~ se per ogni coppi~ di funzioni ], g definite 
su X a valori in L e per ogni omomorfismo p completo di :5 in L vulgono: 

(1.11) / < g  => T ( l )<T(g )  

(1.!2) r(,po]) = ~(T(/))  

(1.13) T(]) e l (X)  z 

dove ](X) z ~ il sottoreticolo chiuso di L, gener~to da ](X). 
I1 sostegno st (T) di un  _L-limitoide T in X b il semifiltro definito d~ 

( 1 . 1 4 )  st (P) = {A c X:  T ( ~ )  = 1~}, 

dove )/2: X - ~ Z  vale 1~, su A e 0z su X - - A .  
Ogni limite inferiore ed ogni limite superiore lungo una base di semifiltro A 

un limitoide; il loro sostegno ~ rispettivamente il semifiltro generato da A (=  A ##) 

5 - .Anna l i  d i  M a t e m a t l c a  
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e 1~ griglis A # di A. Viceverss~ se Z ~ completamente distributivo; ogni Z-limitoide 
~n limite in]eriore ed un limite superiore. Bi# precisamente se T ~ Z-limitoide~ allora 

(I.15) Y(/) = liminfst(~)] -= limsuPst(~)~ ] , 

~er ogni ] [15]. 
Quests  propriet~ (1.15) (detta t eorema di r sppresentsz ione  dei limitoidi) per- 

met re  di del inesre con chisrezz~ la s t ru t tu ra  reticol~re dell ' insieme Lira (X, Z) degli 
Z-limitoidi in X. Lira (X, L) ~ un reticolo complete r ispet to  sl ls  rel~zione d 'ordine 
definita ds ~ T < T '  se e solo se /~(])<~'(])  per ogni ] e Z ~ .  Z~app~ieazione ehe/a 
corrispondere ad ogni Z-limitoide in X il sue sostegno ~ un isomor]ismo complete di 
Lira (X~ .L) su sfX~ se .L ~ completamente distributive. Cib signifies ehe fissure un 
retieolo comple tamente  dis t r ibut ive Z~ egni t eo rems  in Lira (X~ ~L) divent~ un  tee- 
re ins  insiemistico in sf X. Cosi pure  ogni relszione insiemistica r iguardante  i semi- 
filtri su un  insieme X t r smi t e  le propriet~ dell ' isemorfismo: 

(1.16) l iminfn,~ J ~ inf l i m i n f ~ J  

(1.17) l iminfu,AJ : sup l iminf~, /  
i 

dove {A~}~ b un~ f~miglia di semifiltri,  si t r sdu r r~  in unu rel~zione sugli Z-limitoidi 
in X,  qu~lunque sis il ret icolo eomple t smente  dis t r ibut ive  ~. 

Ins ieme alle proprieti~ (1.10), (1.16) e (1.17) su ogni ret icolo comple t smente  di- 
s t r ibut ive  valgono pure  le lore du~li, poiehb il duffle di un  reticolo comple t smente  
dis tr ibut ive ~ snee r s  eomple tsmente  distr ibut ive.  Osservismo inoltre ehe l 'ul t ima 
delle suddet te  t re  prepr ie ts  vale su ogni ret ieolo e0mpleto;  men t re  ognuna delle 
s l t re  due oltre ad essere neeesssris  b ~nche sufficiente s gs r sn t i re  ls eompiets  di- 
s tr ibutivi t~ del retieolo complete  su eui si calcol~no i l imiti  inferiori  o superiori [15]. 

A proposito di notszioni,  nel seguito con /5  si indicher~ sempre un  retiealo com- 
p le t smente  distr ibut ive.  Le funzioni a vslor i  nell ' insieme R dei numer i  re~li estesi 
si d i r snno ]unzioni numerivhe; Is l e t t e r s  grec~ ~ indieher~ ls topologis usuale di R. 

2 .  - _ F - l i m i t i .  

Si~no A1, A2~ ..., A, delle bssi  di semifiltro, r i spe t t ivamente  sugli insiemi non 
vuot i  XI~ X ~  ..., X . .  Sis ~1, ~ ,  ..., ~ uns  sequenza finits di segni -~ o -- ;  si pongs  
ext  + =  sup e e x t - =  inL Allors seguendo :DE GIORGI [6]7 definiamo 

(2.1) / '(A~I, ..., A:") l im ] = ext  - ~  ... ex t -~ l  exV,  ... ext  ~ ](xl, ..., x~) 
A~n Aie~i ~ieAi ~neA. 

dove ] ~ uns  funzione definita su X1 x X~ x . . .  x X~ e ~ valori  in un reticolo comple- 
t s m e n t e  dis t r ibut ive  JL. 
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Gli Z-limitoidi  definiti con (2.1) sono det t i  _F-limiti (di De Giorgi), I1 loro sostegno 
indicato con (A~', ...~ A~ ") si pub definite recurs ivamente  mediante  le seguenti ugua- 

glianze: 

(2.2) 

(2.3) 

(2.4) 

( A - ) = A  ## e (A + ) = A  # 

. . . .  ~ ; )  = ( ~ ? ,  ..., ~ _ ~ )  x ~ ,  (A~', .... , , _ ,  

(A? ,  ..., ~;-=~, ~+) = ( (~? ,  ..., ~2_-I)# • ~ )  ~ 

dove qualunque siano le bssi  di semifiltro A, ~ ,  con A x ~ si indica il semifiltro 

genera, to d~lla famiglia {A • B:  A ~ A e B ~ ~}. 
Casi par t icolar i  sono: 

(2.5) (~- ,  ~ - )  = A x ~ ,  

(2.6) (A +, ,~+) ~ (A x $ )# ,  

(2.7) (A +, $ - ,  6- )  = A # • ~ x e ,  

(A +, :5-) = A # • 

(A-, :~+) = (A # • ~)# 

(A-, ~+,  6- )  = (A # • $)# • C.  

La propr ie t~ (1.10) dei l imitoidi un i t~mente  alla seguente 

(2.8) (AZ ~', ..., A ; ~ )  = (A1 ~, ..., A2)  # 

implica in v i r th  di (1.15) le seguenti  uguuglianze sui /~-limiti: 

(2.9) F(AZ ,  , ..., A~ ~) lira f ~-- sup inf ](x~, ..., G)  
AE( A~,...,A~ n) (zl,...,~n)EA 

(2.1o) F ( A ~ ,  ..., ~ )  lira J - inf sup ](x~, ..., x.)  . 
-4~( A~,...,A~'9 (x~,...,%)EA 

In  virtf i  delPidenti t~ 

(2.11) 

molte propriet~ dei F-limiti  si possono r icondurre  ~11o studio dei _P-limiti del tipo 

(( F ( A - ,  65*) lira ~). Ecco un  esempio. 

EsE~PIO. - Sis v una topologi~ secondo Sierpifiski su 17 e si~ A una base di semi- 
filtro su X. Siu F (A- ,  z-+) l i r a / :  I7 --~ Z, definitu da (_F(A-, z -+) lira ])(y) = F ( A - ,  
3F~(y) -+) l i m ]  per  ogni y e Y .  Poich6, in vir tf i  di (1.6) e (1.7) ,per ogni y'a~Y 

U N (~ - ,  J%(y)-) = (~- ,  J%(y')-) 
FeS~(v') re2 ~ 

N U ( ~ - ,  2q(y)  § = (~ - ,  x 4 y ' ) + ) ,  
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allora da (1.16) e (1.17) segue ehe le funzioni F(A- ,  ~-) lira ] e / ' ( A - ,  z+) lira ] sono 
r i spe t t ivamente  semicontinue infer iormente  e superiormente.  Percib da (2.11) segue 
pure  c h e l a  funzione F(A~ ~, ..., A~ ~, z - ) l im  ] 5 semicontinua infer iermente ,  ment re  
quella o t t enu ta  da questa seambiando il segno --  con + ~ semicontinna superiormente.  

In  virtff  dell ' isomorfismo fra  l imitoidi e semifiltri, il confronto di l imitoidi ~ ri- 
conducibile al eonfron?m del lore sostegno. P e r  esempio, si~no A e ~ due basi di 
semifiltro r i spe t t ivamente  su X,  Y ,  allera per  ogni funzione ] definit~ su X • Y e a 
valor i  in un  reticolo eomple tamente  dis t r ibut ive si ha:  

(2.12) l iminf(l iminI i(x, y)) > F(A- ,  ~ - )  lim 1; 

perch~ il sostegno del l imitoide ~ l iminf l iminf  ~> eontiene il sostegno del / ' - l imite,  

cio~ U I"} (A-,  X,(y)- )  o (A-, ~ - ) .  
~ e ~  veB 

Da (2.12) si o t t iene per  due~litg e per  sosti tuzione di A con A#: 

(2.13) l imsup (liminf ](x, y)) <F(A-, :5 +) l im f .  

Altre relazioni fru i sostegni di / ' - l imit i  sono le seguenti:  

(2.14) (A +, A~% ..., A~ ") = (A #-, A1 ~, ..., A~ ~) ~er ogni A 

(2.15) (A~', ..., A-, ..., A~ ~) c (A~', ..., ~ - ,  ..., A~') se A < ~  

(2.16) (A~', ..., A #-, ..., A~ ~) c (A~ ~, ..., A +, ..,, A~ ~) per ogni A 

(2.17) (A~ ~ , . . . , A - ,  , A ~  ~)c(A~ ~ , . . . , A  +, ,A~  ~) se A c A  # 

dove con (~ A<5~ ~) (leggasi A meno line di 3~) si in tende  ehe ogni e lemento di A con- 

t iene qualche d e m e n t o  di ~ .  
Infine osserviamo ehe le famiglie d ' insiemi A1, ..., A~ che intervengono nella 

definizione (2.1) possono a secondo delle necessitg essere dei filtri o gli intorni  di 
un  punto  in uno spazio topologico o pretopologico oppure una base di intorni .  Se- 
s t i tuendo A1, ..., A~ con delle famiglie F~, ..., F~ di basi di semifiltri  si pessono otto- 
here  i/~-limiti ,  in t rodot t i  da MOSOA~LL0 in [16]; per esempio an  F-l imite di questo 

ripe che servirg no1 seguito ~: 

(2.18) I'(F#, F;) l im ] = inf sup sup inf sup inf ](x, y).  
AsF~ A~A ~sF~ ~ e ~  ~EB vsA 

3. - Decomposizione di semifiltri mediante filtri elementari. 

I filtri e lementar i  sono quei filtri associati a qualche snccessione. Te l  seguito 
il simbolo g sarg utilizzato per  indicare filtri e lementari .  Se g ~ il filtro elementa.re 
associate ad un  suceessione {x.},, si scriverg g ~ {x.}.;  in ta l  case i simboli {x~}~ e 



GABRIELE ]=[. G~v, CO: Deeomposizioni di semi/iltri e F-limiti~ eee. 67 

{x.} # denotera.nno &nche g e l~ suu grigli~ g#. I1 simbolo N denoter~ si& l~insieme 
dei humeri  nuturuli  si& il filtro element&re (dei sottoinsiemi cofiniti di N) associ~to 
gllg successione {n}.; il diverso signific~to di N s&r~ chigro d~l contesto. 

Ricordigmo c h e s e  8 ~-{x~}., gllorg 

liminf8 ] -~ l iminf ](x,) e l imia f~  ] ~ l imsup ](x. ) .  

Elenchi~mo ~nzitutto alcuue decomposizioni di semifiltri mediunte filtri elemen- 
turi. Lu dimostr&zione di queste decomposizioni & diret t~;  per cui ~ lasci&t~ ~1 lettore. 

Siuno ~- e g filtri a b&se numerubil% ~lloru 

(3.~) 

(3.2) 

(~.3) 

~ = N ~ = N ~ # ,  x # = U ~ = U ~ #  

( x - ,  g - )  - -  N (~-, ~-) = N (~§ ~ )  

(~§ ~ )  = U (8-, g-) = U (~§ ~-). 

T E 0 ~ E ~ : ~  3 . 1 .  - Sia ~-~ {x~},,~. Allora per ogni ]iltro g a base numerabile vale 

(3.a) (~-, ~-) = N {(x., u.)}. e (~§ g-) -- N {(x., u.)}~. [] 
{v,,},,~g {v,,},og 

D& questo teorem&, l~ cui dimostruzione 6 l~sciata ~1 lettore, e du (3.2), (3.3) 
si ottengono le seguenti ugu~gliunze, quulor~ ~ ~_ {x~}~ e i filtri ~-, 9, d~ si~no 
b~se numerubile:  

(3.5) (x-, g-) = N N {(,~,,, y,,)},, = N N {(x,,, y,,)}~, 
{~,,:},,~" {v,,},og {~,,},,~Y {.~,,},og 

(3.6) (,~+, V-) = U N {(x,,, y,,)},, = U N {(x,,, y,,)},~, 
{x,,},,~" {v,,},,~g {~,.,},,~g {~,,},,~,.~ 

(3.7) (8-, ~-, ~-1 = N N {(x., y., z~)}., 

(3.s) (~+, ~-, ~ - )  = N N {(x, y. ,  z.)}~, 
{v,,},,Dg {z,,},,~,.~ 

(3.9) (~;-, g+, ~- )  = U N {(x., y.,  z.)}., 

(3.10) (8§ ~§ ~- )  = U N {(~o, y.,  z.)}~. 

T ~ , O R : ~ ) ,  3 . 2 .  - Q~tal~tnque siano i ]iltri a base numerabile 2 ,  g, JC vale; 

(3.11) 
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D~altra parte esistono dei ]iltri a base numerabile 2 ,  9, JE tall ehe 

(3.12) (~--, 9§ J~-) :/: A (~§ ~+, J~-). 

Alla dimostrazione di questo teorems preme%iamo slcune osservszioni. 

OSSERVAZlO~V, 3.3. -- Sis A una bsse di semifiltro su X ed ~ un filtro s base 
numerabile su Y. Fisssta  una base numerabile {V,}~ di ~- con V, ~ V,+~ per ogni 
numero naturale  n. Per  ogni insieme ~9 c X • Y si definiscs la seguente funzione n~- 
merics fa: X - > R  nel seguente modo:  /a(x) = sup {1/~: (x, y) ~ ~ per ogni y ~ V,}, 
ore  si pone sup 0 --~ 0. Allora Y2 ~ (A-, 2 - )  s e e  solo se l iminf A / a  > 0. [] 

S i a f  una funzione numerics  definita su X. I1 sottogr~fico di ] ~ il sottoinsieme 
ipo (f) di X •  definito da ipo (~ )=  {(x, t): t<](x)}. Ind ics t s  con v la topologia 
usu~le su R,  allora il filtro degli in~orni di a n  numero re~le b (finito o no) ~ deno- 
ta to  A~ 

LE~h'~A 3.4. - Sia A una base di semi/iltro su X ed ]: X --~ R una ]unzione nu- 
meriea. Allora per ogni numero reale b ~: ~- c~ risulta: l i m i n f A / >  b s e e  solo se 

ipo (/) . 

1)l~OPOSlZlOl~V, 3.5 ([15]). - Sia A u n  semi]iltro ehe ~ l'intersezione di una ]amiglia 

di semi]iltri {Ai}~ su X .  Altora le seguenti proprietd sono equivalenti: 

(3.13) l iminfA]----rain liminfA,] per ogni ]: X - ~  

(3.14) (A- ,  2 - )  = N (AT, 2 - )  per ogni ]iltro ~ a base numerabile. 
i 

DnW0ST]~AZIO~V.. - Verifiehiamo che da (3.13) segue (3.14). ~ ovvio che (A-, 2 - )  c 
c ~ (A~-, 2 - ) .  Percib sia t9 e N (A~-, ~:-); questo significa che liminfA,]9 > 0 per 

i i 

ogni indice i, in virtfi dell~osservazione precedente. Quindi ds  (3.13), sempre in vir t~ 
della stessa osservazione, si ott iene che Y2 e (A- ,  2 - )  q u a h n q u e  sis il filtro ~ a 
buse numersbile.  Dunque la (3.13) implica (3.14). Or~ dimostriamo Fimplicazione 
inversa. Senzs msncsre  di generalits possiamo supporre che inf l i m i n f a J  ~ b :/: ~- c~. 

i 

Allor~ in virtfi  di (1.16), essendo A = ~ A~, si ha b ~ l iminf A / ;  percib ds1 lemma 

precedente segue che ipo (])~ (A-, A' (b)-). Quindi per (3.14) esiste un  indice io 
tale che ipo (]) ~ (A~, A~ (b)-). Da cib e dal lemma (3.4) si ott iene che l i m i n f A J < b .  
Dunque dalla definizione di b segue che l i m i n f A , . / ~  b. Cosl si ~ verificato che (3.14) 
implics la (3.13). [] 

DI:g0STI~AZIONE DEL ~rEOI~E~A 3.2. - In  virtfl  di (3.3) e di (2.8) si ha che (~--, 9 +) 
l ' intersezione dei semifiltri (~-, 9+), dove ~ percorre tu t t i  i filtri elementsl"i pifl 
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fini di ~-. Quindi dalla proposizione 3.5 segue che 1~ (3.11) sara dimostrata,  qualora 
si verifiehi cheF(gv-, g+) lira ] = mi l l / ' (8 - ,  g+) lira ] per  ogni funzione numerica ]. 

Poniamo b ~ _ F ( 9 v - , g + ) l i m ] .  Poich5 ( g v - , g + ) =  N (~-,9+),  da (1 .16)segue  che 

b = illf F(~- ,  g+) lim ]. Percib sia {~}~ una suceessione di filtri elementari  pifi fini 
8z~ 

di ~ ,  tali ehe b = i~f F(g~, 9+) l im/ .  Essendo 9V llll filtro ~ base numerabile,  esiste 

un filtro e lementare  ~o loifi fine di ~ e meno fine di ogni ~ .  Quindi da (~0, 9 +) c 
c (8~-, g+) si ot t iene / '(~o, g + ) l i m ] < F ( 8 ~ ,  g+) J im/  per ogni n. Pe rc ib  b ----/'(8o, 
g+) lira ]. Cosl si ~ verifieato quanto richiesto. 

l~er la seeonda par te  del teorem~ esibiamo questo esempio. 

EsEm, IO 3.6. - Sia 9V = g ---- 52 -~ A~ dove Av(0) 6 il filtro degli intorni di 
zero in X [0, 1]. Sia g: [0, 112-->R eosi definita 

2 -~ se 3n,  m e N t a l i  ehe x = 2 - ~ ( 1 - - 2 - ~ ) ,  0~<y~<2 -~ 

g(x, y) = 1 altrimenti  . 

Si ponga 8~ ~- {2-~(1 -- 2-~)}.. ]~ evidente che F(g  +, JT(0) +) lim g = 2-% Quindi 
0 = inf _F(g +, A~(0) +) lira g ~ / ' ( A ~  -,  A~ +) lira g, ill virtfi di (1.16) e (3.3). Per- 

g~d('(o) " 

cib dal lemma 3.4 l ' insieme ipo (g) non appartielle ~lla famiglia d'insiemi (3r 
/T(0) +, A~(0)-). Ora sia 8 il filtro e lementare  associato ad una qua]siasi sllecessione 
{x.}~c [0, 1] eonvergente  vero zero. Se esiste an numero natv_rale m tale the  l'in- 
sieme {x~: n e N }  (3 {2-~(1 -- 2-~): n e N }  sia infinito, si ha F(g  +, Ae(0) +) lira g > 2 - ~ ;  
a l t r imenti  risu]ta / ' (8  +, A~ +) lira g ~ 1. Quindi in rift/1 del lemma 3A l ' insieme 
ipo (g) appartielle alla famiglia d'insiemi (g+, 2~(0) +, /T(0)-)  per ogni filtro elemen- 
ta re  g pifi fine di Ao(0). In  conclusione si ~ dimostrato che ipo (g) r (Ae(0) - ,  2V(0) +, 
2r e ipo (g) e x ( 0 )  +, 0v(o)-). - 

D~I teorema 3.2 precedente e da (3.9), (3.10) si ottiene: 

(3.15) (5 - ,  g+, 52-) = N @ n {(Xn, y.,  

qualunque siano i filtri 9v~ g, JC a base numerabile;  mentre  esistono aleuni di questi  
filtri tall che: 

(3.16) (gv-, g§ 52-) # N U n {(x~, y~,z)}~.  

Queste due ult ime propriets  delimitano ]e possibilits di esprimere i semifiltri, ehe 
sono sostegni  di / '-limiti di De Giorgi, mediante  filtri elementaii .  Per  eselnpio se 
~-, g, 52, e sono filtri a base numerabile  le seguenti estensioni di propriet~ preee- 
denti  (vedi (3.1), (3.6) e (3.15)): (gv§ g-,  52+, e - ) =  U ~ U ~ {(x~, 
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~, ~, wo)}. e (5.§ 9-, ~§ c-) = U N U N {(~., ~., ~, w.)}~ . o .  solo 

Za decomposizione di un  semifiltro medi~nte filtri element~ri pifi ricca di con- 
sequenze e pifi generale ~ d~t~ dal seguente teorema. 

TEOlCE~A 3.7. - Sia 8-----{x~}, un ]iltro elementare e siano 5., 9, ~ dei filtri a 
base numerabile. Allora vale: 

(3.17) (~-, 5.-, 9+, ~ - )  = N ({(~, ~)}:, 9+, ~-) .  

Dnv~osT~• - Sia s un  insieme e s i a /~  la funzione definitu come nell'osser- 
vazione 3.3 (mutatis mut~,ndis). L' insieme s upp~rrtiene ud (8-, ~--, 9 +, ~ - )  se e 
solo se /~(~-, 5.-, g +) l i ra /o  > 0; mentre  ~ppartiene a]l'~ltra famiglia d'insiemi in- 
dic~ta in (3.17) s e e  solo se / ' ( { ( x ,  y.)}~-, 9 +) l im]~ > 0 per ogni sueeessione {y~). 
pi~ fine di ~-. Essendo (~-, 5--, g +) = ~ ({(x,, y.)}~-, 9+), da (1.16) segue che / ' (~ - ,  

97-, 9 +) l im ]~ = inf_F({(x,  y.)}[, 9+) l im/~;  percib la propriet~ (3.17) risulter~ver~ {v~}.~ 
se Si d imost ra  the l 'ugu~gl i~nza _F(8-, 5.-,  9+) l i ra /~  = 0 eoml)ort~ l~esistenza d i  un~ 
successione {yO}, 1)i~ fine di 5. tale che /'({(x,,, yO)}~-, g+) lira f~ ----- 0. Quindi sut)po- 
niamo che 2-'(~-, 9 7-, 9 +) lira ]a ~ inf inf  lin~inf s up,f~(x~, y . ,  z) -~ O. Cib significa 

{w}.~- V~ n-~ + co 
che per ogni numero naturale m esiste V~ e 9 e {y~'}, ~ 97 tali  che ogni insieme E(m) ----- 

m m ---- {n: SU~ ]~(x,, y~, Z) < l /m,  y. e ~} contiene infiniti elementi, dove {E~}~ 6 un 

base numerabile decrescente di 97. Ora scelto per ogni m un sottoinsieme infinito 
E'(m) di E(m) in modo tale che per egni coppiu di numeri  na.turali m, s distinti  si 
abbia E'(m) n E'(s) = O, b possibile ben definire una successione {yO}. ~ 5. tale ehe 
per ogni numero n~turale m e per ogni n ~ E'(m) si abbia o y - ~  y . .  Per questa suc- 
cessione si pab dimostrare quanto richiesto, cio6 /~({(x~, yO)}:, 9 + ) l i m ]  ~ = 0. Cosi 
si 6 conclusa lu dimostrazione. [] 

COROLLA~ZO 3.8. -- _Per ogni terna di /iltri 5., 9, Je a base nc~merabile si ha: 

(3.18) (N-,5.-,9+,Jc-)= N U N {(~,~.,y.,z.)}.; 

mentre esistono dei ]iltri a base n~merabile 5 ,  g, ~ tali ehe: 

(3.19) (N § ~- ,  9 § ~- )  # U U N {(*~, x., y., z.)}~. 
{z~}~:~ {~}~Dg {~.}~;~ 

DI~0STI~• -- La (3.18) ~ una diret ta  conseguenza del teorema precedente e 
della propriet~ (3.9). Per la (3.19), posto 5. = g = O~ -~ 2~(0), dove 2~(0) 6 il filtro 
degli intorni  di zero in [0, 1], si osserv~ che l ' insieme N•163 dove /2 ~ l'ipogr~fieo 
della funzione g dell'esempio 3.6, app~rtiene al semifiltro che compare nel seeondo 
membro della (3.19), ma non app~rtiene al semifiltro (N +, 5.-~ 9 § J~-). [] 
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i d a t t a n d o  la dimostruzione del teorem~ 3.7 si ot t iene 

TEOI~E2aA 3.9. - Sia g --  (x~}. un ]iltro elementare e siano :V, ~'z, ..., W~_ dei ]iltri 
a base numerabile. Allora 

,t'Z-- or l 0; Ic ~r 'tZr cr Ic (3.20) (~-, ~ - ,  ~ , . . . ,  ~ ) = f~ ( { ( ~ ,  v~)}:, 5~  , . . . ,  ~ ) 

2~er ogni sequenza ]inita di segni oh, . . . ,o~. [] 

Qaesto teorema un i t amen te  Ml'ovvia inclusione 

(3.21) (~-, ~+, ~ , . . . ,  ~ ) ~ @ ( { ( x ,  ~)}+, ~ ? ,  ..., ~;~) 

perme t t e  di precisare ed es tendere  al ca~so di pifi filtri le disuglmglianze (3.16) e 
(3.19). A ta l  scopo si ponga 

, ..., ~ ~ ~)}~, (3.22) (N ~o, ~-~, 5~ )~o~---- ext  ~ ... ext  ~ ext  -~o exV.{ (n ,x~ ,  ..., 

dove ~o, ~ ,  ..., ~ sono segni quMsiasi ed e x t - = N ,  ext+---=U. 
Allora risulta 

(3.23) (N-,  ~-~, ..., 3 ~ )scat (N ~0, a-,~, ~ S l ,  , ~ % ) c ( N  § . . . . . .  ... 5~z , . . . ,  3'~ )se~, 

per ogni sequenza finita di segni :r ~ ,  ..., aT~ e di filtri 3Tz, ..., Yk ~ basi numera-  
bili. Si noti  che le precedent i  inclnsioni sono in generMe proprie,  come risulta da 
(3.19) ; sono invece ugu~gli~nze solo in quei casi in eui ci si pub r icondm're alla (3.18), 
vedasi  per  esempio (3.7), (3.8), (3.9) e (3.10). 

Percib r im~ne uperto il problemo~ di determine.re decomposizioni sequenziali dei 
semifiltri (N ~~ 5-~% ..., Y~), quMora i filtri 5~, ..., ~% siano ~ b~si numer~bili .  In  
par t icolare  vi 6 quMche decomposizione sequenziMe di (N +, ~F~-, Y+, 5-~)? 

l%rse potr~nno essere di quMche utilit~ le seguenti osserva, zioni sull~ proposi- 
zione 3.5 e su unu propriet~ dei filtri a base numer~bile.  

OSSERVAZIO~E 3.10. -- Famiglie di semifiltri numerabilmente sature. 

La reMizzazione della propriet~ (3.13) involve una nozione di comp~ttezza della 
fumiglia di semifiltri {A~}~ su X. 

Sia ~ una  famigli~ di sottoinsiemi di X. Si dir~ che ~ b un  ricoprimento di {A~}~, 
se per ogni i esiste un  insieme B e ~ tale che B e A~: Posto A ---- N Ai, si dir~ che 

i 

(A~}~ b satura (risp. n~merabilmente satura) se d~ ogni suo r icopr imento (risp. nume- 

rabile) si pub es t rar re  un  numero  finito di insiemi BI~ . . . ,B~ tale che 0 B~e A, 
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Allora si pub dimostrare ehe {A~}~ 6 satura (risp. numerabi lmente satura) s e e  solo 
se per ogni filtro ~- (a base numerabile) risulta (A-, 5 - ) ~  (A~, 5 - ) .  

t 

~el l 'ambi to  dei filtri la nozione di fumiglia sutura 6 gi~ nota (vedi [13], teo- 
rema 1.1). 

Sis X ~mo spazio topologico e sia A~ il filtro degli intorni  di un punto i ~1 variare 
di i in un sue sottoinsieme K, ullora K 6 eompatto (o numerubilmente eompatto ) 
se e solo se {A~}~ 6 satura (o numerabi lmente  satura).  

Osserviamo inoltre che l 'ugugaglianza di (3.1~) si pub riscrivere nel seguente 
modo: [_J N (A:,  {/~}-) = ~  [-J (A:,  {F}-), dove :Y pereorre gli elementi di 5 .  Per 

cui l 'uguaglianza di (3.14) equivale a realizzare una posizione di seila per funzioni a 
valori nel reticolo dei semifiltri. [] 

OSS]~VAZI0~E 3.11. - Una ~ropriet5 dei ]iltri a base numerabile. 

~ella  dimostrazione del teorema 3.7 6 stata usata  una propriet~ dei filtri a base 
numerabile,  ehe ei aeeingiamo a enucleare. Sia 5 un filtro a base numerabile. I1 
semifiltro (N-, 5 - )  6 il prodot to  del filtro dei sottoinsiemi eofiniti d i  N con il ill- 
tro 5 .  Per  ogni numero naturale m sia g~ un filtr0 elementare 9ifi fine di (N-, 5 - ) ;  
eio6 g~ ~ {(nk, x~)}k per qualehe suecessione di natural i  {n~}~ eonvergente verso c~ e 
per qualehe suceessione {x~}~ pifi fine di 5 .  Allora si pub dimostrare che esiste una 
successione {zo}~ pifi fine di 5 tale che {(n, x~)}~ c g~ per ogni m. Un filtro avente 
questa Tropriet~ di densitd e verificante la seguente proprietd di satq~razione: <(la 
famiglia dei suoi filtri elementari  6 numerabi lmente  satura ~>, 6 un filtro a base nu- 
merabile ? [] 

O s s E ~ v i z I o ~  3.12. - Sis 5 un filtro a base numerabile.  Siano A, A~ semifiltri 
su X. Consideriamo le seguenti relazieni: 

(3.24) Y(A- ,  5 - )  l im = inf F(AT, 5 - )  lira per ogni 5 
i 

(3.25) /~(A-, 5 +) lira = supF(A~, 5 +) lira per ogni 5 .  
i 

In  virtfi della proposizione 3.5, la (3.24) vale su ogni reticolo completamente distri- 
but ive se e solo se vale (3.13). Mentre la (3.25) vale s e e  solo se 

(3.26) l iminf~ f = max liminf~, J per ogni ]: X -> R .  
i 

Cib signifiea ehe ricercare modi diversi di esprimere F-limiti  di funzioni di due (o 
d i n - ~  1) variabili ~ vMori in un qualsiasi retieolo completamente distributive 
(vedi (3.24) e (3.25)) 6 possedere suffieienti informazioni sul raggiungimento di par- 
ticolari estremizzazioni r iguardant i  i F-limiti  di funzioni numeriehe d i u n a  (o di n) 
variabili  (vedi (3.13) e (3.26)). Questa 6 stata l 'idea eonduttr iee seguita helle dime- 
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strszioni  dei t eoremi  3.2 e 3.7, e, forse, 6 pure  una  buona idea per  la risoluzione del 
problems sper to  sceenna to  sopra. [] 

4. - F-limiti  sequenziali. 

In  [8] E. DE GIonGI e T. !~RA~ZO~ in t roducono i /~-limiti di successioni di fun- 
zioni ~umeriche di una  v~ri~bile~ dsndone  le espressioni sequenzi~li (vedi teore- 
ms  3.1 [8]), quslor~ gli spszi topologici in gioco sisno metr ici  o, pifi generalmente,  
soddisfino il 1 ~ ussioma di numerabili t~.  Success iwmente  con l ' introduzione di DE 
G~oRm in [6] dei /~-limiti di funzioni numeriche di pifi variubili, G. B~;~AZZO d~ 
le espressioni sequenziali dei /Mimit i  di funzioni di due v~ri~bili (vedi teore- 
ma 3.3 [2]). Unu riformul~zione dei sudde~ti t eoremi  di De Giorgi, F r snzon i  e di 
But tazzo  6 lu seguente.  

T E O R E ~  4.1 (DE G~oR6I, I~RA1;Z0~ [8]). - .Per ogni filtro g su Y a base nume- 
rabile e per ogni /gnzione ]: N •  Y - ~ R  vatgono: 

(4.1) F ( N - ,  g-) l im J = rain l iminf ](n, y~) 

(4.2) F ( N  +, g-)  lira ] ~ min l imsup/(n,  y~). ! 

TEOR~A 4.2 (BUTTAZZ0 [2]). - Per ogni eoppia di fittri 5;, g a basi n~tmerabili, 
rispettivamente, s~ X e sq~ Y e per ogni ]q~nzione ]: X • Y --~ R valgono: 

(4.3) / ' (5  ~-, g-) l im ] = rain rain l iminf  ](x~, y.) 

(4.4) F(S r+, g-) l im f : max  min l i m s u p / ( x , ,  yn). ! 

In  [16] estendendo 1~ definizione di F-l imite  slle eonvergenze pseudotopologiehe, 
G. MOSCAgrELLO propone una definizione di (( F-l imiti  sequenzisli  )> equivalente s 
quella di De Giorgi, Franzoni  per  sueeessioni di funzioni di una va.risbile (vedi 
prop. 1.7 [16]), ma non equivs lente  a quells di De Giorgi per funzioni di due vsr i s -  
bili, come si mos t r s  nel seguente esempio. 

ESE~cn)Io 4.3. - Sis /2 un sot toinsieme di [0,1] 5 definito da [2-~ {(x~, y~): t e 
e [0, 1) e n, m e N}, dove x~ = 2-n(1 -- t/2) e dove la successione {y:}~ al var i s re  
di t deserive in msn ie r s  univoes  tu t t e  le suecessioni in [0, 1] convergenti  verso zero 
(questo 6 possibile perch6 la esrdinali t~ de]l ' insieme di t u t t e  queste successioni 
quells del eontinuo). Allors il F-l imite di De Giorgi /'(3W(0) +, oV(0)-)lim gz, dove 
~ ( 0 )  6 il filtro degli in torni  di zero in [0, 1], 6 uguule a zero; ment re  il _F-limite di 
Yosesriel lo / ' ( F  +, F - )  lira Z~, dove F 6 1s famlgli~ dei filtri e lementar i  su [0, 1] pifi 
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fini di JV(0), 5 uguale ad uno (vedi (2.18)). In  altre parole si ~ verificato che il so- 
stegno (~W(0) +, ~?(0)-) del F-limite di De Giorgi ~ diverso dal sostegno ~ (A'(0) +, 
8-) del F-limite di 1V[oscariello. [] a~(0) 

In  [3] G. Bv~Azzo  e G. DAT, ~ASO propongono una diversa definizione di (~ _F-li- 
mite sequenziale ~) di successioni di funzioni numeriche di pifi variabili. 

l~iformuliamo la definizione data  in [3] solo per filtri a base numerabile (i qnali 
possono essere i filtri degli intorni  di qualche punto di uno spazio topologico con 
il 1 ~ assioma di numerabiliti~). 

Iffelle definizioni e negli enuneiati  she seguono con Z si indicher~ sempre un re- 
tieolo eompletamente distribntivo~ per esempio: la re t ta  estesa R,  il reticolo delle 
pa t t i  di un  insiem% quello dei semifiltri .... 

Siano 3v~, .... , 3 ~  dei filtri a basi numerabili ,  r ispett ivament% sn X~  ..., X~; e 
sin /:  N • 2 1 5 2 1 5  una qualsiasi funzione. Siano go~g~ . . . ~  segni qual- 
siasi. Si pone: 

F, oa(N ~o, :~1~-~', ..., 3 k ) l im / = ext ~, ... ext  ~ ext -~, ext  ~o/(n, x~,l ... , x~) . 

Contrar iamente alle aspettat ive (vedi nora 2.1 in [3] e fine del w 1 in [10]) la  
definizione di F-limite sequenziale, proposta in [3], non ~ in generale equivalente a 
qnella data  da DE GIo~GI in [6] nel easo di spazi topologici verificanti il 1 ~ assioma 
di numerabili t~.  

I F~e~-limiti sono limitoidi. I1 loro sostegno ~ la famiglia di insiemi (N ~~ ~ '  3'1 ~ " " ~  

�9 " ,  ~-k )seq definita in (3.22). Quindi da (3.23) segue: 

TEo~E)~A 4.4. - Per ogni /~nzione /: N • 2 1 5  •  valgono le disugua- 
glianze 

(4.5) Fse~(N- , 5;~', ..., 5~; ~) l i m / < F ( N - ,  5;~ ~, ..., 5"; ~) l i r a / <  

</~(N § ~-~', ..., 5-; ~) l i ra /<Fseq(N +, 3~1'~', ..., 5: k ) h m  / 

qualunque siano i segni ~i, ...7 ~ e i /iltri '~1, ..., :Tk a basi numerabile, rispettiva- 
mente~ 8u XI ,  ..., Xk.  [] 

Dal eorollario 3.8 segue 

TEORE~A 4.5. -- Per ogni terna di /iltri ~-, 9, JC a basi numerabili si ha: 

(4.6) _F(N-, Y-,  9 +, 3s lira = I~se~(N - ,  5;-, ~+, 3s l im; 

mentre esistono dei /iltri ~'~ 9, ~ a basi numerabili tall che: 

(4.7) /~(N+, ~--~ g+, 3E-) l im # /~eq(N § ~--, ~+, 3e-) l i ra .  !! 
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D u n q u e  pe r  k > 4 ,  quah lnque  s iano i segni  :t0, zq es is tono dei f i l tr i  37~, ..., 37~ a 
b~si numerab i l i  ed  es is tono dei segni  ~ ,  ... , a~ tul i  che T'(N ~~ : ~ ,  :~u~*,..., :~-~) l ira =# 

r~o~(~r ~o, 37?, ~-;~, ..., 37;~)~im. 
~Tel ca so ehe /c  = i o k = 2 si ha  uguagli~nz~ f r a  Fse~-limiti e F- l imi t i ;  p e r / c  ~ 1 

si ved~ il t e o r e m a  3.1; pe r  lc ~ 2 si veda  (3.7), (3.8), (3.9) e (3.10). 
~Tel caso di f l lnzioni  n u m e r i c h e  espress ioni  pifl comple te  dei  / ' - l imi t i  m e d i a n t e  

successioni  sono o t ten ib i l i  d~l l 'uppl ieazione r i pe tu tu  della seguente  propos iz ione;  lu 
cui d imos t r az ione  ~ un ' impl icaz ione  del t e o r e m a  3.9 e di qu~nto  lo segue, in v i r t f l  
della p ropos iz ione  3.5. 

Pt~oPoslzlO~E 4.6. - ~ia ~ -~ (x .} ,  un filtro elementare su X e siano, ~ ,  37~, ..., 37~ 

dei ]iltri a basi numerabili su Y,  Xz ,  ..., X~.  Allora per ogni funzione ]: X X : Y x X ~ x  
X.. .  X X~ --> ~ si ha 

(4.8) /'({xn}~- , 37-, 37; ', ..., 37;'~ l ira ] = mi~l N({(x~, y~)}~-, :~,~, ..., 37~) lira ] 

qualqtnque siano i seg~i o:~, ..., o:~. Se inoltre oh>~o:~>~ . . . > ~  si ha 

r  k (4.9) /'({x,}~-, 37+, ~-~',, ..., 2~ ) l i m ]  : sup / ' ({ (x , ,  y,)}~-, : ~ . ,  ..., ~-~) l i m ]  . 

I n  quest'~ltima ,~guaglianza si p~5 cambiare il (( sup ~) in (~ m a x  )) se ~ . . . . .  c~ ~ ~ ; 

in caso contrario si possono scegliere i filtri e la ]~nzione in modo che il (( sup ~) non 
sia raggi~nto. [] 

57tlove i n fo rmaz ion i  sulle espress ioni  sequenzia l i  dei  / ' - l imit i ,  ehe ne d e r i w n o ,  
sono da te  ne i  seguent i  ~eoremi.  

TEOI~E~A 4.7. - Siano ~ ,  g dei ]iltri a basi numerabi~i su X e su Y.  Allora per 
ogni ]unzionv ]: N X X x Y --+ R risulta 

(4.10) 

(4.~1) 

F ( N  +, ~+, g- )  l i m ]  ~ m~x  rain l imsup] (n ,  x . ,  y~) 
{~}~- {v~}~g n~+ co 

F ( N - ,  37+, g - ) l i r a  J =  sup min  l iminf  J(n ,x~,y~);  

in quesPultima uguaglianza il (( sup ~) pub non essere raggiunto. [] 

TEOl~]~A 4.8. - Siano ~ ,  g, Jr dei ]iltri a basi n~tmerabili su X ,  Y ,  Z. Allora 
per ogni ]unzione ]: N X X X Y X Z --> R risulta : 

(4.12) ]- ' (N-,  37-, g+, Jr l ira f = rain sup rain l iminf  ](n, x . ,  Yn, z~). i 

Ora  vog l i amo p rec i sa re  meglio 1~ nov i t~  del t e o r e m a  4.7. Anz i tu t t o  cons ider iamo 
il s eguen te  esempio  che c o n f e r m a  che il (( sup ~) che c o m p a r e  in (4.11) pub  non  essere  
r agg iun to .  
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E s ~ e ~ o  4.9. - Sis [: N •  [0, 1] • [O, 1] -+ R, definitu du [(n, x, y) = ~ g(x, y), 
dove g ~ la funzione costruita nell 'esempio 3.6. Allora si h~ 

(4.13) 

e 

(~.~) 

/~(N-, 2r +, A~ -) l im [ = 0 

min {liminf [(n, x~,, y~): {y.}.c [0, 1] converge verso O} < O 
n - ~  + co 

per ogni successione {x.}~c [O, 1] convergente verso O. Inf~t t i ,  tenendo conto di 
quanto si ~ visto nell 'esempio 3.6 a proposito della funzione g, si ott iene [ ' (N- ,  
A~(0) § Ae(0) -)  l im ] = -- F(A~(0) -, JT(O) +) lim g = 0 e min {liminf ](n, x~, y~): {y,}~ c 

c [0, 1] converge verso 0} = - - / ' ( {x  } +, 2T(0) +) lira g < 0. .. 
Diversamente ds quanto si afferma nel teorem~ 4.7, I t .  A~o~yc~ e R. WE~s 

affermano the in (4.11) il <~ sup ~> 6 raggiunto (vedi proposizione 4.35 in [1]) : questo 
equivarrebbe sd  ammet te re  che in (4.7) vale Fuguaglianza quslunque si~mo i filtri a 
bsse numersbile .  

I1 fa t to  ehe in (4.10) si abbi~ un (~ max ~ invece che solamen~e nn (( sup ~, non 
inessenziale: permet te  di avere l 'nguaglianza (4.12). ~o t iumo eh% sempre in [1], si 
pub t rovare  uns  formuls  simile alla (4.10) con il (( sup ~) al posto del (~ max  ~. 

Usando la proposizione 4.35 di [1], in [~] (err. prop. 1) e in [5] (cfr. s 2.2) 
si afferms ehe, nel ease di filtri 37, 9 s base numerabile,  le ugusglianze ~( c = / ' ( N - ,  
37§ 8-) l im ] = F ( N  § 37§ ~--) lira ] ~) comportano le seguenti relszicni: 

(a) V{X.}.D 37, 3{y.}.b g: l imsup ](n, x . ,  y . ) < c ;  
~t---> + co 

(b) 3{x.}.~ 37, V{y~}.D g: l iminf ](n, x , ,  y,,)>~e. 
~t--> + co 

Cib in generale non ~ del tu t to  evidente. In fa t t i  per lu funzione ], dell'esempio 
precedente, risults _F(N-~ 37+, 8-) l im ] = Y'(N § 37§ 8-) lira ] = 0, dove 37 = g 
----- 3~(0); mentre  la (b) non ~ verifiests.  

~ e d i s n t e  la funzione g dell 'esempio 3.6 si pub rilevare un insespettuto incon- 
veniente dei / ' - l imiti  sequenziali r ispetto ai F-limiti  di De Giorgi; cio~ pub ~ccu- 
dere che un / '- l imite sequenzisle di uns  funziene dipendu dalla vurisbile nutursle  
senza e h e l a  funzione dipenda. Infa t t i ,  denotata  con XN• lu fnnzione curstterist ics 
delPinsieme N• dove ~ ~ il sottogr~fico di g, risultu 

0 = Fseq(N- , 3 7-, 37+, 37-) lira ZN•162 T's,~( N+, 37-, 37+, 37-) lira ZN• = 1 

dove 37----- AP(O). 
Concludiamo questo puragrafo con due esempi; il primo rigu~rda e rafforza al- 

cuni lemmi di diugonalizzszione presenti  in [1], il seeondo d~ un'espressione se- 
quenziale di un T'-limite insolito per 1~ le t ters tura  usu~le. 
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ESEM~'I0 4.10. - Lemmi di diagonalizzazione. 

Sie ~ un  filtro u base numerabi le  su un  insieme X e si~ ] una  funzione nume- 
r ice definite su N •  Sost i tuendo in (2.12) e in (2.13) le famiglie d ' insiemi A e $ ,  
che ivi compMono, con il filtro dei cofiniti su fir e con ~ ,  si ot t iene che esistono due 
successioni {x,~}~, {y~}~ pifi fini di ~- ta l i  che: 

(4.15) l iminf (liminf ](% x)) > l im in f  ](n, x,~) 
x , , . ~  q/---* + oo n- -+  + r 

(4.16) l imsu P (liminf ](n, x)) < l imin f  ](n, y,~), 

in virtfi  del teorem~ 4.1 di De Giorgi, Frenzoni .  Se in queste disuguaglianze si sce- 
glie~ come filtro ~-, il filtro dei eofiniti sulFinsieme dei natnral i ,  Mlera si pub osser- 
w r e  an  ref forzamento  del l emma A.1 di ATTovc~, WE~s [1]. Questi  in [1] presen- 
teno  Mtri lemmi di diegonMizzuzione, d imostre t i  per via di re t te ,  ma dimostrebil i  
via il t eo reme  di De Giorgi, Franzoni  prendendo su X il filtro {X} o, in e l t re  parole,  
eonsiderando su X le topologie che ha ceme unico aper to  Pinsieme X. [] 

ESEMPIO 4.11. - S i e  X uno spazio topologico ed Xo un  sue punto.  Sie / una  fun- 
zione definite su N •  e e valor i  in R o, pifl in generMe, in un  reticolo complete- 
mente  dis tr ibut ive.  Suplooni~mo che il filtro ~- degli in torni  di xo sie e base nume- 
rebile.  Allora delia definizione di F-l imite risnlta 

F(N +, 57#-) l im f = sup_ l imsup in f / (n ,  x).  
X o e A  ~ + co x e A  

J2espressione sequenziMe di questo/~-l imite 6 sup inf limsup](k, x~), in virtfi  del 
xn-->Xo n~--> § c~ k--> + c~ 

t eo reme  3.1. [] 

5. - K- l imit i  dl epi e ipografici e ]~-limiti di funzioni  numeriche .  

L'uso della nozione di (( sostegno di un  l imite ~ pe rme t t e  di descrivere Mcune 
propriet~ dei F-l imiti  in te rmini  delFepi- e delFipografico della funzione su cui agisce 
il _F-limite con il duplice venteggio  di unificere una  gran variet~ di teoremi  gi~ noti  
(vedi [lJ, [2], [9] e [11]) e di o t t enere  informazioni  sugli epi- e ipografici di u n / ' - l i -  
mite,  quelunque sieno i segni che in tervengono nella definizione del /~-limite. Lo 
s t rumento  per o t tenere  le snddet te  propr ie t~ 6 costituito dM K-limit i  in t rodot t i  da 
DE GIoRGI in [8] (chiameti  (~ G-limiti ~ in [8] o (~ K-l imit i  ~) in [18]). 

Sie A un~ base di semifiltro definite su X. Siano (Y, ~), (Z, a) due spazi topo- 
logici, i cui sistemi di in torni  sono indicati  con 2V~ e d~,. Sie E c X •  : F •  e 
E ' c  Y •  si pone 

K ( A - ;  T ~, aP) lira E --~ E '  

se / ' (A- ,  ~ ,  a~)lim Z~--Z~' ;  Pinsieme E '  5 det to,  in breve,  K-limite di E. 
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Un pq~nto (x, y) appartiene a K(  A.-; ~ a ~) lira E see solo se E ~ ( A-~29 ~(x) ~, 2~'~(y)~). 

T ~ . o R ~  5.1. - K-limiti  di epigra]ici. 
~ia ]: X • ~ --> R una qq~alsiasi ]unzione. Allora q;algono te seguenli ~guaglianze 

q~alq~nque sia il svgno o:: 

(5.1) K ( A - ;  ~ ,  v+) lira epi (]) = epi (T'(A § ~-~) l im ]) 

(5.2) K ( A - ;  ~ ,  v-) lira epi (~) = e p i  (F(A § z-~) lira ]) U 

j ~  ~ [] 

TEO~E~X 5.2. - K-limiti  di ipogra]ici. 
~ia ]: X • Y --~ R una q~alsiasi ]unzione. Allora valgono le seguenti uguaglianze 

qualunque sia il segno ~: 

(5.3) K ( A - ;  ~ ,  v+) lira ipo (]) ----- ipo (F(A-,  ~ )  lira ~) 

(5.4) K ( A - ;  T ~, v-) lira ipo (1) -~ ip% (F(A-, T @) lim ]) U 

U {(y, + oo) ~ ~ x ~ :  e~is~e ~ e (~-,  x 3 ~ ) 5  ~o~ ]l, = + oo}. [] 

Altre espressioni dei K-limiti  di epi e ip0gTafici sono ottenibili  mediante  il se- 
guente $eorema: 

TEO~ENA 5.3. - K-limit i  di insiemi. 
Nia B c X X ~ X Z ~n sottoinsieme qualsiasi. Allora valgono: 

(5.5) 

(5.6) 

(5.7) 

(5.s) 

K ( A - ;  ~+, a +) lira E : n cl,• U E(x)) 

K ( A - ;  .~-, a - ) l i m E  = U int~• r] E(x)) 
A e ~  xeA 

~(K{a-; ~ ,  a+)lira E)(y.) = N e l  ( U E(~, y)) 

( K ( A - ; z ~ , a - ) l i m E ) ( Y o )  = U i n t , (  N ~,(x,y)). []  

La preferenza accordata nei teoremi precedenti  agli si0azi topologici ~ giustifi- 
cata solo dal  fa t to  che sol i tamente nella le t tera tura  sui/~-limiti  sono usate le topo- 
logie. In  reult~ i snddet t i  teoremi  continuano a valere qualora si sostituisc~ la topo- 
logia ~ su an  insieme ~r con un selettore ~1~: Y - ~ b s f  I r. In  tal  caso si dovr~ porre 
per ogni insieme A c Y: e l ~ A  _ {y e ~ :  A e ~(y)#} e i n t ~ A  --  e l ~  (A) -~ {y e Y: 
esiste Ve ~(~(y) tale che Vc A} ( - ~  (cl~(A~ ~ dove (i ~ # l~operatore del complemen- 
tare  in 17). ~Totiamo che se ~ ~ il sistemu degli intorni di una topologia ~ sa 17, 
alloru el M-~ cl~ e i n t ~ - - - - i n t .  
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Osserviamo pure che ogni catena completa pub svolgere lo stesso ruolo di R nei 
teoremi 5.1, 5.2. In  altre parol% se con v si in tende l 'usuale topologia di una catena 
eomplet% allora per ogni funz ione / ,  ~ w l o r i  in essa, continuano ~ valere le propriet~ 
(5.1), (5.3) e, mutat is  mutandis  (vedi il l emma 5.4), la (5.2), (5.4). 

I teoremi precedenti  permet tono di esprime~e in termini  di K-limiti,  o in termini  
di l imiti  inferiori o superiori (calcolati nel reticolo eompleto - -  ma non completa- 
mente  distributivo ~ degli insiemi ehiusi dello spazio topologico in questione) gli 
epi e ipografiei di un  quals ias i / ' - l imite .  Si ottengono cosi estensioni di diversi teo- 
remi;  Yedi 1.12 in [2], 1.21 in [9], 4.6 in [11] e 4.17, 4.32 in [1]. 

Inol t re  osserviamo che mediante  la ~ormula 

K ( A v ;  ~ ,  a ~) l im E = (K(A-7; v -~, a -~) l im (E~)) ~ , 

d~i teoremi 5.1 e 5.2 ~ possibile calcol~re i K-l imit i  degli epi-  e ipo -grafici di una 
qualsiasi funzione numerica.  ~o t i amo che si pone ep i  (f) ---- (ipo (/))~ = {(z, t):/(z) < t} 

e ip% (/) = (epi (/))~= {(~, t) l(z) > t}. 
Z~ dimostrazione dei precedenti  teoremi segue di re t tumente  d~i seguenti due 

lemmi;  pifi es~t tamente i teoremi 5.1 e 5.2 seguono dal lemma 5.r mentre  il teo- 
remu 5.3 segue d~l lemm~ 5.5. 

L V , ~ A  5.4. - S ia  ~ u n  semifiltro su un  ins ieme 8. S ia  C una  eatena completa e v 

la topologia degli intervalli  su C; siano g una  funzione de]inita su X a valori in  Z e t 

u n  elemento di G. Allora valgono: 

(5.9) epi (g) e (3t-, A~(t) +) <=:> limsup31 g~<t 

(5.10) ipo (g) e ( ~ - ,  5',(t) +) <=> l iminf~ g~>t 

(5.11) se [t, lo] non ~ aperto per v: 

epi (g) e ( ~ - ,  2r (t)-) ~:> l imsupa ~ g < t 

(5.12) se It, lo] ~ aperto :per v: 

epi (g) ~ ( ~5-, 2~ (t)-) r esiste A ~ ~ tale che g]~ <~ t 

(5.13) se [0c, t] non ~ aperto per ~,: 

ipo (g) e ( $ - ,  A~(t) -) r l iminf$  g > t 

(5.14) se [0v, t] ~ aperto per  v: 

ipo (g) e (~5-, A~(t) -) r esiste A ~ :B tale ehe g]~>t .  [] 

ZE~:~A 5.5. - Sia  3~ ~tn semi]iltro su un  ins ieme S e ~ :  Y-->bsf Y un  selettore. 

6 - . d n n a Z i  d i  M a t e m a t i c a  
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Al lora valgono le seguenti equivalenze per  ogni E c S • Y e y ~ Y :  

(5.15) 

(5.16) 

E e c a  e N ( U 
Ae,~# sea  

E e ( ~ - ,  2~(y)-) <=> y e U i n t ~  ( ~ E(s)). 
A e,~ seA 

[] 

Diamo un saggio della semplicit~ delle dimostrazioni  dei teoremi  precedenti .  

Pe r  esempio si vuol  verificare la propriet~ (5.1). Alloru un punto  (y, t ) e K ( A - ;  ~ ,  
v+) limel0i (]) s e e  solo se epi ( ] ) e  (A-,  A~,(y) ~, Ae,(t)+). Percib da (5.9) e (2.10) si 
o t t iene che (y, t ) e K ( A - ;  ~ ,  ~+)lim epi (]) se e solo se 

/ ' ( A  +, J~(y)-~) lira ] = limsup(A-,Xo(~) o ] < t .  

Da cui si o t t iene quanto si voleva d imos t ra re .  
Anulogamente a quunto visto sopra possono essere definiti i K-limiti  de1 tipo 

(~ K ( A - ;  ~1 , ~ , ' " ,  ~ ) l ira ,), quando A ~ una  base di semifiltro su X e le ~ sono 
topologie su X~. In  ta l  caso si ha che per ogni insieme E c X • X~ • •  • X~ e 
per ogni punto  (x~, x~, ... ,  x~) e X~ • X~ • ... • X~ risult~: 

(x~, . . . ,  xk) e K ( A - ;  ~ 7:: k) l ira  E <::> E e (A- ,  3~ (x~) ~, , AP~(x~) ~) T 1 ~...~ . . . .  

cr c~B I K-l imit i  del t ipo (( K ( A ~  l, ..., A~v~; ~ i ,  ..., Tk ) l im ~> sono riconducibili  ai prece- 

denti,  ponendo A = (A~ ', ..., A~). 
Similmente si possono definire i K-l imit i  del tipo (( Kc . . . .  , - - ,  T~, ..., rk ) lira ~). Allora 

se E 6 un  sottoinsieme di X~x. . .  •  ed (x~, ..., x~) un  punto  di X~• •  si ha 

che 

(Xl ,  . . . ,  Xk) e J ~ ( - -  ; T1 , . . .  , T k ) l i m e  c a  E e  (3ff i(x~) ~, ..., Ar ~(xk) ~) . 

Pe r  ogni tipo di K-l imite  cont inuano u valere  teoremi  an~loghi ai precedenti .  

Pe r  esempio:  

~, ... ~ v + ) l i m i p o ( f ) = i p o ( F ( ~ i  ~, ,T~ ~) l imJ) ,  (5.17) K( - - ;  ~1 , ~ r~ , "'" 

~1 ~ ~+) lim epi (]) = epi (F(w~ -~,  , 7 [  ~) lira ] ) .  (5.18) K( - - ;  ~ , . . . ,  ~k, "" 

Vale pure  questa relazione t ra  K-l imit i  di diverso til~o: 

(5.19) ~ ... ~ . . . . .  r~ ~ ) l i m E ) ( x l , . . . , x ) - -  ( K ( - - ;  T 1 , , gs  , 1~s+l,  " ' ' ,  

_-- K ( A e l ( x , )  ~1, . . . ,  AP 8(xy ' ;  Ts+l, . . . .  ..., V~ ~) lira (E(x~, ... ,  x~)) . 

OSSV,~VAZIO~E 5.6. -- L ' appa r t enenza  di un ])unto a un K-limite di un insieme E 
espressa mediante  Pappar tenenza  di E al sostegno del / ' - l imite corrispondente.  
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D ~ l t r ~  p ~ r t e  n e l  w 3 si ~ v i s t o  t h e  in  a l c u n i  c~si  si pub  d e c e m p o r r e  i l  sos tegno  d i  

u n  F - i i m i t e  m e d i a n t e  f i l t r i  e l e m e n t a r i .  Q u i n d i  qua.ndo ~ ,  ...~ v~ sono t o p o l o g i e  ve -  

r i f i c~n t i  i l  p r i m o  ~ss iom~ di  n u m e r a b i l i t a  si p o t r ~  in  a l cun i  c~si  d~re  un~  ca~r~tte- 

r i zz~z ione  sequenz i~ le  d e l P ~ p p ~ r t e n e n z a  di  u n  p u n t o  ~d u n  K - l i m i t e .  [] 
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