Sulla regolarita della soluzione
di un problema variazionale (*) (**).

A. M. Rossr - P. SAMBUCETT (Genova)

Summary. — In this paper we study some regularity properties of a solution of a variational
problem connected with a free boundary problem.

Introduzione.

Questo lavoro & nato dall’esigenza di uno studio pit approfondito delle proprieta
della soluzione di un problema variazionale cosi formulabile:

dato £ aperto, limitato, connesso, regolare di R» I',c 82, A chiuso di £, si
tratta di determinare we M(Q, A, I, 0), a(u, f) + I(4,f) = 0 per ogni fe M(L2, A,
I, 0), ove a & una forma bilineare definita su M(Q, 2, Iy, p,), po€ H-*(Q), M(2, A,
Iy, po) ={uecHY*(2): u=0 q.0. in ONAN N, u=p, su I, nel senso delle tracce},
ed [ & un funzionale lineare che gode di determinate proprieta.
~ Tale studio ¢ molto utilizzato in [RS] dove viene esaminata la generalizzazione
matematica di un problema di frontiera libera gunale quello della filtrazione del-
Pacqua in un materiale poroso, problema che & stato affrontato da molti studiosi,
in particolare H. W. Avt [A], C. BaroccHt [B] e A. FRIEDMAN [F].
In questo lavoro dapprima si caratterizzano gli spazi M(Q, 4, I, p,) ¢ H-*(Q)
(§ 0), quindi, trovata esistenza di una soluzione del problema variazionale su espo-
sto (teor. 1.2 e sue conseguenze), si danno nel § 1 varie proprietd di regolarita di
tale soluzione.

Desideriamo ringraziare il Prof. J. P. CEocon1 ed il Prof. M. CHICCO con i quali
abbiamo digseusso i risultati del presente lavoro.

0. — Notazioni e preliminari.

Nel corso del lavoro, se £ & un aperto di R* con frontiera lipschitziana (nel
senso della def. 1.3, cap. 1 di [N]), intenderemo, a meno di esplicita menzione, che
ogni uguaglianza tra funzioni di HL2(Q) su sottoinsiemi di frontiera jregolari 6 in-
tesa come ugnaglianza delle rispettive tracce.

(*) Entrata in Redazione il 30 giugno 1983.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito dell’Istituto per la Matematica Applicata del C.N.R.
presso I'Universita di Genova. '
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Analogamente negli integrali su frontiera le funzioni vanno intese nel senso delle
tracce.

Per ogni » e H-*({2) indicheremo con ¢;% la derivata rispetto alla j-esima varia-
bile nel senso delle distribuzioni, con-Vu = (8, ..., 3,%) ¢ con

f=suppf={weQ: f(x)~ 0} per ogni feEHR).

Se y e R" e 4 & un chiuso di R, la distanza d(y, 4) sard cosi definita: d(y, 4) =
=inf {|# — y|, € 4} e analogamente se B & un altro chiuso di R~ d(4, B) =
= int {d(y, A), y € B}.

0.1. DEFINIZIONE. ~ Siano £ un aperto di R», #>2, con frontiera 990 lipschit-
ziana, F un chiuso di Re, I'c 9D, I' chinso e v € H12(D). Definiamo:

MO, F,I'v) ={uweH>D): u=0 qo. in NFND,u=0vsul},
MO, F, I, v) = {ue M(D, F, I',v): >0 q.0. in O} .

0.2. OSSERVAZIONE. — Notiamo che M(D, F, I', v) e M*(D, F, I', v) risultano sot-
toinsiemi chinsi e convessi di H%(D). Inoltre, se M(O, F, I, v}~ 0 si ha che v =0
su INF. L

Infatti sia p € M(D, F,-I,v), allora p = 0 q.0.”in ONFN O > ON\F. Sia quindi
we I'\T; esiste 6 € R, tale che (8(z, 6) N D) N F = §, allora p = 0 in 8(z, §) N O;
ma, poiche ¢ & lipschitziana, si ha che p ha traccia nulla su N\ F, quindi v =0

su INF.

0.3. DEFINIZIONE. — Siano © come in 0.1, B un sottoinsieme compatto di ©
1<p < n. Definiamo:

(0.3.1.) P — capgy B = inf {|f|2usg,: F€CUD), f>1 in B}
(0.3.2.) p — cap B = inf {|V/|%gn: f € CR™), f>1 in B}.
0.4. OSSERVAZIONE. — Le definizioni (0.3.1.) e (0.3.2.) non sono sempre equi-

valenti (proposizione in appendice di [C II]), tuttavia se O & come in 0.1 (lemma 1
di [C II]) esistono due costanti K,(n,p, D) e Ky(n, p, O) tali che:

K(n, p, D) capg B <cap B<Kyln, p, O) capg B .

0.5. DEFINIZIONE. — Sia ¢ R, j,: R*— R cosi definita:

(0.5.1) i(@) ={ ke exp (e2/(lofe—e2))  se |a|<e

0 se [m|>s

ove k, = (fexp (e2/(jo]2— e2)) dw)‘l.

§(0,¢)



A. M. Rosst - P. SaMBUcETT: Sulla regolarita della soluzione, ece. 43

Ovviamente j, € €7 (R") e j.c {we R": [v|<ée}.

0.6. DEFINIZIONE. — Sia fe L?(D), 1<p < -+ oo, £ aperto limitato di R» Per
ogni e R sia j, % f: © — R cosi definita:

2) =i~ ity ay

Risulta che j x f € €7 (R") per ogni e R ; se ¢ — 0, j_* f converge ad f in L#(D)
e [de% fllowy < Il ooy

0.7. TEOREMA, — Siano £ un aperto limitato, connesso di R* (n>2) con fron-
tiera 0O lipschitziana (def. 1.3, eap. 1 di [N]), I'c D, I' chiuso e tale che 2 —
— capg (L' (2O\J")) = 0. Allora se u € H*(©) & nulla su I nel senso delle tracce,
# =0 su I" nel senso di H%(D).

DIMOSTRAZIONE. — Sia p € €7 (R") tale che v N (3O\J") = #, allora, in quanto
w € H-3(D), yu € H-*(D). Mostriamo che y;ueﬁ;’z(g). Poiché u ha traccia nulla
su I, esiste una successione (u,),.y tale che u; € CHD), w;—u in HH2(D) e u;—0
in L#(I"), allora la successione (yu,),.yCEYD), essendo nulla su 3O\I" e tale che
wpu; — 0 in L¥(I"), soddisfa: yu;— 0 in L%(2D).

Quindi dal fatto che yu; — ypu in H-¥(D), dalle considerazioni precedenti segue
che yu e H*(D).

Sia a questo punto 4,= {r € R*: yp(r) = 1}; mostriamo che # = 0 su 4,N " nel
gengo di HL-2(D).

Poiché ypu e Hy*(D) e pertanto & nulla nel senso di HV¥(D) su 90234 ,N I'e
u = (u — yu) + ypu, & sufficiente mostrare che (u— yu) =0 su A, N I" nel senso
di H%3(D).

Ma, per quanto visto, #;— pu,;e E! (D), — ya; —> 4 — pu in HL(DO), u,— pu; = 0
in 4,nD24,n T, quindi % — yu =0 su A N I nel senso di HY? (Q)

Per ogni #€ '\ (0O\.]"), sia 6, = d(z, (99\]’)) Allora {8(x, 0,/4), ze I™\( (2O\J")}
& un ricoprimento di aperti di I™\(9D\J") e per il teorema dl Lindeloff ¢ possibile
estrarre da questo un sottoricoprimento numerabile {8(x,, d, [4): n e N}.

Tenendo conto delle notazioni di 0.6., consideriamo ora: vy, = js, u*% Lstwnoen2 €
e €7 (R"), con Xsu,,,az 1y funzione caratteristica di S(x,, 8, /2), allora si ha 8(@a, d.,/4) C
cd4, c8x,d,[2), N (OO\T) = 0.

w1 Ou,
Per quanto precedentemente dimostrato si ha che # = 0 nel senso di H*'}(D)
su 4, N I" per ogni neN. :
Quindi, per [C IT], u(z) = 0 per ogni x € (4,.n I'NE, , con 2 — capy B, =0 per
ogni ne N, da cui #(x) = 0 per ogni me[ U4,n ]"]\ U E =IM\J(eON\I)]v [ UE ]
nEN neEN

Ma poiché per il lemma 2 di [C II], 2 — capg ([Fn (@O U ( UE ))

—capp (I'N (0O\J)) + %2 —capo B, , segue che u =0 su I' a meno di un in-
nE.
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sieme di 2 — capg nulla, quindi 4 = 0 su I' nel senso di H"*(D) per il teorema 2
di [C II].

0.8. OSSERVAZIONE. — In base a 0.4. una condizione sufficiente affinche 2 —
— capg (I'N (0O\J")) = 0 & che la misura (n— 2)-dimensionale di Hausdorff di
[I'n (3ON\J")] sia finita [V], che, a sua volta, & equivalente al fatto che la misura

(n — 2)-dimensionale inferiore di Minkowski di [I'N (0ON\J")] sia finita. (3.2.37. e
3.2.44. di [Fe]).

0.9. TEOREMA. — Siano £ e I' come in 0.7., allora:

{ue H*(D): u =0 su I" nel genso di H»*(D)} = €7 (RN\I)"™"®.

DIMOSTRAZIONE. — Sia # = 0 su I" nel sengo di H-%(£). Esistono allora due suc-
cessioni (@,),eny © (¥;);en, tali che ¢y, p,€ Gy (R™), p;(2)>0 per ogni zel, p,(x)<0
per ogni we ' e @;— u, y;—> % in H- (D).

Ora max (g;, 0) — max (4, 0), min (g;, 0) — min (%, 0) in H%-2(9); analogamente
max (y;, 0) ~> max (u, 0), min (y;, 0) — min («, 0) in Hv*(D) e max (y;,0) =0 su
I', min (p;,0) =0 su I' (jeN).

Consideriamo a questo punto

@; = min (min (p,, 0) + 1/j, 0) e ¢;=max (max (95, 0) =15, 0), (jeN);
queste sono funzioni lipschitziane, sono nulle in un intorno aperto U, di I, ¢;—~
— min (4, 0) e ;- max (%, 0) in H%*(D). Sia quindi ¢ = d(I', R"\U,), che rlsulta.
positivo in quanto I' e R™U, sono chlum disgiunti, allora, se consideriamo % .=
= Jop ¥ s P, o= Juu* P;, si ha che c,v]e, P, € (E“’(R"\F) e per ogni e R, e per

ogni j € N esiste &(j,#) > 0 per cui se ¢ < &(j, 7) si ha H‘P;, @il gy < M2 € Iltpg’a

— Pl oy < 1/2-
Allora per ogni 5 € R, esiste j, € N tale che se j>j,, e < &(j,sm) si ha:

ng,e— min (%, 0)] g1, < 7 »
infatti:
“(pa e min u’ ”Hl ’(D)< “ ¢7,e ¢5“H“’(D) + ”(py min ‘M/, "Hl ’(9)< 7]/2 + 77/2 =17.

Con discorso analogo si pud provare che per ogni e R, esiste j, € N tale che,
se j>7j,, e<elj,,n) si ha:

19;,.— max (%, 0)] gus0y< 7 -
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Abbiamo cosi provato che per ogni v € H 1:2(9) , # = 0 su I" nel sensgo delle tracce

e per ogni 7€ R, esiste una funzione y, € €7 (R™\[I") tale che: [u — g, |zu0,<7;
basta prendere x, = @,,+ ¥,., j>j, & & <&(j,, ).

0.10. COROLLARIO. — In bage ai teoremi 0.7. e 0.9., se © e I" sono come in 0.7.,
allora:

M(D, 57 Fy 0) = (SSO(R”\F)HX!'(D) .

0.11. TEOREMA. — Siano £, I" come in 0.7., » come in 0.1., v>0 su I, © connesgo,
F', F" chiusi di R, F'OF" ed a: H-3(D) X H}D) — R, una forma bilineare tale
che esista 7€ R, per cui a(g, 9)>n|Vg|io € tale che a(g,h) =0 se g-h =0 q.o.
in O.

Siano inoltre w e M*(D, F', I',v), we MY(D, ", I', v) tali che:

(0.11.1.) a(w, f) - L(f)>0 per ogni fe MO, F', I, 0)
(0.11.2.) a(w, f —w) - 1(f —w)>0 per ogni fe M*(D, F", I,v),

ove [,;: H»2(D) - R, (i =1, 2), sono funzionali lineari tali che:
(0.11.3.) I(max (w — w, 0)) >1,(max (w — u, 0)) .
Allora w<#% g.0. in O.

DIMOSTRAZIONE. — Poich® min (u, w) € MY(D, F, I', v), in quanto 0 <min (%, w) <w,
da (0.11.2.) si ha: 0<a(w, min (u, w) — w) + Ly(min (u, w) — w) = a(w — 4, min (4 —
—w, 0)) + a(u, min (x — w, 0)) + L(min (# — 1, 0)) <— a(min (» — w, 0), min (¥ — w,
0)) + a(u, min (u — w, 0)) -+ L(min (« — w, 0)) <— 7| V(min (4 — w, 0))[3xg,, avendo
sfruttato che max (w — u, 0) € MH(O, F', I, 0), (0.11.1.) e (0.11.3.).

Allora min (# — w, 0) & costante in £, ma, essendo nulla su I', si ha min (¥ — w,
0) = 0 g.o. in £, cio¢ la tesi.

0.12. TEOREMA. — Siano £, I" come in 0.7., F come in 0.1., v, a come in 0.11..
Sia we M(D, F, I',v), tale che a(w,f) + I(f)>0 per ogni fe M¥(D,F, I0), dove
I: H-3(©) — R & un funzionale lineare continuo tale che I(f) <0 per ogni f € M™(D,
F, I, 0). Allora >0 q.0. in O.

DIMOSTRAZIONE. — Poiché min (#, 0) € M(D, F, I, 0) e min (%, 0)<0 q.0. in O,
si ha: :

0> a(w, min (%, 0)) - I(min («, 0)) >a(min («, 0), min (x, 0)) > 7|V min (4, 0)[q, -

Quindi min (%, 0) & costante in £, ma, poiche & nullo su I, esso & nullo g.0. in O.
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0.13. LEMMA. — Sia O aj'perto, liini‘uato, connesso di Re, con frontiers lipschit-
ziana, [yC 30, I, chiuso, p e H-¥(D). Sia fe € (R™\I}), f>0. Allora min (p — ¢f,
0) — min (p, 0) in H»2(D) per ¢ — 0. :

DIMOSTRAZIONE. — Segue dal teorema 5.23 e dalle osservazioni precedenti e se-
guenti il teorema 5.23 di [BC] e dal teorema 10 di [An].

0.14. TEOREMA. — Siano O, I' come in 0.7., F come in 0.1., sia a: H¥3(D) x
X Hb3(£)) — R una forma bilineare continua tale che a(g, 9) >0 per ogni g H»3(L) e
tale che alg, b) =0 se g-h =0 q.o. in O. Sja [: HL2(Y) - R un funzionale lineare

continuo. Siano inoltre 4, w e H-%(D) taliche #>wq.0.in O, u = wq.0.inO\FNOe

a(u7 f +Uf)=0 per ogni fe M+(®7 57 ]—'7 0)
a(w, ) + Ug)>0 per ogni ge M™(O, F, T,0).

Allora a(w, f) + I(f)>0 per ogni fe MH(D, D, T 0).

DIMOSTRAZIONE, — Sia ¢>0 ed fe M™(D,9D, I, 0). Poiché minr(uéw, gfy e
e MO, F,I',0) e min (s — w — &f, 0) € M(D, D, I, 0), si ha:

0>— a(w, min (u — w, &f)) — {(min (4 — w, &f)) + a{y, min (# — w — &f, 0)) +

+ ((min (u ~ w — &f, 0)) = a(—~ w, min (u — w — &f, 0)) — ea(w, f) —

~— [(min (u — w — &f, 0)) — &l(f) + a(u, min (u — w—ef, 0)) +I(min (u — w — &f, 0)) ==
= a(w — w, min (u — w — &f, 0)) — efa(w, f) -+ I(f)} =

= a(min (4 — w — &f, 0), min (v — w — &f, 0)) + efa(f, min (v — w — &f, 0)) —

— a(w, ) — U} > efo(f, min (w — w — ¢f, 0)) — alw, /) = U} .

Dividendo per &, facendo tendere e a zere ed usando il lemma 0.13., si oftiene la
tesi.

1. — Proprieta delle soluzioni.

Sia 2 un aperto limitato connesso di B», n>2, con frontiera lipschitziana, tale
che 92 =IU T, con Iy I',= 0, I, chiuso e tale che 2 — cap,(IyN [1) =0,
a: H22() x H+2(Q) — R una forma bilineare continua per cui egiste una costante
7eR,. tale che alw, u)>n|Vu|3., per ogni u e H-2(Q) e tale che a(g, h) =0seg-h=0
q.0. in Q. Indichiamo con F(Q) la famiglia dei chinsi di Q e sia I: F(Q) x H¥%(2) — R
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un funzionale tale che:

(1.0.1.) I(4,-)e (H»2(Q)) per ogni A e F(0)
(1.0.2.) I(-,%): F(2) - R sia funzione additiva .

Indichiamo inoltre con:

Fo(Q) = {4 € F(Q): esiste m(4,-) e (H-2(Q))' tale che I(4,]) + m(4,f) =0
per ogni fe M(Q, 4, I, 0), m(4, f)>0 per ogni f €7 (R™\UT}), />0}.

1.1. OSSERVAZIONE. — Osserviamo che, se A € 5,(2), esiste, per il teorema di
Riesz, ,,,€ Mo (BRN\T,)) tale che m(4, f) =[f du,, , per ogni f € E2(R™\T).

1.2. TEOREMA. — Sia A chiugo di R» tale che M(R, 4, I, p,) # 6, p,c H*(Q),
allora esiste almeno una funzione p,e M(Q, 4, Iy, p,) tale che:

(1.2.1.)  oa(payp—pa) + U4, p—p)>0 per ogni pe M(Q, A, I, p,) .
DIMOSTRAZIONE. — Segue dal teorema 5.1. di [LS]. Basta infatti applicare tale
teorema con  po(v) = |0]|20) P1(0) = |[V0|pegy, R={veH2(Q:v=w—P,we
€ M(Q, A, I, p,)}, dove e M(Q, A, T,, p,) # 0 per ipotesi.
Allora 0e R, YN R = {0}, essendo ¥ = {w e H-*(Q): |Vau],p =0} ed esiste

Cy(ny Q) tale che inf {|v— |, ¥ € ¥}<Oi(n, Q)|V0],00 (dal teorema 3.6.5.
di [Mo I] applicato a v — 1/|Q| f v dz).
Q

Ottenia,mo quindi che esiste almeno una soluzione v,e R di

(1.2.2.) (V4 ¥ —04)>— &P, v —v,) — 4, v—1v,) per ogni veR.
Ma da (1.2.2.) si ricava:

(1.2.3)  a{vat B (0 + D)~ (vat ) >— U4, (0 + P) — (0u+ B) -

Ponendo ora py=v,+ P e p =v | P, per definizione di R, si ha p,e M(Q,
A, Lo, po) e pe M(2, 4, T,,p,)  quindi la tesi.

1.3. OSSERVAZIONE. — Per 0.1., (1.2.1.) si puo riscrivere cosi:
(1.3.1.) a(pa, /) + U4, ) =0 per ogni fe M(R, A, I, 0).

Infatti da (1.2.1.) si ha:

a(ps, f) + 1A, 7)>0 per ogni fe M(2, A, [, 0) e da quest’ultima segue (1.3.1).
prendendo come funzione test — f.

4 - dAnnali di Matematica
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Viceversa, in quanto p,e M(Q, A, I, py), da (1.3.1.) si ha:
a(psy P —Pa) + U4, p—ps) =0 per ogni pe M2, 4, [, po) -

1.4. TEOREMA. — Nelle ipotesi di 1.2. e se mis (/) # 0, ove col simbolo mis si
intende la misura superficiale su 9, si ha che la soluzione di (1.3.1.) & unica.

DIMOSTRAZIONE. — Siano p, e p, due soluzioni di (1.3.1.). Allora, poiché p — DL E
e M(Q, A, T, 0), da (1.3.1.) si ottiene:

(), pa— ) + U4, pi—p2) = 0 = (], pi— 1) + U4, p,— P2
da cui:
APy — Py Pa—Pa) =0
Usando ora 1a debole coercivitd della forma af-,-), si ha la tesi, poiché mis (1},) = 0.

1.5. TEOREMA. — Sia p,e M(Q, 4, Iy, p,) la soluzione di (1.3.1.), p,€ H-*(£) con

traccia non negativa su 02, A € F(£2). 8i ha:

(1.5.1.) se [(4,f)<O0 per ognife M™(R2, 4, I, 0), allora p,>0 quasi ovunque in Q;
(1.5.2.) se A€ F,(Q), allora a(p,,f)<m(4,f) per ogni fe M™(Q, 2, I, 0).

DIMOSTRAZIONE. — (1.5.1.) & conseguenza di 0.12. con © = @, F=A,I'=1I,,
V=Dg, 0 =0, =14,).

(1.5.2.) & conseguenza di 0.14. con O =, F = A, '=1,, a = a, | = m(4,"),
wW=—pg, u=0.

1.6. DEFINIZIONE. — Sia A€ (0, 1), #,€ R». Definiamo gli spazi:

Hu2(8(20, B)) = {u & HY(8(20, B)): [lullgnon =

— sup {|vu

R— lw — wol nf2—1-+2
L{8(x,R)) ”—-’—‘_—,’, ’

0<r<< R — |#— ), € 8(x,, R)}< + oo}
e indichiamo con:
”“” HYBA(5(,7) — TAAX {mumghh‘(sm,m)’ ”""’”Hm(s(xn,m)} ’

che risulta evidentemente una norma.
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1.7. TEOREMA. — Sia a,: HY*(8(x, R)) xHy*(8(», RB)) — R la forma cosi definita:

(1.7.1.) a(u,0) = | 3 a;0udvdy,
i,j=1
Sz, R)

con a;€ L°(8(x, R)), tali che esiste y € R, per cui:

z “iifi£i>'1’]§]2 per ogni £e R~

i,i=1
Sia inoltre w € H*(§(», R)), tale che:
(1.7.2.) ay(u, /) =0  per ogni fe HY*S8(x, R)),

allora esiste A,€ (0, 1), 4, dipendente da v, n, M ove M> > |a;?, per cui:

iyd=1

(1.7.3.) 1V 12500, < O(2 10y M) V] g (] B)2 740,

La dimostrazione segue dal teorema 5.3.4. di [Mo IJ.

1.8. TEOREMA. — Siano a,: Hy*(8(w, R)) x Hy*(8(z, R)) — R la forma del teore-
ma 1.7., 4,€ (0, 1) come nella tesi dello stesso teorema, u € (0,1) e g, h e L*/»+2(§(x,
R)), 9:y h.e L*(8(w, R)), i = 1, ..., tali che:

9] dy < O B35 [Ry=+

8(,5)

f |B] dy < O, B2 1(s[R)r—2+u

8lz,s)

(1.8.1.)
2 19:® dy < O3(s/R)y"2*2#

=1
S(2,s)

S Ihif? dy < C3(s/Ryr+2e
=1
S(wss)

con 0 < S<R, Oie R, 4 = 1, ey 4, 01> ”g”LE”/"“(S(m,R))’ 02> ”h”L”/"”(S(;p,R))‘
Sia u € Hy*(8(2, R)) tale che per ogni fe Hy*(8(w, R)), {>0 si ha:

(1.8.2.) fhf dy + f b 0, dy <aolu, f)< fgf dy + i g:0:fdy .

=1 =1
S{x,B) S, B) S8(x,RB) a,R)
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Allora per ogni 4 << min (4,, g), A> 0 si ha:

Va2 dy < Os(n, v, 4, M)(s/R)*-2t22, 0<s<R, Cje R
4 7

S(z,s)

ove MeR, & tale che M> Y la,l

£yd=1
DIMOSTRAZIONE. ~ Osgerviamo preliminarmente che si pud supporre b = ¢ = 0,
in quanto se V, e V, sono tali che rispettivamente AV,=h e AV,= ¢ su S(», R),
per il teorema 3.7.3. di [Mo I si ha:

[ 97,1 dy< 0200, s/ Ry—>+

8(,8)

(1.8.3.) , 0<s<R
[y, pay<ciom, aysimy—=
B(x,s)
e:
f zlaivgaifdy=f—gfdy
i=
(L.84) {70 St per ogni fe HY(S(z, R)) .
3 aivhaifdy=f—hfdy
| s(a,mpl 8z, B)

Sostituendo quindi in (1.8.2.), la stessa risulta:

S (he— 2, V) 0 dy<aoluy < | 3 (g.— 0.V, ot dy,

=1 =1
S, E) 8w, R)

dove h;— 9,V, e g;— 9,V,, i =1, ..., m, verificano ancora condizioni del tipo (1.8.1.),
cioé:

i 19:— 0. V,|? dy<2(0§ + 020(n, A))(S/R)n—z—l-z}.

4=1 v
(1.8.5.) o com 0< s<F.
f > [he— 0, V32 dy <2(0% + 03 0(w, Z))(S/R)"‘““

=1
8z,8)

Sia A < min (4, ), 4> 0. Osservando che le (1.8.1.) continuano a valere con A
al posto di g in quanto 0 << s/R<1, definiamo per 0 <o <1:

_ V| 356,00
(p(a) - Sup{ L1 _I_ Lz ’
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al variare di g.e L*8(, b)), ¢ =1, ..., n, tali che:

(1.8.6.) > gl dy<Li(s/b)" ) 0<s<b<R
=1 :

8(2,8)

al variare di h, e L*S(z,b)), i =1,...,m, tali che:

(1.8.7.) S hf* dy <ILi(s/b)****, 0<s<b<R
=1
S(x,8)

con u e HY*(8(z, b)) verificante:

(1.8.8.) f 2 by 0, dy < aglw, f) 2 g: 0:f dy

=1
S(x,b) 8(2,9)

per ogni f e HY*(S(x, f>0}

Sia ora 0 <t<R e siano g, h;e L*(8(x, 1)) e we H*(8(w, 1)) verificanti rispetti-
vamente (1.8.6.), (1.8.7.), (1.8.8.).

Sia 0 < w<i<R e sia H, e H*(S(x,w)), H,= & su 28(», w), ay(H,, f) = 0 per
ogni fe H*(8(w, w)), che esiste per [S]. _

Se U,=1u— H,c Hy*(8(x,w)) si ha per />0, f ¢ H¥*(8(x, w)):

f 3750 0uf Ay <00 Uy 1) = 6ol ) — au(Hoy f) = asl@, < | 3§ Buf dy -

=1 =1
Slz,w) Slayw)

Ora §.€ L*(8(z, w)), h.e L(8(2, w)), i = 1, ..., n e per 0 < g<w si ha:

z lgllz dy<L2 w/t n—2+2/1 (Q/w n—2+2/1
=1 .
S(z,0)

; Ih 12 dy<L2 w t n—2+24 Q/w)n—2+22

8(ms0)
Per definizione di ¢ si ha quindi:
”VU ”L’(S(a: 3 ( —l_ L ’bU/t (”_2+“)/2¢(Q/W) .

D’altra parte, essendo a,(H,, f) = 0 per ogni f € Hy*(8(w, w)), si ottiene, in base
al teorema 1.7.:

IVE | rtstaon < 60 ¥y M) VH | s a0 f10)* 70,

ove A€ (0,1) e 1, dipende da v, n e M: M> 3 |a,l2

4§=1
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Percid, per il teorema 5.3.5. di [Mo I, si ha:

IV, | i35t < O 9y M) V] a5,y (0] 0)" 7470 <

<C(n,v, M)(L 1““ Lz (w]t) @/w)nlz—lﬂ,, .

Allora:

Hvu”L’(S(m,Q)) < “VHw”z’(s(m,g)) + ”VUw”L’(S(a:,Q))< C(n, (€] )( 1 + L w/t Qlw n/2—1+1., +
+ (L Lo)(wfty"**Ag(ofw) .

Sia ora e(t) =1s, w(f) =tz con 0 << s <<z<1, si ottiene:

V] g2(ste,ean < Oy vy MLy + Lo)ple)(sfe)* >~ (Ly + Ly)a"* o(s/e)

per ogni 0 <s<zs<<l e 0 <I<R.
Dalla definizione di ¢ si ha allora:

(1.8.9.) P(s) < Oln, v, M)g(z){sfe)/ "0 4 222 —Hg(s/z)

per ogni 0 < s <2<,
Osserviamo ora che

” Vu ”L’(S(m,b))

Lo+ 1, @ 0=t<E

o

al variare di g,e L*(8(x, D)), h;e L*(8(x, b)), (i =1,...,n), e we H>*(8(x, b)) verifi-
canti rispettivamente (1.8.6.), (1.8.7.), (1.8.8.)} & limitato.

Siano infatti g,, k€ L*(S(x, b)), (i = 1, ..., n), verificanti rispettivamente (1.8.6.)
e (1.8.7.) e ue Hy*(S(x, b)) tale. che:

f 2 by 0:F dy <ao(u, f z g:0:;f dy  per ogni fe Hy*(8(», b)), f>0.
i=1
(,0) S(m,b)

Posto u, = max (u, 0), %_ = max (— u, 0), wy, w_>0, u,, u_c Hy*(8(z, b)), u =
=%, — 4%_, si ha:

n
”HV“.-x-”is(s(m.w)<a0(’“+7 ) = ao(%, 1)< Z ng-”ﬂ(s(x,w)IIV“+]]L=(s<x,b))

=1

e quindi:

1V0 ] sty <12 3 10, sty -

=1
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Inoltre:

- z ”h ”L’(S(m,b))”v'u’ HL’(S(a:,b))<a0(u’ ) = - aO(“—: U ) - v”Vq,{, ”L“(s(m,b))a

i=1

da cui:

n

Ve sty <12 2 18] 25 sty *

i=1

Allora esiste O(n,») > 0 tale che:

IVl <L 3 il + 3 ) <Ol 9T + L)

=1
e quindi:

(1) <CO(n, ).

Inoltre ¢ & ovviamente monotona crescente, quindi, se 0 <a <1 e se a<s<1,
si ha:

(1.8.10.) @(8) < (1) ot~ o/2=R nl =141 < §(or) s/ D144

ove 8(a) = C(n, y)ai—nh2-2,
Dimostriamo ora, per induzione, che per ogni N>1 vale:

N
(1.8.11.)  @(s)<8@) [T + On,», M) H=P)sn2-1+2  per a?¥ <s<1.

k=1

Sia infatti a’<s<o € 2 = sjue[«, 1], da (1.8.9.) si ha:

¢(s) < O(n, v, M)@(sfa)ar/z=trhot (sfo)'*Fhp(o) < Clm, vy M) (o) (8 foc)/2- A gn/2—140
- (8fa)n/ 214 S (ar) ol 1A = (o) s72-1HA{ O, v, M)ol=P 4 1],

avendo sgfruttato (1.8.10.).
Notiamo che questa maggiorazione vale per a?<s<1.
Supponiamo ora vera (1.8.11.) per il passo N — 1 e verifichiamola al passo N.
Bia <8< 2 = Vs e [o, ¥ %], da (1.8.9.), applicabile in quanto N>2 e
quindi s << sfe” = 2<< 1, si ha:

<p(8)<0’(n, », M)(p(s/oczv)azv(nlz—l-l—la)_l_ (S/MN)"/2—1+2(p(ocN)<
N—1
<S(“) H (1 _l‘ G(’I’b, », M)“k(lo-—l))[a(n, », M)(s/“N)n/2—1+laN(n/z—lH..,)_l_

=1
N—1

_[__ OCl%'(n/2—1+/7.)(s/DCN)n/z—-1+}.] =S(OC) H (1 _]_ 0(%, v, M) “k(lo—ﬁ.)) .

k=1

b4
14 G(n, », M) N{Ao— /1)] g1 S H + 0 n, », )“ku.,—z)) gn/a—1ta .

=1
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Otteniamo percio che:

q)(s)<SSn/2—1+l, O<8<1’
ove:

©

8 =8 [T + C(n,v, M)ed™~P) |

<«

Notiamo che [] (1 + O(n,», M)a**~?) converge in quanto i< 4, per ipotesi.
k=1

Sfruttando allora (1.8.5.) segue che:

I V| stz < S\/é[(Oi + 01 C(n, Z'));T + (O: + C; C(n, /1))1}] griamith 7'

da cui:

Vo8] g2st,y < Cs(y &y v, M)(ER)* 7 per 0 <i<R,

cioé la tesi.

1.9. CoroLLARIO. — Nelle ipotesi del teorema 1.8. si ha che:

(1.9.1.) u €€ (8(x, R)) .

DIMOSTRAZIONE. — Segue dal teorema 1.8. e dal teorema 2.2, di [Mo II].

1.10. DEFINIZIONE. ~ Diremo che (p, A) & soprasoluzione, ¢ seriveremo (p, 4) &
eM,, se: ' S

(1.10.1.) peM(Q,A, Ty, p), AeF(2)

(1.10.2.) ap, f) + U4, f)>0 per ogni fe M¥(Q,2,I,,0).

1.11. TEOREMA. — Sia (p, A) e M., pse M(Q2, A, Ty, p,) 1a soluzione di (1.3.1.),

po€ H-*(Q) con traceia non negativa su 20, A € F(Q). Sia inoltre I(4, f)<0 per
ogni fe M*(Q, A, I';, 0), allora:

(1.11.1.) p>p,>0 quasi ovunque in 2;

(1.11.2.) (p,,A)e M.

DIMOSTRAZIONE. — (1.11.1.) segue dai teoremi 0.12., 0.11. e 1.5.. Infatti dal teo-
rema 0.12. con © =, F =4, I'=1,,v=1p,, 4 =p,[ =4, ), a=asiha p>0
quasi ovunque in £; quindi, poiché per il teorema 1.5. p,>0 quasi ovunque in 0,
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dal teorema 0.11. con O =, F'=F'=A, '=1,,v=p,a=a,l,=L=[(4,"),
w=p, w=p, si ha la tesi.

(1.11.2.) & conseguenza di 0.14.; infatti basta verificare che p, soddisfa (1.10.2.) e
cid segue dal teorema 0.14. con O =, F=A, I'=1,a=0a,1 =(4,-), u = p,

w=1p,.

1.12. TEOREMA. — Siano 4 € Fy(82), (ps, A)e M, 2, (0,1) come nella tesi del
teorema 1.7., u€(0,1) e g, he L/»3(Q), g,, h,e L3(8), i = 1,...,n, verificanti (1.8.1.)
su ogni sfera di centro xe Q e raggio R tale che 8(z; B) c 2 e per cui:

(1.12.1.) A, @) -——fg(p dy + z 9. 09 dy  per ogni p eCH(Q)

(1.12.2.) m(4, f) = | nf dy + zh .fdy per ogni feG=(R)

Q Q

Siano inoltre a;;€ L*(Q), (i,j =1,...,n) tali che za” )& V|E], » > 0, per
7,4=1
ogni £€ R» e per quasi ogni ye £, b,e L(2), c,e L7(Q), (¢ =1, ..., n), d € L*(Q),
pe Ly (I, (r>n) ed a: HY}(Q2)xX H'*¥(2) — R la forma bilineare continua cosi
definita:

(1.12.3.) a(u, )

_‘f( a,,auav—}—Eb auv—l—zouav—]—duv)dy—}—fwuvdo‘.

=1

Supponiamo ancora che per tale forma esista una costante e R, tale che:
a(u, ) > Va3 per ogni we H-*(Q).
Allora esiste g€ (0,1), < min (4, ) tale che:

(1.12.4.) p,eCY(Q).

DIMOSTRAZIONE. — Sia ze€ 0, Re R, tale che §(x, B) c 2. Sia inoltre &,¢€
€ H»*(8(z, R)) tale che: '

(1.12.5.) ay(p,+ &3, 1) =0 per ogni e H*(8(», R)) ,
ove a,: Hﬁ’Q(Q)XH};E(.Q) -~ R & la forma cosi definita:

(1.12.6.) oty 0) = | 3 a,; % B0 dy .

1,5=1
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Osserviamo che la funzione £, esiste. per [S].
Poiche (p,, A)e M, ponendo a,= a — a, e sfruttando (1.12.5.), si ha che, per
ogni fe HY*(8(», R)), f>0: -
0<a(pa, f) + U4, ) = — aoér, ) + @u(Pa+ &ay f) — ulr, f) + U4, 1)
da cui:

(1.12.7.) alde, H<0u(Ps+ &, ) - U4, f)  per ogni fe H*(S(w, B)), 1>0.

Inoltre, poiché A4 e F, (L), per (1.12.5.) e (1.5.2.) si ottiene che per ogni
fe Hy*(8(», R)), f>0:

a(€r, /) = a(Ps+t &r, ) — a(pu, ) = ay(Pa + &Er, ) — a(pa, />
>01(p4+ 527 f) -~ m'(A’ :f) ’

da cui, sfruttando (1.12.7.) si ha:

(1.12.8)  (ps+ &z, ) — ml4, f)<alfe, /) <a(ps+ &y ) + U4, )
per ogni f e Hy*(8(x, R)), />0.

Sia ora V,e HyY(8(w, R)) ([8]), tale che:

(Ve f) + au(és, /) = 0 per ogni f e Hy*(8(z, B))

W= &,— V,e H*(8(z, R)) .
Allora per ogni f e H:*(8(z, R)):
ao(Wa, f) = 6o(&z, f) — a0(Va, f) = alé, f)
e quindi per (1.12.8.) per ogni f € H-*(8(x, R)), {>0:
04(pa+ &ry ) — m(4, f) <ao(Wa, f) <axpa+ &z, /) + U4, f) .
Poiché p, -+ £, verifica (1.12.5.), per il teorema 1.7. si ha che p, 4 &, H:>(8(z,

R)), per il teorema 2.2 di [Mo II] segue che p, + &, "*(8(z, R)) e quindi per il
lemma 4.6 di [Mo IT] segue che:

b;0:(ps+ &r) € LS(S(% R)) y 6i(pa+ Er) € Lz(S(a?, R)) ’ dps+&r) € LsI(S(wy R)) ’
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dove:
s=r/(r[2) +1>2n/(n +2), §=nrf(rn/2)—r + 2> 2n/(n + 2)
e:
f $ vt 0pat £ du<
5,0 <Om)|ps+ &r llgna,»qs(m,m)é; 16| (st0,m) BP/D-547 ([ R) -+
(1.12.9) Zl lo:(y) *l(pa+ Ex) ()2 dy <

<(C(ny A0)| P4~ Erllarso(simm) g ”%”Lr(s(m,;g)))z.R” (o/R)r—2tee

f |y (pa+ Er) ()| dy<

S(z,0)

< O(% /‘{0) “ft"A ”]“ 5 R“Hl-“m'o(s(m,k))“d”Lrﬁ(s(w,R))Rﬂfz-H-zz(Q/‘R)n_z+2r

con 0<o<R, v =1—n/r.
Quindi da (1.12.1.) e (1.12.9.) segue che per ogni f e €7 (8(=, R)):

6D+ Eay )+ L4, ) =f (z by 0 pa-t £n) - d(pat ) + g) fay +

8{x,R)

~+ f [g (ci(ps+ &r) + gz)] 0:f dy ,

Sz, R}
won { b, 0(pa+ Er) + d(pat En) + g€ Lein+d(8(z, R))
c{pat &r) + g,.eLz(S(w, R))

f 13 5, 2wt E0) + dlpa+ £ +g\dy<

je=1
8(x,0)

= [[O(%) 1Pa+ Exlaninistoon gl 104] zr(sto 20 BT +
+ 0(%7 AO)“Z’A + 53”31’1”"’(5(%,13))”d”L"/’(s(%R))RH -+ 01] Rﬂ/2—1(Q/R)n—Z+}. ,
3 lg+ eipat taay <

Sle,0) n ;
<2[(C’(%, /10)”1’44 + fR”Hl”"O(s(m,m) =Zl ”ci”Lr(S(m,R)))z + Og] (Q/R)n-”ﬂ ’

dove 0 <p< R, A<min (g, 1), 2€(0,1).
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Mentre da (1.12.2.) e (1.12.9.) segue che per ogni f e €7 (8(z, B)):

a(pas + &z, f) —ml4, f) =j (2 by 0(ps+ &a) + d(ps+ &) — k) fay +

82, R)
+f [g (Oi(fpa -+ Ep) — hz)] a,-f dy ,
Sz, R)

{ by 0P a+ En) + d(pa—+ En) —h e Lt (8(x, R))
oo e(ps-} Er) — b€ LE(S(.’L‘, R))

e:

J

S(w,0)

3 b 0pa+ dn) + A+ £2) — h‘ i<

< [G(W) 24+ Erllmetosimn g 03] st my BF 4

-+ Oy o) P2+ Erlmvto(siw,m | Bl zria(sie,m B2 -+ Uz]R"’ g/R)n2ta,

i Ici(pA + &p) — hz‘lz dy <2 [(0("7 Z’O)HPA + §R“Hm="o(s(x,1c)) g "ci“ﬂ(s(m,zz)))2 +

=1
S(x,0)

-+ Oi] (o/R)" 2% dove 0 <o <R, A<min (g, 1), 1€(0,1).

I possibile quindi applicare il teorema 1.8. ottenendo che Wye H*»*(8(z, R)) e
il corollario 1.9. che da:

(1.12.10.) WacC*(8(w, B)), «< min (4, 4), «>0.
Osserviamo ora che per ogni fe Hy*(S(x, R)):

O.(VR, f) = a(fm f) - a(Wm f) = a@m f) - ao(Wm f) - aJ(ny f) - - al(WR’ f) .

Percio, per il lemma 4.6 e per il teorema 4.6 di [Mo II], Vye H“>*(8(z, R)),
quindi, per il teorema 2.2 di [Mo II], Ve &**(S(z, R)). -
Allora si ha che &= W, + Ve €"*(8(x, R)), ma, poiché p, + & E**(8(z, R)),
si ottiene che p,c@"*(8(», R)), essendo o < 4,, da cui la tesi.
1.13. TEOREMA. ~ Sia 4 € Fo(Q), (ps, 4) € M, pyo= 0, p,c Q). Allora:
A={xe: p,a)>0} = {weQ: psr)>0}.

DIMOSTRAZIONE. — Poiche p,e@*(2) & ovvio che:

{we : pyw)> 0} c {reQ: Q;A(w) > 0},
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N

quindi per ottenere la tesi & sufficiente provare che:

{meQ:;)A(m)>0}cxic{me!2:p,,(a:)>0}.

La prima inclusione risulta dal fatto che p,e M(L, 4, I, p,) e che in effetti
pa=0 in N\ A ovunque. Infatti, se esistesse x e O\ .4 tale che p,(»)> 0, poiché
P4 ECYQ), esisterebbe S(x, R) c O\ A tale che p, > 0 in S(», R), ma, poiché 2\ 4 C
CQ_\\:‘IHQ e |S(», R)| >0, si contraddice il fatto che p,e M(2, 4, I, p,). Per
quanto riguarda la seconda inclusione osserviamo che per ogni vy e MH(RQ, 4, I, 0)
si ha:

a(pa, p) = — U4, p)>0

e, poiché Ci(4) c M(2, 4, I, 0), ps5 0, per il corollario 1 di [C I], si ottiene I'in-
clusione voluta, in quanto p, soddisfa un principio di minimeo.

1.14. OSSERVAZIONE. — Sia A € Fo(Q), (pa, A) € M, p,+ 0, poc CQ), M(R, 4,
Ty, po) # 0. Inoltre se 4,, A, F(Q), A,c A, si abbia [(4,, f) = [(4,, f) per ogni fe
e H4(Q), f == 0 q.0. in ANA4,: Allora pA—p_ g.o. in Q.

Intanto dal teorema 1.13. segue che p,= 0 in A e quindi in .Q\A N Q, in
quanto p, e €°(L2). N
Inoltre, da (1.3.1.), per ogni fe M(Q, 4, Iy, 0) c M(Q, A4, I, 0) si ha che:

a(pa, f) + U4, /) =0 e a(P-i, H+ud,H=0.
Allora, per ogni f e M(Q, Z, Iy, 0) si ottiene che:
AP, — Py fl=0.

Scegliendo ora f = p, — pﬁe M2, A, 1%, 0), segue, grazie alla debole coercivita
di a, che p, = p_ q.0. in 4
s
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