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Summary. - In this paper we study some regularity properties of a solution of a variational 
problem connected with a ]ree boundary problem. 

Introduzione. 

Questo lavoro ~ nato dMl'esigenza di uno studio pill approfondito delle propriet~ 
della soluzione di un problema, variaziona,le cosl formula,bile: 

dato ~ ~perto, l imitato,  connesso, regola,re di R ", 1"oc ~Q, A chiuso di D, si 
t r a t t a  di determinare u ~ M([2, A,  1"o, 0), a(~, ]) + I(A, ]) = 0 per ogni ] e M(9 ,  A, 
1"o, 0), ore  a ~ una forma bilinea,re definita, su M(Y2, ~ ,  1"o, Po), PoeH~'2(12), M(~ ,  A,  
1"o, Po)-----(u eH~'2(*9): u-----0 q.o. in Q \ A  n 9 ,  u -~  Po su 1"o nel senso delle tracce}, 
ed I ~ un funzionale linea,re che gode di determilla,te proprietY. 

Tale studio ~ molto utilizz~to in [RS] dove viene esa,min~t~ 1~ generMizz~zione 
m~tem~tica, di un problema di frontiera libera quale quello della filtrazione del- 
l 'acqua in un m~teriMe poroso, problema che ~ st~to a,ffronta,to da, molti  studiosi, 
in p~rticolare I t .  W. AI~ [A], C. BAIOOC~I [B] e A. FI~IED~tA~ [F]. 

In  questo la,voro dapprima si ca,r~tterizza,no gli spa,zi M(~Q, A, 1"o, Po)cH~'~(t9) 
(w 0), quindi, trova,ta l~esistenz~ di una soluzione del problema va,ri~ziona,le su espo- 
sto (teor. 1.2 e sue conseguenze), si da,nno ne] w 1 varie propriet~ di regolarits di 
tale soluzione. 

Desideria,mo ringT~ziare il Prof. J. P. C~cco~I ed il Prof. M. Cmcco con i qu~li 
a bbiamo discusso i risult~ti del presente l~voro. 

O. - Notazioni e preliminari. 

~e l  corso del la,voro, se ~9 ~ un ~perto di R" con frontiera, lipschitzian~ (nel 
senso della" def. 1.3, ca,p. 1 di [~]), intenderemo, a meno di esplicita, menzione, che 
ogni ugu~glia,nza t ra  funzioni di H1.~(~9) su sottoinsiemi di frontiera, :regolari ~ in- 
tesa come uguaglia,nz~ delle rispettive tracce. 

(*) Entrata in Redazione il 30 giugno 1983. 
(**) Lavoro eseguito nell'ambito dell'Istituto per  la Matematica Applicata del C.N.R. 

presso l'Universit& di Genov~. 
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Analogamente  negli integral i  su f ront iera  le funzioni vanno  intese nel senso delle 
t racee.  

Pe r  ogni u ~ H~,s(tg) indicheremo con ~ t  la de r iva ta  r i spet to  alla j -es ima var ia -  
bile nel senso delle distr ibuzioni,  con V~t = ( ~ t ,  ..., ~ u )  e con 

] = s u p p  / = {z e ~ :  ](~) r 0} per  ogni ] e ff~(~9). 

Se y e R ~' e A b un  chiuso di R ~, la d i s t anza  d(y, A) sar~ cosl defini~a: d(~ ,  A) = 

inf{llm--Y]I, m e A }  e ana logamen te  se B b a n  a l t ro  chiuso di R' ,  d(A~ B ) =  
= inf (d(y, A), y e B}. 

0.1. D ~ i ~ I z I o ~ E .  - Siano �9 un aper to  di R ~, ~>2~ con f ront ie ra  ~ l ipschit-  
ziana, F u n  chiuso di R % / ' c  8 ~ , / "  chiuso e v eHl ,~( �9  Def iniamo:  

M(�9  F,  v) = {q~ ~ H~,~(�9 u : 0 q.o. in � 9  (~ ~ ,  q~ = v su .F}, 

~ §  r ,  v ) =  (~ e ~ ( ~ , ~ , r , ~ ) :  ~>o q.o. in ~} .  

0.2. 0SSE1WAZI0~E. -- ~ o t i a m o  ehe M ( ~ ,  ~ ,  F, v) e M§  F ,  F~ v) r isul tano sot- 

toinsiemi chiusi 0 Convessi di H~.~(~). Ino l t re ,  se M(�9 ~ ,  I ' ,  v ) #  0 si ha  c h e v  = 0 
su I \ ~ .  

I n f a t t i  s i a p  ~ M(�9 E , I ' ,  v), allora p = 0 q .o . ' i n  � 9  (3 ~ o ~ \ F .  Sia quindi 

m ~ / ~ . F ;  esiste ~ ~ R +  tale the  (S(m, ~) (3 �9 n F = O, ~llora p = 0 in S(m, 6) n �9 
ma,  poich~ ~ ~ l ipschitziana,  si ha  che p ha  t raccia  nulla su F \ ~ ,  quindi v = 0 

su F'- .y .  

0.3. 

l < p  < 

(o.3.1.) 

(0.3.2.) 

.4. 

valent i  
4i [C I I ] )  esistono due costant i  K,(n,p,  ~) e K~(n,p, ~) tal i  the :  

D~,FXNIZI0~CE. - S i a n o  �9 come in 0.1, B u n  so t to ins ieme compa t to  di 
n. Definiamo : 

p - -  c ap~B = inf {11/11~,,,,<~,: / e ~1(~), 1 > 1  in B} 

p - -  cap B = inf {IIV/II~,(R,): f e ~o(R~), / > 1  in S } .  

OSSEaVAZIO~r,-  Le definizioni (0.3.1.) e (0.3.2.) non sono sempre  equi- 
(proposizione in appendice  di [C II]), tu t t av i~  se ~ ~ come in 0.1 ( lemma 1 

o-~e k:= (fe~p (~"/(1~1:- ~:)) dx)-,. 
s(o,a) 

K1(n, p, ~) capoB < cap B <K~(n, p~ ~) cap~B . 

0.5. DEPI~IzIo~v.. - Siu e ~ R+,  j~: R ~ --> R cosi definita:  

se Ixl < 
se Ixl > (0 .5 .s)  ~'~(x) = o 
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O w i a m e n t e  j ~ e ~ ( R n )  e ]Ac {x e R~: Ix[<e}. 

0.6. DEFII~IZlO~V,. - Sis ] e Z~(�9 l < p  < + 0% s ~perto l imitato di R ~,. P e r  
ogni s e R+ sia j ~ .  ]: �9 --> R cosl definita: 

(j~ . /)(x) = f j ~ ( x -  y)/(y) dy  . 

l~isulta che j .  / e ~~ per  ogni s e R+; se s -~ 0, j .  / converge ad / in L~(~) 

e < 

0.7. TEORE~A. -- Si~no ~ un ~perto l imitato,  connesso di R ~ (n >2 )  con fron- 
t ieru ~ lipschitzian~ (def. 1.3, cap. 1 di [N]), _Pc 3�9 _P chiuso e t s le  che 2 -  

- - c a p 9  (_P(~ (8�9 = 0. Allora se u ~ H'-,2(�9 ~ nulls su _Pnel senso delle trucce,  

u - -  0 su _P nel senso di H~,~(s 

DI~OSTI~zI0~E. - Sia F ~ o ( R  ~) tale che W (~ ( 8 ~ \ _ P ) ~  0, al lots ,  in quanto 
u EH~,~(�9 ~f~teH~,2(�9 ~ o s t r i a m o  che ~u~H~o,~(�9 Foich5 u ha ~raccia nullu 
su _P, esiste tln~ successione (uj)~e N ~ale che u j E ~ ( � 9  r  in H~,~(�9 e u~-+0 

in L:(_P), allora ls  successione (~u~)~nc ~ ( ~ ) ,  essendo null~ su ~�9 e tale che 
~ . - + 0  in Z~(_P), soddisfa: ~tj--> 0 in 1~(8�9 

Quindi dal fa t to  che Vu~--> Vu in H~,~(�9 dalle considerszioni precedent i  segue 

che Vu ~ H~o'~(~). 
Sia a questo punto  A v =  {x e R~: F(x) = 1}; mos t r iamo che u = 0 su Av(~ _P nel 

senso di H~,~(�9 
Poich~ F~ ~H~'~(~) e pe r t an to  5 nulla nel senso di H~,~(�9 su 3�9 D A ( ~  _P e 

u =  ( u - - ~ ) + V u ,  ~ sufficiente mostr~re  che ( u - - F ~ ) - = 0  su A v ~ ! ' n e l s e n s o  

di H~,~(~). 
~ a ,  per  quunto visto, u~-- V u ~  ~ 1 ( ~ ) ,  q~]__ ~/)U~"--:~ q~ - -  ~U in H~,~-(~), u~-- Vu~ = 0 

in A v (~ ~ ~ Av (~ F, quindi q, --  ~r = 0 su A ,  (~ N nel senso di H~,2(~). 

Pe r  ogni x e F \ ( ~ \ P ) ,  sia ~ =  d(x, ( ~ \ - P ) ) .  Allots {S(x, ~/4),  x e ] ~ ( ~ � 9  

tta r icopr imento  4i aper t i  d i / - ~ ( 3 � 9  e per il t eorema di Lindel6ff 5 possibile 
es t ra r re  da questo un  so t tor icopr imento  numerabi le  {S(x~, ~ / 4 ) :  n e N}. 

Tenen4o conto delle notazioni  di 0.6., eonsideriamo ora: V, = J~./a* Zs(~.,~./~) e 
~o(R~), con Zs(..,~./~, funzione cara t ter is t ica  di S(x. ,  ~ J 2 ) ,  a l lors  si ha $(x~, 6~./4) c 

c A w c  S(x~, ~ / 2 ) ,  y)_~ (~ (~�9 = 0. 
Per  qttaato p receden temente  4 imost ra to  si ha che u = 0 nel senso di H~,~(�9 

su Av(~  _P per ogni n e N. 
Quindi, per [C II] ,  ~(x) = 0 per ogni x e (A (~ _ P ) \E  , con 2 -- c ap ~E  = 0 per 

Vn Vn - ~  ~n l 

ogni h e N ,  du eui u(x )=Operogn ixe[  U A .  o _P]\ U ~ ,  = _ P \ [ ( 8 ~ \ r ) ]  w [ U 
h e n  ~'n J n ~ N  "rn L n e N  - j 

- -  cap~ (-P~ (0~ \ -P ) )  -[- Z 2 -- capzE~.  , segue che q~ = 0 su / '  a meno di un in- 
h e n  
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sieme di 2 --  c~p~ nulla, quindi u = 0 su F nel senso di H~,*(s per il teorema 2 

di [C II] .  

0.8. OSSERVAZIONE. - -  I n  base a 0A. una  condizione sufficiente ~ffinch~ 2 -  

- - c ~ p z ( F ( ~  ( 3 ~ \ F ) ) - - - - 0  6 c h e l a  misura (n - -2 ) -d imens iona le  di Hausdorff  di 

[ / ' (~ ( O ~ \ F ) ]  sia finit~ [V], che, a sua volta,  ~ equivalente al fa t to  che 1~ misura  

( n -  2)-dimensionale inferiore di Minkowski di [T'(~ (3 s  sia finita. (3.2.37. e 

3.2.44. di [Fe]). 

0.9. Tv,0RV,~A. - Siano s e F come in 0.7., al lora:  

{u eH~,~(D): q~---- 0 su / '  nel senso di H~,2(~)} : ~ ( R * \ F )  ~'''(~)) �9 

D r ~ o s ~ h z x o ~ .  - Sia u : 0 su _P nel senso di H1,2(�9 Esistono allora due suc- 

cessioni (~r  e (F~)~,  tall  che q~, ~f~e~(R*),  q~(x)>O per ogni x e / ' ,  ~0~(x)<0 

per ogni x e F e ~0,. --> u, ~ --> ~ in H~,~(~). 
Ora m~x ( ~ ,  0) -~ max  (u, 0), min (~0~, 0) --> min (u, 0) in H~,2(s analogamente  

max  (F~., 0) --> max  (u, 0), rain (~o~, 0) --> rain (u, 0) in H~,2(s e m ax  ( ~ ,  0) = 0 su 

/ ' ,  min (~0~, 0) = 0 su P ( j e N ) .  
Consideriamo a questo pan to  

~ = min (min (~j, 0) ~- l/j ,  0) e v~----- max  (mux ( ~ ,  0) -- l/j ,  0) ,  (j e N) ; 

queste sono funzioni lipschitziane, sono nulle in un in torno ~perto U~ di / ' ,  ~- -~  
--> rain (u, 0) e ~ -~ max  (u, 0) in HI,~(�9 Sia quindi e = d(F, R~\Uj) ,  che risulta 

positivo in quanto F e R ~ \ U j  sono chiusi disgiunti, al lots,  se eonsideriamo ~j,8 
= j s / , .  ~j, ~,e=je/2$ ~ ,  si ha che ~,~, ~ j , ~ e ~ o ( R ~ / " )  e per ogni u e R +  e per 

ogni j e N esiste e(j, V) > 0 per cui se s < s(j, V) si ha I1~,~-- ~II~','(~) < V/2 e lt~j,8-- 
- ~ll~,.0(z,< v/2. 

Allora per ogni V e R§ esiste j , e  N tale che se j > j , ,  e < e(j,, V) si ha:  

infa t t i :  

Con discorso analogo si pub 9rovare  che per ogni ~ ~ R+ esiste j~ ~ N tale the, 
se j > j ~ ,  e <  e(j~,~) si ha:  

I I ~ , , -  max (~, o)Ll~,,,~z~< ~ .  
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Abbiamo cosi provato che per ogni u e H~,~(9), u -~ 0 su F nel senso delle tracce 
r  n e per ogni ~ e R +  esiste una funzione g , e ~  o (R \1" )  tale che: l[u--g,l]~,,,~z)< ~/; 

basta prendere Z, = ~r -t- ~,~, J > J, e s < s(j , ,  ~/). 

0.10. C0~0L~AR~O. - In base ai teoremi 0.7. e 0.9,  se ~ e 1" sono come in 0.7., 

~llora: 

M(~,  ~ ,  F, o) = ~o (R~\P)  ~''~z~ . 

0.11. TEORE~A. - Siano 9 , / " c o m e  in 0.7., v come in 0.1., v > 0  su F, 9 connesso, 
/7'~ F ~ chiusi di R ~, F o F '  ed a: H~,2(�9 una forma bilineare tale 
che esista ~/~R+ per cui a(g,g)>~71lVgU~,(~)e tale che a(g, h ) =  0 se g.h = 0 q.o. 
in ~ .  

Siano inoltre u ~ M+(~,  ~'~ 1"~ v), w e M+(9~ F ~, 1", v) tali  che: 

(o.11.1.) 

(0.11.2.) 

a(u, ]) A- ~(]) >~ 0 per ogni ] ~ M+(9,/7' ,  1", O) 

a(w, / - -  w) -k L.(/-- w)>~0 per ogni / e M + ( 9 ,  F",1",v) ,  

ove l~: H~,~(9) --->R, (i----1, 2), sono funzionali lineari tali  che: 

(o.11.3.) Is(max (w -- ~t, 0)) ) l x (max  ( w -  u, 0)) .  

Allora w < u  q.o. in 9 .  

DI~0STRAZIONE.- Poichb rain (u, w) ~ M+(9, F' ,  1", v),in quanto 0 ~< rain (u, w)<~ w, 
d~ (0.11.2.) si ha:  0~<a(w, min (u, w) -- w) q- I~(min (u, w) -- w) : a(w -- u, min (u -- 
-- w, 0)) -~ a(u, rain (u -- w, 0)) -~ I~(min (~ -- w, 0)) <~-- a(min (u -- w, 0), min 0t -- w, 
0)) -4- a(a, min (~t -- w, 0)) -k I~(min (u -- w, 0 ) )< - -  ~/IiV(min (u - w, 0)) [l~.(~,, avendo 
sfrut ta to che max  (w -- ~, 0) e M+(9 , /7 , ,  1", 0), (0.11.1.) e (0.11.3.). 

Allora min (u -- w, 0) ~ costante in �9 ma, essendo nulla su F, si ha min (u -- w, 
0) ~ 0 q.o. in �9 ciob la tesi. 

0.12. Tv.0RE~A. - Siano 9 ,  1" come in 0.7., F come in 0.1., v, a come in 0.11.. 
Sia ~ ~ M ( 9 ,  F, 1", v), tale che a(~t, ]) -k I(/) ~ 0 per ogni ] e M+(9, F, 1", 0), dove 
I: H1,2(9) -+ R b u n  funzionale l ineare continuo tale che I( ] )<0 per ogni ] e M+(s 
/7, F, 0). Allora u > 0  q.o. in 9 .  

DI~0STRAZI0~E. - Poichb min (u, 0) e M ( 9 ,  ~,  1", 0) e rain (u, 0) <0  q.o. in 9 ,  
si ha:  

0 >  a(u, rain (~t, 0)) + I(min (u, 0))> a(min (u, 0), rain (u, 0))>~/][V rain (~t, 0)[]~z,c~,. 

Quindi min (~t, 0) b costunte in 9 ,  ma, poichb ~ nullo su F, esso ~ nullo q.o. in ~ .  
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0.13. LE~v~A. - Sia s aper t% limit~to, connesso di R ~, con f ront iera  lipschit- 

zian~, FoC 0~,  2"o chiuso~ p ~H~,~(~). Sia / e ~ ( R ~ \ F o ) , / > 0 .  Allora min (p --s/ ,  
0) --> rain (p, 0) in H~,~(~) per e --~ 0. 

D ~ o s ~ Z l O ~ E .  - Segue dal teoremu 5.23 e dalle osservazioni precedent i  e se- 
gueuti  il teoremu 5.23 di [BC] e dal t eorema 10 di [An]. 

0.14. T E o ~ . ~ .  - Si~no �9 F come in 0.7., 2w come in 0.1., sis a: H~,~(~)X 
• -~ R uu~ forma bflineare cont inua tale che a(g, g)~ 0 per ogni g ~ H~,~(~) e 
t~le the  a(g, h) ~ 0 so gmh ~ 0 q.o. in �9 Sia 1://~,~(D) - > R  an  ~unzionale l ine , re  

continuo. Siano inol tre  q6 w ~ H1,~(s tall  che u >  w q.o. in ~ ,  u ~- w q.o. in � 9  6~ ~ e 

a(u , / )  ~- i(/) ~> 0 per ogni ] e M+(~, -~, T, O) 

a(w, g) ~- I(g) >I 0 per ogni g ~ M+(~,  F ,  F, 0) .  

Allora a(w,/) ~- I(/) ~> 0 per ogni / ~ M+(�9 ~ ,  F, 0). 

D~-gos~r~.CZlO~E. - Sis e > 0 ed f ~M+(~,  ~ ,  F, 0). l~oich~ 
M§169 ./;, _P, O) e rain (u --  w -- s/, O) ~ M(�9 ~ ,  ./", 0), si ha:  

min (u " w, s/) 

0 > - -  a(w,  m i n  (u - -  w, e])) - -  l ( m i n  ( u  - -  w ,  e l ) )  + a(u,  rain (u - -  w - -  ~/, 0))  + 

-{- l ( m i n  ( u  - -  w - -  s ] ,  0 ) )  = a ( - -  w ,  rain  ( u  - -  w - -  e / ,  0 ) )  - -  e a ( w ,  / )  - -  

- -  [ ( m i n  ( u  - -  w - -  e ] ,  0 ) )  - -  e ~ ( ] ) + a ( u ,  rain (r - - w - - e / ,  0))  + ~(min  (u  - -  w - -  e/ ,  0))  = 

= a ( u  - -  w, r a i n  ( u  - -  w - -  e / ,  0 ) )  - -  s{a(w, ]) ~- I ( / ) }  = 

= a ( m i n  ( u  - -  w - -  e l ,  0),  m i n  ( u  - -  w - -  e l ,  0 ) )  q -  e { a ( ] ,  rain ( ~  - -  w - -  e ] ,  0 ) )  - -  

- a (w,  1) - I ( / ) }  > ~ {a ( / ,  m i n  (~  - ~, - # ,  o ) )  - a (w,  1) - I ( 1 ) } .  

Dividendo per s, fucendo tendere  e a zero ed usundo il l emma 0.13., si ot t iene la 

tesi. 

1. - Proprieth delle soluzioni .  

Sis ~2 un  ~perto l imitato connesso di R ~, n > 2 ,  con f ront iera  lipschitziana, tale 
che 0~2-~/ 'oU/~1 con / ' o ( ~ / ' 1 ~  0, /'o chiuso e tale che 2- -cap~(J 'o (~]~l )  ~ 0, 
a: H~,~(.(2)• uuu form~ bilineure cont inua per  cui esiste una costante 
~ R+ tale che a(u, u) > ~/l]Vull~r per ogni u ~ H x,~(~2) e tale ehe a(g, h) = 0 se g. h ~ 0 
q.o. in /2 .  In4ichiamo con ~'(~) 1~ famigli~ dei chiusi di ~ e sis I: ~-(~) • .--> R 
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un funzionMe tale che: 

(1.0.1.) I(A, .) e (Hl.~(tg)) ' per ogni A e Y(~) 

(1.0.2.) I( ' , u) : ~-(~) -~ R sia funzione add i t iva .  

Indichiamo inoltre con: 

~-o(~9) = {A a ~-(t~): esiste re(A,.) e (H~,2(s ' tale che I(A,/) + re(A,/) = 0 
per ogni / e M(~9, A,  1~0, 0), re(A, ] ) > 0  per ogni ] e ~ ( R ~ \ / ' o ) , / > 0 } .  

1.1. OSS~RVAZlO~. - Osserviamo che, se A e ~o(Y2), esiste, per il teorema di 
t~iesz, /t~,~e 3{~+(~(R~\Fo)) tale che re(A, ] )=f /d t t~ .  ~ per ogni ] e ~ : ( R ' \ / ' o ) .  

1.2. T E o ] ~ A .  - Sia A chiuso di R ~ tale che M(Q, A, To, P o ) r  0, poe H~'~(Y2), 
allora csiste almeno una funzione pae M(f2, A, 1~o, Po) tale che: 

(1.2.1.) a ( p ~ , p - - p a )  + I ( A , p - - p ~ ) > O  per ogni peM(s  A, Fo, po). 

DI:KOSTgAZIONE. -- Segue dal teorema 5.1. di [LS]. Basra infat t i  applic~re tale 
teorema con po(v) = lIv]]~(~), p~(v) ---- llVvl[~(~), :~ = {v aH1,2(~9): v = w - -  ~, w e 
e M(.Q, A, _Fo, Po)}, dove ~ a M(zg, A, Fo, To) =/= 0 per ipotesi. 

Allora 0 a s  Y n  s = (0}, essendo Y ----- {ueH~.~(9):  I]VuII~(~)= o} ed esiste 
c~(n, ~9) t~le che inf {]Iv-- YL~(~): Y e I~}<C~(n, ~9)]IVv[I~(~, (dal teorema 3.6.5. 
di [Mo I] applicato a v -- 1/[Dl~v dx). 

Otteniamo quindi che esiste almeno una soluzione v~e ~ di 

(1.2.2.) a(Va , v -- v~)>--  a(~, v -- v~) -- I(A, v -- va) per ogni v e s  

1Via da (1.2.2.) si r icava:  

(1.2.3.) a(v~ + ~, (v + ~) - (v~ + ~)) > -  ~(A, (~ + ~) -- (v~ + ~ ) ) .  

Ponendo ora P x =  v a +  ~ e /~ = v + /5 ,  per definizione di s  si ha ~ e  M(Q, 
A,/ 'o ,  Po) e p e M(Y2, A, No, Po) e quindi la tcsi. 

1 . 3 .  O S S E I ~ V A Z I O ~ E .  - Per 0.1,  (1.2.1.) si pub riscrivere cosh 

(1.3.1.) a(pa, ]) + I (A,  ]) = O per ogni ] ~ M(~9, A, Fo, 0).  

Infatti da (1.2.1.) si ha: 

a(~o~, ]) + I(A, ])i>0 per ogni ] e M(/2, A, _Fo, O) e da quest 'ul t ima segue (1.3.1). 
prendendo come funzione test  - - ] .  

- . A n n a l i  d i  M a t e m a t i c a  
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Vicevers~, in quanto  p ~ e  M(~2, A ,  I~o, po), da (1.3.1.) si ha :  

a(pa, p --  p.~) -{- i(A, p - -  p~) ---- 0 per  ogni p e M ( ~ ,  A,/~o, Po) �9 

1.~. TEORE~A. -- ~e l le  ipotesi  di 1.2. e se mis  (Po)v a 0, o r e  col simbolo mis si 

intende la misura  superficiale su ~/2, si ha  che 1~ soluzione di (1.3.1.) ~ unica. 

�9 l If  I I f  

DI~0STRAZIONE. -- Slano Pa e Pa due soluzioni di (1.3.1.). Allora, poich~ P a - - P ~ e  

M( t~  A, Fo, 0), da (1.3.1.) si o t t iene:  

~ ( ~ ,  , ,, , , , )  ,, , ,, , ,, 
, p ~ - ~ )  + I(A, ~ - -  ~ 0 ~(P~, P~-- P2 + ~(A, P2 

da cui: 

! tl a(p~-  ~],  p ~ -  ~ )  = o .  

Usando ora lu debole coel-civit~ della fo rma  a( .," ), si ha  la tesi, poich6 mis (_No) v~ 0. 

1.5. T E 0 ~ E ~ . -  Sia P a e  M ( ~ ,  A, To, Po) la soluzione di (1.3.1.), poe  HI '~(~) con 

t raccia  non negat iv~ su ~tg, A e ~-(~). Si ha:  

(1.5.1.) se I(A, ] ) < 0  per  ogni f e M+(~,  A , / ' o ,  0), ullora p a >  0 quasi ovanque  in Y2; 

(1.5.2.) se A ~ :To(~2), allora a(p~, / )  <<.re(A, ]) per  ogni ] e M+(Q, ~ , / ' o ,  0). 

Dnv~oS~AZlONE. -- (1.5.1.) ~ eonseguenza di 0.12. COil ~ = Q~ F = A,  I ~ = I'o, 

v =:Po~ a = a~ I = I(A~.). 
(1.5.2.) 6 conseguenza di 0.14. con �9 ~-- ~9, F ~ A, F ---- Fo, a ~ a, I --~ re(A, .  ), 

w = - - p a ~  q~----0. 

1.6. DEFINIZIONE. - SJa ~ ~ (O, 1), x , ~ R " .  Def iniamo gli spazi:  

( 

r ~ 

/ / 

e indichiamo con: 

che r isul ta  ev iden temente  un~ norma .  



A. 1~[. l~ossz - P. SA~rBUCET~: Sulla regolarith della soluzione, eee. 49 

1.7. T~:Ol~E~A. - Sia %: H~o'~(S(x, It)) • It)) -+ R la forma cosi definita: 

(1.7.1.) ao(U, v) = f i,~=l ~" ai, O,u 3iv dy , 
~(~,~) 

con a~eL~(S(x, R)), tali  the  esiste ~ d R +  per cui: 

a.$d~>vl$l  ~ per ogni ~ e R " .  
ifi=l 

Sis inol tre  q~ e E"2(S(x, It)), tale the :  

(1.7.2.) ao(U, ]) = 0 per ogni ] e H~'2(S(x, R) ) ,  

allora esiste ).o~: (0, 1), ~o dipendcnte  da v, n, M ore  M~> ~ la.G per cui: 
i,J=l 

(1.7.3.) 11V~ll~:c~<=.,,) < ~(~, ~, M) IlV~[I~,c~(x,~))(r/R) "1~-~+~~ 

Ls dimostrazione segue dal teorema 5.3.4. di [I~Io I]. 

1.8. T ~ o ~ A .  - Siano %: ~r~'~(S(x, R)) xHo~'~(S(x, R)) -~ R la forma a d  teo~e- 
ms 1.7., ,~oe (0, 1) come nella tesi dello stesso teorema,  /~ e (0, 1) e g, h ~.L~./~+2(S(x, 
~ ) ) ,  g i ,  hi  e -~2(k~(X, -~ ) ) ,  i = 1 ,  . . . ,  Tb tMi che: 

(1.8.1.) 

Z(~,s ) 

f lht dy < C~R(~/2)-~(s/R)~-~+, 
Z(~,s) 

i = 1  
#(x,s) 

f ~ lhd dy<C~(slR) "-~+~' 
i=1 

Z(~,s) 

con 0 < s < i t ,  r  R,  i = 1, ..., 4, c1> tlgllL,-J--(~c=,=)), G> llhll~=.l=-(~(=,~)). 
Sis ~eH~o'~(S(x,l~)) tale che per ogni feHl'~(S(x, it)), ]>~0 si h~: 

(1.8.2.) 
~(x,R) $(~,R) 8(x,,~) x,-~) 
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Allor~ per ogni 4 <  min (4o,#), 2 >  0 si h~: 

rival 2 ely< C~(n, v, 4, M)(sll~) ~-2+2~ , 0 < s<1~, C~e R+, 
S(~,s) 

ore  M e  R+ ~ tale che M >  ~ la . l  ~. 
i,i=1 

DIlViOSTI~AZIONE. -- Osserviumo prel imin~rmente  che si pub supporre h ----- g ---- 0, 
in qu~nto se V~ e V~ sono tuli  che r i s p e t t i w m e n t e  AVe---- h e 2V~ ---- g su S(x, t~), 
per il t eoremu 3.7.3. di [Mo I] si ha:  

(1.8.3.) 

f [VV~] * ely< C~ C(n, 4)(siR) ~-2+~ 
8(x,s) 

f IVV~l 2 ely < c~ c(n, 41(sl~) "-2+~ 
S(z,s) 

, O <  s < / ~  

e :  

(1.8A.) 8(x,/~) Z(~,R) 
per ogni ] e H~o'~(S(x, R)). 

Sosti tuendo quindi in (1.8.2.), la stessa risultu: 

f i=1 i=1 
S(~,2) S(~,R) 

clove h~-- O~V~ e g~-- O~Vg, i = 1, ..., n, verificuno ~neora condizioni del t ipo (1.8.1.), 

cio~: 

(1.8.5.) 
f ,~ Ig,- ~, vop ely ~2(c~ + c~ c(,, 4))(~/~) ~-*§ 2 

~($,s) 

i= l  
Z(~,s) 

con 0 < s < / ~ .  

Si~ 4 < min (4o, #), 4 > 0. Osserv~ndo che le (1.8.1.) continu~no a vulere con 2 
al loosto di /~ in quunto 0 < s / t I < 1 ,  defini~mo per 0 < a < 1 :  

{ llWll-(~<~,o~ 
~(a) = sup L1 + L~ ' 
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al variare di g~e Z~(S(x, b)), i = 1, ..., n, tall  che: 

(1.8.6.) f~  Ig~l ~ & ~<L~(s~b ~-~+~ : / ' ~  I t  l ]  
i = l  

, O <  s<b .<<B 

al variare di h~ eZ~(S(x,b)), i = 1, ... ,~ ,  tali  ehe: 

(1.8.7.) f ,=1 ~ Ih'l: &'-<L~lslb 3, i s , 0 < s<b<t~ 
~(z,s) 

con u z H~'~(8(x, b)) verifieante: 

(1.8.8.) f ~=.~ h~ ~] dy<ao(u,,)< f ~=~ g ~ d  dy 
~(~,b) S(x,O) 

per ogni i eH~"(S(x,  b ) ) , />0} .  _ 

Sis ora 0 < t< /~  e siano g~, h,~ Z'(S(x, t)) e ~ ~ H~o'~(S(x, t)) verific~nti rispetti- 
vamente  (1.8.6.), (1.8.7.), (1.8.8.). 

Sis 0 < w<t<R e sis H~eH~,~(S(x, w)), H~ = g su ~S(x, w), ao(H~, J) = 0 per 
ogni / e H~o'~(S(x, w)), ehe esiste per [S]. 

se v~= ~-H,oe~.'~(S(x, w)) si h~ pe~/>0, /~H~"(S(~, w)): 

f f i = 1  i = 1  

Ors g, e L~(S(x,w)), ;,eL~(S(x, w)), i =  1, ..., n e per 0 < e < w  si ha:  

f ~ lY, I ~ dy<V,(~ l t )  "-~+~ (dw):-:+:* 
i = l  

f ~ l;,l ~ dy<Ll(wlt) "-'+'~ (olw) "-'+~ . 
i = l  

~(z,O) 

Per  definizione 4i 9 si ha quindi: 

D'Mtra parte,  essendo ao(H~,/) = 0 per ogni ] e H~o'~(S(x, w)), si ottiene, in base 
81 teorema 1.7. : 

o r e  ioe (0, 1) e ,~o dipende da v~ n e M: M >  ~ ]a,I ~. 
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Percib, per il t eorema 5.3.5. di [Mo I], si h~: 

- -  n / 2 - - 1 + ) ,  o 

< c(~,  ~, M ) G +  4 ) ~ ( w l t ) ( o l w F  ~-'+~' . 

Allora: 

§ ( ~  § I~)(w/t)'/~,~+~q@/w). 

Sia ora ~(t) = ts, w(t) = tz con 0 < s < z < l ,  si o t t iene:  

lIv~I[~,(~(~,~))< r ~,, M)(L, § 4)q~(z)(s/z) "l~-~+~o § (L~ § $)d~-~+~qJ(s/z) 

per ogni 0 < s < z < l  e 0 < t < / ~ .  
Dalla definizione di ~ si ha allor~: 

(1.8.9.) of(s) < C(n, ~,, M)~f(z)(stz) "i~-~+~~ + z"S~-~+~(sl z) 

per  ogni 0 < s < z < 1. 
Osserviamo ora che 

$11Wll~,(~,o,~)) ~o(i) slip O<b<R~ 

al var iare  di g,e  Z~(S(x,  b)), h ,e  Z~(S(x,  b)), (i = 1, ..., n), e u e Hlo'2(S(x, b)) verifi- 
canti  r i spe t t ivamente  (1.8.6.), (1.8.7.), (1.8.8.)} 6 l imitato.  

Siano infat t i  g,, h ,e  Z~(S(x,  b)), (i = 1, .. . ,  n), verificanti  r i spet t ivamente  (1.8.6.) 
e (1 .8 .7 . )e  u eH~o'~(S(x, b)) taIe che: 

i=1 i=I 
(~ ,b )  *~(x,b) 

per ogni I e l i Z a ( S (  x, b)), t > O .  

Posto  u §  max  (~, 0), u = max  (-- u, 0), u+, ~=>0 ,  u§ r  b)), u = 
---- ~§ u_, si ha: 

,'llW§ u§ = ao(~, %)< i IFG~r~(.,)IIW&(~(~,~), 
i = 1  

e quindi:  
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Ino l t re :  

- ~ Ilhil[~,(~(~,~))llW_I[~,(~(~,~))< ao(U, u_) = - ao(U_, u ) < -  vllVu_llN~(~,0)), 
i = 1  

da cui: 

IIW~-II.(~(~,o)) < lh,  ~. ] lh&,<~,.)  �9 
i = 1  

Allora esiste C(n, v ) >  0 tale che: 

< + k ,,)(.r_,," + s.:)' 
- -  i=; ; ! .  

e quindi:  

~o(1) <C(n ,  v) .  

Ino l t re  9 6 ovviamente  monotona  crescente,  quindi, se 0 < ~ <  1 e se ~ < s < l ,  
si ha:  

(1.8.10.) ~(s)  < ~0(1) a~-(~/2~-~ a("/~)-~+~ < S(a)  s " / ~ ) - ~ + ~  , 

ore ~(~) = 0(n, v)~ 1-(~/)~-~. 
Dimostr iamo ora, per induzione, che per ogni 2g>1 vale: 

~r 

(1.8.11.) ~o(s) <S(r  1-I (1 @ C(n, v, i)o~(x~ per ~ < s < 1 .  
/~=J_ 

Sia infa t t i  ~ 2 < s < ~  e z = s /a t  [~, 1], da (1.8.9.) si ha:  

+ (s/~)~/~-~+~(~)~/~-~+~ = ,g(~)s~/~-~+~[C(n, ~, M)~(~.-~)+ 1], 

avendo sfrut t~to  (1.8.10.). 
~o t i amo  the  questa maggiorazione vale per ~2-<<s<1. 

Supponiamo ora vera  (1.8.11.) per il passo N -  1 e verifichiamola al passo _~. 
Sia o~2~<s<o: ~-2, z = ~-~s e [sd v, ~ -2 ] ,  da (1.8.9.), ~pplicabile in quanto ~ > 2  e 

quindi s <  s/od v =  z <  1, si ha.  

9(s) < C(n, v, M)~(sl~')~'/~-~+~~ + (slo~)~/~-~+~9(o~ ~) < 

<s(~) lq (1 + c(n, ~, Ml~'~~ ~, M)(8/~)~/~-~+'~'~-~+~" + 
= 1  

+ o~<n/~-l+~'(s/~h~/2-1§ =s (~) I - [  (1 + c(n, ~, M)~<~o-~') �9 
k = l  

27 

�9 [1 + C(n, v, M ) ~ ~  e/~-l+~ = S(~) [ I  (1 + r  v, M ) ~  ~o-~) 8 ~ . 
k = l  



54 A. ~r Ross~ - P. SA~BUCETZ: Sulla regolarit5 della soluzione, eve. 

Ot ten iamo percib che: 

o v e  "- 

~(s )  < ~ s  ~/~-1+~ ~ 0 < s < 1 ,  

k = l  

Kot iamo the  f i  (1 + C(n, ~, M)a ~(~~ converge in quanto  ~ < 20 per  ipotesi.  
k = l  

Sfru t tando  Mlora (1.8.5.) segue che. 

da cui: 

o=(n, ~, M)(t/t~) '~/2-~+~ per  0 < t < / ~ ,  

cio6 la tesi. 

1.9. CO~0LLA~IO. -- ~e l le  ipotesi  del t eo r ema  1.8. si ha  che:  

(1.9.1.) q~ e ~~ R)) . 

DI:~OSTICAZION:E. - Segue dal t eo rema  1.8. e dal t eo rema  2.2. di [Mo I I ] .  

1.10. D~.FI~:~zzzoN~. - Di remo che (p, A) 6 soprasoluzione, e ser iveremo (p, A) 
M + ~  s e :  

(1.10.1.) 

(1.10.2.) 

p e M(O, A,/ 'o, po), A e ~(tT) 

a(p,f) + I (A, / )>0  per ogni ]~M§ O). 

1.11. TEOR]~i .  - Sia (p, A) ~ M+, Pa~ M(O, A, JFo,Po) la soluzione di (1.3.1.), 
poeH1.2(f2) con t racc ia  non nega t iva  su 8~,  A e 5~(~). Sia inol t re  I (A,  ] ) < 0  per  

ogni ] ~ M§ A,/~o, 0), a l lora:  

(1.11.1.) 

(1.11.20 

quasi  ovunque  in 12; 

(p~, A) e M + .  

D~OSTRiZIONE. - (1.11.1.) segue dai t eo r emi  0.12., 0.11. e 1.5_ I n f a t t i  dal  teo- 
r e m a  0.12. con ~ ---- 12, F ----- A , / ' =  Fo, v = Po~ u ---- p,  I = I(A, .) ,  a -~ a si ha  p~>0 
quasi ovunque  in 12; quindi, poich~ per  il t eo rema  1.5. p ~ > 0  quasi ovunque  in s 
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dal t eorema 0.11. con ~ = 9 ,  F ' =  F ' =  A, T ' =  _To, v = P o ,  a = a, I~= ~2----- I(A,.),  
,~ -----p, w = p~ si ha la tesi. 

(1.11.2.) b conseguenza di 0.14.; infa t t i  basra verificare che p~ soddisfa (1.10.2.) e 

ci6 segue dal t eorema 0.14. con E) = / 2 ,  F = A , / "  = / ' o ,  a = a, I = I(A, .), qt = p, 

1.12. TE0m~A.  - Siano A e s (Pa, A) ~ M+, ~o~ (0, 1) come nella tesi del 
teorema 1.7., # ~ (0, 1) e g, h ~ ~5:~/~+~(~Q), g~, h~a L~(/)), i = 1, ..., % verificanti  (1.8.1.) 

su ogni sfera di centro x a ~Q e raggio 12 tale che S(x, 1~)c f2 e per cui: 

=fg dy ~q~dy per ogni ~ e ~ ( ~ )  

(1.12.2.) m(A,t):fhIdy+f~h~3gy per ogni ] e ~o(f2) .  

~9 ~2 

r 

Siano inol tre  a , s  Z~176 (i, j = 1, ..., n) tali  che ~ ai~(y)$~>v[~l 2, v > 0, per  
i , j ~ l  

ogni ~ R  ~ e per quasi ogni y e D ,  b~L~(D),  c~L~(D) ,  ( i =  1 , . . . , n ) ,  d~L~/~(~C2), 
y~ ~ I/-~(FO, (r > n) ed a: H~,~(~Q) X HI,U(~Q) --~ R la fo rma bil ineare continua coai 

definita: 

(1.12.3.) a(u, v) = 

) f i = l  ,~ = 1  
gt .U~ 

Supponiamo ancora che per tale fo rma esista nna costante V e R+ tale che: 

a(~, ~)>~llWll~.(~)per ogni ~ z H~'~(~9). 
Allora esiste f l e  (0, 1), fl < min (~o,/*) tale che: 

(1.12.4.) p~ ~ ~o ,~(~) .  

DII~OSTlCAZ~O~E. - Sia x ~ f2, /~ ~ R+ tale che S(x, R) c /2 .  Sia inol tre  ~R ~ 
H~'~(~q(x, R)) tale che: 

(1.12.5.) ao(p, ~ q- ~ ,  ]) -= 0 per ogni ] e H~'2(S(x, R ) ) ,  

12 1 2  ore  %: H. '  ( D ) X H  o' (D) - > R  6 la forma cosl definita: 

(1.12.6.) ao(U,V) = i taiJ O~u ~ v  dy 

9 
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Osserviamo the la Iunzione G esiste per [S]. 
Poich6 (io,, A ) e  M+, ponendo a~= a -  a0 e sfruttando (1.12.5.), si ha the, per 

ogni ] e H~'~(S(x,/~)), ] > 0 :  

o <a(:ow, ]) + t(A, I) = - ao(~, I) + a~(p,~ + ~,  1) - a~(~, 1) + ~(a, 1) 

da eui: 

(1.12.7.) a(~R,])<adpa~-~=,])~I(A,])  per ogni ]eH~o'~(S(x,t~)), ] > 0 .  

Inoltre, poich6 A e~-o(~2), per (1.12.5.) e (1.5.2.) si ottiene che per ogni 

a ( ~ ,  l) = a(~o~ + G ,  l) - a(p~, l) = a~(io] + ~, r - a(p~, / )  > 

> a,(p~ + ~,  1) - ~ ( A , / ) ,  

da cui, sfruttando (1.12.7.) si ha: 

(1.12.8.) ctd:p~, + ~,  1) - inca, l) < a (~ , , / )  < a~(tg,, + &,/) + ~CA, l) 

per ogni ] e H~'~(S(x, R)), / > 0 .  

Sis ora VneHo~'](S(x, R))([S]), tale the:  

ao(V~, ]) + ad&, ]) = 0 per ogni ] ~ H~'~(S(x, ~)) 

e 

w~ = G -  G e  H~'~(s( x, •)). 

Allors per ogni ] e H~'*(S(x, R)): 

%(W~, 1) = Cto(&,/) - ao(G,  1) = a($~, 1) 

e quindi per (1.12.8.) per ogni ] e Hlo'2(S(x, R)), ] > 0 :  

ct~(~i + ~ , / )  - re(A, 1)< %(W~, l) < a,(p,~ + ~ ,  l) + I(.A, 1). 

Poich6 10a q- ~ verifies (1.12.5.), per il teorems 1.7. si hs  the Pa q- ~n ~ Hlo'2'~'(S( x, 
R)), per il teorema 2.2 di [1~Io II]  segue che pa-]-~ne~~176 R)) e quindi per il 
lemma 4.6 di [l~lo II]  segue che: 

b, ~,(~ + ~,) e L~(S(x, ~ ) ) ,  e,(p~ + G) e ~~ R)) ,  d(p~ + ~ )  e ~ '  (S(x, R)),  
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dove: 

e -  

(1.12.9.) 

= s ' =  nr/(~'n/2) - r + 2 > 2~/(~ + 2) s r/(r/2) + 1 > 2n/(n + 2),  

f ,=~ b,(y) ~,(Pa -F ~.)(y)] dy<. 
s(~,O) 

< o(~)lip., + ~. ll~,,,.',(~<.,., 2 I1 b,ll~.(~<~,.,)s~<-z,'-:+~ (olS~):-:+*+: 
i = l  

f Z Ic,(v)l:l(p.,+ ~,,)(.v)l: dy< 
i ~ 1  

S ( ~ , e )  

< (r -1- ~,~]1~',:,'.~<o,~,) Z IIc, ll,,(~<~,~,)):R:: (e/Sr 
i : l  

f ld(yl(pa+ ~.)(Y)l d y <  

k * a zo' - l l d l [  r l  z .  .~n/2--1+2~(...,t]/~\n--~+2"r 

con O<~)<.B, ~: ---- 1 -- nit. 
Quindi da (1.12.1.) e (1.12.9.) segue che per ogni ] E~(S (x ,  R)): 

g(x,,R) 

b, 3,(p~ + ~) + d(p~ + f,) + g e L2"/("+")(S(x, R)) 
con { c~(p~+ ~) + g,~L (S(x,R)) 

e :  

li=l 

[ . < [C(n)llp~ + ~./I.','.~.(.~,.,)i~ tlb,ll~.(.c~,~,)R~ + 
i ~ l  

f ~ Ig,+ c , (p~+ ~R)I' dr< 
i = 1  

"<"~' <2[(c(~, ~o)lll.. + e~!l-'",'*,.,.. ~ 11o,11..<.<o,.>,): + c:](dR) .-.+'* 
dove O < ~ < R ,  ~ < m i n  (p, -c), Jt ~ (O, 1) .  
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31entre du (1.12.2.) e (1.12.9.) segue the  per ogni J e ~o(S(x, /~)) :  

.S(e,lr 

con e~(p~ + ~.) - -  h~ e/~(s(x,/?)) 

e :  

s(~,, O} 

f 

i = l  

[( )' 
i=I i = i  

4- C~](q/R)~-~+ ~z, dove 0 < @ < R ,  ~ < m i n  (#, T), ~ e ( 0 , 1 ) .  

]~ possibile quindi app!ic~re il ~eorema 1.8. ot tenendo t h e  WRe H~'2'~(S(x, 1~)) e 
il corollurio 1.9. che 4~: 

(1.12.10.) WR~~ R)), ~z < min  ($o, ~), ~ > O. 

Osserviamo ora che per ogni J e H~o'~(S(x,/~)): 

Percib, per il lemma 4.6 e per il teorema 4.6 di [Mo II] ,  VReH~'~'~(S(x,I?)), 
quindi, per il teorema 2.2 di [3Io II],  VRs~~ 1~)). 

Allots si ha che 8R = W,  4- V~ e ~~ R)), ma, poich~ Pa ~- 8Re ~~ /~)), 
si ot t iene che p ~ ~  R)), essendo a <  20, da cui la tesi. 

1,13. TEO~EHA. - Sin A ~ 970(/2), (pa, A) ~ M+, p.~v~ 0, ioa~ ~~ Allora: 

o 

A = {x ~/2: p~(x) > o} = (x e/2:  p~(x) > o}. 

D]2~OSTgAZlO~E. - Poich~ Pa+ ~o(/2) b ovvio che: 

o 

(x ~/2: ~.(x) > o) c (x e ~ :  p~(~) > o}, 
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quindi per ottenere la tesi ~ suffieiente provare che: 

o 

(x e ~9: ~ (x )  > o} c A c {x e ~9: ~ (x )  > o}. 

La prima inelusione risulta dal fat to ehe g)~eM(D, A, l"o,Po) e ehe in effetti 
/)~ = 0 in ~2\A ovunque. Infa t t i ,  se esistesse x ~ D \ A  tale ehe p~(ov) > 0, poichg 
io~ ~ ~~ esisterebbe S(x, R ) c  t ? \ A  tale ehe p~ > 0 in S(x, R), ma, poieh~ $2\A c 

c D \ A  (3 D e IS(x,/?)[ > 0, si contraddice il fa t to  ehe p~e M(~2, A, No, Po). Per  
quanto rigaarcla la seconda inclusione osserviamo che per ogni ~o e M+(/2, A, 2"o, O) 
si ha  : 

a(p~, ~) = - t(A, ~ ) > o  

e, poAch6 ~o(A) c M(D, A, No, 0), pxva 0, per il eorollario 1 di [C I], si ott iene l'in- 
elusione voluta,  in quanto io~ soddisfa an  principio di minimo. 

1.14. OSS~t~VAZIO~E. - Sia A E ~-o(tP), (p~, A) ~ M+, p~=/= 0, p~e ~~ M(D, ~ ,  
/-'o, 1o0)v e 0. Inol t re  se A~, A=~ ~(~),  A2cA~ si abbia I(A~, ] ) =  I(A~, ]) per ogni ] e  
eH~,z(D), ]-= 0 q.o. in A~\A~. Allora io~ = p~ q.o. in D. 

A 

In tan to  clal teorema 1.13. segue ehe p~ = 0 in ~2\A[ e quindi in D\A~ (3 ~ ,  in 
quanto io~ ~ g~ 

Inoltre,  da (1.3.1.), per ogni ] ~ M ( D , ] ,  -No, 0) c M(D, A, -Po, 0) si ha ehe: 

a(p~ , / )  + ~(A, 1) = 0 e a ( p ~ , / )  + ~(A, 1) = 0 .  
A 

Allora per ogni ] ~ M(~2, ~ ,  To, 0) si ott iene ehe: 

a ( p ~ -  p ~ , / )  = o .  
A 

Scegliendo era ] =p~--_p~E M(~2, ,~, 1"o, 0), segae, grazie alla debole coercivit~ 

di a, che p~ = p~ q.o. in ~[. 
A 
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