Serie algebriche di divisori su una curva
e su una superficie ().

Ciro CILIBERTO - Fra~Nco GHIONE (Napoli) (*%)

Summary. — Let X be a complele variety over an algebraically closed field k. I' is said to be an
algebraic series of divisors on X, parametrized by o k-scheme T, if it is an effective Cartier
divisor in X x T, flat over T. If T is pure of dimension r, v is said to be the dimension of
the series. In this paper, following classical ideas of Allen, Castelnuovo and Torelli, we study
some properties of algebraic series of any dimension of divisors on an irreducible, non singular
curve, and of 1-dimensional series of divisors on am irreducible, non singular surface.

0. — Introduzione.

Sia X una varietd completa, cioé uno schema integro, separato, di tipo finito
sopra un campo algebricamente chiuso %, e proprio su k. Diremo che I é una serie
algebrica di divisori su X parametrizzata da un %-schema 7, se I" & un divisore di
Cartier effettivo di X x T’ piatto su 7. Se 7' & puro di dimensione r, » sard detta la
dimensione della serie I

In questo lavoro si studiano alcupe proprietd notevoli delle serie di ogni dimen-
sione di divisori su una curva non singolare, richiamandosi ad alcuni classici lavori
di ALLEN, CASTELNUOVO e ToRELLI (cfr. [A], [C], [T], [T.], [Ts]), e si affronta uno
studio analogo, relativamente alle serie di dimensione uno, di divisori su una su-
perficie non singolare.

Nel caso delle curve si introducono alcuni caratteri numerici legati a una serie
di divisori di dimensione r, detti difeiti di equivalenza. Questi caratteri, che non gi
trovano nella letteratura moderna, risalgono a Castelnuovo per r = 1 e, nel caso
generale, ad Allen e Torelli. Utilizzando i difetti di equivalenza si pud dimostrare
in ogni caratteristica una notevole formula numerativa di Allen che d3 il numero
dei divigori della serie I” dotati di #, punti p,-pli, n, punti p,-pli, ..., n, punti p.-pli,
essendo P> P> o> el P F Pt o PrRe =0y, Ny oo =R —7,
dove n & il grado dei divisori della serie e r ne & la dimensione (cfr. Teorema (1.4)).
A partire da questa formula & facile dedurre il criterio di equivalenza di Castelnuovo-
Torelli (cfr. Corollario (1.6)). Questo afferma che una serie I” irriducibile di dimen-

(*) Entrata in Redazione il 16 luglio 1983.
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sione #, ha sempre
0.1) a<v(r + 1)(n —» 4 rg)

divigori dotati di un punto (r -- 1)-plo, dove n &, come dinanzi, il grado dei divisori
della serie, » ne ¢ il cosiddetto indice, ossia il numero dei divisori di I" contenenti
un punto generico della curva, g ¢ il genere della curva. Inoltre in (0.1) vale I'ugua-
glianza se e solo se i divisori di I” sono tra loro linearmente equivalenti. Lo scarto
tra i due membri di (0.1) & essenzialmente il primo difetto di equivalenza della serie I”.

Unsa ulteriore utilizzazione dei suddetti caratteri numerici viene indicata nel § 2,
provando la nota disuguaglianza di Castelnuovo-Severi relativa alle corrispondenze
su una curva algebrica liscia irriducibile. Se X & una tale curva e 'c X x X & una
corrispondenza di indici 5y, ., allora per il numero di autointersezione del divisore I’
sulla superficie X x X vale la seguente limitazione

(0.2) [try<2nm,

dove [I'] & la classe fondamentale del ciclo I'su X xX e f indica il grado di un ciclo
zero-dimensionale. Questa formula & stata utilizzata, come & noto, da A. WuIL per
dimostrare I'ipotesi di Riemann per le curve algebriche su un campo di caratteri-
stica positiva. Per tale motivo la disuguaglianza (0.2), originariamente dovuta a
CASTELNUOVO e SEVERI (cfr. [C], [S]), & stata ridimostrata in ogni earatteristica
prima dallo stesso A. WEIL, pol da MATTUCK e TATE e infine da GROTHENDIECK
utilizzando il teorema dell’indice di Hodge sulle superficie (cfr. [W], [M], [G], [GH,]).
La dimostrazione qui riportata, vicina a quella di Severi, ci pare sia pilt geometrica e
forse pilt semplice delle altre; nello stesso tempo essa dd anche una informazione
in pill, in quanto consente di interpretare in molti casi lo scarto tra i due membri
di (0.2) come il difetto di equivalenza di I

Nel § 3 vengono definiti alcuni caratteri numerici associati a una serie unidi-
mensionale irriducibile I" di divisori su una superficie liscia Y. Se I'= {C} ., ¢ la
data serie, con X curva liscia irriducibile e C, liscia per # generico in X, si introduce
il carattere z, detto difetto di equivalenza, o numero di Torelli, della serie I, nel modo
seguente

(0.3) z=y(n -+ 4g—4 4 0,(¥)) — 0

dove n & il grade di Iy ossia il numero di autointersezione della curva C, su Y, g ne
& il genere aritmetico, v & Pindice di I, cioé il numero di curve di /" passanti per un
punto generico di Y, ¢,(Y) e il grado della seconda classe di Chern del fibrato tan-
gente di Y, § & il numero di nodi, contati con opportune molteplicita, che com-
paiono complessivamente nelle curve della serie I

Nel § 4 si studiano le serie unidimensionali di grado n» =1 e si dimostra che
queste serie possono esistere solo su superficie di particolari tipi, che vengono clas-
sificati.
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Nel § 5 si dimostra, in opportune ipotesi di generalita, il risultato principale di
questo lavoro, gia enunciato da ToRELLI in [T,]: se » > 1 allors # & sempre non ne-
gativo ed & nullo se e solo se le curve della serie I” sono tra loro linearmente equi-
valenti. La dimostrazione di Torelli, dalla quale abbiamo tratto alcune idee essen-
ziali, contiene tuttavia delle lacune. Intanto Torelli non chiarisce le ipotesi di gene-
ralitdh in cmi la formula é valida. Inoltre egli sembra implicitamente riferirsi al caso
in cui la superficie abbia genere geometrico positivo. Infine il calcolo, esplicitamente
fornito da Torelli, di z & errato: in esso infatti non compare un carattere che noi
invece troviamo e che gioca, nel corso della dimostrazione, un ruolo importante.

Alcuni problemi sono segnalati alla fine del § 5.

1. — Serie di divisori su una curva.

Sia X una curva liscia, irriducibile, completa, di genere g definita su un campo
algebricamente chiuso k. Sia /' una famiglia algebrica di divisori effettivi di grado »
su X, parametrizzata da un k-schema 7' completo, ridotto, puro, di dimensione .
I' & allora un divisore di Cartier di X x T piatto su 7. Con abuso di notazione deno-
teremo ancora con ['il sottoschema di X x T definito dal divisore I'. Se p,, p, sono
le proiezioni di X XxT su X e su T rispettivamente, porremo z,= p,|,, i =1, 2.

I’ sard detta una serie di divisori di X di gradoe n.

Per la proprietd universale che definisce lo schema dei divisori effettivi di X,
la serie I" determina un morfismo

®: I~ Divi = X(n)

essendo X(n), il prodotto simmetrico » volte di X, la componente dello schema di
Hilbert dei divisori di X che parametrizza i divisori effettivi di grado » di X. Inoltre
se D ¢ il divisore universale in X x X(n), allora &

(izXa)*(D) =TI

iy essendo l’identitd di X. Denoteremo nel seguito con Z il sottoschema chiugo a(7)
di X(n) e ci riferiremo sempre al caso in cui Z & puro e dim Z = dim 7 = 73 P 8ard
detta allora la dimensione della serie [
Sia # un punto di X e consideriamo il divisore di X(n) definito da
D, = D|

zX X(n) *

Insiemisticamente si ha

D,={DeX(n): D=uw-+D,DeX(n—1)}.



332 Ciro CILIBERTO - ¥RANCO GHIONE: Serie algebriche di divisori, ecc.

Denoteremo con £ la classe del divisore D, nell’anello di Chow di X(n); ovviamente
la classe di equivalenza numerica di £ non dipende da 2.

Sia K e X(n) un fissato divisore effettivo di grado n su X, e consideriamo la
mappa di Abel-Jacobi

p: X(n) - J(X) = Alb (X)

tale che g(&) = 0. Sia @ un divisore theta su J(X) e 0 la classe, nell’anello di Chow
di X(n), del divisore ¢*(@). Ovviamente la classe di equivalenza numerics di 6 non
dipende ne da F né dal particolare divisore theta fissato su J(X).

B possibile ora definire gli interi

o= 12707

per ogni ¢ = 0,...,r, dove [Z] & la classe fondamentale del ciclo associato al sotto-
schema puro Z e f denota il grado di un ciclo di dimensione zero.
Si noti che

f0=[2)-&

detto indice della serie I, si interpreta geometricamente come il numero dei divi-
sori della serie contenenti » punti generici di X. Esso & sempre un numero positivo,
essendo D, un divisore ampio di X(n) (cfr. [GH,]). Se Vindice di I” & uno, si dice
che I' & una nvoluzione su X,

L’intero #,, introdotto da CASTELNTOVO in [C] per il caso r = 1, e da TORELLL
in [T,] per il caso # = 2, prende il nome di difetto di equivalenza della serie I'. La
definizione degli interi 2, da noi data risale essenzialmente ad ALLEN (cfr. [A}). Per
analogia con z;, chiameremo 2, 1’i-simo difetto di equivalenza della serie I', per ogni
t=1,..7

Una serie [' di divisori di grado », dimensione r, indice z,, difetti di equivalenza
%1y ey %, 8ard denotata col simbolo I'(m, 1,2, ..., %).

Vogliamo ora dimostrare il seguente

TEOREMA (1.1). — Sia I'(n, 7, 2y, 24, ..., 2,) una serie di divisori su X. 8¢ ha allora:
(@) 2,>0 per ogni t =1, .., 7;
(b) per ogni i =0,...,r —1 & 2,.,= 0 se ¢ solo se dim p(Z)<.
DIMOSTRAZIONE. ~ La (a) & ovvia. Infatti & facile vedere che, se 2 non & conte-
nuto in tutti i divisori di ogni componente irriducibile di Z, allora il ciclo di inter-

sezione Z-D,= Z, & definito ed & effettivo, puro, di dimensione » — 1. Induttiva-
mente possiamo concludere che, per ogni i<y, il ciclo

Z =4, ... D

Lirasey Tr—y L1 Lr~1
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& definito, effettivo, puro, di dimensione i, se i punti @y, ..., #,_, sono generici in X.
Poiché si ha equivalenza algebrica ®,= D, per ogni coppia (z,y)eX xX, ot-
teniamo

2 :f{Zwl,...,mr_i] 0.

Per 'ampiezza di O su J(X) e per la formula di proiezione, ne segne che #,> 0. Per
dimostrare la (b) cominciamo col provare Passerto nel caso ¢ = #— 1, in cui si fratta
di verificare che z,= 0 se e solo se dim ¢(Z)<r — 1. Dalla formula di proiezione
otteniamo

o =121 ¢*10) = [p:L 21167

¢ dungue, essendo & ampio, & &, = 0 se e solo se @4[Z] = 0. D’altra parte, se Z’ &
una componente irriducibile di Z allora & @[Z'] = 0 se e solo se dim @(Z') < dim Z.
Da ¢id segue Passerto, e la (b) risulta anche completamente provata per # = 1. Pro-
cediamo allora per induzione su #, supponendo r>1 e i <<r—1. Sia 2 un punto
generico di X, in modo che Z,==Z-D, sia puro di dimensione » — 1. La serie [,
definita da Z, ha, com’¢ facile verificare, lo stesso h-simo difetto di equivalenza
di I', per ogni h =1, ..., ¥ — 1. Quindi, in virtu dell’ipotesi induttiva, abbiamo che
2= 0 se e solo se dim ¢(Z,)<i. D’altra parte, se Z' & una componente irriduci-
bile di Z allora la fibra generica del morfismo

Pz Z'—>(Z')

ha la dimensione maggiore o uguale a nuno. Infatti tale dimensione, paria » — dim @(Z'),
& maggiore o uguale della dimensione della fibra generica della restrizione di ¢ ad
ogni componente irriducibile di Z,. Pertanto

r—dim@(Z)>r—1—dime(Z)>r —1—i>1.

Allora il divisore D,, essendo ampio, interseca tutte le fibre di ¢|,, e da cid segue
che @(Z') € ¢(Z,). Ripetendo il ragionamento per tutte le componenti irriducibili
di Z si trova che ¢(Z) = @(Z,), da cui Passerto, essendo dim ¢(Z,) <.

COROLLARIO (1.2) (Allen). — Data una serie I'(n,r, 2, ..., 2,) di divisori su una
curva X, o(Z) ha dimensione © se ¢ solo s¢ 2,.,=0 ¢ 2,> 0, con ¢ = 0,..., 7 — 1.

Osserviamo esplicitamente che se 7' ¢ irriducibile, allora ¢(Z) ha dimensione ¢
se e solo ge i divisori di Z linearmente equivalenti al generico divisore D € Z costi-
tuiscono una sottovarietd di Z di dimensione r — 4. Inoltre se #, 1= 0 allora anche
#;== 0 per ogni j > 4. Possiamo allora enunciare, come conseguenza del corollario
(1.2), il seguente risultato, che trovasi stabilito in [A], pag. 348.
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COROLLARIO (1.3). — Data una serie I di divisori di X, i divisori di ciascuna com-
ponente irriducibile di Z sono tra lore linearmente equivalenti se ¢ solo se 2, = 0 ¢ quindi
s¢ e solo se 2,= 0 per ogni i>1.

I caratteri dianzi introdotti risultano importanti in quanto compaiono in una
notevole formula numerativa c¢he trovasi gid in [A], pag. 349, e che generalizza
quella ben nota di DE JONQUIERES (cfr. [DJ], [T,]). Allo scopo di ritrovare la sud-
detta formula, introduciamo alcune notazioni. Siano p,, ..., p, interi tali che p, >
>..>p>0 e ny, .., n; interl positivi tali che

k k
2Ppmi=n, Iu,=n—71.

=1 =1
Congideriamo il morfismo

Jr X(ny) X X X(0g) - X(n)
definito, sui punti chiusi, da

J(D1y ooy Di) = 91Dy + oo + e Dy

’immagine di j & una sottovarietd chiusa di X(n) di codimensione r, che denote-
remo con il simbolo A, (n?, ..., n7*) e chiameremo diagonale di X(n) di tipo (n}, ..., n¥).
Data nna gserie I di grado # e dimensione r & definito 1'intero

Ay ooy 12%) = [121 [ A0 .o, m2)]
che, qualora l’intersezione dei cicli considerati sia definita, da il numero dei divi-
sori della serie I" dotati di », punti p,-upli, ..., n, punti p,-upli, contati con oppor-
tuna molteplicita.

Vale il

TEOREMA (1.4) (Allen). — Con le notazioni dianzt introdotte, vale la seguente formula

o o on=r g—’&
ooty oy n) = B S e S (U o ==

R SO e =1
dove
n 7
Y= Z( 1) ( k) (pr—1)n . (pp— 1)
I ll lk
k
la somma essendo effettuata su tutti i multiindici L = (I, ..., L) tali che D1, =1 e

=1

che 1, <<m; per ogni © =1, ..., k. Inoltre se py=1 ¢ l,= 0 si pone (p— 1)*= 1.
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DIMOSTRAZIONE. — La formula segue, mediante calcoli semplici, ma tediosi, che
non riportiamo, dalla definizione degli interi z; e dal teorema (15.2) di [MD] che
fornisce una formula per [4,(n%, ..., n}*)] in termini di & e 6. Notiamo che le formule
di Macdonald, dimostrate sul campo complesso, si estendono a ogni campo alge-
bricamente chiugo in virttt dei risultati di [CO]L

Interessante é Papplicazione della formula di Allen al caso n, = 1, no=n —r —1,
Pr=1 + 1, p=1. Qui dy(1*, (n —r —1)!) fornisce il numero dei divisori della
serie I" dotati di un punto (r + 1)-plo. Si ha precisamente

(1.5) dp(174, (0 — r — 1)3) = (r -+ Dlzgfn — r + gr) — 12]

formula dovuta a Castelnuovo per r = 1:e a Torelli per » qualunque (cfr. [C], [T,]).
Tenendo presente i corollari (1.2), (1.3) e la formula (1.5), si ha il

COROLLARIO (1.68) (Castelnuovo-Torelli). — Data su una curva X una serie I irri-
ducibile di divisori di grado n e dimensione r, allora per il numero d det divisori della
serie dotati di un punto (r + 1)-plo si he la limitazione

d<(r -+ 1)(n—r -+ rg)z

valendo Vuguaglianza se e solo se z;= 0 ovvero se ¢ solo se ¢ divisori della serie I'
sono contenuti in una stessa serie lineare.

B ovvio che un enunciato analogo pué formularsi anche per le serie riducibili
ma su ¢id non ci attardiamo.

I1 corollario (1.6) chiarisce il senso della denominazione di difetto di equivalenza
per intero z,.

Come ulteriore applicazione del teorema (1.4), scriviamo esplicitamente la for-
mula per d,(2% (n— ¢ — 2)!) che utilizzeremo nel seguito. Si ha

(1.7) A28 (n—r—2)1) = 2&[(n —#)(n — 7 — 1) + 2g(n — r — 1) + g(g — 1)] —
— 42 (n—r—2+¢g)+ 4z,

2. — La disugunaglianza di Castelnuove-Severi.

In questo paragrafo vogliamo applicare i risultati precedenti allo studio delle
corrispondenze tra curve.

Siano X,, X, curve liscie, irriducibili ¢ complete, di genere g;, ¢, rispettivamente.
Una corrispondenza I' tra X, e X, & un divigsore effettivo I" di X, x X,. Gli indici della
corrispondenza sono definiti dai numeri di intergezione

(2.1) =TT ple)], @eX, i=1,2

21 ~ Annali di Malematica
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essendo p;: X; X X, — X, le proiezioui. Supponiamo che I sia piatta su X, il che
equivale a dire che il divisore I" non ha nessuna componente del tipo pj(x,), con

#;€ X,. Allora I" definisce una serie I'(ny, 1, 2% 2i") su X,. Analogamente, ge I" &
) sn X,. Siano

piatto su X,, esso definisce una serie I'(ny, 1, 2, 2

o Xy — Xo(n,)
oyt Xy — Xi(ng)

i relativi morfismi (cfr. § 1) e denotiamone con a,, a, i gradi sulle rispettive imma-
gini Z, e Z,. I del tutto evidente che

— ) — 4 D
(2.2) Ny == Aoy , Mg= Us% .

Dimostriamo il seguente

TEOREMA (2.3). — Sia I'c X; X X, una curva completa, liscia, irriducibile & ge-
nere g, piatta su X, ¢ X, e tale che m,= p,|, sia separabile per i = 1, 2. Risulta
allora

(@) “1z§1)= azz(lz): Wy~ Ne(gy— 1) + Ny(ga— 1) — (g — 1);
®) [[I'= 2nyn,— 2a,2".

DIMOSTRAZIONE. — Sia D® il divisore universale in X, X X,(n,) e ne sia ¢; la
proiezione su X,(n;). Si ha il diagramma cartesiano

T _'/))1__> D

o, b

X, — Xy(ny)
dove, & bene osservarlo esplicitamente, f§,, al pari di «;, ha grado a, sulla sua imma-
gine. Siano R, il divisore di ramificazione di s, su I" e A® il divisore di ramificazione
di ¢, su D®, Si ha :
Ry = Bi(4?)
(cfr. [H], pag. 175). Di qui ne segue

[0 =[em [ R] = [0, 881047 = 0, [ 4,08, 14%) = &, [12:)-[42-(4")]

Ma & chiaro che g,.(4®), il divisore di diramazione di g, su X,(n,), coincide con
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A (12 (n;—2)'). Quindi, tenendo presente la (1.5) e la (2.2) si ha

(2.4) f [R,] = 2ma(ny 4+ ga— 1) — 20,2 .

Del tutto analogamente, se R, & il divisore di ramificazione di n,: I' — X, su I &i ha
(2.5) J'[jo = Oyt gy — 1) — 20,22 .

D’altra parte, applicando la formula di Hurwitz al morfismo 7,: I — X, i =1, 2,
si trova

29— 2 = n,(20,— 2) +[[R].

Di qui e dalle (2.4), (2.h), si trae facilmente la (a). Quanto alla (b), essa si deduce
con semplici calcoli dalla (a), applicando la formula di aggiunzione sulla superficie
X, xX,, e tenendo presente che un divisore canonico su X; X X, é pf(le) -+ ?:(Kx,),
K, essendo un divisore canonico di X,, 1 =1, 2.

Dato ora un gqualunque divisore [ su X, XX,, possiamo sempre associare ad
esso un carattere z, che diremo difetto di equivalenza della corrispondenza I, defi-
nito da

Zp= 203Ny ——f[]"]2

dove ny, n, sono ancora definiti dalla (2.1). E chiaro che
(i) se It=1T, allora € 2, = 2p,;
(ii) se Iy= I'+ p'(z), x.€ X;, allora 2, = 23

(iii) se [ verifica le ipotesi del teorema (2.2) allora 2,.>0, avendosi l'ugua-
glianza se e solo se i divigori della serie I" su X, e su X, sono contenuti
in una serie lineare; circostanza, questa ultima, che si verifica se e solo
se I' & linearmente equivalente a un divisore del tipo p;(D,) -- pZ(Dg),
esgsendo D, un opportuno divisore su X, i =1, 2 (cfr. [E], pag. '97).

Dalle proprieta precedenti si ricava il

COROLLARIO {2.6) (Castelnuovo-Severi). — Sia I un qualunque divisore di X, x Xy}
allora

o= 271y — f [IF>0

valendo Vuguaglionza se e solo se I' & linearmente equivalenie a un divisore del tipo
pf(Dl) -+ p:(Dz), con D, opportuno divisore su X,y ¢t =1, 2.
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DivosTRAZIONE. — B facile rendersi conto che & sempre possibile trovare divi-
sori B; su X;, i=1,2, tali che il divisore ["=I" 4 pi(B,) + ps(H,) sia molto
ampio. Esistera dunque un divisore I linearmente equivalente a I, verificante le
ipotesi del teorema (2.2). L’asserto segue allora da (i), (ii) e (iii).

3. — Serie di divisori di dimensione uno su una superficie algebrica.

Sia Y una superficie algebrica liscia, irriducibile, completa, su un campo alge-
bricamente chinso & di caratteristica zero. Una serie algebrica di divisori su Y, para-
metrizzata da un k-schema X, ¢ un divisore effettivo I'c YxX piatto su X. Per
la proprieta universale che definisce lo schema Div, dei divisori effettivi di Y, la
serie " induce un morfismo

f: X — Div,.

Noi supponemo nel seguito che § sia un morfismo birazionale sulla sua immagine,
ossia che [ sia effettivamente parametrizzato da X. A questo cago ci si pud sempre
ridurre con eventuali cambiamenti di base.

Con notazioni analoghe a quelle dei precedenti paragrafi, denoteremo con p,, p,
le projezioni di ¥ XX su Y e X rispettivamente, e porremo =, = p,[5, ¢ = 1, 2. Nel
seguito ci limiteremo a trattare il easo in cui X sia una curva liseia, irriducibile e
completa di genere p. Si noti che P'ipotesi di birazionalitd su f§ comporta che m, sia
dominante, e quindi suriettiva. Diremo allora che /" & una serie di dimensione uno.

Mediante identificazione di Y x {m} con Y, per ogni # € X, la fibra geometrica
7, () i identificherd con un divisore (, della superficie Y. Per indicare la serie I
scriveremo anche I' = {C,},c;. Se I', come sottoschema di ¥ XX & irriducibile (ri-
dotto, non singolare, ecc.) diremo che la serie I' & irriducibile (ridotta, non singo-
lare, ecc.). Alla serie I' sono sempre associati i seguenti caratteri numerici

" =f[0w]2 y 9= 10,)

dove p, denota il genere aritmetico. Stante la piattezza di m,, questi earatteri, detti
rigpettivamente grado e genere della serie, non dipendono dal punto »e X.

Un punto y € Y si dice un punto base per la serie " se ogni divisore O, contiene
il punto y. L’insieme U, di Y dei punti che non sono punti base per I" & un aperto
di Zariski non vuoto di ¥ e il morfismo x,: I" -> ¥ risulta, su Uy, un morfismo finito.
I1 grado » di questo morfismo prende il nome di indice della serie I': esso eguaglia
il numero dei divisori di I passanti per il punto generico di Y.

Una curva O, ciod un divisore effettivo di ¥, si dice fissa per I" se ogni curva di I”
contiene €. Se cid accade e (, & il supporto di O, allora z;"(C,) & una componente
irriducibile di I, e dunque I" & riducibile. Noi supporremo nel seguito I" ridotta, irri-
ducibile e liscia. Cid in particolare comporta che I' sia privo di curve fisse e quindi
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che dim (¥ — Up) = 0. Inoltre, applicando il criterio di liscita generica al mor-
fismo 7y I'— X (cfr. [H], pag. 272) si ha che la sua fibra generica 7, () & non

singolare. Se tale fibra non & connessa, cioé se ¢, non ¢é irriducibile per @ generico
in X, esiste allora un diagrammsa commutativo

r

X —— X

g

dove X' & una curva liscia, irriducibile, completa, ¢ ¢ un morfismo finito ed f & a
fibre connesse, e quindi genericamente liscie (cfr. [H], pag. 280): il grado u del mor-
fismo ¢ uguaglia il numero di componenti connesse della fibra generica di m,, e dun-
que delle componenti irriducibili della curva generica di I'. Posto I''= X'x I,
si vede facilmente che I individua una serie di dimensione uno di divisori su Y pa-
rametrizzata da X' il cui elemento generico ¢ irriducibile non singolare; incltre per
ogni 2z e X, C, & somma delle curve di /" corrispondenti ai x4 punti di ¢g*(z) su X'.
Si dice allora che la serie I' é composta con la serie I''. Noi supporremo ancora nel
seguito I" non composta con altre serie e dunque non golo priva di curve fisse, ma
anche a eurva generica irriducibile, non singolare.

Per una serie liscia, ridotta, irriducibile e non composta si pud introdurre, ac-
canto ai precedenti, un ulteriore carattere numerico che da, tenendo opportuna-
mente conto delle molteplicita, il numero dei punti doppi che compaiono nelle curve
della serie I'. Per ogni v € X sia

o= 3 h,CP

0 essendo le componenti irriducibili del divisore (,. Poniamo

ea=3 (2~ 2p,(C)) — 3 (( 3 4.(04") — 1)

i yEQ, i

dove p,(C) & il genere geometrico di €%, cio¢ il genere aritmetico della sua nor-
malizzazione e 8,(CY) & il numero dei rami di €% in y. Si noti che se €, & irriduci-
bile e non singolare, allora

Nelle nostre ipotesi su I” ha quindi senso porre

0 =3 (e, 429 —2).

2€X
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Notiamo che se Omﬂ & una curva, eventualmente riducibile, ma dotata di soli nodi,
allora e, 4 29 — 2 & esattamente il numero dei nodi di C,,. Se dunque le curve sin-
golari di I" sono dotate di soli nodi, § & proprio il numero totale dei nodi delle curve
della serie I'. Chiameremo in ogni caso § numero dei nodi della serie I

Cosi come nel caso delle serie di divisori su una curva, vogliamo ottenere per il
numero ¢ una limitazione superiore, estendendo in tal modo il teorema di Castel-
nuovo-Torelli (Corollario (1.6)). Consideriamo, a questo scopo, il carattere & defi-
nito dalla relazione :

d=ov(n+ 45— 4+ c(Y)) — 2

dove ¢,(Y) & il grado della seconda classe di Chern del fibrato tangente di Y. Chia-
meremo 2z il numero di Torelli di I' o il difetio di equivalenza di I'. Il nostro scopo sard
quello di dimostrare che, a parte alcune eccezioni ben classificate, & 2>0 ¢ 2= 0
se e solo se le curve di I' sono fra loro linearmente equivalenti.

Consideriamo ora alcuni esempi il cui esame ci tornerd utile nel seguito.

EsEMpio (3.1). - Sia f: ¥ - X un morfismo tra la superficie ¥ e la curva X.
Il grafico I" di f & liscio e irriducibile e determina la serie I' = {f*(»)} . Noi sup-
porremo I' non composta, ossia f a fibre connesse, e con fibra generica non singo-
lare. La serie I" prende allora il nome di fascio su Y parametrizzato da X. In questo
caso il numero § & fornito da una formula classica di Zeuthen-Segre, estesa moder-
namente da IVERSEN (cfr. [T,], pag. 223). Precisamente ¢

(3.2) d=10(Y)—41—9g)(1—p).
Poiché in questo caso & n =0, v =1 si ha
g=dp(g—1).

8i ottiene allora z = 0 se p = 0, caso in cui le curve del fascio sono tra loro linear-
mente equivalenti, oppure se p >0 e g = 1, caso che senz’altro fa eccezione al ri-
sultato che abbiamo di mira. Un’altra eccezione si presenta se ¢ = 0 e p > 0, aven-
dosi allora 2 << 0. Osserviamo esplicitamente che, viceversa, ogni serie non com-
posta I' di grado zero su Y & un fascio. Infattiin tal caso 8y =l em: I'— Y &éun
igomorfismo. 11 fascio ¢ determinato dal morfismo myom;™: Y —> X. Analogamente
si ha un fagcio se » = 1 e I & non composta, priva di punti base. E ben noto invece
che se » = 1 e I" & dotato di punti base, allora I" ¢ un fagcio lineare (cfr. [Z], pag. 25).

EsEMPro (3.3). - Sia ¥ = X(2), e, per ogni ve X, sia C,= D, (cfr. § 1). La
serie " data da {C },; & ancora liscia e irriducibile, essendo I'= D c X(2) x X,
dove D & il divisore universale. Inoltre I" & ovviamente non composta. I caratteri
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) 2p — 2
della serie I" sono: n = 1,7 =2, d = 0, p = ¢. Inoltre si ha ¢(X(2)) :( p2 )
(efr. [MD], pag. 322). Si ottiene allora

2= 2p(2p —1)

e quindi é sempre 2> 0, essendo 2 = 0 ge e s0lo se p = 0, caso in cui le curve di "
sono fra loro linearmente equivalenti.

Esenrio (3.4). - Sia ¥ = P?, X c P? una curva liscia di grado m > 1. Per ogni
punto z € X, sia C, la retta tangente a X in . I'= {C,},., & una serie unidimen-
sionale, e si verifica agevolmente che ¢ liscia, irriducibile, non composta. In questo
caso v =m(m—1) ¢ la classe di X, n=1,9=10,6 =0 e ¢,(P?) = 3. Si ottiene
quindi 2 == 0 e le rette sono ovviamente contenute in uno stesso sistema lineare.
Osserviamo esplicitamente che ogni serie algebrica di dimensione uno di rette nel
piano & sempre descrivibile come Ia chiusuwra di Zariski in P? dell’insieme delle rette
tangenti ad una curva X nei suoi punti semplici. Una serie siffatta perd & liscia e e
solo se lo & X, e cio si verifica con facili calcoli.

4. — Serie di divisori di grado uno su una superficie algebrica.

In questo paragrafo studieremo le gserie di grado uno e dimostreremoé‘che esse
si riducono essenzialmente agli esempi (3.3) e (3.4). Nel far cid dimostreremo alcuni
lemmi che ei saranno utili anche pit tardi. Cominciamo col vedere come nello stu-
dio del numero di Torelli ci si possa ridurre al caso delle serie prive di punti base. A
tale scopo, e supponendo, come di congueto, I” irriducibile, ridotta, liscia, non com-
posta, mettiamo in evidenza, col seguente lemma, una semplice, ma notevole con-
seguenza dell'ipotesi di regolarita su I

LeMmA (4.1). — Sia I' una serie unidimensionale, non singolare, di indice v sulla
superficie Y. Allora:

(@) s¢ yo€ Y € un punto base di I', ogni curva di I' & non singolare in 7,;

(b) se yoe X & un punto singolare di qualche curva C., di Iy m, mon ¢ ramificato
i (Yo, Ty)-

DIMOSTRAZIONE. — Sia 4, un punto singolare per C., ¢ siano (u, v) parametri lo-
cali su Y intorno a ¥, e ¢ un parametro locale su X intorno a z,. Localmente allora I”
ha equazione del tipo f(u,v,?) = 0 e inoltre, essendo I” non singelare il sistema
f = 0f[ou = 0f/0v = 0f/0¢ = 0 non ha scluzioni. Se (u,, v,) e {, sono i valori dei pa-
rametri corrispondenti a ¥, e x, rispettivamente, si ha che f(u, v, %) = 0 & localmente
Vequazione di C, e quindi of/ow = 8f/6v = f = 0 ha la socluzione (ug, vo, f). Cid
implica che (97/0)(uy, vy, %)) #~ 0, € da cid facilmente segue la (a). Quanto alla (b),
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si noti che le v curve per y, corrispendono alle seluzioni in ¢ dell’equazione f(uq, v,
t) = 0, che, per quanto precede, ha 1, come radice semplice.

Sia ora ye Y, sia y: ¥ — ¥ lo scoppiamento di ¥ in y e sia ¥ il divisore ecce-
zionale su ¥. Si ha allora il morfismo y,: ¥ XX — ¥ x X che & lo scoppiamento
di ¥ xX lungo la sottovarietd {y} xX. Se I"c ¥ xX & una serie di divisori su ¥,
il trasformato propric ' di I'su ¥ x X definira una serie di divisori su ¥ che diremo
la serie trasformata di I su ¥ mediante . & chiaro che I & irriducibile, ridotta non
composta se tale & I". Inoltre si verifica agevolmente che I' & liscia se tale & e y &
un punto base ovvero se {y}x X & trasversale a I', ossia se per y passano » curve
distinte di 7. Inoltre per « € X generico, la curva C, di I" & la trasformata propria
mediante y di C,. Denoteremo con gli stessi simboli adoperati per I, ma con un
soprascritto ~, i caratteri relativi a I°.

LEMMA (4.2). — Sia I' una serie irviducibile ridotia, liscia, non composta. Con le
notazioni precedenti, se y & punto base di I', ovvero se per y passano v curve distinie
di I, allora ¢ z = Z.

DIMOSTRAZIONE. — K ovvio che
g=§, v=79, @)= +1.

Inoltre, se y non & punto base per I, si ha I' = {y*(C0,)},.;. Quindi, se per y pas-
gano y curve distinte di I” si ha ovviamente

n:ﬁ, 5=5+v

da cui # = 2. Se invece y & un punto base, allora I' = {0}, essendo C., 1a trasfor-
mata propria di C,. Pertanto, per la (a) del lemma (4.1) si ha

fi=n—1, §=2

da cui ancora z = Z.

I precedenti lemmi assicurano che, nelle nostre ipotesi su I, ci possiamo ridurre,
ai fini del calcolo del numero di Torelli, al caso in cui I" sia privo di punti base. Se
¢id si verifica, allora il morfismo z,: I — ¥ risulta finito di grado v e dunque piatto.
Quindi la gerie I'c Y x X pud anche essere riguardata come una serie di divisori
sulla curva X, parametrizzata dalla superficie ¥. Si ha allora (cfr. § 1) un morfismo
naturale

o: ¥ — X(v)
tale che

(X i*(D) =TI
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esgendo, come al solito, D c X(») x X il divisore universale e o X4, il morfismo, de-
dotto da «, di ¥ xX in X(y) X X. Per cambiamento di base si ha

(4.3) (D) = O,

per ogni @ € X. Notiamo ancora che, nell’ipotesi che I” sia irriducibile e non singo-
lare e sia » > 1, &i ha

dime(¥Y)=2.
Si ha infatti o *(w,+ ... +@,) = C; N ...N O, , sicche, posto Z = x(Y), il morfismo
: ¥ —>Z

& genericamente finito, Denoteremo con m il grado di «. Se m > 1 diremo che la
gerie I' & composta con un'involuzione di grado m sw Y. In questo caso, se y & un
punto generico di ¥ e oa (%)) = {¥, Y1, -y Yma}, 1€ v curve di I’ passanti per y
passano anche per 4, ..., ¥n_;. B allora chiaro che n & divisibile per m; tenendo
poi presente la (4.3) e la definizione, si ha che n/m & indice di I" pensata come ge-
rie di divisori su X.

Passiamo ora a studiare le serie I irriducibili, ridotte, non singolari di grado
7 ==1 su una superficie Y. S8e & y = 1 & chiaro che I" ha un punto base e quindi &
un fascio razionale (cfr. esempio (3.1)}. Supporremo pertanto » > 1. In tal caso ov-
viamente I" non ha punti base su Y ed, essendo n = 1, non & composto né conaltre
serie né con involuzioni. In particolare il morfismo «: ¥ — X(») & birazionale sulla
sua immagine Z. ’

TrEOREMA (4.4). ~ Sia data sulle superficie ¥ una serie I' = {C,} ., irriducibile,
ridotta, non singolare di grado uno ¢ indice due. Allora Y & ottenuta da X(2) mediante
lo scoppiamento di punti non appartenenti alla diagonale A.(1%) c X(2), I' é la trasfor-
mata propria della serie {D,} . ¢ 2 = 2p(2p — 1), p essendo il genere di X.

DmosTRAZIONE. — Dalle osservazioni precedenti segume che a: ¥ — X(2) & un
morfismo birazionale. Dungue Y & ottenuto da X(2) scoppiando un certo numero
di punti. Tenendo presente la (4.3) si ha che I" & la serie trasformata di {D_ } .. Sia
ora ¥ = #; -+ 2, un punto di X(2) che & stato scoppiato e siano ﬂJml, D,, le curve
per y in X(2). Sard allora O, = F + ZT)W C.,= E -+ 33%, dove ~ denota la tra-
sformata propria ed F il divisore eccezionale. Queste curve saranno singolari in
En Cﬁmi, ¥ =1, 2. Quindi, essendo I" non singolare, per il lemma (4.1), (b), deve
essere ;7= ¥,. Quanto al calcolo del numero di Torelli, esso segue da quanto visto
nellesempio (3.3), ove si tenga conto del lemma (4.2).
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Relativamente al caso ¥ > 2 si ha invece il seguente

TEOREMA (4.5). — Sia data sulla superficie ¥ una serie I'= {C,} ., irriducibile,
ridotta, non singolare, di grado wno ¢ indice v > 2. Y ¢é allora ottenuta scoppiando un
certo numero di punti di P, I' ¢ la trasformata di una serie di rette del piano € z = 0.

DIMOSTRAZIONE. — I, considerata come serie di divisori su X & un’involuzione.

N . . . . . * . —
Se # & un punto generico di X, il divisore =;(C,) contiene »; (x) ¢ una parte residua
che denotiamo con [,c 0, < X. Essendo I" un’involuzione ne segue che il morfismo

Malp, Lo X

& birazionale, e dunque & un isomorfismo. Pertanto I, si interpreta come un’involu-
zione di grado v — 1 su X, e resta dunque definito un morfismo birazionale

o Cp—X(v—1)

di cui denoteremo con Z, immagine. Ovviamente Z, é l'intersezione di Z con
D,~ X(y—1). Se #'s2£ « & ancora un punto generico, si ha Z # Z .. Infatti sia
y € ¥ Punico punto a comune di C, e C,: Allora si ha a(y) =2 4 2'-- D con De
eXv—2)econa'+DeZ,, »+DeZ,. Se fosse Z,=Z,, 1 divisori v+ D, #' -+ D
della stessa involuzione su X, avendo il divisore D in comune, coinciderebbero, e
dovrebbe quindi essere x = ', il che & assurdo. Dunque {/},., ¢ una famiglia non
costante di involuzioni su X. Applicando il teorema di Painlevé-Castelnuovo-Hum-
bert (cfr. [MA], pag. 796) si ha allora che, per ogni » € X, la curva C, che parame-
trizza linvoluzione I', deve essere razionale, ossia & g = 0. I facile constatare che
cid comporta che la mappa di Abel-Jacobi

g X(v) = J(X)

& costante su Z = x(Y). Pertanto, per il teorema di Abel, Z & contenuta nello spa-
zio proiettivo P = ¢~ (¢(Z)). Per ogni ze X si ha

O, = 2*(D,) = a*(D,"P).

Poiché D, P & un’iperpiano di P, ne segue che i divisori di I" sono tra loro equiva-
lenti, appartenendo al sistema lineare |o*(Op(1))]. Si noti infine che, essendo n =1,
& 1Y, 9¢(C,)) <3. Cid ovviamente implica che Z sia un piano in P, il che, tenendo
ancora presente l’esempio (3.4), completa la dimostrazione del teorema.
Concludiamo osservando esplicitamente che, nelle ipotesi dei teoremi (4.4) e
(4.3), 1a non singolaritd di /" non & indispensabile. Se si consente a I" di essere sin-
golare pud allora accadere che Y sia ottenuto scoppiando X(2) anche in punti della
diagonale, oppure che I” sia ottenuto da una serie di rette di P? tangenti ad una
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curva singolare. B anccra opportuno notare come i teoremi (4.4) e (4.5) si appli-
chino, anehe se con enunciato leggermente diverso, ancora al caso in cui sia # > 1,
ma [ sia dotato di punti base tali che la somma delle molteplicita di intersezione
di due curve generiche di " nei punti base vale n — 1. In tali circostanze Y non sarad
pit ottenuto da X(2) o da P2, rigpeltivamente se v = 2 e se v > 2, scoppiando dei
punti, ma Y sara birazionale a X(2), se v =2, e a P? se y > 2.

5. — 11 teorema di Torelli.

Oonsideriamo, su una superficie Y, una serie di divisori /" di dimensione uno,
irriducibile, ridotta, liscia, non composta, parametrizzata dalla curva X. Essendo
poi interessati allo studio del numero di Torelli di I, potremo suppore I priva di
punti base (cfr. § 4). In tal cago 7,0 I' — Y & un morfismo finito di cui denoteremo
con R il divisore di ramificazione su I e con B il divisore di diramazione su ¥,
Quest’ultimo, che prende il nome di inviluppo di I', pud pensarsi come il luogo dei
punti di ¥ per cui passano meno di » cnrve di 7, » essendo, come di consueto, I'in-
dice della serie, che supporremo maggiore di uno.

Nelle nostre ipotesi I' pud anche riguardarsi come una serie di dimensione due
di divisori di grado » sulla curva X, parametrizzata dalla superficie Y, 8i ha allora
un morfismo

e« ¥ — X(»)
che ¢ genericamente finito su Z = «(Y), di grado m. L’indice di I', come serie di

divisori su X & z,= n/m (cfr. § 4). Denoteremo poi con 2, 2, i suoi difetti di equi-
valenza. Per alleggerire le notazioni, porremo nel seguito 4 = A;(l‘z, (v — 2)),

A'= Ax(22, (v— 4)1)7 A= Ax(13$ (v— 3)1)'
LevMa (5.1). — Con le ipotesi ¢ notazioni di cui sopra si ha B = o*(A).

DmmosTrAZIONE. — Consideriamo il diagramma cartesiano

' ——sD

4k

Y—“> X(v)

dove D ¢ il divisore universale. Essendo A il divisore di diramazione di ¢, su X(»),
per cambiamento di base si ha asserto.

Noi supporremo nel seguito sempre verificata la seguente ipotesi di genericitd
per I

(G) B & ridotto e ha come singolaritdh al pitt nodi e cuspidi ordinarie.
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Il lemma che ora dimostreremo chiarisce il significato dellipotesi (G) in relazione
al morfismo c.

LeEMMA (5.2). — Con le suddette ipotesi e notazioni, se I" verifica la condigione (G)
st ha:

(@) © nodi ¢ le cuspidi di B sono dati vispettivamente dai punti o(A') e o=t(A");
(B) Z ¢ trasversale alle diagonali di X(v);

(¢) il morfismo o non & diramato nei punti di Z N (4'U A").

DimosTrRAZIONE. — Per i risultati di [1,], n. 5, si ha:

1) per ogni punto semplice y € B, w7 (y) ¢ costituito di » — 1 punti distinti,
esigtendo un solo punto semplice di R su /" la cui immagine & y;

2) per ogni nodo y € B, 7;*(y) & costituito di » — 2 punti distinti, ed esistono
esattamente due punti sempliei di B su I”la cui immagine & y;

3) per ogni cuspide y € B, w;*(y) & costituito di » — 2 punti distinti, ed esiste
un golo punto semplice di B su I la cui immagine & y; in tale punto si an-
nulla il differenziale di ;.

Di qui segue facilmente la (a). Consideriamo ora il morfismo finito
jile, D)eXxX(v—2)—>2r+Dedc X

che & birazionale ed & un’isomorfismo nell’aperto di Zariski 4 — (4'U A7) di A.
Essendo X X X(v — 2) liscio, j & la normalizzazione di A. Scelto un punto ¢ = (z,
o+t w, ) e X X X(v—2) e parametri locali ¢, 1, ..., {,_, su X in opportuni in-
torni dei punti #, x,, ..., #,_,, dei parametri locali su X X X(» — 2) intorno ad & sono
dati da (¢, 7., ..., 7,_;), dove

y—2 2
Ti= Dby, Ta= 3 G e Ty =1t t,,

=2 By e==1
A<k

sono i polinomi simmetrici elementari in ¢, ...,¢,_, (cfr. [GRH], pag. 236). Simil-
mente dei parametri locali su X(») intorno a j(a) = 2¢ - 2, + ... + @,_, sono i »
polinomi simmetrici elementari in t',¢", ¢, ..., t,_,, dove t/,t" sono valori del para-
metro ¢ intorno ad z. Si verifica agevolmente che la j, in tale sistema di parametri,

ha espressione

Gy Tyy ey Tpy) = (Ti—ztz + 2t + Ti)z'=1,...,v
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ove si & posto 7,=1,7_, =17, ,= 1,= 0. La matrice jacobiana di j, di tipe »Xx
X {v —1), & allora, a meno di un fattore costante 2, data da

Tl T 1 0 0 0 --vv
Tol + Ty 221 0 0 e
71t + Ty #2001 0 e

By A T TP
Tygb Ty et 0 ¢ 2t 1
Ty gt T,y e 0 0 £ 9t
Tu—zt + Tyy "ttt 0 1) 0 12

Con semplici calcoli, che qui per brevitd non riportiamo, si verifica che il minore J,
di J individuando dalle righe di posto diverso dalla i-sima, & dato da
v—2 y—2

Jy= (— 1=t 3 (— Yigpt-i= (= 1) [[(E—1t), (=1,..,v.

=0 i=1

Vi & inoltre un minore di J d’ordine » — 2, quello individuato dalle ultime y — 2
colonne e dalle prime v — 2 righe, che vale 1. Di qui si deduce che il differenziale
di j non ha rango massimo, ma rango » — 2, solo nei punti di j-(4"), che coincide
con il divisore universale D in X x X(» — 2). Sia ora 4" l'unione delle diagonali di
X(v) di codimensione almeno tre in X(»). Se D'= 2w, + 22, De A'— A", si ha
By 7 gy T D, ¢ D, D A, (12, (v — 6)1). Allora j=*(D') contiene i punti (@3, 225 D),
(3, 223, - D) e solo essi, e in ciascuno di tali punti il differenziale di j ha rango mas-
simo. Se D'=3x 4+ De A"~ A", siha o ¢ D, D ¢ A,(1% (v — 5)t). Allora j-*(D') con-
tiene solo il punto (#,x 4 D), e in esso il differenziale di j si annulla. Non & difficile
dimostrare, ma ci asteniamo, per brevita, dal riportare qui le esplicite verifiche ba-
sate su ulteriori manipolazioni dell’espressione locale della applicazione j, che D' &
punto cuspidale ordinario per A: con c¢ié intendiamo dire che esistono parametri
locali (01, ..., 0,) su X () intorno a D’ tali che a D’ corrisponda il valore (0, ..., 0), 4°
abbia in fale sistema di parametri equazione o,==c,=0, ¢ A abbhia equazione
0} = 03. Similmente si verifica che i punti di 4” sono pii che doppi per 4. Rias-
sumendo si ha che:

1) A0 4" & il Inogo singolare di A4;
2) A'— A" & il luogo nodale, A4"— A" & il luogo cuspidale di A;

3) nei punti di 4” si hanno singolaritd peggiori di nodi e cuspidi ordinarie.

Da questa descrizione delle singolaritd di 4, e dalla (a), segue la (b). Sia infine
D'eZn A" e sia yea(D'). Siano ancora w, v parametri locali su Y intorno a Yy e
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(04, ..., 0,) parametri locali su X(») intorno a D' tali che, in tali parametri, 4 abbia
equazione o,0,= 0. Se o« ha, in talli sistemi di parametri, espressione

O'Z':Gi(u,’v), 7::1,---7'))

dallipotesi che o.(4, v)o,(u, v) == 0 deve avere un nodo in y ne segue che oy(w, v),
oy(w, v) sono un sistema di parametri locali su Y intorno a y. Cid implica che « non &
ramificato in y. Un argomento analogo vale se D'e ZN A"

Siamo ora finalmente in grado di dimogtrare il

TEOREMA (5.3) (Torelli). ~ Sia I' una serie irriducibile, vidotia, liscia, non com-
posta, di dimensione uno, di divisori sulla superficie Y, parametriczata dalla curva X
di genere p, e ne sia n il grado, v > 1 Uindice, g il genere. Supponiamo ancora che I'
sia prive di punti base e verifichi Uipotesi (G). 8t ha allora

z=w(n + 49— 4 + ¢,(¥)) — 6>0

valendo Vuguaglianza se ¢ solo se la serie I' é costitutte di divisori fra loro linearmente
equivalenti.

DIMOSTRAZIONE. ~ Consideriamo il diagramma

L’idea della dimostrazione & di calcolare ¢,(I") utilizzando dapprima il morfismo 7,
poi quello 7z,, per poi paragonare i risultati. Dalla formula di Zeuthen-Segre (3.2),
rieaviamo

(5.4) o) =41~g(1—p)+9.
Utilizzando ora il morfismo z,, possiamo applicare la formula di corrispondenza

di Severi, quale trovasi in [I,], pag. 977. A tale proposito si noti che B= 3 B;

dove i divisori B, sono irriducibili, ridotti e distinti. 8i ha allora, per la citata formula

(5.5) ox(I") = veu(¥) + 2, (2p(B.) — 2)—7

K3

dove 7 & il numero delle cuspidi di B e, come di consueto, p,(B;) ¢ il genere geome-
trico di B,. Sia ¢ il numero dei nodi di B o seriviamo ¢ = o' + ¢" dove ¢’ & il nu-
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mero degli incroci tra le componenti distinte di B e ¢” ¢ il numero dei nodi delle
componenti B;. Si ha allora

> (2p6(Bi) — 2) — v = D, (2pa(B:) — 2) — 20" — 37 = 2p,(B) — 2 — 29 — 37

K2 k3

da cui, per la (5.5), si ha
(5.6) 0y(I") = v, (Y) + 2po(B) — 2 — 29 — 37

Al fine di caleolare g ¢ 7 applichiamo le formule (1.5), (1.7) alla serie I'(y, 2, njm, 2,, %)
su X, e teniamo conto del lemma (5.2). Si ha

(3.7) o= mdp(2* (v — 4)*) = 2n[(» — 2){» — 3) + 2p(v — 3) + p(p — 1)]—
—4dmey (v + p — 4) -+ 4mz,
7 = mdp(13, (v — 3)1) = 3n(v + 2p — 2) — 6mz, .

Resta ora da calcolare il genere aritmetico della curva B. Con le notazioni del § 1 e
utilizzando la formula gia citata di [MD] (cfr. th. (15.2)), si ha

(412, v —2))] =2(» +p—1)&—26.
Di qui, e dal lemma (5.1), segue che su X &
(5.8) [B] = 2(v + p — 1)a*(§) — 20*(0) = 2(» + p — 1)[C,] — 2[H]

essendo H = o*(¢*(0)) e ¢: X(v) — J(X) la mappa di Abel-Jacobi. Poniamo P —
= p,(H) e osserviamo che

(5.9) f [H- 0] = mz, , f [H] = me, .
Da (5.8) e (5.9) si trae allora, utilizzando la formula per il genere aritmetico

(0.10) p(B)y=2w+p—1p+nlp+p—120+p—1)—11—20+p—1) —
— 2P + 3 - 3mz,— dm(y -+ p — 1)2, .

Sostituendo (5.7) e (5.10) nella (5.6) ¢ confrontando con (5.4) si trova

d=19(n 4 49— 4 + ¢,(Y)) — 4(P — 1) — 6mz;, — 2ma,

(5.11) 2 =4(P — 1) 4 6me, - 2me, .
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Dal teorems (1.1) risulta che 2,, 2, sono interi non negativi. Quanto a P si noti che:

(a) se gp(a(Y)) & un punto, ossia se i divisori di «(¥) sono tra loro linearmente
equivalenti, allora H & algebricamente equivalente a zero su Y e dunque
6 P=1;

(b) se plaf Y)) & una curva, H & algebricamente equivalente all’'unione di a>1
curve, fibre del morfismo goa: ¥ — J(X); se H' & una di tali curve e se

(5.12) e =0
per la prima delle (5.9) si ha
amzqmnm=m.

Si osservi anche che & b > 0, in quanto ¢-5>0 e b = 0 implicherebbe che (, & con-
tenuta in una fibra di gow, il che & assurdo, essendo

ﬁ@r=n>o.
Si ha allora

(5.13) P =puall’) = a(p(H) —1) + 1 == (p(H) —1) + 1.

Per il teorema di fattorizzazione di Stein (cfr. [H], pag. 280), si ha
(b.14) H'=¢H"

dove H” ¢ la generica curva irriducibile, non gsingolare, di un fascio su Y e ¢>1. Si
ha quindi

P H)>—c+1

e dalla (5.13) si trae

(5.15) P—1>—ca=—

Da (5.12) e (b.14) si ricava ancora

e allora da (5.15) segue che

(5.16) P —1>— ma;
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{¢) se <p(oc( Y)) & una superficie & P>1; infatti, applicando il teorema di tra-
sversalita di Kleiman (cfr. [H], pag. 273) e tenendo conto del fatto che O &
ampio su J(X) si verifica che H & una curva irriducibile, non singolare che
ovviamente non & razionale.

Nel cago (a) & chiaro che, oltre ad aversi P = 1, si ha pure #,= 2,= 0 e quindi,
per (5.11), z = 0. Nel caso (b) & invece 2,=0 e 2,> 0 (cfr. corollario (1.2)); dun-
que da (5.11) e (5.16) ricaviamo

2>06me, — 4me; = 2me, > 0 .

Nel caso {¢) & P>1 e 2> 0, 2,> 0, per il corollario (1.2). Si & cosi provato che &
sempre 20, valendo 'uguaglianza se e solo se 1 divisori di «(Y) sono tra loro li-
nearmente equivalenti su X. La dimostrazione del teorema sard conclusa provando
che cid accade se e solo se le curve di /' sono tra loro linearmente equivalenti su Y.
Siano infatti le curve di I" tutte linearmente equivalenti ad una fissata curva C e
si congideri lo spazio proiettive P = P( (Y, OY(C’))). Dalla piattezza di I su X
si deduce un morfismo naturale non costante f: X —> P che da luogo ad una serie
lineare |f*0p(1)] su X. Se y € Y, Vinsieme H, = {SEH Y, O,4( = 0}
sottospazio di codimensione uno in H(Y, O (O)) poiche |C| & pmvo d1 punti base
al pari di I'. Dunque P(H,) & un iperpiano di P. Se y & un punto generico di ¥,
¢ ovvio che f*(P(H,)) = a(y). Cid prova che tutti i divisori di oY) appartengono
a [f*0p(1)|. Se viceversa i divisori di «(¥) sono tra loro linearmente equivalenti, si
prova, ragionando come nella dimostrazione del teorema (4.5), che le curve di I
sono tra loro linearmente equivalenti.

OSSERVAZIONE (5.17). — L’ipotesi che [ sia priva di punti base pud essere sosti-
tuita, nell’enunciato del teorema (5.3), da quella, pilt generale, che, eliminando i
punti base tramite scoppiamenti (cfr. § 4) si ottenga da I" una serie I" priva di punti
base che verifichi la ipotesi (G). Cid in forza del lemma (4.2). Non & invece possibile
rimuovere l'ipotesi di non singolarita di I, come prova il seguente esempio. Sia
X ¢ P? una curva liscia di grado m > 1 e si consideri la serie I” delle rette tangenti a
X su Y = P (cfr. esempio (3.4)). Sia # un punto generico di X e si scoppi Y in @
ottenendo una superficie ¥ su cui si pud considerare la serie I' trasformata di I"
(efr. § 4). Per tale serie il grado, I'indice e il genere restano quelli di I" e dunque 1i-
spettivamente 1, m(m — 1), 0. Varia invece il numero dei nodi, che per I" & 0 mentre
per I' & m{m — 1) — 1: infatti le uniche curve singolari di I sono le trasformate to-
tali delle m{m — 1) — 1 rette di I" passanti per z. Essendo ¢,(¥) = 4 si ha che il
numero di Torelli di I vale ¢ = 1, mentre ovviamente le curve di I* sono tra loro
linearmente equivalenti. Quindi per I non vale il teorema (5.3) e c¢id & dovuto al
fatto che I" non & liscia: infatti per I' non vale la (b) del lemma (4.1). B probabile
che per le serie non liscie si possa ancora dimostrare che il numero di Torelli & sem-
pre non negativo, senza che perd l'uguaglianza a zero sia equivalente all’essere le

22 ~ Annali di Malematica
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curve delle gserie contenute in un sistemsa lineare. Sarebbe perod interessante vedere
se per le serie non ligcie si possa ridefinire il numero di Torelli, agginngendovi termini
che tengano conto delle gingolaritd della serie, in modo che valga ancora il teorema
(6.3). Contrariamente all’ipotesi di regolarita su I, pud darsi invece che 'ipotesi (G)
non gia indispensabile per la validita del teorema (5.3): essa & dettata da motivi di
carattere tecnico ed & probabile che la si possa rimuovere mediante una dettagliata
analisi delle singolaritd di A.(1?, (v — 2)1) lungo le diagonali di codimensione al-
meno 3 in. X(v). Rileviamo tuttavia esplicitamente che se & noto che una data serie I"
81 puo deformare ad una per cui valgono le ipotesi del teorema (5.3), allora per I
vale 1’agserto del teorema. Concludiamo indicando aleune direzioni in cui sarebbe
interessante proseguire le ricerche intraprese in questo lavoro. Una estensione dei
rigultati qui contenuti potrebbe farsi provando Panalogo del teorema (5.3) per i
sistemi unidimengionali di divisori su una varieta di dimensione maggiore di due.
Sorge qui intanto il problema di dare un’opportuna definizione del numero di To-
relli e el chiediamo, a tale proposito, se, come nel caso delle superficie, in esso non
compaia il genere della eurva che parametrizza la serie. Dal punto di vista teenico
vi sono poi aleuni problemi legati alla definizione del numero dei nodi e alle formule
di corrispondenza di Severi che, nel cago di dimensione maggiore di due, non sempre
sono state stabilite nella massima generalitd. Ulteriori estensioni potrebbero essere
fatte studiando serie di dimensione due, o pil, di divisori, su una superficie. Ad
esempio ci chiediamo ge sia possibile provare un analogo del teorema di Torelli per
il numero delle curve cuspidate, o per quello delle eurve dotate di almeno due nodi,
contenute in un sistema bidimengionale su una superficie. A differenza del problema
dianzi prospettate, sembra che, per la risoluzione di questi ultimi, non sia possibile
ricorrere a tecniche analoghe a quelle qui adoperate, ma si debba procedere ad uno
studio accurato dello schema dei divigori su una superficie e di suoi sottoschemi
notevoli, come quello descritto dalle curve nodate, cuspidate, ece.
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