
Ser ie  a l g e b r i c h e  di d iv i sor i  su  u n a  c u r v a  

e su  u n a  super f i c i e  (*). 

CII~O CILI]~ERTO - FRA_NCO G~IIO~E (l~upoli)(**) 

S u m m a r y .  - Let X be a complete variety over an algebraically closed ]ield k. F is said to be aq~ 
algebraic series of divisors on X ,  parametrized by a k-scheme T, ~f it is an effective Cartier 
divisor in X • T, flat over T. I /  T is pure o/ dimension r, r is said to be the dimension of 
the series. In  this paper, following classical ideas of Allen, Casteluuovo and Torelti, we study 
some properties of algebraic series o /any  dimeq~siou of divisors oq~ aq~ irreducible, qvou siugular 
curve, and of 1.dimensional series of divisors on a~ irreducible, qwn siug'~lar surface. 

O. - I n t r o d u z i o n e .  

Sia X an~ var ie t~  completa ,  cio~ uno schema integro,  seloarato, di t ipo finito 
sopr~ un campo a lgebr icamente  chiuso t'~ e prolorio su k. Di remo che r 6 una  serie 

algebriea di divisori  su X p a r a m e t r i z z a t a  du ui1 k-schema it, se F ~ a n  divisore di 

Car t ier  effett ivo di X • T p ia t to  su T. Se T 6 pm~o di dimensione r~ r sara  de t ta  la 
d imensione delb~ serie F. 

I n  questo lavoro si s tudiano aleune propr ie t~  notevol i  delle serie di ogni d imen,  
sione di divisori  su una  curva, non singol~re, r ich iamandos i  ad ale~ni cla.ssici lavori  

di AIm~l% CAST~L~I;OVO e TOI~FmLI (err. [A], [C], IT1], [%], [%]), e si affront~ uno 
studio ana!ogo, r e l a t ivamen te  a!le serie di dimensione uno, di divisori  su una  su- 
perfieie non singolare.  

Nel easo delle emwe si in t rodueono a]cuni ca ra t t e r i  numer ic i  ]egati ~ un~ serie 
di divisori  di d imensione r, d e t t i d i / e t t i  di equivalenza. Questi  eara t te r i ,  che non si 

t r ovano  nella l e t t e ra tu ra  moderna ,  risa]gono a Castelnuovo per  r : 1 e, ne] easo 
generale,  ad  Allen e Tore]li. Utilizza~ndo i difet t i  di equivalenz~ si pub d imost ra re  

in ogni carat ter is t ic~ una  notevole  formula  n u m e r a t i v a  di Allen ehe ds i] numero  

dei divisori  della s e r i e / "  dota t i  di n~ punt i  ip~-pli, n2 punt i  pp-loli, ...7 nk lOUnti p~-pli, 

dove ~ 6 il grado dei divisori  della serie e r ne 6 ]a dimensione (cfr. Teoremg (1.4)). 

A par t i r e  da questa formula  6 facile dedar re  il cri terio di eqnivalenza di c a s t  e]nnovo- 

Torelli  (err. Corollario (1.6)). Questo gfferma ehe una  serie F irriducibile di dimen- 

(*) Entrata in Red~zione il 16 luglio 1 9 8 3 .  

(**) Gli Autori s0no membri del G.N.S.A.G.A. del C.N.R. 
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sione r, ha sempre 

(o.1) ~<~(r § 1)(n-  r + rg) 

divisori dotat i  di un pmlto (r + 1)-p]o, dove n ~, come dinanzi, il grado dei divisori 
della` serie, v ne 5 il cosiddetto indice, ossia, il numero  dei divisori di 2" contenent i  
un  punto  generieo della` curva,, g ~ il genere della eurva.  Inol t re  in (0.1) va,le l 'ugua- 
glianza se e solo se i divisori di F sono tra, loro l inearmente  equivalenti .  :Lo scarto 
t ra  i dub membr i  di (0.1) ~ essenzialmente il pr imo difetto di equiva,lenza, della serie -P. 

Una ulteriore utilizzazione dei suddett i  carat ter i  numeriei  viene indica,ta nel w 2~ 
prova.ndo la nora disuguaglianza, di Castelnuovo-Severi  rela,tiva alle eorrispondenze 
su una curva algebrica` liscia irriducibile. Se X 5 una ta,le eurva e _Pc X •  ~ una, 

corrispondenza di indici n~, n2, allora per il numero  di aautointersezione del divisore -P 
sulla superficie X •  va,]e laa seguente l imitazione 

(0.2) f[-p]~ <2n~n2 

dove I-P] ~ la classe fondament~le  del cielo -P su X • X e f indic~ il graado di un ciclo 
zero-dimensionale. Questa formula ~ sta.ta utilizza,t~, come ~ noto, da, A. W E ~  per 
dimostrare  t ' ipotesi di Riema,nn per le curve a,lgebriehe su un c~mpo di car~tteri-  
stica, pos i t iw.  Per  tale motivo la, disuguaglianza (0.2), or iginariamente dovutaa a, 

(3AS~EL~V*0V0 e SEVERI (cfr. [C], [S]), ~ st~ta r idimostr~ta in ogni carat ter is t ica 
pr ima daallo stesso A. WEIL, poi daa MAT.TUCK e TATs,, e infine da GROTKE~DIECK 
util izzando il teorema dell ' indite di Hodge sulle superficie (cfr. [W], [M], [G], [GIt~]). 

La dimostraazione qui riportata,, vicina a quella di Severi, ei p~re sia pi/1 geometrica e 
forse pi~ semplice delle a,ltre; hello stesso tempo essa, d~ anche una, informazione 
in pi/1, ill qu~nto consente di in te rpre ta re  ~n molti casi lo scarto tra, i due membr i  
di (0.2) come il difet to di equivMenza di -P. 

~e l  w 3 vengono definiti alcuni cara t ter i  numerici  associati a una, serie unidi- 
mensionale irriducibile -P di divisori stt una, sttperfieie liscia Y. Se -P = (C~}.~ g lg 
data` serie, con X curva liseia, irridueibile e C~ liscia per x generico in X ,  si introduce 
il caraattere z, det to  di]etto di ecluivalenza, o numero di Tordli,  della` serie -P~ nel modo 
seguente 

(o.3) z = ~(~  + ~ - ~ + ~ ( : ~ ) )  - 

dove n g il grado di -P, ossi~ il numero di autointersezione della curva C~ su :Y, g ne 
il genere gritmetico,  v ~ l'indiee di -P, ciog il numero  di curve di -P pa,ssanti per un 

punto generico di I7, e~(Y) g il gra,do della seconda classe di Chern del fibra,to ta,n- 
genre di Y, ~ g il numero  di nodi, eontat i  con oppor tnne  moltep]ieitg, ehe eom- 
paiono complessivamente helle curve  della serie -P. 

Xel w ~ si stndia,no le serie unidimensionali  di gTado n = I e si dimostra, che 
queste serie possono esistere solo su superficie di part icolari  tipi, che vengono c]~s- 
sifica,ti. 
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Nel w 5 si d imoatra ,  in oppor tune  ipoteai di generali tg,  il r isul ta to  principale di 

queato lavoro,  gia enuncia te  da TOI~ELLI in [T~]: se v > 1 al lora z ~ sempre  non ne- 
ga t ive  ed g hullo s e e  solo se le curve della serie / '  sono t ra  lore l inearmente  equi- 
valenti .  La  dimostrgzione di Torelli, dalla quale abb iamo  t r a t t o  alcune idee essen- 

ziali, contiene t u t t av i a  delle lacune. In t~n to  Torelli  non chiarisce le ipotesi  di gene- 

ral i tg  in cui la formula  g w l i d a .  Ino l t re  egli aembrg impl ic i tamente  riferirai  al case 

in cui 1~ auperficie abbia  genere geometr ico posi t ive.  Inf ine il calcolo, espl ic i tamente  

forni to da Tore]li, di z g e r r a to :  in ease infa t t i  non compare  un ca ra t te re  ehe nei 
invece t r ov i am o  e che gioca~ nel corse della dimostrazione,  un ruolo impor tan te .  

Alcuni p rob lemi  sono segnalat i  alla fine del w 5. 

1.  - S e r i e  d i  d i v i s o r i  s u  u n a  c u r v a .  

Sia X una  curva  liscia, irriducibile, completa ,  di genere g definita su nn  europe 

a lgebr icamente  chiuso k. S i a / ~  una  famiglia  algebrica di divisori  effett ivi  di g rade  n 
su X,  p~ramet r izz~ ta  da un  k-schema T complete,  r idot to ,  pu t% di dimensione r. 

/" ~ al lora un  diviaore di Cart ier  di X • T p l a t t e  su T. Con abuse  di notazione deno- 
t e remo uncora con I ' i l  so t toschema di X •  definite dal d ivisore/7 .  Se 21,P~ sono 
le proiezioni di X • T su X e su T r i spe t t ivamente ,  po r remo ~ =/o~lr ,  i ---- 1, 2. 

/" sara  de t t a  una  serie di divisori  di X di grade n. 
:Per 1~ p ropr ie tg  nniversa le  ehe definisce lo schema dei divisori  effett ivi  di X,  

la aerie F de te rmina  un  morf ismo 

~ :  T --+ Div~ = X(n)  

essendo X(n),  il p rodo t to  s immetr ico  n vol te  di X,  la componente  dello schema di 
Hi lbe r t  dei divisori  di X che pa ramet r i zza  i divisori  effet t ivi  di g rade  n di X.  Ino l t re  
se 9) ~ il divisore universale  in X •  allora 

( i ; x ~ ) * ( 9 )  = r '  

i x easendo l ' ident i ta  di X.  Deno te remo nel seg~aito con Z il so t toschema chiuso e(T) 
di X(n) e ci r i fer i remo sempre  al  case in cui Z g pure  e d im Z = dim T = r;  r sa ra  
de t t a  al lora la dimensione della aerie F. 

Sia x un  pun to  di X e consider iamo il divisore di X(n) definite da 

Ins i emis t i camen te  si ha  

~)~= (D e X(n): 1) = x § 1) ' ,  D ' e  X ( n  - 1)}. 
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Denoteremo con ~ la classe del divisore ID, nell 'anello di Chow di X(n) ;  ovviamente  
la classe di equivMenza numerica d i $  non dipende da x. 

Sia 1~ e X(n)  an fissato divisore effettivo di grado n sa X, e consideriamo la 
mappa  di Abel-Jacobi 

q~: X(n)  ~ J ( X )  = Alb (X) 

tale the  9(E) = 0. Sia 0 un divisore the ta  su J ( X )  e 0 la e]asse, nell 'anello di Chow 
di X(n),  del divisore ~0"(O). Ovviamente  la el~sse di equivalenza numerica di 0 non 
dipende n~ da E n~ dM part icolare  divisore theta~ fissato su J ( X ) .  

~] possibile ora definire gli interi  

= f [ z ] .  0 ~. ~,-~ z~ 

per ogni i : O, ..., r, dove [Z] ~ la elasse fondamentale  del eielo associato al sotto- 
schema puro Z e f denot~ il grado di un  cielo di dimensione zero. 

Si not i  che 

Zo =f[z].~ 

det to  indiee della serie ~P, si in terpre ta  geometr icamente  come il mlmero dei divi- 
sori della serie contenenti  r punt i  generici di X. Esso ~ sempre un  numero positivo, 
essendo ~ ,  un  divisore ampio di X(n)  (cfr. [GH,]). Se l ' indice di / '  ~ uno, si dice 
che 1" ~ una  involq~zione su X. 

L ' in tero  zl, in t rodot to  da CASTEL1NUOu in [C] per il caso r : 1, e da TO~ELLI 

in IT2] per il caso r ~- 2, prende il nome di di]etto di equivalenza della serie F. La 
definizione degli inter i  z, da noi data  risMe essenziMmente ad _k~L:~ (cfr. [A]). Per  
una.logia con zl, chiameremo z~ l 'i-simo di]etto di equivalenza della serie _N, per ogni 
i = l~ ..., r. 

Una serie _N di divisori di grado n, dimensione r, indice zo, difetti  di equivalenza 
z~, ..., z~, sar~ denotat~ col simbolo /~(n, r, zo, ..., z~). 

Vogliamo ora dimostrare  il seguente 

Tv, ol~E~A (1.1). - Sia F(n,  r, zo, zl, ..., z~) una serie di divisori su X .  Si  ha alIora: 

(a) zi>~O per ogni i ~  ] , . . . , r ;  

(b) per ogni i - ~  O, ..., r - - 1  ~ z~+l= 0 s e e  solo se dim ~0(Z)<i. 

DDrOST~AZlO~E. - La (a) 6 ovvia. In fa t t i  6 facile vedere  che, s e x  non 6 conte- 
nuto in tu t t i  i divisori di ogni componente  irridueibile di Z, Mlora il cielo di inter- 
sezione Z.  ~ ,  = Z,  6 definito ed 6 effettivo, puro, di dimensione r -- 1. Indu t t iva -  
mente  possiamo concludere che, per  ogni i<~r, il cielo 
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defini to,  e f fe t t ivo ,  puro ,  di d i m e n s i o n e  i, se i p u n t i  xl ,  . . . ,x ,_~ sono gener ie i  in X .  

Poieh~ si ha. l ' equivalenza.  Mgebr ica  N~ ~ ~ pe r  ogni  eoppia. (x, y) e X • X ,  ot-  
t e n i a m o  

= ( [ Z  . . . . .  ]" 0 i . 
Z i  | ~*..~ �9 - 

, /  

P e r  Fa.mpiezza. di O su J ( X )  e per  la. f o r m u l a  di pro iez ione ,  ne  segue the  z~>~O. P e r  

d i m o s t r a r e  la  (b) comineia .mo col p r o v a r e  l ' a s se r to  nel  easo i = r - -  1, in cui si t r a t t a  

di ve r i f i ea re  t he  z~ = 0 s e e  solo se d i m  ~ ( Z ) < r - - 1 .  Da l la  f o r m u l a  di p ro iez ione  

o t t e n i a m o  

e dmlque ,  e ssendo  O a.mpio, 6 z, = 0 s e e  solo se ~0.[Z] = 0. D ' M t r a  p a r t e ,  se Z '  
una. c o m p o n e n t e  i r r iduc ib i le  di Z Mlora. 6 ~0.[Z'] = 0 s e e  solo se d i m  ~(Z ~) < d i m  Z. 

D a  cib segue  l ' a s se r to ,  e la  (b) r i su l t a  a.nche eomple t a .men te  prova.ta, pe r  r = 1. P r o -  

eedia.mo a.llora pe r  induz ione  su r, s u p p o n e n d o  r > 1 e i < r -  1. Sia. x a n  p u n t o  
gener ico  di X ,  in  m o d o  che Z,-----Z.  ~D~ sia. pm 'o  di d i m e n s i o n e  r -  1. L a  serie / '~ 
4efinita. da  Z ,  ha., com'~  faci le  verifiea.re, lo s tesso  h-s imo d i fe t to  di equivMenza.  

di / ' ,  pe r  ogni  h -= 1, .. . ,  r -  1. Quindi ,  in v i r t f l  de l l ' ipo tes i  indut t iva. ,  a b b i a m o  ehe 
z~+ l=  0 se e solo se d i m g ( Z ~ ) < i .  D ' a l t r a  pa.rte,  se Z '  6 una. c o m p o n e n t e  i r r iduci -  

bile eli Z Mlora  la  fibra, generica, del m o r f i s m o  

~o]~, : Z ~ - >  ~ ( Z  ~) 

ha. la. d imens ione  ma.ggiore o ugua.le a uno.  Infa . t t i  t a le  d imens ione ,  pa.ri a. r - -  d i m  ~(Z ' ) ,  

ma.ggiore o ugua le  del la  d i m e n s i o n e  della, f ibra  gene r i ca  della, r es t r i z ione  di ~ ad  

ogni  c o m p o n e n t e  i r r iduc ib i le  di Z~. P e r t a n t o  

r - -  d i m  ~o(Z') > r  - -  1 - -  d i m  ~(Z:)  ~ r  - -  1 - -  i > 1 .  

Allora. il d iv i sore  ~D~, essendo  a.mpio, interseca,  t u t t e  le f ibre  di ~[z' e da  cib segue 

ehe ~0(Z')_c~(Z~). l~ ipe tendo il r a g i o n a m e n t o  pe r  t u t t e  le  e o m p o n e n t i  i r r idueib i l i  

di Z si t r o v a  che 9(Z) -----9(Z~), da  cui l 'a .sserto,  essendo d i m  g ( Z ~ ) < i .  

COI~OLLARIO (1.2) (Allen). - Data ~na serie _P(n, r, Zo, ...7 z~) di divisori s~ ~na 
c~rva X ,  9(Z) ha dimensione i se e svlo se z i + l = O  e z~>O, con i - = O , . . . , r - - 1 .  

Osservia .mo espl ic i ta .mente  ehe se T 5 i r r idueibi le ,  a.llora. ~v(Z) ha  d imens ione  i 

s e e  solo se i d iv i sor i  di Z l inea . rmente  equiva. lenti  a.1 gener ieo  d iv isore  2) e Z cost i-  
t u i seono  una. so t towr i e t /~  di Z di d i m e n s i o n e  r -  i. I n o l t r e  se z~+l--~ 0 Mlora. ~nehe  

zj = 0 pe r  ogni  j > i. P o s s i a m o  a.llora enuncia.re~ come  conseguenza,  del eoroll~rio 
(1.2), il s eguen te  risulta.to,  che trova.si  sta.bilito in [A], pag .  348. 
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CO~OLLAnIO (1.3). - Data una serie I '  di divisori di X ,  i divisori di ciascuna com- 

ponente irriducibile di Z sono tra loro linearmente equivalenti see  solo se z~-~ 0 e quindi 
s e e  solo se z~= 0 per ogni i>~1. 

I ca rs t t e r i  dianzi in t rodot t i  r isal tuno impor t sn t i  in qusnto  compaiono in un~ 
note~ole formals  n u m e r s t i w  che trova, si gi~ in [A], pug. 349, e che genera]izzn 
quella ben nota  di DE JO~Q~E~Es (c~r. [DJ], [T~]). Allo scopo di r i t rovure  ls sud- 
de t t s  formals ,  in t roducismo slcune notazioni.  Sisno Pl, ...~P~ interi  tu]i che P l >  

... > p~ > 0 e nl~ ...~n~ interi  positiu tsl i  che 

~z /z 

i = 1  i = 1  

Consideriamo il morfismo 

j :  X(n~) x ... xX(n~) -+ X(n) 

definito, sui punt i  chiusi, du 

j(D1, ..., D~:) = p~D~ ~- ~ -~ p~Dk . 

L~imm~gine di j ~ unu sottovuriet~ chius~ di X(n )  di codimensione r, che denote- 
remo con il simbolo Az(n~' , ..., n~ ~) e chiumeremo diagonale di X (n )  di tipo (n~', ..., n~'). 

Dat~ unu serie /" di gr~4o n e dimensione r & definito Fintero 

che, qualora l ' intersezione dei cicli considerati  sia definita, d~ il numero dei divi- 
sori della serie _F 4ota t i  di n~ lounti p~-upli, ..., n~ punt i  io~-upli~ contat i  con oppor- 
t una  molteplicit~. 

Vale il 

TE0~E~A (1.4) (Allen). - Con le notazioni dianzi introdotte, vale la seguente ]ormuIa 

dovv 

dr(n~' ,  . . . ,  n~ ~) - , , ~ ( - -  1 ) %  ~ y ,  l !  (n  - -  r - -  t) ! 
nl .... nk �9 i~1 ~=1 

/r 

la somma essendo e]]ettuata su tutti i multi indici L ~ (/1, ...7 l~) tali che ~ l~= l e 
i = 1  

ehe l ~ n ~  per ogni i = 17 ...7 l~. Inoltre se p k =  1 e l k =  0 si pone (p~-- 1 ) ~ =  1. 
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DI~OSTRAZlO~E. -- La  f o r m u l a  segue,  m e d i a n t e  calcol i  sempl ic i ,  m a  tediosi ,  che 

n o n  r i p o r t i a m o ,  da l la  def inizione degli  i n t e r i  z~ e da l  t e o r e m a  (15.2) di [MI)] che 
forn isce  u n a  f o r m u l a  pe r  [Ax(n~' , . . . ,  n~)]  in t e r m i n i  di ~ e 0. N o t i ~ m o  ehe le f o r m u l e  
di Macdona ld ,  d i m o s t r a t e  sul c u m p o  eomplesso ,  si e s t e n d o n e  a ogni  e a m p o  alge-  

b r i e a m e n t e  chiuso in v i r t f l  dei  r i su l t a t i  di [CO]. 

I n t e r e s s a n t e  6 l ' app l i caz ione  del la  f o r m u l a  di Al len ~l case  nl  ---- 1, n2 ~ n - -  r - -  1, 
1ol = r § 1, P2 = 1. Qui  dr(1 ~+I, (n - -  r - -  1) 1) fo rn i sce  il n u m e r o  dei d iv isor i  della 

serie F do t a t i  di un  p u n t o  (r § 1)-plo. Si ha  p r e c i s a m e n t e  

(1.5) d~(1  ~+1, (n - -  r - -  1)~) = (~- § 1 ) [z0(n  - ~" § g~') - ~'zl] 

f o r m u l a  d o v u t a  a Cas t e lnuovo  pe r  r ---- l i e  a Tore l l i  p e r  r q u a h n q u e  (cfr. [C], [T1]). 
T e n e n d o  p r e s e n t e  i corol lar i  (1.2), (1.3) e la f o r m u l a  (1.5), si ha  fi 

C0~OLLA~IO (1.6) (Cas te lnuovo-Tore l l i ) .  - Data s~ ~na  cq~rva X q~na serie _F irri- 

dueibile di divisori di grade n e dimensions r, allora per il nq~mero d dei diviso~'i della 

serie dotati di ~n  pun to  (r + 1)-1)1o si ha la l imitazione 

d < ( r  + 1 ) ( n  - r + rg )Zo  

valendo l'q~g~aglianza s e e  solo se zl ~ 0 ovvero s e e  solo se i divisori della serie F 

sono con~enq~ti in  q~na stessa serie lineare. 

]~ ovv io  che u n  e n u n c i a t e  anulogo  pub  f o r m u l ~ r s i  a n e h e  pe r  le ser ie  r iduc ib i l i  
m a  su Bib n o n  ci a t t a r d i a m o .  

I1 corol lar io  (1.6) eh ia r i sce  il sense  del la  denomin~z ione  di d i fe t to  di equ iva l enza  
pe r  l ' i n t e ro  z 1. 

Come u l t e r io re  app l i eaz ione  del t e o r e m a  (1.4), sc r iv i~mo e sp l i e i t amen te  la for-  

inul~ pe r  dr(2  2, (n - -  r - -  2) 1) ehe u t i l i z ze remo  he1 segui to.  Si ha  

(1.7) d(2 ~, (n --  r --  2) 1) = 2z0[(n - -  r)(n --  r --  1) + 2g(n - -  r - -  1) + g(g --  1)] - -  

- 4 z ~ ( n  - r - 2 + g)  + 4 z ~ .  

2. - La disuguaglianza di Castelnuovo.Severi. 

I n  ques to  p a r a g r a f o  v o g l i a m o  app l i ca r e  i r i su l t a t i  p r eceden t i  allo s tudio  delle 
eo r r i spondenze  t r a  cu rve .  

Siano X1,  X2 cu rve  liscie, i r r iducib i l i  e c o m p l e t e ,  di gene re  gl, g2 r i s p e t t i v a m e n t e .  

U n a  corrispondenza I ~ t r a  X1 e X2 ~ un  d iv isore  e t t e t t ivo  T' di X1 • X : .  Gli indici  del la  
e o r r i s p o n d e n z a  sono defini t i  dai  h u m e r i  di in te r sez ione  

(2.1) f x ~ e X ~ ,  ----- 1, n~ = IF]- [p,*(x,)], i 2 

21 - A n n a U  d t  M a t e m a t i c a  



336 Cz~o C~Z]~EZCTO - :FnA~CO G~IZO~E: Serie aigeb,riche di divisori~ eec. 

essendo p~: X I x X ~ - - > X ~  le proiezioni. Snpponiamo the  _P sis p ia t ta  su X~, il the  
equivale a dire ehe il divisore _P non ha nessuna componente  del t ipo p~(x~), con 

,.ill) ~(1)\ x ~  X~. Allora /~ definisce una  serie _F(n~, 1, ~o , ~ ~ su X~. Analogamente,  se /7 
piat to  su X~, esso definisce una serie /'(n~, 1, z(o2)~ z(1 ~)) su X~. Siano 

~ : X~ ~ X~(nJ 

~ :  X~ ~ X~(n~) 

i r e la t iv imorf i smi  (err. w 1) e denot iamone con a~,a~i  gradi sulle r ispet t ive imma- 
gini Z~ e Z~. ~ del tu t to  evidente  che 

(2.2) n l = a 2 z ~  ~ , n 2 = a l z ~  ~ . 

Dimostr iamo il seguente 

TEOI~E~ (2.3). - Sia ~ c  X z •  ~na eurva completa, liseia, irriducibile di ge- 
here g~ piatta su X~ e X2 e tale che ~ = lhlr sia separabile per i -= 1, 2. Risulta 
allora 

(a) alz(l~)= a2z~ ~ =  nln~-{- n~(gl-- 1) @ n2(g~-- 1) -- ( g -  1); 

(b) f [ r y  = 2a1r 

D~0STgAZIO~E. - Sis ~(2) il divisore aniversale in X~ • e n e  sis q~ la, 
proiezione su X,(n~). Si ha il d iagramma cartesiano 

F > ~(") 

dove, g bene osservarlo esplieitamente, ill, M pari  di ~ ha grado a~ sulla sua imma- 
gine. S i a n o / ~  il divisore di ramificazione di s~ s u / '  e A r il divisore di ramificazione 

di ql Sll ~D (2), Si ha 

n l  = f *(zf 2)) 

(cfr. [tI], pag. 175). Di qui ne segue 

Ma 6 ehiaro ehe ql,(d(~)), il divisore di diramazione di ql su X~(nx), coincide con 
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Axe(1 ~, ( n ~ - 2 ) @  Quindi, tenendo presente  la (1.5) e la (2.2) si ha 

(2.4) f[/~l] = 2n~(n~-l- g~-- 1) --  2alz(~ ~) . 

De1 ~utto analogamente~ s e / ~  6 il divisore di ramificazione di z~: F -+ X~ su F si ha, 

f[/~2] gl 
(2.5) = 2n~(n2 + -- 1) -- 2a~z~ 2) . 

D'al t ra  par te ,  applicando la formula di Hurwi tz  al morfismo ~ r ~ : / ' - + X ~  i = 1~ 2~ 

si t rova  

2g -- 2 = n~(2g~-- 2) @f[ /~d .  

Di qtti e dalle (2.4)~ (2.5), si t rue faei lmente la (a). Quanto alia (b), essa si deduce 
con semplici cMcoli dalla (a), appliea:ndo la formula di aggiunzione sttlla superfieie 

X~ • X2, e tencndo presente ehe an  divisore canonieo su X~ • X2 ~ p~ (Kx~) + 192(Kx~), 
Kx, essendo un  divisore canonieo di X~, i = ! ,  2. 

Dato  ora un qualunque divisore P su X~• possiamo sempre assoeiare ad 
esso un  cara t tere  zr, ehe diremo di]etto di equivalenza della corrispondenza N~ deft- 

nito da 

dove nl, n2 sono ancora  definiti dalla (2.1.). ]~ chiaro che 

(i) se / " 1 -  P~ ullora 6 z r - - z r ~ ;  

(ii) se / "1=  _F + pT~(x~), xiEX~,  allora z r =  zr; 

(iii) se Jr' verifiea le ipotesi del teorema (2.2) Mlora z r > 0  , avendosi  l'ugtm- 
glianza se e solo se i divisori della aerie F su X~ e an X2 aono contenut i  
in una  serie l ineare;  circostanza, questa ttltima, ehe si verifiea s e e  solo 

* * . D  se P 6 l inearmente  equivalente a un divisore del t ipo p ~ ( D ~ ) + ~ ( 3 ) ,  
essendo D/ tun opport~_no divisore an X~, i = 1, 2 (cfr. [El, pug. 97). 

Dalle propr ie ta  precedent i  si r icava il 

COROLLA~IO (2.6) (Castelnuovo-Severi).  - Sia _Fun q~talunque divisore di X1 • X~; 
allora 

z I. = 2n1% - - f [ u ]  2 > 0 

valendo l'uguaglianza s e e  solo se 1" ~ linearmente equivalente a un divisore del ti2o 
* 

-[- p2(D2), con Di opportuno divisore su X i ,  i ~-1~ 2. 
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DI~:0ST~AZlO~]~. - ]~ facile rendersi  conto che ~ sempre  possibile t rov~re  divi- 
sori E~ su X~, i = 1, 2, tal i  the  il divisore _ f"=  _ F +  p*(E~)+p*(E~) sia mol to  
~mpio. Esis ter~ dunque un divisore F :  l inearmente  e q u i w l e n t e  a F', verif icante le 
ipotesi  del t eo rema  (2.2). L ' a s se r to  segue allora d~ (i), (ii) e (iii). 

3. - Serie di divisori  di d imens ione  u n o  su u n a  superficie  algebrica.  

Si~ Y un~ superficie ~lgebrica liscia, irriducibile, completa,  su un campo alge- 

br ic~mente  chiuso k di ear~t ter is t ica  zero. Una  serie algebriea di divisori su Y, para-  

metr izza t~  da un  k-schema X,  ~ un  divisore effett ivo F r  Y ' x X  pi~tto su X. l~er 

1~ propr ie t~  universale  che definisce lo schem~ Div  r dei divisori  effett ivi  di Y, la 
serie / '  induce un morf ismo 

fl: X -+ Div  r . 

Noi supponemo nel segnito che fi sia un morf ismo bir~zionale sttlla sua immagine ,  
ossi~ che F si~ eMettivamvnte parametrizzato da X.  A questo caso ci si pub sempre  

r idur re  con eventua l i  cambi~ment i  di base.  

Con notazieni  analoghe a quelle dei precedent i  paragrafi ,  denoteremo con Pl ,P~ 
le proiezioni di I z •  su Y e X r i spe t t ivamente ,  e po r r emo  ~ = P~Ir, i = 1, 2. l~el 

seguito ci l imi teremo a t r~ t t a re  il caso in cui X sia una  curva  ]iscia, irridueibile e 

completa  di genere  p. Si not i  ehe l'ilootesi di biraziona]it~ su fi comloorta che ~1 sia 

dominante ,  e quindi suriet t iva.  Di remo allora che F ~ un~ serie di dimensione uno. 

Mediante l ' identificazione di Y • {x} con Y, per  ogni x G X,  la fibra geometr ic~ 
z~-:(~) si identificher~ con un divisore C. della superficie Y. Per  indicare la s e r i e / "  

scr iveremo ~nche _F = (C.}~ x. Se F,  come sot toschem~ di /Y •  5 irr iducibile (ri- 
dotto,  non singol~re, eec.) direrao e h e l a  serie F ~ irrid~wibile (ridotta, non singo- 
lure, eec.). ~4_11~ serie F sono selnpre ~ssociati i seguenti  c~rat ter i  numeric i  

n =f[c~] 2 , g =  po(C~) 

dove p~ denot~ il genere ar i tmet ico .  St~nte la piat tezz~ di z~, questi  ca.ratteri~ det t i  

r i spe t t i vamcn te  grado c genere della serie, non dipendono dal pun to  x G X.  
Un punto  y G 1 z si dice un punto base per  la serie _f' se ogni divisore C, eontiene 

il punto  y. L ' ins ieme U r di :Y dei punt i  che non sono punt i  base  per  _f' ~ un  aper to  
di Zariski  non vuoto  di Xr e il morf ismo ~ :  F -+ Y risulta,  su Ur,  un morf ismo finito. 

I1 gr~do ~ di questo morfismo prende  il nome di indioe della serie /~- esso eguaglia 

il numero  dei divisori di _f' p~ssanti  per  il punto  generico di :Y. 
Una  curv~ C, cio~ un  divisore effett ivo di Y, si dice ]issa per  F se ogni curva  di F 

contiene C. Se cib accade e Co ~ il suppor to  di C, al lora ~-1(Co) ~ un~ eomloonente 

irriducibile di F, e d ~ q u e  _f' ~ ridueibile. 1~oi snppor remo nel s e g u i t o / "  ridotta, irri- 
d~tcibile e liscia. Cib in par t ico]are  compor ta  che F sia pr ivo di curve  fisse e quindi 
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che dim ( Y -  U r ) :  0. Inol t re ,  applicnndo il criterio di liscit{ generic,~ a] mor-  

fismo ~ :  1 " - + X  (cir. [H], p~g. 272) si h~ che l~ sua. f ibra %eneric~ xr~(x) 6 non 

singol~re. Se t~le fibr,~ non 6 eonnessa,  cio6 se C~ non 6 irriducibile per  x generico 
in X,  esiste allor~ un  di~.gramma e o m m u t a t i v o  

1" 

X ~ > X 
g 

dove X '  6 un~ c u r w  lisci~, irriducibile,  complete ,  g ~ un morf ismo finito ed ] 6 

fibre connesse, e quindi gener icamente  liscie (cfr. [HI, pug. 280) : il gr~do # del mot-  
fismo g ugu~gli~ il numero  di component i  eonnesse dell~ fibra generica di z.2, e dun- 
que delle component i  irr iducibil i  della eurv~ generica di 1". Pos to  1 " ' :  X ' x x 1 "  , 
si vede f~ci lmente che 1"' individu~ un~ serie di dimensione uno di divisori su :Y pa-  

ra.metrizz~t~ d~ X '  il cui e lemento generico ~ irriducibfle non singol~re; inol~'e per  

ogni x ~ X,  C~ 6 somm~ delle curve di 1"' eorr ispondent i  a i /~  punt i  di g*(x) su X ' .  
Si dice ullor~ c h e l a  serie 1" ~ composta con la serie 1"'. 5Toi suppor remo ~ncorn nel 

seguito 1" non composta con ~ltre serie e dunque non solo p r i w  di curve fisse, mm 
~nche ~ c u r w  generic~ irriducibil% non singolare. 

Pe r  uu~ serie liscia, r idott~,  irriducibile e non compost~ si pub in t rodurre ,  ~c- 

ca~nto a.i precedenti ,  1111 u]teriore c~rat tere  numerico che dg, tenendo oppor tuna-  

men te  conto delle molteplicitg,  il numero  dei punt i  doppi  ehe comp~iono nelle curve 
della serie 1". Pe r  ogni x e X sig 

/~ i Um 
i 

C~ {} essendo le component i  irr iducibil i  del divisore C~. Ponimmo 

Z (2- Z (( Z 
i Y~5'z i 

dove p~(C(~ ~)) ~ il genere geometr ico  di ~.~(~), cio~ il genere a r i tmet ico  dell~ su~ nor- 

madizzgzione e ~.~f~ (C(ih~ i e il numero  dei r gmi  di C (~)~ in y. Si not i  che se C~ ~ irriduci- 
bile e non singolure, a llor~ 

ex = 2 --  2/~(Cx) = 2 - -  2g .  

l~elle nos t re  ipotesi  su F ha quindi senso po r t e  

= ~ (e~ + 2 g -  5) .  
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N o t i a m o  ehe so C~, 6 una  curva ,  e v e n t u a l m e n t e  r iducibile,  ma  d o t a t a  di soli nodi ,  

a l lora e~. q- 2g - -  2 6 e s a t t a m e n t e  il n u m e r o  dei nodi  di C~ ~ , Se d u n q u e  le cu rve  sin- 

golar i  d i / ~  sono de t a t e  di soli nodi ,  d 6 propr io  il n u m e r o  to ta le  dei nodi  delle curve  
della serie / ' .  Ch i ameremo  in ogni  caso d numero dei nodi delia, serie /~. 

Cosl come nel  easo delle serie di divisori  su una  eurva ,  vog l i amo o t t ene re  per  il 

n u m e r o  3 una  l imi taz ione  superiore,  e s t endend0  in ta l  m o d o  il t e o r e m a  di Castel- 

nuovo-Tore l l i  (Corollario (1.6)). Consider iamo,  a questo  scope,  il e a r a t t e r e  z deft- 

n i to  dal la  re laz ione  

= ~ ( n  + ~ - ~ + ~ ( I V ) )  - z 

dove  e~(IV) ~ il g r ade  della secondg classe di Chern  del f ibrato  t a n g e n t e  di IV. Chia- 

m e r e m o  z il numero di Torelli di t ~ o il di]etto di equiva~enza di 11 I1 l~estro scope sarg  

quello di d imos t rg re  che, a p a r t e  Mcune eceezioni  ben  e]assificate, g z>~0 e z = 0 

s e e  solo se le curve  di I '  sono i r a  lore  l i n e a r m e n t e  equivalent i .  

Cons ider iamo era  Mcnni  esempi  il cui  es~me ci t o r n e r g  uti le nel  segnito.  

ESE~PIo (3.1). - S i a l :  IV--> X u n  morf i smo t r a  la superficie ~z e la cu rva  X.  

I1 grafico /~ di ] g liscio e i r r iducibi le  e d e t e r m i n g  la s e r i e / ~  = {]*(x)}~ X. Xoi  sup- 

p o r r e m o  /" non  cemposts~, ossia ] ~ fibre connesse,  e con f ibra gcner ica  non  singe- 

lure. IJu s e r i e / '  p r ende  Mlora il n o m e  di ]ascio su Y p a r a m e t r i z z a t o  da  X.  I n  ques to  

cgso il n u m e r o  d g forn i to  da  una  fo rnmlg  classica di Zeuthen-Scgre ,  estesa metier-  

n ~ m e n t e  da  I v n ~ s E ~  (cfr. [I2], pug. 223). t ) r ec i samente  

(3.2) c~ = c~ (Y)  - 4 ( 1  - g ) (1  - p ) .  

Poichg  in ques to  caso 6 n = O, v = 1 si ha  

z = @ ( g -  1 ) .  

Si o t t iene  al lora z -~ 0 se p -~ 0, case in cui le cu rve  del  fascio sono t r a  lore  l inear-  

m e n t e  eqniva len t i ,  oppu re  so p > 0 e g = 1, ease che senz 'Mtro  fa  eecezione a] ri-  

su l fa te  che a b b i a m o  di mira .  U n ' a l t r a  cccezione si p rc sen ta  se g ---- 0 e p > 0, uven-  

dosi a l lora z <  0. Osserv iamo esp l ic i tamente  che~ viceversa., ogni  serie non  eom-  

pos ta  T' di g r ade  zero su Y ~ un  f~scio. I n f a t t i  in ta l  case ~ ~ = 1 e ~ :  F -*  IV ~ u n  

isomorf ismo.  I1 fascio ~ d e t e r m i n a t e  dal  mor f i smo ssozi-~: IV-> X.  A n a l o g a m e n t e  

si ha  u n  fgscio se v = I e F ~ n o n  compos ta ,  p r iva  di pun t i  base.  ~] ben  no te  inveee  

ehe se ~ : 1 e / ~  ~ do t a to  di p u n t i  base,  a l l o r a / ~  ~ un  fascio l ineare  (cfr. [Z], pug.  25). 

ESEI~IO (3.3). - Sia IV=X(2), e, per ogni xeX, sia C~---- ~ (err. w 1). La 
serie /" d a t a  da  {C~}~s x ~ aneo ra  liscia e irriducibile~ essendo /" ~ ~ c X ( 2 ) •  

dove  ID 5 il d ivisore  nniversa le .  I no l t r e  F ~ o v v i a m e n t e  non  compos ta .  I ca ra t t e r i  
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della aerie /" sono:  n = l , v  = 2 : ~ - - O ~ p  = g. I n o l t r e  si ha  e ~ ( X ( 2 ) ) = | 2 p ~ 2 | / - -  \ 

(err. [MD], pa`g. 322). Si o t t i ene  a l lora  

z = 2p(2p - ~) 

e quindi  ~ sempre  z > 0 ,  essendo z = 0 s e e  solo se p = 0, caso in c u i l e  cu rve  di 7-' 
sono f ra  loro l i n e a r m e n t e  equiva`lenti. 

ESE~PIO (3.4). - Sia Y = P'~, X c P~ una  cu rva  liscia` di g rado  m > 1. Pe r  ogni  

p a n t o  x ~ X,  sia C~ la r e t t a  t a n g e n t e  ~ X in x. F = {C~}~ x 6 u n a  serie un id imen-  
sionale,  e si verif ica a ge vo l m e n te  ehe 6 liscia`, i rr idueibile,  non  compos ta .  I n  questo  

ca`so v = r e ( m - -  1) 6 la` classe di X,  n = 1, g = 0, ~ = 0 e c~(P ~) = 3. Si o t t i ene  

quindi  z = 0 e le r e t t e  sono o w i a m e n t e  c o n t e n u t e  in  uno  stesso s i s tema l ineare.  

Osse rv iamo esplieita`mente ehe ogni  serie a`lgebriea di d imens ione  uno  di r e t t e  nel  

p iano  g sempre  descrivibi le  come la chiusm~a di Za`riski in p2 del l ' insieme delle r e t t e  

t a n g e n t i  ad  una` e u r v a  X nei  suoi pun t i  semplici .  Una  serie siffa`tta perb ~ liscia s e e  
solo se lo g X,  e cib si verif ica con facili calcoli. 

4. - Serie di divisori  di grado uno  su  una  superficie algebrlca.  

I n  questo  p~ra`gra.fo s tud ie remo le serie di gTado uno  e d imos t r e remo~che  ease 

si r idueono  essenz ia lmente  ~gli esempi  (3.3) e (3.4). :Nel far  cib d imos t r e r emo  aleuni  

l e m m i  ehe ci s a r a nno  uti l i  anche  pifl tardi .  Cominc iamo  col vedere  come nello stu- 

dio del n u m e r o  di Torelli  ci si possa r idm ' re  ~1 caso delle serie p r ive  di p u n t i  ba`se. A 

tale seop% e supponendo ,  come  di consueto ,  /~ irr iducibi le ,  r ido t t a ,  liscia, non  com- 

postal, inertia.too in evidenz~,  col seguente  lemma`, una  semplice,  m a  no tevo le  con- 
seguenza  del l ' ipotesi  di regola`rit~ su / I  

L E n A  (4.1). - Sia  F una  serie u~idimensionale~ no~ singolare, di indice v sulla 
sul)er]icie Y .  Allora: 

(a) se Yo e Y ~ q~n pun to  base di 1 ~, ogni curva di I ~ ~ non singoIare in  Yo ; 

(b) se Yo e [g ~ u~  punto  siq~golare di quaIche eurva C~o di F,  z~ non ~ ra~ni]ieato 

in  (Yo~ xo). 

Dnv~OSTRAZlO~TE. - Si~ Yo un  p u u t o  singola`re per  C~. e sia`no (u, v) p~ra`metri  lo- 

c~li su Y in to rno  a Yo e t u n  pa`rametro locale su X in to rno  ~ xo. L o c a l m e n t e  a ` l lom/"  

ha  equaz ione  del t ipo /(u,  v, t ) =  0 e inol t re ,  essendo /"  non  singola`re il s i s tema 

/ = 8 / / ~  -~ ~//~v = 8//~t = 0 non  ha. soluzioni.  Se (Uo, %) e to sono i w l o r i  dei p~- 

r a m e t r i  co r r i sponden t i  ~ Yo e Xo r i spe t t i vamen te ,  si ha  e h e / ( ~ ,  v, to) = 0 ~ loca lmente  

l ' equ~zione  di C~ ~ e quindi  ~ / / ~  = ~//~v = / -  0 ha` la` soluzione (%, vo,to). Cib 

impl ica  t he  (~//~t)(Uo, %, to)=~ 0, e da cib fa`cilmente segue la (a). Quan to  ~lla` (b)~ 
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si not i  che le v cm've per  Yo corr ispondono alle soluzioni in t dell 'equazione ](uo, Vo, 

t) = O, che, per  quanto precede,  ha  to come radice semplice. 

Sia ora y E Y, sia F: ~ -+ Y lo scoppiamento  di Y in y e sia E il divisore ecce- 

zionale su ~ '  Si ha  al lora il morf ismo ~v~: s x X -+ Y x X che ~ lo scoppiamento  

di Y x X  lungo la sot tovar ie t~  {y} x X. Se 1"c Y x X  6 uua  seric di divisori su Y, 
il t r a s fo rmato  proprio 1~ di 1" su ~ x X definir~ una  serie di divisori su ~ che diremo 

la serie tras]ormata di 1" su ]~ median te  ~v. ]~ chiaro c h e / ~  ~ irriducibile, r ido t t a  non 

composta  se tale ~ 1". Ino l t re  si verifica agevolmente  che ~ ~ liscia se tale  ~ / '  e y 

un punto  base  ovvero  se { y } x X  ~ t rasversa le  a F,  ossia se per  y passano v curve 
distinte di F. Ino l t re  per  x e X generico, la curva  C~ di _P b la t r a s f o r m a t a  propr ia  

mediante  ~ di C~. Deno te remo con gli stessi simboli  adopera t i  per  1", m a  con un 

soprascr i t to  ,-~ i cara t te r i  re lat ivi  a /~. 

LE_~awrh (4.2). - Sia 1" una serie irridueibile ridotta, liscia, non composta. Con le 

notazioni ~recedenti, se y ~ punto base di 1", ovvero se per y passano ~ curve distinte 

di 1", allora ~ z = s 

DDIOSTRAZIONE. - ~3 ovvio the  

g=~,  ~,=~, e:(f)=e~(Y)+l. 

Inol t re ,  se y non ~ punto  base  per  F,  si ha  /~ = {~v*(C,)}~x. Quindi, se per  y pas-  

sano v curve  dist inte di 7" si ha  ovv iamen te  

da cui z = 5. Se invece y 6 un  punto  base,  a l l o r a / ~  = {C,},~x, essendo ~ ,  la t rasfor-  

mo~ta propr ia  di C~. Per tan to ,  per  la (a) del l e m m a  (4.1) si h a  

da cui ancora z = ~. 

I precedenti  l emmi  assicm'~no che, nelle nostre  ipotesi  su 1", ci possiamo r idm're ,  

ai fini del ca]colo del numero  di Torelli, al caso in cui 1" sis pr ivo di punt i  base.  Se 

cib si verifica, allor~ il morf ismo zl :  F -* Y r isul ta  finito di grado ~ e dunque piutto.  
Quindi la serie F c Y • X pub anche essere r iguarda ta  come un8 serie di divisori  

sulla curva  X ,  paramet r izz~ ta  d~]l~ superficie Y. Si ha  allor~ (cir. w 1) un morf ismo 

natura]e  

a:  Y --* X ( v )  

tale che 

(~ x G ) * ( ~ )  = r 
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essendo, come al solito, ~ c X ( v ) •  il divisore universale  e ~ •  il morfiemo, de- 
dot to  da ~ di Y •  in X ( v ) •  Per  e a m b i a m e n t o  di base  si ha  

(4.3) ~*(9~) = C~ 

per  ogni x e X. No t i amo aneora  ehe, nell ' ipotcsi  ehe 1" eia irridueibile e non singo- 

l a te  e sia v > 1~ si ha  

d im ~(Y) = 2 .  

Si ha infa t t i  a-~(x~ @ ... @ x~) -= C~C~ ... (3 C~,, sicch~, posto Z = ~(Y), il morf ismo 

~: Y - - > Z  

gener icamente  finito. Deno te remo con m il grado d i a .  Se m > I d i remo che 1~ 

eerie 1" 6 composta con un'involuzione di grado m su Y. I n  questo caso, se y ~ un  
pun to  generico di Y e g- l ( , (y))  = {y, y~, ..., y,~_~}, l e v  cm've di 1" passan t i  per  y 

passano ~nche per  y~, ..., y._~. ]~ allora chiaro c h e n  b divisibile per  m;  tenendo 
poi presente  la (4.3) e la definizione, si ha  che n/m b l ' indice di 1" loensat~ come se- 
t ie  di divisori  eu X.  

Pass iamo ora a s tudiare  le serie F irriducibili ,  r idot te ,  non singolari  di gr~do 
n == 1 su una  superficie Y. 8e ~ v = 1 ~ chiaro che /7 ha  un punto  b~se e quindi b 
un faseio ro~zionale (err. esempio (3.1)). Suppor remo pe r t an to  ~ > 1. I n  ta l  easo ov- 

v i amen te  1" non ha punt i  base  su Y ed, essendo n = 1, non ~ composto n~ cona l t r e  
aerie n~ con involuzioni. I n  par t icolare  il morf ismo ~: Y --~ X(v) ~ birazionale sulla 
sua immag ine  Z. 

TE0~E~A (4.4). - Sia data sulIa super/ieie Y una serie 1" = {C~}~e x irriducibile, 
ridotta, non singolaxe di grado uno e indice d~te. Altora Y ~ ottenuta da X(2) mediante 
lo scoppiamento di punt i  non appartenenti alla diagonale Ax(1 ~) c X(2), 1" ~ la tras/or- 

mata propria della eerie { ~ } ~ x  e z -~ 21o(22 - -  1), I) essendo il genere di X .  

DI~rOSTRAZIO~E. - Dal le  osservazioni  precedent i  segue che ~: Y - > X ( 2 )  ~ un 
morf ismo birazionale.  Dunque  Y ~ o t tenuto  da X(2) scoppiando un certo numero  

di punti .  Tenendo presente  la (4.3) si ha  che 1" ~ 1~ eerie t r a s f o r m a t a  di { ~ } ~ x .  Sia 

or~ y = x l +  x2 un pun to  di X(2) che ~ s ta to  scoppiato e siano Ii)~1, ff)~ le curve 
per  y in X(2). Sars  al lora C ~ =  E + ~ ,  C ~ =  E @ ~ ,  dove ,-, denota  la t ra -  
s fo rmata  propr ia  ed E il divisore eccezionale. Queste curve  saranno singolari in 

E (3 ~ ,  i ~- 1, 2. Quindi,  essendo F non singolare,  per  il ]emm~ (4.1), (b), deve 
essere x1:/= x2. Quanto al calcolo del numero  di Torelli, esso segue da quanto  vis to 
nel l 'esempio (3.3), o r e  si t enga  conto del l e m m a  (4.2). 
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I~ela t ivamente  al caso v > 2 si ha  invece il seguente 

Tv.o~E:v[~ (~.5). - Sia data s~dla super/icie :Y una serie ~"-~ (C,},~ x irriducibile, 

ridotta, non singolare, di grado uno e ind icev  > 2. Y ~ allora ottenuta seoppiando un 
eerto numero di punt i  di P~, !7" ~ la tras]ormata di una serie di rette del piano e z ~ O. 

DnI0STt~4zI0~E. - / ' ,  considerata  come serie di divisori  su X ~ un~involuzione. 
Se x g u n  punto  generico di X ,  il divisore z~(C.) contiene z.:~(x) e una  pa r t e  residua 

ehe denot iamo eon / '~c  C~ •  Essendo / '  un ' involuzione ne segue the  il morf ismo 

~Ir~:  r~-~ X 

6 birazionale, e dunque 6 un isomorfismo. Pe r t an to  F~ si in te rpre ta  come un ' involu  - 

zione di grado v - - 1  su X,  e tes ta  dunque definito un morf ismo birazionMe 

~ :  C. -+ X(v - 1) 

di eui denoteremo con Z~ Fimm~gine.  Ovv iamen te  Z~ 5 l ' intersezione di Z con 
~D,~ X ( v - - 1 ) .  Se x~:/: x 5 ancora  un punto  generico, si ha  Z ~ =  Z~,: I n f a t t i  sia 

y e 17 l 'unieo punto  a eolnune di C~ e C~, : Allora si ha  ~(y) ~ x + x ' @  D con D 
X(v --  2) e con x' -+- D ~ Z~, x + D ~ Z , .  Se fosse Z = Z~.~ i divisori  ~ @ D, x '  + D 

della stessa involuzione su X, avendo i] divisore D in eomune,  eoineiderebber% e 

dovrebbe  quindi essere x = x', il ehe 5 assurdo. Dunque  {/'~}~x & una  famigl ia  non 

cost.ante di involuzioni su X. Applieando il t eo rema  di Pain lev6-Caste lnuovo-Hum- 
be r t  (err. [MA], pag. 796) si ha  Mlora ehe, per  ogni x ~ X, l~ eurva  C~ ehe pa rame-  

~rizz~J l ' invo]uzione F~ deve essere razionale,  ossia & g == 0. ]~ facile eons ta ta re  che 

ei6 eompor t a  e h e l a  mapp~  di Abel -Jaeobi  

p: X(~) -> J (X)  

g eos tante  su Z - -  e(Y). Per ta l l to ,  per il t eo rema  di Abel~ Z g eon tenuta  nello spa- 

zio proie t t ivo P = ~-I(~(Z)).  Pe r  ogni x ~ X si ha  

C~ ~- x*(~)~) = ~ * ( ~ ' P )  �9 

Poich5 ~D~.P 5 un ' iperp iano  di  P, ne segue the  i divisori  di P sono tr~ loro e q u i w -  
lenti,  appa r t enendo  ul s i s tema l ineare I~*(0e(1))[. Si not i  infine ehe, essendo n ~-- 1, 
5 h~ Or(C~)) <3 .  Cib ovv iamen te  implica, ehe Z sia un piano in P, il che, tenendo 

ancora  presente  l 'esempio (3.4), completa. ]u dimostrazione del teorema.. 
Coneludiamo osservando espl ie i t~mente che, nelle ipotesi dei teoremi  (4.4) e 

(4.5), la non singolaritt~ di /" non ~ indispens~bile. Se si eonsente a 7" di essere sin- 
golare pub ~llora aecadere  ehe Y sia o t tennto  scoppiando X(2) anche in punt i  delia. 
diagonale~ oppure  the  /~ sia o t tenuto  da una  serie di re t te  di P~ t~ngent i  ad  una 
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curva singolare. ~] ancora opportuno notare come i teoremi (4.4) e (4.5) si appli- 

chino, an the  se con enunciato leggermente diverso, ancor~ al caso in cui sia n > 1~ 

ma /~ sia dotato  di punt i  base tali che la somma delle molteplicit~ di intersezione 

di due curve generiche di F nei lounti base vale n --  1. I n  tall eireostanze Y non sarg 

pifi o t tenuto da X(2) o da P~, r ispet t iv~mente se ~ - -  2 e se v > 2, scoppiando dei 

punti ,  ma 1 ~ saxg birazionale a X(2) ,  se ~ = 2, e a P'~, se v > 2. 

5.  - U t e o r e m a  di  T o r e l l i .  

Consideriamo, su una superficie Y, una serie di divisori /" di dimensione uno, 

irriducibile, r idot ta ,  liscia, non tomposta ,  parametr izzata  dalla curva X. Essendo 

poi interessati allo studio del numero di Torelli di T', potrenm snppore 7" priva di 

punti  base (tfr. w 4). I n  tal taso ~ :  F - +  Y ~ un lnorfismo finito di eui denoteremo 

con /~ il divisore di ramifica.zione su / '  e con B il divisore di diramazione su ~g. 

Quest 'ul t imo, the  prende il nome di inviluppo di / ' ,  pub pensarsi  tome il luogo dei 

punt i  di ~g per eui passano meno di v curve d i / ' ,  ~ essendo, tome di consueto, l 'in- 

dice della serie, ehe supporremo maggiore di uno. 

Nelle nostre ipotesi F pub anche r iguardarsi  come una serie di dimensione due 

di divisori di grado u sulla curva X, parametr izzata  dalla superficie Y. Si ha Mlora 
un morfismo 

~: I " -~X(~) 

ehe g genericamente finito su Z = e(Y), di grado m. L' indice di f', come serie di 

divisori su X g zo = n/m (eft. w 4). Denoteremo poi con z~, z~ i suoi difetti di equi- 

v~lenza. Per  a.lleggerire le notazioni, porrem0 nel seguito A = Ax(1 ~-, ( ~ -  2)~), 

d ' =  - 4)% d " =  - 

LES~WA (5.1). - Co~z le ipotesi e notazioni di eel sopra si ha B -= ~*(A). 

DDroscuAzxo~E. - Consideriamo il d iagramma cartesiano 

I 7 ~ X(~) 

dove if) g il divisore universale. Essendo A i! divisore di diramazione di q~ su X(~), 

per eambiamento di base si ha l 'asserto. 

Noi supporremo nel seguito sempre verificata la seguente il)otesi di ge~ericitd 
per 1~: 

(G) B & r idot to e ha tome singolarit~ al pi~ nodi e eusl0idi ordinarie. 
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I1 l e m m a  the  ora d imost reremo ehiarisee il signifieato dell ' ipotesi  (G) ill relazione 
al morf ismo e. 

L ~ r ~ A  (5.2). - Con le suddette ipotesi s notazioni, se F veri]iea lc~ condizione (G) 
si ha: 

(a) i nodi e le euspidi di B sono dati rispettivamente dai 2unt i  0~-~(A ') e c~-~(A"); 

(b) Z ~ trasversale alle diagonali di X(v); 

(e) il mor]ismo ~ non ~ diramato nei punt i  di Z ~ ( A ' u  A"). 

DI~OS2RAZlONE. -- Per  i r i sul ta t i  di [I1], n. 5, si ha:  

1) 

2) 

3) 

per ogni punto  sempliee y e B, s/-~(y) ~ eosti tuito di v -  1 punt i  distinti ,  
esistendo un solo punto  sempliee di _R su /" la eui immagine  g y; 

per  ogni nodo y E B, z~-~(y) g eost i tui to di v --  2 punt i  distinti ,  ed esistono 
e sa t t amen te  due pan t i  sempliei di R sn _F la eui immagine  g y; 

per  ogni euspide y ~ B, ~r~-l(y) ~ eosti tui to di v --  2 punt i  distinti ,  ed esiste 
un solo punto  sempliee di R su F la eui immagine  ~ y; in tale punto  si an- 
nulla il differenziale di ~zl. 

Di qui segue faei lmente  la (a). Consideriamo ora il morfisnlo finito 

j :  (x ,D)  e X •  -->2x + D e A  cX(v )  

ehe 6 birazionale ed g un ' i somorf ismo ne11'aperto di Zariski  A -  (A 'U A") di A. 

Essendo X •  liscio, j g la normalizzazione di A. Seelto un punto  a = (x, 

x 1 q- ... + x~_2) ~ X •  -- 2) e p a r a m e t r i  loeali t, tl, ..., t~_ 2 su X in oppor tuni  in- 
torni  dei punt i  x, x~  ..., x~_2, dei p a r a m e t r i  loeali su X •  --  2) intorno ad a sono 
dat i  da (t, r l ,  ...~ ~-~), dove 

v--2  v- -2  

*:1= ~ t ~ ,  T~= ~ t~ t~ , . . . , r~_~=t l . . . t~_  2 
h=2 h , / c ~ l  

h<k 

sono i polinomi s immetr ic i  e lement~ri  in tl, ...~t~_ 2 (cfr. [GRH],  pag. 236). Simil- 

mente  dei pa r~met r i  loe~li su X(v) intorno a j ( a ) =  2x + x 1 q- . . .  q-x~_~ sono i v 
pol inomi s immetr ic i  e lementar i  in t', t", tl, ..., t~_2, dove t ' ,  t" sono vglori  del para-  

met ro  t in torno ad x. Si verifiea agevolmente  e h e l a  j ,  in tale  s is tema di pa ramet r i ,  

ha  espressione 

j(t, v~, ..., %-2) = (T,-~ t~ + 2tvi-1 + Ti)i=l ..... 
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o re  si g posto ~o = 1, ~_~ = v~_t----- v~ = O. La mat r ice  jacobiana di j ,  di ripe ~ X 
• ( v -  1), g allora, a meno di nn  fa t tore  costante  2, data  da 

J = 

T_~t-]- To 1 0 0 0 . . . . . .  

T o t ~ T ~  2t :1_ 0 0 . . . . . .  

T ~ t ~  T~ t ~ 2t 1 0 . . . . . .  

o o o ,  , o o  o , o  , ,  , , ,  o , , .  . . . . . . . . .  

T~_~t ~ %_~ . . . . . . . . . . . .  0 t ~ 

v~_~t -t- T~-2 . . . . . . . . . . . .  0 0 

~ _ ~ t - k  ~-~ . . . . . . . . . . . .  0 0 

2t 1 

t ~ 2t 

0 t 2 

Con semptici calcoli, che qui per brevit~ non r ipor t iamo,  si verifica che il minore J~ 
di j individuundo d~lle righe di posto diverso dalla i-sire% ~ dato da 

v - - 2  V - - 2  

J~ = (-- 1)~+1t~-~ ~ (-- 1)~'~ t~-~-; = (-- 1) '+It'-i l--I (t - tr i = l , . . . , v .  

Vi 8 inol tre  un  minore di J d 'ordine v -  2, quello individuato dMle ul t ime v -  2 
colonne e dMle pr ime r -  2 righe, che vale 1. Di qui si deduce ehe il differenziMe 
di j non ha tango massimo, ma rango ~ --  2, solo nei punt i  di j-I(A"), che coincide 
con il divisore universale ~ in X •  2). Sin ora A" l 'unione delle diagonMi di 
X(~) di codimensione almeno t re  in X(~). Se 1 ) ' =  2 x 1 ~  2x~-~ 1) c A ' - -  A ~, si ha 

xiV: x~, xl~ D, x ~  D, D ~ Ax(1 ~, (v - 6)~). Allora j - I (D')  contiene i punt i  (x~, 2x~ + D), 
(x2, 2x~-[- D) e solo essi, e in ciascuno di tall  punt i  il differenziMe di j ha rango mas- 
simo. Se D' = 3x -~ D ~ A '~- A ~, si ha x ~ D, D ~ Ax(12, (v -- 5)1). Allora j - ! (D ~) con- 
t iene solo il punto  (x, x q- D), e in esso il differenziMe di j si annulla.  Non ~ difficile 
dimostr~re, ma ci asteniamo, per brevith,  dM r ipor ta re  qui le esplicite verifiche ba- 
sate su ulteriori  manipolazioni dell 'espressione locale della applicazione j ,  che JO' 

pnnto  cuspidMe ordinario per A: con cib intendiamo dire che esistono paramet r i  
locali (g~, ..., g~) su X(v) in torno a D'  tall  che a D '  corr isponda il valore (0, ...~ 0), A '~ 
abbia  in tale sistema di pa rame t r i  equazione a ~ :  a 2 =  0, e A abbia equazione 

a~l = a~. Similmente si verifica che i punt i  di A" sono pi~t che doppi per A. l~ias- 
sumendo si ha che: 

1) A ' U  A" ~ il luogo singolare di A; 

2) A ' - - A "  ~ il luogo nodule, d " - - A "  ~ il luogo cuspidale di A; 

3) nei punt i  di A" si hanno singolarit~ peggiori di nodi  e cuspidi ordinarie.  

Da questa descrizione delle singolarit~ di A, e dalla (a), segue la (b). Sin infine 

/)r~ Z • A' e sin y ~ ~-I(D'). Si~no ancora  u, v pa rame t r i  locMi su :Y intorno a y e 
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(~ ,  ..., a,) p a r a m e t r i  locMi stt X(v) in torno a D '  tMi che, in tMi pa ramet r i ,  A abbia  

equazione a~a~ = O. Se ~ ha,  in tall  s is temi di pa rame t r i ,  espressione 

a i :  a,(u, v) , i -~ 1~ ...,  

dall ' ipotesi  the  a~(u, v)a~(u, v ) =  0 deve avere  un nodo in y ne segue ehe a~(u, v), 

a~(u~ v) sono un s is tema di p a r a m e t r i  locMi su Y intorno ~ y. Cib implica the  e non 
ramif ieato in y. Un a rgomento  anulogo vale  se Dre  Z ~ A". 

Siamo ora f inMmente in grado di d_imostrare il 

TEO~]~A (5.3) (Torelli). - Sia  I ~ una  serie irriducibile, ridotta, liscia, non eom- 

19osta, di dimensione uno, di divisori sulla super]icie If, parametrizzata dalla curva X 

di genere 19, e ne sia n i l  grado, ~ ~ 1 l ' indice, g il genere. 2u1919oniamo ancora ehe IN 

sia 19riva di pun t i  base e veri]iehi l'i19otesi (G). Si  ha allora 

z = ~(~ + ~g - ~ + c : ( Y ) )  - ~>~o 

va~endo l 'uguaglianza s e e  solo se la serie f f  ~ eostituita di divisori Ira loro l inearmente 

equivalenti.  

DI~OSTRAZIONE. - Consideri~mo il d i~gr~mma 

Y X 

L ' idea  della dimostrazione ~ di cMcolare c~(1") utilizzundo dal0I)rima il morf ismo z ~  

poi quello z~, per  poi paragonure  i r isultati .  DMI~ formula  di Zeuthen-Segre (3.2), 

r i cav iumo 

(5.~) c~(/~) = 4(1 - g ) ( ~  -19) § ~ .  

Utilizzando ora il morfismo z~, possi~mo ~pplicare la formul~ di corrispondenz~ 

di Severi , quMe t rov~si  in [I,], p~g. 977. A tMe proposi to  si not i  che B ~ - ~  B, 
i 

dove i divisori B~ sono irriducibili ,  r ldot t i  e distinti .  Si h~ Mlora, per  la c, i t a ta  formul~ 

(5.5) c~(r) = ,e~(y) + Z (219~(B,) - -  2)  - -  
i 

dove ~ g il numero  delle cuspidi di B e, come di consueto~ 19~(B~) 5 il genere geome- 
t r ico di B~. Si~ ~ il numero  dei nodi di B e scr iviamo o = ~'-t- ~,r dove ~ ~ il nu-  
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rnero degli  incroci  t r a  le c o m p o n e n t i  d is t in te  di B e ~" 5 il n u m e r o  dei nodi  delle 

c o m p o n e n t i  B~. Si ha  ~]lora 

Z (2pg(B~) - -  2) - -  ~ = Z (22a(B~) - -  2) - -  2~o"-- 33 - -  22a(B ) - -  2 - -  2~o - -  33 
i t 

d~ cui, per  1~ (5.5), si h~ 

(5.6) e~(F) ---- vc~(Y) + 2p~(B) - -  2 - -  2~ - -  33 

A1 fine di calcolare ~ e T ~ppl ichi~mo !e fo rmule  (1.5), (1.7) ~11~ serie F(v, 2, n/m, z~ z~) 
su X,  e t e n i a m o  con to  del l e m m a  (5.2). Si ha  

(5.7) ~ = mdr(2  -~, (v - -  4) ~) = 2n[(v --  2)(v --  3) + 2p(v --  3) + io(p - -  1)] - -  

-- 4mz~(u + p -- 4) + 4mz~ 

= mdr(18 , (v - -  3) ~) ~- 3n(v + 22 --  2) --  6mz~. 

t~est~ o r s  d~ c~lcolare il genere  a r i tme t i co  della cmwa  B.  Con le no taz ion i  del w 1 e 

u t i l izz~ndo l~ f o r m a l u  gi~ c i ta ta  di [MD] (cfr. th .  (15.2)), si ha. 

[ A ( I ~ ,  (~ - 2 )~) ]  = 2 (~  + 2 - 1 ) ~  - 2 0 .  

Di qui, e dul l e m m a  (5.1), segue che su X 

(5.8) [B]  = 2(~ + 2 - 1)~*(~) - 2~*(0) = 2(v + 2 - 1)[r - 2 [ H I  

essendo H- - - -~*(~*(0) )  e ~:  X ( v ) - - ~ J ( X )  1~ mapp~  di Abel - Jacobi .  P o n i a m o  P = 
= p~(H) e osse rv iumo che 

D~ (5.8) e (5.9) si t r a e  ullora, u t i l izzando la~ fo rmulu  per  il genere  a r i tmet ico  

(5.10) p ~ ( B ) - ~ 2 ( u + p - - 1 ) 2  + n ( v - ~ p - - 1 ) [ 2 ( v + p - - 1 ) _ l ] _ 2 ( v + 2 _ l ) _  

- -  2 P  + 3 ~ 3mz~-- 4m(v + 2 - -  1)z~. 

Sos t i tuendo  (5.7) e (5.10) nella (5.6) e c o n f r o n t a n d o  con (5.4) si t rov~  

ossia 

(5 .1])  

= v(n + 4g -- 4 + e~(Y)) -- 4(P -- 1) --  6mzl- -  2mz~ 

z ---- 4(/) - -  1) + 6mzl + 2mz2. 
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DM teorem~ (1.1) rislflta che zl~ z~ sono interi  non negativi .  Quanto a P si not i  che: 

(a) se q0(~(2-)) 6 un  pmito ,  ossia se i divisori di r sono t ra  loro l inearmente  
equivMenti,  Mlora H 6 a lgebr icamente  equivalente  a zero su ]7 e dunque 
6 P = 1 ;  

(b) se ~(~(2-)) ~ una  curva,  H ~ Mgebr icamente  e quivMente Ml'unione di a > 1 

curve,  fibre del morf ismo ~o~: Y - ~ J ( X ) ;  se H '  ~ una di tMi curve e se 

(5.12) f [ H ' ] .  [C~] = b 

per  la p r ima  delle (5.9) si ha  

m zi  ~- a f  [H'] .  [C.] ab.  

Si osservi anehe che 5 b > 0, in quanto a . b > O  e b = 0 impl icherebbe che C. ~ con- 
t enu ta  in u/ia fibra di ~o~, il ehe ~ assurdo~ essendo 

f [c~]  ~ = n > . 0 

Si ha  al lora  

mzi  
(5 . i3)  i ~ = p o ( a w )  = a (po ( / / ' )  - 1) + 1 = ~ -  ( p o ( w )  - 1) + 1 .  

Per  il t eo rema  di fa.ttorizzazione di Stein (cfr. [It], pag. 280), si ha  

(5.14) H '  ~-- e t t  ~' 

dove H" ~ la generic~ curva  irriducibile,  non singolare, di un faseio su 2" e c > l .  Si 

ha  quindi 

lOa (H/ )>  - C ~-  i 

e dalla (5.13) si t r ae  

cmzl  
(5.15) P - -  1 > - -  ea - -  

b 

Da (5.12) e (5.14) si r i cava  ancora  

e al lora da (5.15) segue che 

(5.16) 

b > c  

/)-- I>-- mz~; 
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(o) se ~0(e(Y)) ~ una superfieie ~ P~>I ;  infa,tti, applieando il t eorema di t ra-  
sversalit~ di Kleima,n (eft. [ti], pug. 273) e tenendo eonto del fa,tto the  0 
ampio su J(X) si verifiea the  H g una curva irridueibile, non singolare che 

o w i a m e n t e  non g raziona,le. 

Nel easo (a) ~ chiaro the,  oltre a,d a,versi P = 1, si ha pm'e z~ = z~ = 0 e quindi, 
per (5.11), z = 0. Ee l  ca,so (b) ~ invece z~= 0 e z~> 0 (err. corollario (1.2)); dun- 
que da, (5.11) e (5.16) ricavia,mo 

z>~6mz~-- 4mz~-= 2mz~ > 0. 

:Nel caso (c) b _P~>I e z~> 0, z2> 0, per il corollario (1.2). Si b cosi prova,to che 
sempre z>~O, vMendo l'uguaglianza" se e solo se i divisori di ~(Y) sono t ra  loro li- 
nearmente  equivalenti  su X. La" dimostra,zione de1 teorema sa'r~ conelusa" provando 

che cib accade se e solo se le curve d i / '  sono t ra  loro l inearmente  equiva,lenti su Y. 
Siano infa t t i  le curve di _P t u t t e  linea,rmente equivalenti  ad una fissa,ta curva, C e 
si consideri  lo spazio proiet t ivo P =  P(Ho(Y, Or(C)) ). Da,lla piat tezza di _P su X 
si deduce un  morfismo natura,le non costa,nte fl: X -~ P ehe d~ luogo a,d una  serie 
l ineare Ifl*Op(1)] su X. Se y e Y, l ' insieme H~ = {s e H ~  Or(C)): s(y) = 0} 6 un  
sottospazio di codimensione uno in Ho(y, 0r(C)) , poich6 [C] 6 privo di punt i  ba'se 
al pari  di _P. Dunque  P(H~) g un iperpia'no di P.  Se y ~ un  punto  generico 4i Y, 
b ovvio che fl*(P(H~)) = e(y). Cib prova  che tu t t i  i divisori di e(Y) a,ppartengono 
a [fl*Op(1)[. Se viceversa i divisori di g(Y) sono t ra  loro linea,rmente equivalenti ,  si 
prova,  ragionando come nella dimos~:azione del teorema, (4.5), the  le cm've di /" 
sono t ra  loro l inearmente  equivalenti .  

OSS~.~VAZI0~E (5.17). - L ' ipotesi  che /" sia pr iva di punt i  base pub essere sosti- 
tui ta ,  nell'enuncia,to del teorema (5.3), da quella, pifi generale, che, el iminando i 
punt i  base t r ami te  scoppiamenti  (err. w 4) si o t tenga da" _P una ser ie /~  priva di punt i  
ba'se che verifichi la ipotesi (G). Ci6 in forza del lemma (4.2). Non ~ invece possibile 
r imuovere  l ' ipotesi di non singolarit~ di F ,  come prova  il seguente esempio. Sia 
X c P~ una curva liscia di gra,do m > 1 e si consideri la serie 2" de]le re t t e  tangent i  a, 
X su :g = P-~ (cfr. esempio (3.4)). Sia, x un punto  generieo di X e si scoppi Y in x 
o t tenendo una" superficie ~ su eui si pub considerare la serie _P tra,sformata 4i /"  
(err. w 4). Per  tale serie il grado, l ' indice e i l  genere resta,no quelli di _P e dunque ri- 
spett iva 'mente 1, m(m -- 1), 0. Va,ria invece il numero  dei nodi, ehe p e r / ~  ~ 0 men t re  
per _P ~ m(m -- 1) -- 1: infa t t i  le uniche curve singolari di _P sono le trasforma,te to- 
t~li delle r e ( m - - 1 ) -  1 re t t e  di F passant i  per x. Essendo e ~ ( s  4 si ha" che il 
numero  di Torelli di /~ vale z = 1, ment re  o w i a m e n t e  le curve  di /~ sono t ra  loro 
l inea'rmente equivalenti .  Quindi per _P non va,le il t eorema (5.3) e cib ~ dovuto a,1 
fa,tto che /~ non ~ liscia: infa'tti per  _P non va'le la (b) del temma, (4.1). ]~ probabile 
che per le serie non liscie si possa ancora dimostra,re che il numero  4i Torelli ~ sem- 
pre non nega'tivo, senza" che perb l'ugua'glia,nza, a zero sia" equiva,lente all 'essere le 

2 2  - A n n a l i  di  Matemal ica  
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carve  delle aerie contenute  in un  aistemn l ine , re .  Sarebbe perb intereasante vedere 
se per le serie non liscie si possa ridefinire il numero  di Torelli, aggiungendovi te rmini  
che teng~no conto delle singol~rit~ dell~ aerie, in modo che w l g u  ancor~ il teorema 
(5.3). Contr~riumente nll~ipotesi di regol~rit~ su 7", pub darsi  invece che l ' ipotesi (G) 
non sin indial0ensabile per la validit~ del teorem~ (5.3): ess~ ~ dettata, d~ motivi  di 
ear~t tere  teenico ed ~ probabile ehe l~ si posa~ r imuovere  mediante  una det tagl iata  
ana lisi delle singolaxits di zJz(l"- , ( r -  2) ~) lungo ]e diagona]i di eodimensione nl- 
meno 3 i n  X(~). Rileviamo tut t~via  eap]icit~mente che se ~ noto che un~ d~ta a e r i e / '  
si pub deform~re ~d una per cni v~lgono le ipotesi del teorema (5.3)~ allora per /1 
v~le l 'asaerto del teorem~. Concludi~mo indicando ~lcune direzioni in eui sarebbe 
interess~nte proseguire le r ieerche int raprese  in questo l~voro. Una estensione dei 
r isultuti  qui eontenut i  pot rebbe  f~rsi prov~ndo l 'anulogo del teoremu (5.3) per i 
sistemi unidimensionali  di divisori su unu v~riet~ di dimensione muggiore di due. 
Sorge qui int~nto il problem~ di dare  un 'oppor tunn  definizione del numero  di To- 
relli e ci chiediumo, u tule proposito,  s% come nel e~so delle auperficie, in esso non 
eompui~ il genere 4ell~ c u r w  che purametr izzu 1~ serie. Dal  ptmto di vista tecnico 
vi sono poi ~lcuni problemi leg~ti all~ definizione del numero dei nodi e adle formule 
di corriapondenz~ di Severi che~ nel e~ao di dimensione m~ggiore di due, non sempre 
sono state  st~bilite nell~ muasim~ genera lith.. Ulteriori  estensioni 1)otrebbero essere 
fut te  studiundo serie di dimensione due, o loifi~ di diviaori, su una  superficie. Ad 
esempio ci chiediamo se sin poasibile p r o w r e  un un~logo del teorema, di Torel]i per 
il numero delle curve cuapidute, o per quello delle curve  dotate  di almeno due nodi, 

eontenute  in m~ sistemu bidimension~le su un~ superficie. A differenz~ del problemu 
di~nzi prospett~to,  sernbr~ che, per la risoluzione di questi  ultimi~ non si~ possibile 

r icorrere ~ tecniche ~nuloghe ~ q~telle qui adoper~te,  m~ si debb~ 1)roeedere ud uno 
studio uceuruto dello schem~ dei divisori su una superfieie e di suoi sottoschemi 

notevoli ,  come quello descrit to dalle curve  nodate~ cuspid~te~ ecc. 
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