Actions libres et isométriques sur les variétés
a géodésiques toutes fermées de méme longueur (*).

J. BREUNEVAL (Marseille, France) - F. PECAUT (Avignon, France) (*¥)

Résumé. — 8i un groupe de Lie connexe G (non nécessairement compact el de dimension non
nulle) opére librement et isométriquement sur unme variété riemannienne & géodésiques toutes
fermées de méme longueur, alors les orbites sont totalement géodésiques et G = 8* ou 8% ou
SO(3); sur ume sphére riemannienne standard, les seules actions libres et isométriques de
groupes de Lie connemes sont les actions standard de 8* sur 82+ ¢f 8% sur 84+ dont les quo-
Hents riemanniens sont les espaces projectifs complemes et quaternioniens.

1. — Introduction,

L’action standard & gauche de 8! (resp. §%), sous-groupe des éléments de norme 1
du groupe complexe C* (resp. quaternionien H*) sur la sphére unité S2+! (resp.
Jints) de C»*1 (resp. H*1) est donnée par ([BS], p. 72):

(2) (B1y vy Zud)) > (221, ooy 220ya) ©

Cette action est libre et isométrique; elle donne naissance aux fibrations prinmci-
pales de Hopf, de bases les espaces.projectifs complexes et quaternioniens, rieman-
nisés par submersion ([B.G.M.], p. 7):

§les Sentil_y CPn

SS oy S47L+8 . H_Pn .

La question se pose de connaitre toutes les actions libres et isométriques de
groupes de Lie sur les sphéres et plus généralement sur les variétés riemanniennes &
géodésiques toutes fermées de méme longueur (les C-variétés, suivant la terminologie
de [BS]).

(*) Entrata in Redazione il 9 luglio 1983.

(**) JacQues BreEUNEVAL: U.E.R. de Mathématiques, Université de Provence, 3 place
Vietor Hugo, Marseille, France, Cedex 3; Francoise Prcavr: Centre Universitaire Scientifi-
que, 33 rue Louis Pasteur, Avignon, France,
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Nous établissons les résultats suivants:

TatorEME 1. — Si un groupe de Lie connexe ¢ (de dimension non nulle, non
nécessairement compact) opére librement et isométriquement sur une C-variété M,
alors: .

G = 8! ou G = §% ou G = 80(3);
G <> M — M/G est un espace fibré principal & fibres totalement géodésiques;

@ est canoniquement muni d’une métrique symétrique.
Toutes les fibres lui sont isométrigues.

THEOREME 2. — Les seules actions libres et isométriques de groupes de Lie con-
nexes (de dimension non nulle) sur les sphéres riemanniennes standard sont les ae-
tions standard

Stes §2ntl 5 CP2 et 83> Sints.» HP»,

L’unicité s’entend & isométrie prés: Soient py, u,: G — Diff M deux actions &
gauche de @ sur M; si G opére par isométries, les actions u, et p, sont identifiables
$’il exigte une isométrie ¢: M — M telle que:

Vae G, wla)=grtom(a)op.
Les hypothéses du théoréme 2 peuvent étre affaiblies par le

TaEOREME 3. — Une action isométrique de §8% sur une sphere riemannienne stan-
dard est libre dés qu’un sous-groupe S de 82 opére librement.

Le deuxiéme paragraphe précise les notations et rassemble les résultats généraux
utilisés dans la snite. La preuve du théoréme 1 occupe le paragraphe 3, les théo-
rémes 2 et 3 sont démontrés dans le paragraphe 4.

REMARQUES ET QUESTIONS:

1) J. A. Worr ([W]) a classé toutes les actions libres et isométriques de grou-
pes finis sur les sphéres standard. Dans ce cas, le quotient, canoniquement rieman-
nigé par revétement peut avoir plus d’une longueur de géodésiques (espaces lenti-
culaires). De méme, dans les hypothéses du théoréme 1, le quotient M /G est cano-
niquement riemannisé par submersion et & géodésiques toutes fermées. Sont-elles
de méme longueur? On ne connait aucun exemple du contraire et méme auncun
exemple d’action libre et isométrique de 8, 82 ou SO(3) sur une (-variété, autre
que les actions standard sur certains espaces symétriques compacts de rang 1.

La question de I’égalité des longueurs des géodésiques est subordonnée & la sui-
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vante: Bxiste-t-il une C-variété, qui ne soit pas un espace symétrique compact de
rang 1, sur laquelle 8! opere librement et isométriquement?

2) Utilisant un résultat de J. ADEM (cf. remarque 3) et la caractérisation de
M. BERGER ([BG,I]) des sphéres et projectifs par le %-pincement, R. H. HscoBa-
rEs ([ES]) a démontré que les seules fibrations de sphéres riemanniennes standard
8™ par des sphéres S” (avec 1<p<m — 1), qui soient des submersions riemmanien-
nes & fibres totalement géodésiques sont (& isométrie pres) les fibrations standard
sur CP» et HP» et la fibration de Hopf sur le plan projectif de Cayley 8§ <> 8§15
— 88 = C,P*. On peut noter que ce résultat joint au théoréme 1 fournit une preuve,
assez détournée, du théoréme 2,

3) Il est connu, par des arguments de topologie algébrique, que si un groupe
de Lie compact connexe de dimension non nulle opére librement sur une gphére,
ce ne peut étre que S ou §° ([BD], p. 133), S* opérant sur §2+' et §° sur Qints,
Ce dernjer point résulte du fait établi par J. ADEM ([AD]) que les seules dimen-
sions possibles de fibrations de sphéres par des sphéres sont §°<> §», §1cs §ontl
Sees Gints, et §2°-1c> 8271 avec k3.

2. — Groupes de transformations et isométries.

2.1. - Diff M désigne le groupe des difféomorphismes d'une variété M de clas-
se O«. diff M désigne 1’algébre de Lie dey champs de vecteurs sur M.

Soit ¢ un groupe de Lie dont e est I’élément neutre et @ = 7,G espace tan-
gent en e.

Une action & gauche du groupe G sur une variété M est un homomorphisme

u: G —Diff M
& > pla)

tel que Vapplication (a, z) — u(a)(z) soit de classe C=.
Pour tout x € M, l’application «oibite de x» est:

G- M
Ha
a > pug(a) = ula)(@) .

On définit Paction infinitésimale:

Uyt @ —diff M
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par la relation:
Vee®, Voe M, u«(2)(x) = Dugle)(2).
Soit ¢: G — Diff & Vaction canonique ¢ gauche de G sur lui-méme:
Yaec@, VoG, y(a)b)=ab

v« applique & sur Palgébre de Lie des champs invariants ¢ droite.
Dans la suite on posera: 2z, = y.(2) pour tout z.
On a 2 = 24(e) et par définition de la structure d’algébre de Lie de &:

[, 2'] = [2s, 22 ](6) .

a

Pour toute action & gauche u, us est un homomorphisme d’algébre de Lie

-ProPOSITION. — L’application-orbite de &, u,: @ — M, applique le champ 2, sur
le champ py(2) restreint & Porbite de a:

Voe M, Vee®, Yae G, pu(2)(u.(a)) = Du,(a)(2:(a)) .

2.2. — Si V est un champ complet sur M, ¢ — exp (tV) désigne le groupe & un
paramétre dont V dérive,

Sur un groupe de Lie G, l’exponentielle Exp: & — G est définie par Exp (2) =
= exp (2x)(e).

PROPOSITION. — Pour toute action (& gauche) y de & sur M et pour tout ze &,
le champ ps(2) est complet et dérive du groupe & un paramétre défini par Paction
sur M du sous-groupe & un paramétre d’éléments de &, ¢ Exp (fz). En d’autres
termes:

exp o puy = p o Exp
En particulier, pour p = y:
Yac@, YieR, Y2e®, Exp(iz) a = exp (lzg)(a).
2.3. — PROPOSITION. — Si Uaction g de G sur M est libre (a5 ¢ = u(a) est sans
point fixe), alors:
1) Pour tout 26 @, 2+~ 0, le champ u.(2) ne s’annule en aucun point.

2) Si une trajectoire de u.(2) est périodique, toutes les trajectoires de wu.(2)
sont périodiques de méme plus petite période.

3) Pour tout we M, u,: ¢ — M est une immersion injective.
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Tous les résultats de ce paragraphe sont classiques et peuveut é&fre frouvsé
dans [K.N.] ou [CH] ou [B.C.]. Nous démontrerons cependant la proposition eci-
dessus:

Preuve de (1): [K.N.], p. 42, prop. 4.1.

Preuve de (2): Si la trajectoire de uy(2) passant par x est périodique (avec
2= 0), il existe 7 > 0 tel que exp (7 px(2))(¥) = 2, soit A’aprés (2,2): p(Exp (72)(2) = @;
mals Paction est libre done Exp (12) = ¢ et par conséquent exp (r-,u*(z)) = id,,.
La plus petite période de chaque trajectoire est une période de toute autre trajec-
toire, nécessairement la plus petite.

Preuve de (3): Il est clair que si laction p est libre, u, est injective.
Dye): T,G T, M est également injective. En effet si z,€ 7,6, il existe un
champ invariant 4 droite z; tel que zi(a) =z,: Il résulte de (2,1) que D .(a) 2, =
= ps(2:(6)) (2(a)) ; done si Dpo{a)-z,= 0, us(2:(a)) s'annule et 2.(e) =0 d’aprés
(2.3.1) donc #:=0 et g,= 0.

2.4, — Un champ de vecteurs V sur une variété riemannienne (3, g) est une iso-
métrie infinitésimale lorsque la dérivée de Lie de g suivant V est nulle, ce qui équi-
vaut &

YXediff M, VYediff M, g, Ve V) + g(Y, Vi V) =0
ot V est la connexion riemannienne sur (M, g).

ProposITION. — Soit V une isométrie infinitésimale sur (M, g); alors:

1) g(V, V) reste congtant sur chaque trajectoire connexe de V.

2) Si g(V, V) est critique en » et V(x)s% 0, la trajectoire de V passant par o
est une géodésique.

3) 8i V ne g’annule pas, g(V, V) est localement constant si et seulement si
les trajectoires de V sont des géodésiques.

La dérivée de la fonction f = g(V, V) suivant X e diff M est:
X(f) =29(V,V, V)= —29(X,V, V).

Alors V(f) = 0, ce qui implique 1).

f est de dérivée nulle si et seulement si V,V = 0, ce qui implique (3).

Si f est critique en z, f reste critique sur la trajectoire de x ([K.N.], p. 252,
prop. B.7) et V,V = 0 sur cette trajectoire.

Parmi les isométries infinitésimales, les champs complets constituent 1’algébre
de Lie iso (M, g) du groupe des isométries Iso (I, g).

Un groupe de Lie G opére isométriquement sur (M, g) si pour tout ac@,
ula)*(g) = g, cest-a-dire u(@) cIso (M, g), auquel cas on a u.(®) ciso (M, g).
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3. — Actions libres et isométriques sur une C-variété.

Rappelons qu'une (-variété est une variété riemannienne & géodésiques toutes
fermées de méme longueur.

THEOREME 1. — Si un groupe de Lie connexe @, de dimension > 0, opére libre-
ment et isométriquement sur une C-variété (M, g), alors:

G = 8! ou G = 8§ ou ¢ = 80(3).
G = M — M|G est un espace fibré principal & fibres totalement géodésiques.

@ est canoniquement muni d’une métrique symétrique; toutes les fibres lui
gont isométriques.

La preuve du théoréme occupe le reste du paragraphe; les notations sont celles
du paragraphe 2: En particulier laction est notée u et 1’algébre de Lie &.

1) Pour tout & € &, DPisoméirie infinitésimale p.(2) est de module constant sur M.
Pour 2+ 0, les trajectoires de usx(2) sont des géodésiques de M.

Le cas 2 = 0 étant frivial, on suppose #%4 0.

Une composante connexe de M est compacte car ses géodésiques sont toutes
fermées de méme longueur . Sur une composante, la fonction # — |u«(2)(x)| atteint
sa valeur maximum ||u.(2)[,.. et sa valeur minimum |uw(2)|-

11 résulte des propositions (2,3) et (2,4) que:

La valeur |us(?)],.. (vesp. [p«(2)]..) est atteinte sur une trajectoire 7, (resp.
T..) du champ u(z). Ces trajectoires ne sont pas réduites & un point car u«(2) ne
s’annule en asucun point. Ce sont des géodésiques car la fonction x> |uw(2)(x)| ¥
est critique. T et T, sont donc fermées de longueur I. Par ailleurs u.(2) a une

méme plus petite période 7> 0 sur toutes ses trajectoires. On a donc

=8 =) (L)} @8 = Upsl@ et €8 = sl

Tmax

Par conséquent, sur la composante connexe de M, nous avons |ux(%)|,..=
= | ux(2)|n = U/r ce qui implique que ||us(2)] est une constante sur cette compo-
sante, et finalement sur M car I et 7 restent les mémes sur M.

De la proposition (2.4.3) on déduit que les trajectoires de u.(2) sont des géode-
siques de (M, g).

2) Pour le moment nous ne savons pas si les orbites u,(G) sont des sous-variéiés;
nous le déduirons de la prewve de la compacité de G.
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Pour tout ze M, on munit ¢ de la métrique ,u:(g) induite par l'application-
orbite u,: G —> M. Alors

a) ,u:(g) est invariante & gouche,

En effet, si y: ¢ — Diff G est Vaction & gauche de @ sur ¢, on a Ya € G, p,op(a) =
= u(a)ou, et u{a)*-(g) == g; par conséquent:

)T (42(9) = [a0p(@)]*(g) = [u(@)op.]¥(g) =
= ur (wla)*()) = pllg) .

b) Pour tout 2 € ®, le champ invariant d droite z, est une isométrie infinitésimale,
de module consjant sur (@, ,u:(g)). Pour 20, les trajectoires de z, sont des géodé-
siques de (G, uo(g)).

L’action & gauche y de G sur G étant isométrique, 24 = p.(2) est une isométrie
infinitésimale sur G. L’immersion isométrique u,: G — M applique z, sur JIme)
(proposition 2.1) qui est de module constant. On en déduit que 24 est de module
congtant sur & et par la proposition (2.4.3) que ses trajectoires sont des géodési-
ques de @.

) L'isométrie injective p,: G — M applique les géodésiques de (&, pa(g)) sur des
géodésiques de (M, g).

Soit ¢ une déogésique de (@, [u:(g)) de conditions initiales ¢(0) € & et ¢(0) € T, 6.
11 exigte sur @ un unique champ invariant & droite 2y tel que zx(c(0)) = o(0). La
trajectoire de z, passant par ¢(o) est une géodésique de (4, y:(g)) de mémes condi-
tiong initiales que ¢; c¢’est donc e.

¢ est trajectoire de zx et par conséquent u,-c est une trajectoire de us(2): c’est
une géodésique de (M, g).

3) G est compact; G — M — M|G est un espace fibré principal & fibres totale-
ment géodésiques.

& est compact car connexe et muni d’une métrique & géodésiques toutes fermées
de méme longueur: toute géodésique ¢ de (&, ©r(g)) est fermée de longueur I, comme
son image - c.

¢ étant compact et Paction de @ sur M libre, G < M — M/ est un espace fibré
principal ([GL]).

Les fibres sont les orbites, il résulte de 2) ¢) que ce sont des sous-variétés tota-
lement géodésiques.

REMARQUE. ~ Si M est une sphére standard, on peut conclure ici que les orbites
sont des sphéres et que G = §* ou G = §%, seuls groupes de Lie sphériques (IML8.]).

4) G est de rang 1; G = 8 ou G = 8% ou G = 80(3).
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Tout sous-groupe de Lie H de & opére librement et isométriquement (& gauche)
sur (G, us(g9)), done est totalement géodésique d’aprés 3) ol la variété est G et le
groupe H. H est donc muni d’une métrique invariante 4 gauche a géodésiques toutes
fermées de méme longueur.

Sur le tore 1?2, qui est abélien, une métrique invariante & gauche est plate et
posséde done des géodésiques non fermées (les géodésiques « de pente irrationnelle »).

@ ne peut donc pas posséder T2 comme sous-groupe: ¢ est de rang 1.

11 résulte de la classification des groupes de Lie compacts connexes que les seuls
de rang 1 sont 8%, 8% ou SO(3) ([BD], p. 30).

5) La métrique p.(g) sur G ne dépend pas de v € M; elle munit G dune struc-
ture symétrique.

Pour toute métrique sur ¢ invariante 4 gauche, les géodésiques sont les trajec-
toires des charaps invariants & droite; si elles sont fermées de longueur I, alors pour
tout ze @ = T,G, non nul, { > exp (t2,) est périodique de plus petite période 7 =
= 1f[4].

7 ne dépend pas de la métrique; done si 1 est fixée, deux telles métriques indui-
sent la méme norme 2 |2 sur I,6G, done le méme produit scalaire sur 7,G. Elles
sont par conséquent identiques ([B.C.], p. 136).

pa(g) est, pour tont s, une métrique invariante & gauche & géodésiques toutes
fermées de longueur I. Comme ¢ = §* ou G = §° on G = §0(3), il existe sur ¢
une métrigue symétrigue (invariante & gauche et 4 droite) & géodésiques toutes fer-
mées de longueur I nécessairement identique & w)(g) pour tout =.

4. — Actions libres et isométriques sur les sphéres standards.

IL’action standard e«: O(m - 1) ~ Diff (8») du groupe orthogonal O(m - 1) sur
la sphére 8= {& e R™*/|x] = 1} associe & toute matrice orthogonale U, I'isomé-
trie de 8" (x> U 2, Vo e 8mc R™).

L’action infinitésimale correspondante o: o(m -+ 1) — diff (8") associe & toute
matrice antisymétrique 4 € o(m + 1) le champ d’isométries infinitésimales (@ > 4@,
Yo € Smc Rmt1),

On montre facilement ([SA]) que o: O(m -+ 1) —TIso (S») et oy: o(m + 1) —
‘—iso (8m™) sont des isomorphismes.

Une action (& gawche) isométrigue d’'un groupe de Lie ¢ sur 8™ induit, par com-
position avee ai:

Un homomorphisme de groupe u: G — O(m -+ 1).
Un homomorphisme d’Algébre de Lie gz: & — o(m 4 1).

On peut montrer que y est un homomorphisme de groupe de Lie mais c’est inu-
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tile, Pessentiel étant dans lexistence de uy et la proposition de commutation
(prop. 2,2):
Vee®, o= pu(Exp(2)):

ot 4 1> ¢* est 'exponentielle matricielle de o(m - 1) dans O(m - 1).
Si G est un groupe connexe et si Vaction isométrique de @ sur 8 est libre alors
G =8 ou ¢ = 8% (cf. § 3,3), remarque; ou encore: § 1, remarque 3) Théoréme
d’Adem). On déduit également du théoréme d’Adem que 87 = §2**1 gi ¢ = 8! et
8m= Q3 gi ¢ = 8%, mais nous le montrerons plus loin de facon élémentaire,
Pour démontrer le théoréme 2, il reste & établir que Paction de S (resp. 8%) sur
S (resp. 84wt8) est, & isométrie prés, action standard définie dans introduetion.

Levme 1 (cf. [SA]). Pour toute action isométrique libre de 8t sur la sphére §»
plongée dans R~ euclidien, m est impair (m = 2n 4 1) et il existe une base ortho-

N

normée de Re2»+2, identifiant R2=+2 4 Cn+1, telle que cette action est:
(2y (215 ooy Znya)) B> (8215 ooy 880pa)

Notons que la base orthonormée trouvée définit une isométrie ¢: §2nit - gonil
telle que si u,, est Vaction standard, Paction donnée s’écrive:

a— g tou (a)op, Ya e S
Ce qui démontre la partie du théoréme 2 relative & S

PREUVE DU LEMME. - ¢ = 8'= {z € C/|¢| = 1}, sous-groupe de Lie de C%, a
pour algébre de Lie = iR; en notant ¢ Pexponentielle complexe, on a

VieR, pu(ey = ™,

Pour toute valeur propre A de la matrice antisymétrique u.(é), €™ est valeur
propre de la matrice orthogonale ¢*™=¥ = y(¢*") = u(1) = 1,.,; (matrice unité de
O(m + 1)), done égale & 1. Les valeurs propres de 4 = p(8) sont done dans 4 Z.

Aucune valeur propre de A n’est nulle, sinon 1 serait valeur propre de u(¢”) pour
tout ¢ et en particulier pour e”s£1, ce qui est exclu puisque laction est libre:
¥il existe x € 8mc Rmtt tel que u(¢)x = x alors e =1,

Par conséquent u.(é) est de rang maximum m -+ 1, mais nécessairement pair
(comme rang d’une matrice antisymétrique) donc m est impair. Posons m = 2n -+~ 1.

Si ¢p €4Z est valeur propre de A (p = 0), ¢/ est valeur propre de u(¢”); en par-
ticulier pour ¢ = 27/p, 1 est valeur propre de u(e(2iz/p)) ce qui implique *** =1
car Paction est libre, done 1/p € Z et par conséquent p = 1.

Les valeurs propres de u.(#) sont done --i.
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Comme ux(¢) est une matrice réelle, ¢ et — ¢ sont valeurs propres et ce sont les
seules, ce qui équivaut a

()] = — Tanya -
Tl existe donc sur R+2 une structure complexe définie par la condition:
Yre Rwt2, (g = p(i)e.
L’action de §* devient:
ul(6) () = ¢V g = (cost + px(i) sint) - w = ¢ a .
On peut trouver une base orthonormée de R+ qui vérifie
b= 16y, (k=1,...,n+1)

identifiant Re»+2 gvec Cr*i.
IL’action de 8§t §’écrit:

(€% (21y +e Znya)) P> (6721, o, €0804,) -

N.B. - Nous utiliserons plus loin que les éléments ¢ et — 4 de l'algébre de Lie
de S! sont les seuls de période 27 (période du groupe & un paramétre correspon-
dant) et que: u(é) est de carré — 1.

TEMME 2. — Pour toute action isométrique de §% sur la sphére §™ plongée dans
R+ euclidien, si un sous-groupe S* de 8% opére librement, alors m = 4n + 3 (n en-
tier>0) et il existe une base orthonormée de R, identifiant R+t & H»t, telle
que cette action est:

(2) (215 veey Zura)) P> (881, oony Bnya) -

1l est clair quon en déduit la partie du théoréme 2 relative & §° et le théoréme 3.
11 existe dans O(4) des matrices I, J, K telles que:

IP=Jt=Kt=—1,, IJ=K,JE=1et KI=J.

On montre facilement que I, J, et K sont antisymétriques et que 15,1, J et K
sont linéairement indépendantes.

Le groupe quaternionien & 8 éléments ¢ = {+14 £, £J, 4K} engendre Val-
gébre des quaternions H = {¢ = r1,+ al 4 bJ + cK/(r,a,b,¢) € R*} considérée ici
comme sous-algébre de L(4, R).
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H est un corps; H* désigne le groupe multiplicatif H — {o}.

La norme sur H est |¢| = %\/Tmce (z-2) = \/1"2—]— a? -+ b2+ 2.

Alors *z'2 = [2]*+1, et par conséquent les quaternions de norme 1 sont ceux dont
la matrice est orthogonale.

8% = {z € H/[z] = 1} est donc un sous-groupe (de Lie) de O(4) et un sous-groupe
de Lie de H*.

L’algébre de Lie sp (1) de 8% est le sous-espace vectoriel de H tangent en 1, &
8%, (notation: 8% apparait, dans cette présentation, comme étant le sous-groupe
invariant Sp (1) de O(4); cf. [BG,2], vol. 2, 8.9.10).

sp (1) = {¢ = ul + vJ + wK/(u, v, w) € R*} est une sous-algébre de Lie de o(4).
Le crochet de Lie vérifie:

[I,J]=2K, [J,EK]=2I, I[K,I]=2J.

L’exponentielle BExp: sp (1} — §° est I'exponentielle matricielle de o(4) dans O(4).

2 —> ¢
Sur 8%, qui est connexe, elle est surjective.
Pour toute matrice zesp (1), on a 2>= — [2[>-1, et par conséquent
¢ ==cos [z| - 2/|z|sin 2], (6= 1.).

Pour z esp (1) tel que |z] = 1, le groupe & un paramétre ¢ > ¢” est de péricde 2n;
son image dans 8? est un sous-groupe isomorphe & 8. Tout sous-groupe St de §3
est aingi décrit.

Bi u: 82— 0(n + 1) est une action isométrique de 8% sur 8=, d’action infinité-
simale py: 8p (1) = o(m 4+ 1), la commutation de p et des exponentielles §’écrit:

Veesp(l), wu(ef) = e,

Si un sous-groupe S! de S® opére librement et si 2z est Pélément de Palgdbre de
Lie de 8% de module 1 (donc de période 27) qui 'engendre, alors [u«(2)]* = — 1,4
(ef. N.B. ci-dessus). Modulo un changement de base, on peut supposer que cet 61é-
ment est I, donc que [ux(I)]*= — 1.

Or u; est un homomorphisme d’algébre de Lie, alors compte tenu de Pexpres-
sion du crochet dans o(m 4- 1) on a, en posant L = ps(I), M = py(J) et N = u.(K):

LM~ ML=2N, MN-—-NM=2L, NL—LN=2M
et L2=—1,,..
On en déduit par un caleul simple:

IM=—ML—N, MN=—NM=I5, NL—=—LN=M
et Ne= M?2= L2:_1m+1

14 — Annali @i Malematica
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et comme ce sont des matrices antisymétriques, elles sont aussi orthogonales
(It=—1py, et 'L=-—L='"LL=1,,).

Nous allons en déduire une sfructure quaternionienne sur R»+': Soit ¢ e Rm+1
de norme 1.

€1y 6= Le;, €, = Me,, ¢,= Ne, sont de norme 1, deux & deux orthogonaux et
sous-tendent un espace K, de dimengion réelle 4.

Puis dans orthogonal de H,@ ... K, on econstruit E, , nécessairement de di-
mension 0 ou 4.

m —+ 1 est donc un multiple de 4, soit m = 4n + 3 (ne N).

Ilaction d’un élément de S% sur Sent3c Rintt egt:

ron . % v w
L > e g = TN g (eos w0 1gnes -+ Sin - (—L + =M+ ——N))m
w w w

avec = u?-} v* 4 w?

done: @t (Myppg+ al + M + cN)w avec #24 o>+ 024 ¢?=1.
Chaque sous-espace E, est invariant. Sur F, Paction séerit:

(061t &y + s+ yes) = (Manga+ ali + M - eN)(o14npa + ol + M - yN) e, =
= (9,14n+4 + oL Mty N)eg=o0'e;+ a'eg - fleg+ y'e

ou (¢, a, ', y') est le produit quaternionien (r, a, b, ¢) X (g, &, B, ).

L’action de 83, incluse dans H, sur Fy, identifié & H par la bijection linéaire qui
applique ¢, €,, ¢; et ¢, respectivement sur 1,,I,J et K devient done (2, %) € 82X
X B, —~#-z,€ B,. Les bijections linéaires analogues entre ¥, et H identifient Rirt¢
3 Hr+1 et §1+3 3 la sphéere unité de Hetl,

L’action donnée devient (z, (B1y vory Bn _+1)) —> {881y very BRup1)

Ceci termine la preuve du lemme 2 et par conséquent des théorémes 2 et 3.
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