
Actions libres et isom6triques sur les vari6t6s 
g6od6siques toutes ferm6es de m@me longueur (*). 

J. BR~U~VAL (~arseille, France) - F. P~CAUT (Avignon, France) (**) 

Rgsum@. - Si  u,rb groupe de L ie  co~mexe G (.~wu ndcessaireme~t compact et de dimension non 
uulle) op~re librement et isomgtriquemeut sur une varigtd riemannienne d ggoddsiques ~outes 
#trades de red'me longueur, alors les orbites sout tota~ement gdoddsiques ct G = S 1 ou S 3 ou 
SO(3); sur une sphere riemanrdenne standard, les seules actions libres et isomdtriques de 
groupes de Lie  conncxes sont Ies actions standard de S ~ sur S ~+~ et S 8 sur S 4"+8 dont les quo- 
tients riemannieus sont ~es cspaves I)rojecti]s complexes et quaternionicns. 

1 .  - I n t r o d u c t i o n .  

L'ac t ion  s tandard  ~ gauche de 81 (resp. 83), sous-groupe des 616ments de norme i 
du groupe complexe C* (resp. quaternionien H*) sur la sph6re unit6 S 2"+1 (resp. 
S 4"+3) de C '~+1 (resp. H "+1) est  donn6e par  ([BS], p. 72): 

(z, (~, ..., ~§ ~ (z~,, ..., ~o+1). 

Cette action est libre et  isom6trique;  elle donne naissanee aux fibrations prinei- 
pales de Hopf,  de bases les espaces projectifs  complexes et  quaternioniens,  r ieman- 
nis6s par  submersion ([B.G.3L], p. 7): 

S ~ ~ S ~+~ --> C P "  

S ~ ~-> S ~'~+3 -+ H P " .  

La question se pose de connai tre  t~outes les actions libres et  isom6triques de 
groupes de Lie sur les sphgres et  plus g6n6ralement sur les vari6t6s r iemanniennes g 
g6od6siques routes ferm6es de m6me longueur (les C-varidtds, suivant  la terminologie 
de [Bs]). 

(*) Entrata in Redazione i l  9 luglio 1983. 
(**) JACQUES BI~EUNEVAL: U.E.I~. de Math6matiques, Universit6 de Provence, 3 place 

Victor Hugo, Marseille, France, Cedex 3; FRA~COZS~ Pv, CAUW: Centre Universitaire Scientifi- 
que, 33 rue Louis Pasteur, Avignon, France, 
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Igous 6tablissons les r6sultats suivants: 

T n ~ o ~ _ ~  I. - Si un groupe de Lie connexe @ (de dimension non nulle, non 

n6cessairement compact) op~re librement et isom6triquement sur une C-vari6t6 M, 

ulors : 

G = S  ~ ou G = ~ q ~ o u  G=~qO(3); 

G ~ M--> M/G est un espace fibr6 principal ~ fibres totalement g6od~siques; 

G est eunoniquement muni d'une m6trique sym6trique. 

Toutes les fibres lui sont isom6triques. 

TyrgOl~]~n 2. - JJes seules actions libres et isom6triques de gronpes de JAe con- 
nexes (de dimension non nulle) sur les sph6res riemanniennes standard sont les uc- 

tions standard 

S 1 ~ S ~"+I .-+ C B "  et  S 8 ~ B 4"+~ -~ H_P". 

:L'unicit6 s'entend ~ isom6trie pr&s : Soient th , /~ :  G --> Diff M denx actions 
g~uche de G sur M; si G op6re par isom6tries, les actions /~ et #~ sont identifiables 

s'il existe une isom6trie ~: M - +  M telle que: 

IJes hypoth6ses du th6orgme 2 peuvent 6tre affuiblies par le 

TE~o~g-~ 3. - Une action isom6trique de S~ sur une sph6re riemannienne stan- 

dard est libre d6s qu'un sous-groupe S 1 de S ~ op6re librement. 
Ze deuxi~me paragraphe pr6cise les notations et rassemble les r6sultats g6n6raux 

utilis6s duns la suite. La preuve du th6or~me 1 occupe le purugTuphe 3, les th6o- 

r~mes 2 et 3 sont d6montr6s duns le puragraphe 4. 

t~Ei~iARQVES :ET QUESTIONS: 

1) J. A. WOLF ([W]) u class5 routes les actions libres et isom6triques de grou- 
pes finis sm�9 les spheres standard. Duns ce cas, le quotient, canoniquement riemun- 
nis6 par rev6tement peut uvoir plus d'une longueur de g6od6siques (espaces lenti- 
culaires). De m6me, duns les hypotheses du th6or~me 1, le quotient M/G est cano- 
niquement riemannis6 par submersion et ~ g6od6siques toutes ferm6es. Sont-elles 

de m6me longueur? On ne connalt aucun exemp]e du contraire et m6me uucun 
exemple d'action libre et isom6trique de S 1, S 3 ou S0(3) sur une C-vari6t6, autre 
que les actions standard sur certains espaces sym6triques compacts de rang 1. 

La question de l'6galit6 des longueurs des g6od6siques est subordonn6e ~ 1~ sui- 
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van te :  Exis te- t - i l  ane  C-vari6t6, qui ne soit pus un espaee sym6tr ique  compac t  de 

r ang  1, sur laqnelle 81 op~re l ib rement  et  i som6tr iquement?  

2) Ut i l i sant  un r6sul ta t  de 5. ADE)f (cL r emarque  3) et  la caraet6r isat ion de 

5{. B v , ~ , ~  ([BG,1]) des sph6res et  projeet i fs  pa r  le �88 R. H.  ESO0~A- 

L]~S ([ES]) a d6montr6  que les seules f ibrations de sph6res r iemaimiennes  s t andard  

S ~ par  des sph6res S" (avec 1 < p < m - - 1 ) ,  qui soient des submers ions  r i emmanien-  

nes g fibres t o t a l emen t  g6od6siques sont (g isom6trie pros) les f ibrations s tandard  
sur CP" et  H P "  et  la f ibrat ion de H o p i  sur le p lan  project i f  de Cayley S 7 ~-> Sis--~ 

S ~ = C~P 1. On pen t  noter  que Be r6snl ta t  joint  an th6orSme 1 fourni~ nne preuv% 

assez d6tourn6e, du th6or6me 2. 

3) I1 est  connu, par  des a rgumen t s  de topologie alg6brique, que si un groupe 

de Lie compac t  connexe de dimension non nulle op~re l ib rement  sa t  une sphere, 

ce ne pen t  6tre que S 1 on S a ([BD], p. 153), •1 op6rant  sur S ~+1 et  S 3 sur S 4"+3. 
Ca dernier  poin t  r6sulte du ~ait 6tabli  pa r  J .  A_~E~ ([AD]) que les seules dimen- 

sions possibles de fibrations de sphSres par  des spheres sont  S~162 S ~, S 1 ~ S ~'~+~, 
S a ~-~ S 4"+~, e t  S ~-1 ~ S 2~§ avec  k > 3. 

2. - Groupes de transformations et isom6tries.  

2.1. - Diff M d6signe le g roape  des diff6omorphismes d 'une  vari6t~ M de clas- 
se C ~176 diff M d6signe l 'a lg~bre de Lie des champs  de vec teurs  sur M. 

Soit G u n  groupe de Lie dont  e est  l '616ment neut re  e t  (~ = T ,G l 'espace tan-  
gent  en e. 

Une action it gauche du groupe  G sa t  nne vari6t6 M est  un h o m o m o r p h i s m e  

/~: G -~ Diff M 

a ~ # ( a )  

tel  que l ' appl ica t ion  (a, x)- -~#(a)(x)  soit de classe C% 
Pour  tou t  x E M, l ' appl ica t ion  (< m b i t e  de x )) es t :  

#~: 
G ~ M  

a ~ # ~ ( a )  = # ( a ) ( z ) .  

On d6finit l ' ae t ion  infinit6sim~le: 

# ,  : | --> diff M 

z ~ ~ , ( z )  
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par  la re la t ion:  

Vz e @, Vx e M ,  Z,(z)(x) = D/~,(e)(z). 

Soit y: G - , D i l l  G Fact ion ca nonique d gauche de G sur lui-m6me: 

Va ~ G, Vb ~ G,  y(a)(b) = a.b 

y ,  appl ique @ sur Falg~bre de Lie des champs  invar ian ts  h droite. 
Dans  la suite on posera:  z .  = y.(z) pour  tou t  z. 
On a z = z,(e) et  par  d6finition de la s t ruc tu re  d 'Mg6bre de Lie de @: 

[z, z'] = [z,, z , ] (e) .  

Pour  toute  ~ction g gauche ~t, # ,  est  un h o m o m o r p h i s m e  d"alg6bre de Lie 

�9 PEOPOSITIO~. - L 'app l iea t ion-orb i te  de x, #. :  G -+ M, appl ique  le ch~mp z,  Sill' 

le champ  #,(z) r e s t r e in t  s l 'o rb i te  de x: 

w e M, Vz e $ ,  Va e ~ ,  ~,(z)(~.(a))  = D ~ ( a ) ( z , ( a ) ) .  

2.2. - Si V est  un champ  e o m p l e t  sur M I t --> exp (tV) d6signe le groupe g u n  

p a r a m ~ t r e  dont  V d6rive. 
8ur  un  g r o u p e  de Lie GI l 'exponentiel le  E x p :  @ -* G est  d6finie pa r  Exp  (z) = 

= exp (z,)(e). 

PRoPOSITIOn. - Pour  tou te  ~ction (g gauche) /~ de G sur M et  pour  tou t  z ~ @, 
le champ #,(z) est  complet  et  d6rive du groupe g un pa ram~t re  d6fini par  l ' ae t ion 

sur M du sous-groupe g un  p a r a m 6 t r e  d'616ments de G, t ~-, E x p  (tz). E n  d ' au t res  

terIlleS : 

cxp o #, = # o Exp 

En particulier~ pour # = y: 

VaeG, YteR, Vze@, Exp(tz).a=exp(tz,)(a). 

2.3. - PROPOSITION. - -  ~i Fact ion # de G sur M est  fibre (a ~ e ~ #(a) eat sans 

poin t  fixe), a lors :  

1) Pour  tou t  z c |  z=/: 0, le champ #.(z) ne s 'annule  en aucun point .  

2) Si une t ra jee to i re  de #,(z) est p6riodique, routes les t ra jeetoires  de ,u.(z) 
sont p6riodiques de m6me plus p e t i t e  p6riode. 

3) Pour  tout  x ~ M, ~ ' .  d ~ M est une immers ion  injeetive.  
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T o u s l e s  r6sultats de ce paraga'aphe sont elassiqnes et  peuvent  6tre t rouvs6 
clans [K.lg.] on [OH] ou [B.C.]. Nous d4montrerons  eependant  la  proposit ion ei '  

dessus : 

P reuve  de (1): [K.N.J, p. 4t2, prop. 4.1. 

P reuve  de (2): Si la t ra jec toi re  de #,(z) passant  par  x est  p~riodique (avec 

z r 0), il existe T > 0 tel  que exp (v'#,(z))(0~) = x, soit d'apr~s (2,2) : r (rz)(x) = ,;  
mais Fact ion est l ibre done Exp  (vz)--= e et  par  cons6quent exp (T.#,(z))----idj , .  
La pins pet i te  p6riode de chaque t ra jec toi re  est  une pgriode de route  aut re  trajee- 

toire, n4cessairement  la plus peti te.  

Preus~e de (3): I1 est  ela:ir que si Fact ion # est libre, /z~ est injective. 
D#~(a): T~G-+ T~,~(~I2~I est 6galement injective.  En  effet si z~e T~G, il existe un 

champ invar ian t  /~ droite z.  tel  que z,(a) = z~: I1 r6sulte de (2,1) que D~,~(a).z~ = 
= #. (z . (e) ) (# , (a) ) ;  doric si D#~(a).z~ = 0, # . (z . (a) )  s 'annule e t  z,(e) = 0 d'aprgs 

(2.3.1) donc z,  = 0 et  z~=  0. 

2A. - Un champ de vecteurs  V sur une vari5t6 r iemannienne (M, g) est une iso- 

mgtrie infinitgsimale lorsque l~ d6rivge de Lie de g sui~'ant V est nulle, ce qui ~qui- 

r a n t  

YX e diff M ,  Vt~e diff M ,  g(X, V r V ) ~ g ( : g ,  VxV)-=O 

Oil V e s t  1~ connexion r iemannienne  sur (M, g). 

PI~oPosITIO~. - Soit V une isom6trie infinit6simale sur (M, g); alors: 

1) g(V, V) reste  constant  sur chaque t ra jee to i re  connexe de V. 

2) Si g(V, V )e s t  crit ique en x e~ V(x)=# 0, la tra jectoire de V p~ssant par  x 
est  une  g6od6sique. 

3) Si V ne s 'annule p~s, g(V, V) est loculement constant  si e t  seulement si 
les t rujeetoires  de V sont des g~od6siques. 

L~ d6riv6e de la fonct ion ] =-g(V, V) suiva.nt X e cliff M est:  

X(/) = 2g(V, VxV ) = --2g(X,  % V ) .  

Alors V(/) = 0, ce qui impliqac 1). 
/ est  de d5riv6e nulle si et  seulement  si VvV = 0, ce qui implique (3). 
Si / est  cri t ique en x , /  reste  cri t ique sur la t ra jec toi re  de x ([K.N.], p. 252, 

prop. 5.7) et  VvV = 0 sur cet te  tra.jectoire. 
Parnl i  les isomdtries infinit6simales, les champs eomplets const i tuent  l 'alg~bre 

de Lie iso (M, g) du groupe des isom6tries Iso (M, g). 
Un groupe de Lie G op~re i som6tr iquement  sur (M,g) si pour tou t  a e G ,  

~u(a.)*(g) = g, c'est-s #(G) c Iso (M, g), a.uquel eus on a #,(@) c iso (M, g). 
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3. - Act ions  l ibres et i som6tr iques  sur u n e  C-vari6t6. 

Rappelons qu 'ane  C-vari6t6 est une vari6t6 r iemannienne ~ g6od6siques routes 
ferm6es de m6me longueur. 

T g ~ o R ~ , ~  1. - Si un groupe de Lie connexe G~ de dimension > 0, op6re libre- 
m e n t e t  isom6tr iquement  sur une C-vari6t6 (M~ g)~ Mors: 

G = S  ~ ou G = S  ~ on G = S O ( 3 ) .  

G- = M ~ M/G est an  espace fibr6 principal  ~ fibres to ta lement  g6od6siques. 

G est canoniquement  muni d~une m6trique sym6tr ique;  routes les fibres lui 
sont isom6triques. 

La preuve du th6or6me occupe le reste du paragraphe;  les notat ions sont celles 
du paragraphe 2: En  par t  icu]ier Paction est not6e tt et  Palg6bre de Lie ff~. 

1) Pour tout z ~ (~  Pisomdtrie in]init~sima.le #,(z)  est de module constant sur M.  

Pour z :/: O~ les trajectoires de #,(z)  sont des gdod~siques de M.  

IJe cas z = 0 6rant tr ivial ,  on suppose z :/= 0. 
Une composunte connexe de M est compacte car ses g6od6siques sont routes 

ferm6es de mgme longueur l, Sur une composante,  la fonction x ~-~ lltt,(z)(x)][ a t te int  

sa valeur  max imum II/~,(z) llm~ et  sa vMeur min imum ll#,(z)]l~. 
I1 r6sulte des propositions (2~3) et  (2~4) qne: 
:La valeur I]#,(z)[lm~ (resp. [l#,(z)ll~) est  g t te in te  sur une t ra jec toi re  T ~  (resp. 

/~mJ~) du champ /t,(z). Ces t rajectoires  ne sont pus r6duites ~ un point  car #,(z) ne 
s'~nnule e a  aucun point.  Ce sont des g6od6siques car la fonct ion x ~-+ ~[/#,(z)(x)ll y 
est critique. Tm~ et  Tm~ ~ sont donc Ierm6es de longueur 1. :Par ailleurs #,(z) a une 
m4me plus pet i te  p6riode r > 0 sur routes ses trajectoires.  On a donc 

Tmax 0 

Par  cons6quent, sur la composante  connexe de M, nous avons l l # , ( z ) i [~=  
-~ ll/~,(z)llmi== l /r  ce qui implique que I]#,(z)ll est  une constante  sur cet te  compo- 

sante~ et  finMement sur dg car 1 e t  r res ten t  les m6mes sur M. 
De la proposit ion (2.4.3) on d6duit que les trajectoires de/~,(z) sont des g6od6- 

siques de (M, g). 

2) _Pour Ie moment nous ne savons pus si les orbites #~(G) sont des sous-varidtds; 

nous ~e d~duirons de la p reuve de la compacit~ de G. 
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Pour  tou t  x E M, on muni t  G de la m6tr ique #*(g) induite par  l 'application- 
orbi te  /t~: G --> M. Alors 

*( a) #~ g) est invariante d~ gauche. 

En  effet, si y: G -->Dig G est Fact ion s gauche de G sur G, on a Va e G~ #~oy(a) - -  
== r et  #(a)* . (g )=  g; par  cons6quent:  

[y(a)] (#~(g)) = [#.oy(a)]*(g) = [~(a)oft~]*(g) ~- 

- ~ ( ~ ( a ) * ( g ) )  = * - ~ ( g ) .  

b) Pour tout z ~ (~, le champ invariant g~ droite z ,  est une isomdtrie in]iniNsimale, 
de module constant sur (G~ * #~(g)). Pour z:/: O~ les trajectoires de z ,  sont des ggod~- 
s i q u ~ s  d~ (G,  ~ * ( g ) ) .  

L'act ion ~ gauche y de G sur G 6rant isom6trique, z,  = y,(z) est une isom6trie 
infinit6simale sur G. L ' immers ion isom6trique #, :  G - +  M applique z,  sur tt,(z) 

(proposition 2.1) qui est  de module constant .  On en d6duit que z ,  est  de module 

constant  sur G et  par  la proposi t ion (2.4.3) quc ses t ra jeetoires  sont des g6od6si- 
ques de G. 

c) Z'isomdtrie injective tt~: G --~ M applique les g~odgsiques de (G, * #~(g)) sur des 
gdoddsiques de (M, g). 

Soit c une d6og6sique de (G, * #~(g)) de conditions initiales c(o) ~ G e t  d(o) e Tc(o)G. 
I1 existe sur G u n  unique champ invar ian t  ~ droite z,  tel  que z,(c(o)) = e(o). La 
t ra jec to i re  de z,  passant  par  c(o) est une g6od6sique de (G, tt*(g)) de mgmes condi- 
tions initiales que e; e 'est  done e. 

c est  t ra jec toi re  de z ,  et  par  cons6quent /~ , .c  est une t ra jec to i re  de /~,(z): c 'est  
une g6od6sique de (M, g). 

3) G est compact; G --> M --> M/G est un espaee ]ibrd principal ~ fibres totale- 
ment gdoddsiques. 

G est compact  car connexe et  muni  d 'une m6triqne ~ g6od6siques routes ferm6es 

G * de mgme longueur:  route  g6od6sique c de ( , #~(g)) est  ferrule  de longueur l, eomme 
son image /~-c.  

G 6rant  compact  et  l 'act ion de G sur M libre, G ~ M ~ M/G est un  espaee fibr6 
pr incipal  ([G:L]). 

Les fibres sont les orbites,  il r6sulte de 2) c) que ee sont des sous-vari6t6s tots-  
l ement  g6od6siques. 

Rv,~A~Q~. - Si M est une sphere s tandard,  on peut  conclure iei que les orbites 
sont des spheres et  que G = S 1 ou G = $5  seuls groupes de Lie sph6riques ([M.S.]). 

4) G est de rang 1; G = S 1 ou G = S a oq~ G--= S0(3). 
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Tout sous-groupe de Lie H de G op~re librement et isom6triquement (~ gauche) 
sur (G, #~(g)),* done est totalement geodeslque . . . . . .  d'apr~s 3) off la va.rmte est G et le 
groupe H. H est done muni d'une m6trique invariante s gauche ~ g6od6siques routes 
ferm6es de mgme longueur. 

Sur le tore T ~, qui est abUien, une m6trique invariante ~ gauche est plate et 
possgde done des g6od6siques non ferm6es (les g6od6siques (( de pente irrationnelle ~). 

ff ne peut done pus poss6der T -~ comme sous-groupe: G est de rang 1. 
I1 r6sulte de la classification des groupes de Lie compacts connexes que les seuls 

de rang 1 sont 8 ~, S Sou 80(3) ([BD], p. 30). 

5) Za m~trique tt*(g) sur G ne d@end ~as de x e M; elle me, nit G d'une struc- 
ture symgtrique. 

Pour toute m6trique sur ff invariante ~ gauche, les g6od6siques sont les trajee- 
toires des champs invariants & droite; si elles sont ferm6es de longueur l, ~lors pour 
tout z~(~  ~ T~G, non nul, t ~-~ exp (tz.) est p6riodique de plus petite p6riode r = 

=  /llzlf. 
ne d6pen4 pus de la m6trique; done si 1 est fix6e, deux telles m6triques indui- 

sent la mgme norme z ~. [Iz][ sur T~G, donc le mgme produit sca]aire sur T.G. Elles 
sont par eons6quent identiques ([B.C.], p. 136). 

#:(g) est, pour tout x, une m6trique invariante ~ gauche ~ g6od6siques routes 
ferm6es de longueur 1. Comme f f = S  ~ ou G = 8  ~ ou G = S 0 ( 3 ) ,  il existe sur G 
uue m6trique sym6trique (invariante ~ gauche et ~ droite) ~ g6od6siques routes fer- 
m6es de longueur 1 n6eessa.irement identique & * #~(g) pour tout x. 

4. - Act ions  libres et isom6triques sur les spheres standards. 

L'~ction standard a: 0(m -~ 1) - ,  Diff (~g~) du groupe orthogonal O(m ~- 1) sur 
la sphere ~--= {x e R~+l/llx[] ~-1} assoeie ~ route matrice orthogonale U, l'isom6- 
trie de ~ (x v-. U.x, Yx ~ 8~c R~+I). 

L'action infinit6simale correspondante ~,: o(m-1-1)-* diff (8 ~) associe ~ toute 
matrice antisym6trique A ~ o(m ~- 1) le champ d'isom6tries infinit6simales (x ~* A.x ,  

V~ ~ 8~c R~+I). 
On montre facilement ([SA]) que ~: O(m ~- 1) ~ I s o  (8 ~) et ~.: o(m ~- 1) -* 

-+iso (S ~) sont des isomorphismes. 
Une action (d gauche) isom~triqq~v d'un groupe de Lie G sur 8 ~ induit, par com- 

position avec a-~: 

Un homomorphisme de groupe #: G ~ O(m -~ 1). 

Un homomorphisme d'Alg~bre de Lie # . :  @ -* o(m -~ 1). 

On peut montrer que # est un homomorphisme de groupe de Lie mais e'est inu- 



3. : B n n ~ E v a 5  - F. P~,ca~;~: Actions iibres et isom~triques, etc. 221 

tile, l 'essentiel  6rant  dana l 'exis tenee de ~ .  et  1~ proposi t ion de commuta t ion  
(prop. 2,2): 

Vz e (~,  r = #(t~xp (z)): 

o~ A ~-. e x est  l 'exponent iel le  matr iciel le  de o(m @ 1) darts O(m @ 1). 

Si G est  un gToupe eonnexe et si l ' ac t ion  isom6tr ique de G sur S ~ est  l ibre Mors 

G - - S  ~ on G = S ~ (of. w 3, 3), r e m a r q u e ;  ou encore:  w 1, r emarque  3) Th6or~me 

d 'Adem).  On d6duit  6gMement  du th6or6me d ' A d e m  que N "~ -~ S ~'+~ si G = S ~ e t  

S ~ = S *~+a si G = S a, mais  nous le mont re rons  plus loin de fa~on 616mentaire. 

Pour  d6mont re r  le thdor~me 2, il res te  s 6tabl ir  que l ' ac t ion  de S ~ (resp. S a) sur 

S ~+~ (resp. S ~+~) est,  ~ isom6trie pr6s, Fact ion s t andard  d6finie dans l ' in t roduct ion.  

L~avr~ 1 (cf. [SA]). Pour  route  act ion isom6tr ique l ibre de S 1 sur 1~ sphere S m 

plong6e dana R ~+~ euclidien, m est  impair  (m = 2n -~- 1) et  il existe une base or tho-  
norm6e de R s'+'~, ident if iant  R ~-~+~ ~ C~+% telle que cet te  ac t ion  es t :  

(z,  (z~, . . . ,  z~_~)) ~ (zz~, . . . ,  zz~§ . 

Notons que la base  or thonorm6e t ronv6e  d6finit une isom6trie ~: $2~+~ _+ $2~+~ 

telle que si #~t es t  l ' ac t ion  s tandard ,  Fact ion donn6e s~6crive: 

a ~ ~-~o/~(a)o% Va e S~. 

Ce qui d6montre  la pa r t i e  du th6or~me 2 re la t ive  s ~9 ~. 

P ~ E W ~  Dv Lv ,~ .m.  - G = S ~ =  {z e C/[z I = 1}, sous-groupe de Lie de C*, a 
pour  Mg~bre de Lie = iR ;  en n o t a n t  e ~t t ' exponent ie l le  complexe,  on a 

Vt e R ,  # ( e " )  = e ~''(" . 

Pour  route  valeur  p ropre  ~ de l~ mat r ice  ~nt i sym6tr ique  #,( i ) ,  e ~;' eat vMeur 
p ropre  de 1.~ mat r ice  or thogonMe e2"Z'")~/~(e 2~') = #(1) = 1.~+1 (matr iee  unit6 de 

O(m -~ 1)) 7 done @Me ~ 1. Les vMeurs proprea  de A ~ / t , ( i )  sont  done d~na i Z. 
Aucune vMeur p ropre  de A n 'ea t  nulle, ainon 1 serMt vMeur  p ropre  de # (d  t) pour  

tou t  t e t  en par t icul ier  pour  e ~ #  1, ce qui est  exclu puisque Fact ion  eat l ibre:  
a'il exiate x ~ 2 ~ c / ~  ~+1 tel  que / t (e")x = x Mors e " =  1. 

P a r  cons4quent  # , ( i )  est  de rgng  m a x i m u m  m - ~  1, rams n6cesaMrement pMr 
(comme r ang  d 'une  mat r i ce  ant i sym6tr ique)  done m est impair.  Posona m = 2n ~ 1. 

Si ip ~ i Z  est  vMeur  p ropre  de A (p r 0), e ~ est  vMeur  p ropre  de #(d  s) ; en par-  

t iculier pour  t = 2~/p, 1 eat valem, p ropre  de t t(e(2iz/p))  ce qui impl ique e~'~/~= 1 
ear  l ' ac t ion  es t  l ibr% doric 1/p e Z e t  pa r  cons6quent  p = =[=1. 

Les vMenrs  propres  de tt ,(i)  sont doric ~ i .  
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Comme #,( i )  est  une mat r ice  r6elle, i et  - -  i sont  valeurs  propres  et  ee sont  les 

seules, ee qui gquivaut  

[ ~ * ( i ) ] ~  = - 1~,,+~. 

I1 existe done sur R s~+s une s t ruc ture  eomplexe dgfinie pa r  la condition: 

Vx e R s~+~ , i 'x  = /~ , ( i ) x .  

L'ac t ion  de 8 ~ devient :  

#(dt)(x) = et~*(~).x = (cost -t- # , ( i )  s i n t ) . x  = e~t.x. 

On peut  t rouver  une base  or thonormge de R ''*+s qui vgrifie 

e~1:= i 'e~_t  (k = 1, ..., n @ 1) 

ident if iant  /12~+~ avee  C ~+t. 
L ' ac t i on  de N ~ s '6eri t :  

(e", (z~, . . . ,  z~+~)) ~ (~"z~, . . . ,  e"z~+~).  

2g.B. - Nous uti l iserons plus loin que les 416ments i et  - - i  de l 'a lggbre de Lie 

de S t sont les seuls de p6riode 2z  (pgriode du groupe ~ un  pa ram~t re  correspon- 

dant)  et  que: # , ( i )  est  de earr~ - - 1 .  

L ~  2. - Pour  toute  ac t ion  isom~trique de S ~ sin" la sphere S ~ plong~e dans 

R m+~ euclidien, si un sous-ga'oupe St de S ~ op~re l ib rement ,  alors m = 4n -t- 3 (n en- 

t i e r > 0 )  et  il existe une base  or thonorm~e de R 4~+4, identif iant  I t  4~+4 ~ H ~+t, telle 

que ee t te  act ion est :  

(z, (st, . . . ,  z ~ + ~ ) ) ~  (zzt, . . . ,  zz .+~) .  

I1 est  clair qu 'on  en ddduit la p~r t ie  du thdor~me 2 re la t ive  ~ S ~ et  le thdor~me 3. 

I1 existe darts 0(4) des matr ices  I,  Jr K telles que: 

i s = J s = K  s = _ 1 4 ~  I J = K ~  J K = I  et K I = J .  

On mon t re  fac i lement  que I ,  J,  et K sont an t i symdtr iques  et  que 14, I ,  J e t  K 

sont l i n ~ i r e m e n t  ind~pendantes .  
Le groupe quaternionien ~ 8 414ments Q = {~14, ~ I ,  -t-J, -t-K} engendre  Pal- 

g~bre des quaternions  H = {z = rl~-~ aI  @ bJ 4- cK/(r, a, b, c) e I t  4} consid~r~e ici 

e o m m e  sous-alg~bre de ~(4, R). 
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H c s t  un  corps;  H*  d6signe le groupe mult ipl icut if  H - -  {o}. 

I~a no rme  sur H e s t  lz] = �89 (*z.z) = ~/r ~ ~ a 2 + b 2 + c ~. 
Alors tz.z = ]z] ~. 1, e t  pa r  cons6quent ]es quaternions  de norme  1 sent  ceux den t  

lu mat r ice  es t  or thogonale .  

S ~ =  {z ~ H/Iz I = 1} est  done un sous-groupe (de Lie) de 0(4) et  un sous-groupe 
de Lie de H*.  

L 'Mg~bre de Lie sp (1) de S ~ est  le sous-espace vector ie l  de H tangen t  en 14 

Na. (notat ion:  S a appara l t ,  duns cet te pr6sentat ion,  comme 6rant  le sous-groupe 

invar iun t  Sp (1) de 0(4);  cf. [BG,2], vol. 2, 8.9.10). 

sp (1) = {z = uI  ~ vJ  ~ wK/(u, v, w) ~ / ~ }  es t  une sous-alggbre de Lie de o(4). 
Le crochet  de Lie vgrifie: 

[I ,  J ]  = 2 K ,  [J,  K]  = 21,  [K, I ]  = 2 J .  

]5'exponentielle E x p :  sp (1) -~ S a est  l 'exponentiel le  matriciel le  de 0(4) duns 0(4). 
Z "- ->C z 

Sur S a, qui est  connexc,  elle est  surject ive.  

Pour  route  mat r i ce  z e s p  (1), on a z ~ = -  Iz]2.1~ et pal" cons6quent  

c:--= cos + zll l sin I=1, (eo= 1D. 

Pout" z e sp (1) tel  que [z] = 1, le groupe ~ un p a r a m ~ t r e  t ~ e t~ es t  de p6riede 2.~; 
son image  4arts S 3 est  un  sous-groupe i somorphe  ~ S ~. Tout  sous-groupe Sx de S a 
est  Mnsi d6crit.  

Si #:  S~-+O(n + 1) est  une act ion isom6tr ique de S ~ sur S",  4 ' ac t ion  infinit6- 

s ima le /~ , :  sp (1) --> o(m -t- 1), la commuta t i on  de # e t  des exponentiel les s '6cri t :  

VZ E Sp (1) , #(e ~) = e s'(~) . 

Si un sous-groupe S 1 de S ~ opgre l ib rement  et  si z e s t  l '616ment de l 'ulgSbre de 
IAe de Ss de module  I (donc de p6riode 2~) qui l ' engendre ,  alors [/~.(z)]2= --  1~+~ 

(cf. N.B. ci-dcssus). 3/[odulo un changemen t  de base, on peu t  supposer  que cet 616- 
m e n t  es t  I ,  done que [ t t . ( I ) ]~=  - -  1~+~. 

Or # .  es t  un  h o m o m o r p h i s m e  d 'ulggbre de Lie, Mors compte  t enu  de l 'expres-  
sion du crochet  duns o(m + 1) on a, en posunt  iL = #. ( I ) ,  M = # . ( J )  et  3 r --= ,u.(K): 

Z M  - -  M Z  = 22[, M N  - -  N M  = 2Z , NiL - -  J L N  = 2 M  

et Z 2 :  - -  I ~ + i .  

On en d6duit  pa r  un calctll s imple:  

{ I L M = - - M I L = N ,  M N = - - N M : * ,  

et  N "2:  M 2 :  Z ~ :  --  1~,+~ 

N.5 = -- ILN = M 

1 4  - AnnaZt  di  Matemal iea  
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et comme ce sont dos matrices antisym6triques,  elles sont aussi orthogonales 

(L~=--l~+~ et %=- -Z=> 'ZL=I~+O.  

Nous allons en d6duire une s t ructure  quaternionienne sur R~+~: Soit e,5 R ~+~ 

de norme 1. 

e,, e , =  Ze, ,  e~= Me, ,  e~= Ne, sont de norme 1, deux ~ deux or thogonaux  et 

sous-tendent un espaee /~, de dimension r6elle ~. 

Puis duns l 'or thogonal  de /~,~@ ... @ E~ on construi t  E~+, n6cessairement de di- 

mension 0 ou 4. 

m -[- 1 est doric un multiple do 4, soit m = 4n @ 3 (n ~N) .  

L 'ac t ion &un 616ment do S ~ sur S~"+~c/~'~+~ est:  

x ~-> e "*('). x = e ~+~'~'z+~. x = cos ~.  ~ ~+~ @ sin o). L @ o~ 

~u e~ ~ =  ~ @ v~-@ w ~ 

doric: x ~ (r~ ~+~ @ aL  @ b M  @ e N ) x  avec r-~@ a~-~ - b~-~ c~=  1 . 

Chaque sous-espace E~ est invariant .  Sur E1 Paction s6crit: 

off (@', s  fl', y') est le produit  quaternionien (r, a, b, e) • (@, ~, fl, ~). 
L'ac t ion  de S ~, incluse dgns H,  s u r / ~ ,  identifi6 ~ H par  la bijection lin6aire qui 

applique e~ e2, e3 et e4 respect ivement  snr 1~, I ,  J e t  K devient done (z, z~) ~ Sa•  

xE~--> z.z~EJ~x. Les bijections lin6aires analogues entre Bk et H iden$ifient R 4~+4 

H ~+~ et S 4~+~ ~ l~ sph6re unit6 de H ~+~. 

L 'ac t ion  donn6e devient (z, (zl, ..., z~+l)) -*  (ZZl, ..., zz~+x). 
Ceci termine la preuve du lemme 2 et par  cons6quent des th6or~mes 2 et  3. 
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