
E q u a z i o n i  e l l i t t i c h e  de l  s e c o n d o  or ( l ine  

di  t i p o  n o n  v a r i a z i o n a l e  i n  a p e r t i  n o n  l i m i t a t i  (*). 

l l~AI~IA T I ~ A N S I R I C O  - ~/[iRIO [~ROISI 

Summary. - I n  this paper we study the Dirichlet problem ]or second order, linear elliptic partial 
di]#rential equations with discontinuous coe]]icients in  unbounded domains. We obtain some 
results about existence aud uniqueness o] the solution in  We(~) .  

O. - I n t r o d u z i o n e .  

Assegniamo, in un aperto non l imitato D d i / ~ ,  n~>2, l 'operatore differenziale 
lineare uni formemente  ellittieo del seeond'ordine:  

(1) 

supponendo che: 

i , i = l  i ~ 1  

(2) 

(3) 

(~) 

(5) 

ctij--= ctj~ , ar  Lr176 , i ,  ] = l ,  . . . ,  n , 

( ~ ) ~ e  L~oo(~), sup II(~J)~l[~,(~o~(~,d))< + ~ ,  i, j, 7~ = 1, ..., n ,  
x~Y2 

a~ e Lfoo(~), sup [la~II~(~(~,d)) < + ~ ,  i = 1, . . . ,  ~ ,  

a c Lioo(.Q), sup I[ a I[L~(~, ~(~,a)) < + c ~ ,  
x~Y2 

dove d g un fissato numero reale loositivo, B ( x , d ) =  { y ~ R ~ :  l Y - - x ] < d } ,  s e t 

sono due humeri  reali tall che:  

s > 2  se n = 2 ~  8----~ se n > 2 ~  

t = 2  se 2 ~ < n < 4 ,  t > 2  se n = 4 ~  t = -  se n > 4 .  
2 

Osserviamo the tali  eondizioni risultano indipendenti  d a d  (cir. il n. 1). 

(*) Entrata in Redazione il 4 giugno 1987. 
Lavoro eseguito nell'ambito del G.N.A.F.A. del C.N.R. 
Indh'izzo degli AA. : Istituto di Matematiea, Facolt~ di Scienze, Universit~ di SMerno, 

84100 Salerno (Italy). 
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In  questo lavoro ci occupiamo dello studio de1 problema di Dirichlet :  

(6) u ~ W~(~9) c~ ~ ( . c 2 ) ,  L u  + ;~u = I , ] e Z~(O)  , 

dove 2~ e ]~. 

t~ileviamo che nel caso di un aperto f2 l imitato,  lo stesso problema. ~ coefficienti 
discontinui g stnto a.mpiamente s tudiato da diversi Autori,  t ra  i quMi ricordiamo, 
a.d es., C. N_~A~D~ [8], O. A. LADYZm~SK~;I~-N. :N. URAL'WSEVa [6], ~ .  Cmeeo  [4], 
G. u [15] e~ per  n = 2, G. TALE:N:rZ [11]. 

Noi studia.mo il problema, in ipotesi t he  estendono ad un  aperto non l imitato 
quelle di [8] e [6]. 

La. tra.ttazione si basa su a.lcune propriet~ di cer te  cla.ssi di spazi lunziona.li che 
sono l ' ambiente  dei coefficienti dell 'opera tore.  Tali spazi nel corso del lavoro ven-  
gono indicat i  con M~(/2) e M~(/2), l~<p~<~- c~: 

M~(/2) g lo spazio delle funzioni J : / 2  -->/~ tall  che: 

(7) / e L ~ o d ~ ) ,  sup I/li!~(o~(~,~))< + ~ ;  
x~-Q 

M~(/2) ~ il sottosp~zio di M~(/2) cost i tui to da.lle iunzioni ] t~li che: 

(8) lira II/IIL,(~ ~ ~(,,a))= O. 
lxl--~-+ ~o 

La. prima, pa.rte del lavoro g percib dedicata allo studio di tali  spazi. Alcuni dei 
r isul tat i  o t t enu t i  riguarda.no dei teoremi  di l imitatezza e di eompat tezza  per 
l 'oper~tore 

(9) 

quando fi appa.rtiene ~ M~(/2) oppm'e a M~(/2) per un  opportuno p. 
La res tan te  par te  ~ dedicata a.llo studio del problema (6), per  il quale o t ten iamo 

dei teoremi  di esistenza ed unieit~. 
Precisamente ,  supponendo /2 <~ suffieientemente regolare % proviamo che: 

1) se si h~ per  un  So~ ]s, @ c~] e per  un  to~ Jr, ~ oo]: 

(10) (a~j)~., 

(11) 

a~ e M](D) -[- _Ms~ i, j, k = 1, ..., ~t, 

a e M~(/2) + M~'(/2), 

Mlora il problema. (6) g uni~rocamente risolubile per  A suffieientemente grande;  

2) se ~ verifiea.ta la (11) ed inol tre  si ha:  

(12) (a~j)~, , a~ ~ M~( /2)  , i ,  i ,  k = 1, ..., n ,  

(13) a = a '  § a" ,  a' ~ ~/~(/2), ess~nf a" > 0 ,  
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allor~ il problem~ (6) con ~t ~ 0 ~ un  problemu ad indice di indice zero; 

3) se sono verificate le (11) e (12) e ls  condizione: 

(14) ess~ni a > --  c~,  

al lors  il p rob lema (6) ~ un ivocamen te  ris01ubile per  ogni ), e R ta le  che 

), -~ essinf a > 0 .  

Tall r i sul ta t i  vengono stabil i t i  ut i l izzsndo slcuni  t eoremi  relat ivi  alle soluzioni 

del p rob l em s  in fo rma  ~r stabil i t i  in [12], un  t e o r e m s  di regolsrizzazione 

per  il p rob l ema  

(15) 

ed s lcune l imitazioni  a priori  p r e l im ins rmen te  stabil i te.  

I nn. 1 e 2 sono dedicati  allo studio degli spazi Mr(z9) e M~(~). 
I1 n. 3 r iguarda  lo studio del l 'operatore  (9). 
5Tel n. 4 ~ e n e  stabil i to il e i ta to  t eo rema  di regolarizzazione per  il p rob lems  (15) 

e ~engono s tsbi l i te  le l imitazioni  a priori  che sono sl la  base  dei t eo remi  di esistenza 

ed unicit~. 
:hTel n. 5 vengono infine p rova t i  i t eoremi  di esistenza ed unicit~ per  il pro- 

b l ema  (6). 

1. - G l i  s p a z i  M'(A) e M~(A). 

lqel seguito useremo le notazioni :  

J., 
\ i , j  = 1 / 

Se E ~ u a  sot toins ieme di R ~ misurabi le  secondo Lebesgue,  denote remo con X(E) 

la a-algebra dei sot toinsiemi di E misurabi l i  secondo Lebesgue.  
Per  ogni A e Z(E)  indicheremo con TAI ls  misurs  di Lebesgue di A. 
Per  ogni x e R ~ e per  ogni r e R+ por remo:  

B(x,  r) = {y e R~: lY- -  X I < r} . 

Se p ~ [1 , -k  oo] e A ~ 2:(R~), indicheremo con L~oc(A) ls  classe delle funzioni 

J: A - + R  tali  che ~]~Z~(A)  per  ogni ~ ~(R~). 
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Inoltre~ per  ogni r eR+~ indicheremo 

f e L~oo(-d) tal l  che: 

(Lz) 

con M~(A, r) lo spazio delle funzioni 

x~A 

muni to  della no rma  definita, dalla (1.1). 
Se A g non l imi ta to ,  indicheremo con M~(A~ r) il sot tospazio di M~(A, r) costi- 

tu i to  dalle ] ~  M:o(A, r) tal l  ehe: 

l im i]]~,x~(~,~.): O. 
bl~+o~ 

Si verifica fac i lmente  t he  qn ahmque  siano r, ro a/~+ si ha :  

! e _~(A,  r) r  f e ~ ( A ,  to), t e ~ ( A ,  r) r  / e M~(A, to); 

inol tre  esistono c~, c2 ~ B+ t~li t he  

(1.2) olUll~(~,,)< ]ltIl~(=,,o)<e=ll/tl~,,(=,,) vfe M%A, r). 

Ind iche remo con d a n  fissa.to numero  reale posi t ivo;  po r remo:  

A(x) --  A (3 B(x, a ) ,  M~(A) = M~(A, d) ,  M~(A) = M~(A, d) . 

Osserviamo che si h~nno le inclusioni (Mgebriche e topologiche):  

.~ (A)  c M~(A), M~o(A) c ~ ( A ) ,  l < p  < q< + oo, (1.3) 

(1.~) 

(1.5) 

L~ c Mo(~t), 

Z,(A) c M~(A), 

l<q<3-oo, 

l<p< 3- o o .  

Osserviamo inoltre  c h e l a  (1.5) b un ' inclusione s t re t t a .  I n f a t t i  

s]/[qlA\ 
- - C  Z~O\.Z~. j 

m e n t r e  per  p ~ [1, 3- ~ [  e ~ e ]0, n/p[ risult~:  

1 

i + bl ~}z~{~) " 
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O s s e r v i a m o  a n s h s  she  p e r  l~<q~< + ~ si ha :  

(1.6) / e L~o~(X), l i ra  f(x) = 0 => ] ~ M~o(A) 
Ixl- ,+~ 

s che:  

(1.7) / e Lc~ l i m  1][~,~(~) = 0 =~ / e M~(A) Vp e [1, + oo[ .  
I~l-, + oo 

2. - Alcune proprieth degli spazi M~(f2). 

Nel  segui to  i n d i e h e r e m o :  con ~2 u n  s o t t o i n s i e m e  a p e r t o  e n o n  l i m i t a t o  di R~; 

con  p u n  n u m e r o  r ea l s  t a l e  e h s  1 ~<p < -1- ~ .  
Cons ide r i amo  gli Sl)azi M~(D) e M~(D) defini t i  a l  n. 1. 

Si ver i f ica  i a c i l m e n t e  che~ q n a l u n q u e  sia r e R+ ,  es is te  n n a  c o s t a n t e  c = c(r~ d) 
t a l e  she :  

(2 .1)  

P e r  ogni  r e R+ p o r r e m o  B,  = B(0, r) e i n d i e h e r e m o  con r l m a  funz ione  di 

c lasse ff)(R ") t a l e  chs :  

O s s e r v i a m o  c h s  p e r  ogni  ] e Mo(~2 ) si ha :  

( 2 . 2 )  l i m  ] i(1 - -  ~ ' , ) ] l ]M~(m = 0 .  
,g--+ q-  o o  

P r o v i u m o  she :  

LEN-~s 2.1. - Se ] ~ M~(~), le seguenti propriet5 sono equivalenti: 

1) esistono ~ ,  ~ R+ tall ehe: 

(2.3) 

2) esistono s~, t ~  R+ t~li ehe: 

(2.4) ~ e z ( 9 ) ,  sup Is n B(x, d)l<t,  ~ []t]I~,(~)<~; 
XeE n B% 

3) esistono h,, k~e R+ tali ehe: 

(2.5) 

(2.6) E E X(~(2), 

i l (z - ~ ' , J / h . ( ~ ) < 8 ,  

sup IE n B(x, ~)1 <-<k. ~ l l l l l ~ , (~ )<~  �9 
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Inoltre, tali proprietg~ sono verijieate so ] ~ Mo(~ ). 

DISL - NelFipotesi che sia verificata la !)~ fissiamo ~ N  e x ~ . . . , x ~ e B ~ . ,  
tali  ehe: 

B~,~ U B x~, . 
i = l  

Osservando t he  risul~a: 

~ E ( ~)' E c~ B g  < ~ c~ B x,, ,~ <~:~ sup I~ c~ B(x, d)l, 
i ~ x ~ N  n Bx~ 

si ot t ie~e ev iden temente  la 2) con s~ = 2~ e t~ = a~/7~. 
Supponiamo ora vera  la 2) ed osserviamo che risulta:  

sup IE ~ B(x, az)I < IE n B~=+al; 

ne segue t he  si ha la 1) con 2~= s~+  d e ( ~ =  t~. 
Osserviamo ancora oh% se 6 vera  la 2)~ si ha la (2.6) con k~ = t~. 

relazione 
Inol t re  dalla 

segue la (2.5) con h~ = s~ + d. tgesta percib prova to  e h e l a  2) impliea la 3). 
Viceversa, se 6 verificata la 3), per  ogni B e  Z(f2) si ha:  

C 

�9 ~E n J~hel2+rZ 

Si o t t iene  allora la 2) con s~ = 2h, /2+ d e t = k,l 2. 

Proviamo,  infine, che, se j ~ M~o(Y2), 6 vera  la 1). 
Pe r  la (2.2) esiste , ~ e R +  tale  che: 

Si ha allora: 

(2.7) C 

D~altra par te ,  siccome J e Z~(~9 (~ Ba~), esiste a~e R+ tale che: 

8 
(2.8) E e Z'(~), IE n B~, I<~, ~ [I[~,~o~+<< ~. 
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Da l l e  (2.7) e (2.8) segue  1~ (2.3) e qu indi  si ha  la tesi .  

Come  or-via conseguenza  del la  (1.2) e del  l e m m a  2.1 si ha :  

LE~I~•  2.2. - Se ] e  Mo(~)  , la ]unzione: 

(2.9) ~ , , :  t e [0, 1_3 ~ sup/I/1]~-r 
.EEZ'(~) 
IEI<~ 

continua in O. 

P e r  ogni  ] e M~(/2) e pe r  ogni  x e t9 i n d i c h e r e m o  con %,~,~ u n ' a s s e g n a t a  fun-  
z ione rea le  defini t~ in [0, 1], c o n t i n u a  in 0 e t a l e  che:  

(2.10) sup I/l~,s<~,~,~(t) vt ~ [o, 1] .  
IEi-<<t 

C h i a m e r e m o  modulo di eontinuitd in  Z~(tg(x)) di u n a  funz ione  ] e M~(Q), il mo-  
dulo di c o n t i n u i t g  in 0 di %s,~" 

OSSVa%VAZIONE 2.1. -- Se ] a M~(~2), si lOOSSOno scegliere le a~,~,~ c o s t a n t i  r i sge t t o  
ad  x e ta l i  che :  

%,r,~= %,r Vx e ~;  

9 e r t a n t o  si h a  t h e :  se ] e M~(~2), il modulo di eontinuitd di ] in L~(Y2(x)) risulta indi- 
pendente da x e dipende solo dal modulo di eontinuitd di a~,y in O. 

OSSV, I~VAZIO~E 2.2. - R i l e v i a m o  a n e h e  t he ,  se ] e  Me(D), con p < q-<<+ 0% si 

possono  scegliere le  %,~,~ ta l i  che  

p e r t a n t o  si ha  t h e :  se f e M~(f2), p < q< + ~ ,  il modulo di continuit5 di I in L'(t}(x)) 
risulta indipendente da x e dipende solo da p, q e dalla norma di ] in Mq(~2). 

3.  - L e m m i  di  i m m e r s i o n e .  

A s s e g n a t a  ] e  M~(~), i n d i c h i a m o  con r~ e 6~ due  h u m e r i  ioositivi tMi che  (err. 
il lemma 2.1 e la (1.2)): 

(3.1) 

(3.2) E ~ Z(9), 

I1(1 - ~,~ i f ,  
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L E ~ A  3.1. - Per ogni feM~(~) e per ogni e~R+ esiste /~eL~(g2) tale ehe: 

(3.~) I t ~ , ~ , ~ < ( ~ )  "~, 

dove r~ ~ de]inito dcdla (3.1) e ~e ~ de]inito da~la (3.2). 

Dz~. - Pmfismo per  ogni l~ ~ R+: 

~ =  ( ~ :  ir �9 

Si verificu luci lmente  che: 

sup l ~ n  B(x' d)l< ( ~ )  

Posto  pe r tun to  

dove 0~ ~ definito dull~ (3.2)~ si h~ 

sup lo%~ n B(x,  d)I 4 ~  
X E . Q  

e percib: 

Poniumo:  

t, = (]- - z j  ~',, t ,  

dove ZT:" ~ I~ flmzione esrat~erist ica di /2~, e r e 6 definito dalla (3.1). 
Ev iden t emen te  ta le  f~ verifica 1~ pr ima delle (3.3) e ls (3.4). InolSre si ha la 

seeonda del]e (3.3) osservando che r isut ta:  

�9 , j  

Nel seguito indicheremo con Win(Y2), m e 27, l 'usuale spazio di Sobolev W~,2(Y2) 
e con ~rm(Y2) 1~ chiusur~ di ID(~) in W~(~9). 

Indieheremo inoltre  con U~(~9): lo sp~zio W~(f2) se t~ 6 dota to  dellu propriet~ 
di cono; lo spszio ~ ( t g )  se ~ non 6 dotuto della propriet~ di cono. 
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P r o v i ~ m o  il seguen te  

L ~ A  3.2. - Assegniamo m ~ N e p ~ [2~ + co[ tall che: 

n 
(3.5) p - - - -2  se n <  2m~ p > 2  se ~ - - - -2m~ p = - -  se n > 2 m .  

~b 

%e u e U'~(O) e ] ~ M~(9),  a~lor~ /u e L~(9) e: 

(3,6) I/u I~,. < o II ~' [1 ~(.)[1 u [[ ~.(.>, 

dove c ~ unc~ eostante indipendente da f e da u. 

D ~ .  - Se n > 2 m  ]~ tesi  si deduce  d~] t eo rem~ 3.1 di [13]. Se n < 2m 1~ tesi  si 

o t t i ene  r~gion~ndo come  nell~ d imost r~z ione  del  t eo rem~ 3.1 di [13], osser~c~ndo che 

ors  in luogo delle (3.8) e (3.9) di [13] si h~nno  le rel~zioni :  

luloo, ~ , <  o0]l~lI~,(~,) vi e z ,  

D~i l e m m i  3.1 e 3.2 si deduce  in m o d o  ovvio  il seguen te  

LEPTA 3.3. - Se m , p  soddis]ano la (3.5) e se ] ~ M~(~),  allor~ per ogni e ~ R+ 

esistono c(s) ~ R+ e un insieme aperto e limitato ~2~c ~ tall che: 

(3.7) Itul~,.~<~ilulh~o(~)+~(~)lul~,., r ue  u " (~ ) .  

Pe r  ogni  funz ione  misur~bi le  y :  9 - + / ~ + ~  ind iche remo  con ~2(9~7)  1o sio~zi0 

delle funzioni  ] :  z9 --> R tMi che  y~f e L~(~9)~ m u n i t o  dell~ s eminorm~:  

(3.8) ll]li~(.o,,) = i l~ t I l~ ( . )  �9 

LE~I:~A 3.4. - Se m e p soddis]ano la (3.5)~ allora per ogni ]unzione 7: ~ ---> R+ 

di classe M~/2([2) si ha: 

(3.9) U'~(9) ~-> L~( 9 ,  7); 

se in pii~ 7 e M~/~(~) si ha: 

(3.10) w~(O) ~+ ~-> L~(~9, 7) �9 

DIzL - La  (3.9) ~ un~o~rvia conseguenza  del ] e m m a  3.2. 
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Lo~ (3.10) segue 4~1 l emm~ 3.3 osse rvando  che, fissato u n  ins ieme a.perto e l imi- 

t a r o  ~0 c 9 ,  pe r  ben  no t i  r isul~ati  l ' ope r a to r e :  

u e U % 9 )  -> uio0 e L~(90) 

r isul t~  c o m p ~ t t o .  

4. - F o r m u l e  di m a g g i o r a z i o n e .  

P o n i ~ m o  : 

B = B ( 0 , 1 ) ~  B + = B ( 3 { x e R ' ~ : x . > O } ,  B o = B N { x e R " : x . = O } .  

Consider iamo ancor~  u n  so t to ins ieme  ape r to  e non  l imit~r ~ di R", s u p p o n e n d o  

or~ che  siu verific~t~ lu seguenCe ipotes i :  

i~) Es i s te  ro~ R+ e, pe r  ogni  z e ~ ,  esiste u n  diffeomorfismo 9~: B-->B(z, ro) 
di cl~sse C 2 t~]i che :  

~'(B+) - .Q (3 B(z, r0), ~(Bo) = 0D (3 B(z, to); 

inol t re  !e conapone~lti di ~, e di (?~)-1 sono l imi t a t e  ins ieme con le loro de r iva te  p r ime  

e seconde  da  u n a  c o s t a n t e  i n d i p e n d e n t e  da z. 

OSSE~VAZlONE 4.1. -- R i l ev iamo  ehe !~ eondiz ione  il) 6 sodd i s f a t t a  se D ~ uniforme- 
mente regolare di classe C 2 nel  senso de] n.  4.6 di 1~. A. ADAMS [1]. 

I n d i c h e r e m o  con s e t due  h u m e r i  rea]i  ta l i  ehe :  

s > 2  se n = 2 ,  s = n  se n > 2 ,  

75 
t : 2  se 2 ~ < 4 ~  t > ~  se n - - 4 ~  t = -  se n > 4 .  

2 

Assegnia~mo in ~ 1'opera.tore differenziule l i ne , r e  del  s econd 'o rd ine :  

(4.z) 

s u p p o n e n d o  che :  

i2) R i su l t a :  

(4.2) 

/ , j = l  i = 1  

a ,  = a ~  , a~j ~ L |  , i ,  j = 1 ,  . . . ,  n , 
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ed ~ verificat~ la condizione di uniforme ellitticit~: 

(4.3) ~ a~j~.~>~l~l 2 q.o. in ~ ,  V ~ / ~ ,  
i ,~=l  

do~-e v ~ una costa.rite l~ositiw indipendente  da x e da ~; inoltre si ha per un  

So~ ]s, + c~] e per  un to~ ]t, + c~]: 

(~.~) (a,~)~, a , ~  M~(~2) + M~~ i, i, k = ~, . . . ,  n ,  

(~.5) a e Mob(t2) + M~~ 

Per  ogni x e ~2 e per ogni r ~ R+ 9oniamo:  

t2(x, r) = ~2 n B(x, r ) ,  

~, = i ~  I~(x,  r ) I ,  /~, = su~o l~(x,  r ) l .  

Osserviamo che l ' igotesi il) implic~: 

a, > 0 Vr e R+ .  

Si t)rov~ faci lmente  che: 

L E n A  4.1. - .Fissato r ~ 1~+ , si  ha ] ~ L1(~2) s e e  solo se f ~ Z~or ) e 

inoltre : 

(4.6) 

(~ e .c2 .-> ltl~,[2(~ ,)) e .~( .o);  

=,fl/(~)ldx<fllll,[2(~,,)dx<~,fl/(x)ld~ v] ~ ~ ( ~ 2 )  . 
[2 [2 [2 

Passiumo u stabilire il seguente:  

TEORElVl:A 4.1. -- ~qe sono veri]icate le condizioni il) e in), allora per  ogni u ~ W~oc(~) 

~ ( [ 2 )  e tale the Z u ~ 2 ( Q )  si ha u ~ W2(/2); inoltre~ fissato 41 ~ R ,  sussiste la 
l imitazione : 

(4.7) [u~l~ ,~<e(ILu  + ,~ul2,~ + lu[2,[2) V), ~ [~tl, + or 

dove e b una  costante indipendente da q~ e da ,L 

DIlw. - Fissiamo: u ~ W~oo(~ ) ~ W~(~Q) tale che Zu ~ Z~(Q), ~ ~ R, do = d/2. 
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Indiehiamo con ~ una funzione di elasse ~ (R  ") tale ehe: 

0 < ~ 4 1 ,  ~ = 1  in B(O, do), s u p p ~ c B ( O , d ) .  

Fissato inoltre y ~ ~ poniamo:  

= % :  x ~  .O --> ~ ( x - -  y )  . 

In  con~egnenz~ di noti  risult~ti  (cfr.~ a d e s . ,  [15]) si hs  la l imitazione:  

dove e~ ~ una  cos tante  d ipendente :  da n; da d; da 2~; dalla costante  di ellitticit~ v; 
dalle norme in Z~(~(y))  delle component i  de]le funzioni 9~ e (~0~) -~, ehe definiseono 
lu porzione di ~f2 contenutg  in .Q(y), e delle loro deriv~te pr ime e ~econde; dglle norme 
in Z~(Q(y)) dei coeffieienti asj; dai moduli  di eont inui t~ in Z~(~2(y)) delle deriv~te 
(a~j),~; dui moduli  di eont inni t~ in Z~(~2(y)) di a~; dg] modulo di eont inni ts  in 
Z*(~(y)) di a. 

Dall ' ipotesi  i~), dalle condizioni (~.2), (4.4), (4.5) e dalle osservazioni 2.1 e 2.2 
si deduce, ev identemente ,  che ~ possibile scegliere eo in (r ind ipendente  d a y .  

Osserviamo che si h~: 

(4.9) Z(~u) ---- ~fZu-- 2 a~ju~,,~f~j § u --~, _ ~=~ a ~ ,  . 
i , i = 1  

DMle (4.8) e (~.9) si deduee~ con note  eonsiderazioni, la l imitazione:  

dove e~ 5 una  costan~e indipendente  da u, 2 e y. 
DalL~ (4.10), usando il 1emma 4.1, segue che u ~ W~(~Q) e che: 

dove c~ ~ un~ cost~nte ind ipendente  d a u  e da A. 
Dalla (~.11) si deduce 1~ (3.7) e quindi si ha la tesi. 

COROLLAR/O 4.1. - Ne~le stesse ipotesi del teorema 4.1, esistono 2~o, c e R+ tali che: 
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DI~ .  - P r o c e d e n d o  come  in [15], propos iz ione  5, osse rv iamo che in eonseg~lenz~ 

del  t e o r e m a  4.1 si h a :  

dove  e~, c2 e ca sono eostanr  i nd ipenden t i  da  u e da  4. 

Dal le  (4.13) e (4.7) si deduce  con ovvie  cons ideraz ioni  la (4.12). 

Consider iamo ora la seguen te  u l te r iore  eondiz ione :  

ia) a i ,  (ar M~(zc2), i, ~, ]~ -~ 1, . . . ,  oz. 

TEOl~E~A 4.2. - Siano veri]ieate le i~), i2), ia) e la condizione essinf a > - -  c~. Allora, 
t2 

]issato 2o > -- ess~inf a, esiste c ~ t~+ tale ehe: 

(4.14) llull~,(~)<clZu -q- 4ul~,~ w e w~(~) n ~ ( ~ )  e v4 e [40, + oo[. 

D I ~ .  - P o s t o  # = 20 + e s s i n f  a ,  per  ogni  2 ~ [20, + oo[ r i su l ta :  

4 + a > / x > O  q.o. in  f2 ,  

e quindi  da.1 t e o r e m a  4.3 di [12] segue:  

(4.15) 

dove  v0 ~ un~ c o s t a n t e  i n d i p e n d e n t e  d~ u e d~ 2. 

D~ (~.7) e (4.15) si deduce  la (4.14). 

~Tel segui to  p o r r e m o :  

(4.16) Zou ~ -  ~ a~ju~,~. 
i , ~ = l  

TEOI~E~A 4.3. - Siano verifieate le il), i~), i3) e la eondizione: 

(4.17) a = a ' +  a" M~(t2), , a r ~ es~]2f a ~l > - -  oo . 

Allora, ]issato 40 > - -  e.~sin] a", esistono c ~ R+ ed un aperto limitato tgo c ~2 tali che: 
12 

(4:.18) Ilullw.(~)<e(ILu q- 4ul2,~-~ ]ul2,,o) 
o 

Vu e W~(9) c~ W1(9) e V2 e [40, + ~ [ .  
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DI~r. - Assegnu t i  ~ e [20, + or e u e W~(~2) c~ W~(~2), in conseguenza  del  teo-  

r e m ~  4.2 si h a :  

dove  c~ ~ ~n~ costa .nte  i n d i g e n d e n t e  da  ~ e du u. 
D~ q~test 'ui t i ln~ re l~z ione  e dul  l e m m ~  3.3 si deduce  con  n o t e  consider~zioni  

i~ (4.18). 
A s s e g n i ~ m o  una. i unz ione  fl: ~ - ~ / t +  ta.le che :  

(4.19) 

A d  eseml) io :  

1 
=1 o;pure (x)-(l+lxlF, > ~  

TEOICE~A 4.4. - Se sono veri]ieate le i~), i~), i~), (4.17), (4.19) e la eondizione: 

(4.20) essinf  a H > 0,  

allora esistono e e R+ e un a~erto limitato ~o c Y2 tali vhe: 

D~r~. - F i s s i a m o  u ~ W~(Y2) (~ W~(~9) e Z ~ R+.  

Da.1 t e o r e m a  4.2 si h a :  

(4.22) 

con  e~ cos t~n t e  indi l~endente  da  u. 
D~altr~ p a r t e  r i su l t~ :  

(4.23) f (LoU + a,,u) dx 
t9 

dove :  

= f ( L o U  + ~"u + ~ u )  ~ d x -  
t2 

D D 
i , i = l  

I(u): ~ f (fl.a,.+fi(a.)~j)uu~, 
i ,J = l 

Y2 

dx.  

Osservia .mo che  da.lle i3) e (4.19) segne  che:  

i , ~ = l  
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qu ind i ,  p e r  i l  l e m m ~  3.3, si h a :  

f 1 2 f  2u dx + f , uxdx< (4.24) ]l(u)l<S~]u[u~dx< 
9 ~Q t2 

D 

dove  e~(s) e D~ sono i n d i p e n d e n t i  da  u e da  2. 

D a l l e  (4.22), (4.23), (4.24) ed  a n e o r a  d a l  l e m m a  3.3, con n o t e  e ons ide r a z ion i ,  si 

d e d u c e  la  (4.21). 

COROLLAnlO 4.2. -- Nelle stesse ipotesi del teorema 4.4 e se, inoltre, /~--1 e .Lloo(~r - -  

esiste Zo ~ R+ tale the: 

1 ! o (4.25) ]kullw~(.~)<<.clLu § 2flu]2,~ Vu e W~(t2) c~ W~(t2) e V2 e [40, -+- ~ [ ,  

dove c ~ una costante indipendente da u e da 4. 

D I ~ .  - R u g i o n a n d o  c o m e  nel l~  d i m o s t r ~ z i o n e  de1 corol l~r io  4.1, o s se rv iumo  che  

p e r  i l  t e o r e m ~  4.4 si hu :  

(4.26) 21ul~,.o <v~lAflul~,o<e~[Lu + 2,8u1~.. + v~lLul~,.< 

<.<e~[Lu + 2flu[z,.o + v~l[ul[w,(o)<es[Lu + 2flul2,~ + e, lulz,~o, 
V u e W ~ ( ~ ) n # ~ ( ~ )  e V2eR+, 

d o v e  e~, . . . ,  e~ sono c o s t ~ n t i  i nd i l oe nde n t i  du u e d~ 4. 

D~  (4.21) e (4.26) si d e d u c e  18 (4.25). 

5.  - T e o r e m i  di  e s i s t e n z a .  

TEO~E~A 5.1. - Se sono veri/icate le condizioni il) e i~), allora esiste 4o ~ R+ tale 
ehe per ogni 2 > 2 o  il problema 

(5.1) u e W~(~) ~ VVI(Q) , L u  + 2u = ] ,  ] e L2(9) , 

univoeamente risolubile. 

Drive - Cominc iumo  con l ' o s se rv~ re  che,  q u M u n q u e  s i s  2 e R+ ,  e s i s t e  u n ' u n i c u  

so luz ione  u e W~(~) n ]~VI(~) d e l l ' e q u a z i o n e  

(5.2) -Au+2u=/, / e L ~ ( 9 ) .  
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Infa.tti~ in conseguenza, del corolla.rio 4.1 di [12] applica.to a.ll'operatore ~---- 

---- -- zJ -~ ~ si ha. ehe esiste un'unica, u ~ W~(tQ) soluzione debole della. (5.2). I)a. noti 

risulta.ti di regola.rizzazione ioca.le dei problemi ellittici (Cfl'.~ a.d es.~ il ca.p. 8 di [5]) 

si deduce ehe la. suddetta. 8oluzione u e W~oc(~ ) e quindi~ per il tcorem~ 4.17 si ha. 

t he  u e W~(~). 
Per  ogni ~ e [0~ 1], considerismo P'opera.tore 

L~: (i- 3)(- A + l) + z(L + i) =-- (i-- ~)A + ~L + I. 

Eviden temen te  per L~ sono soddisfa.tte le ipotesi del corolla.rio 4.1 uni formemente  
r ispet to  a. 3 e [0, 1], e quindi si ha. per A sufficientemente gr~nde 

dove e 5 una  costa.rite ind ipendente  da. u e 3. 
Applica.ndo perta.nto il metodo  di prolunga.mento per continuit~ hinge un pa.ra.- 

metr% si o t t iene  1~ teal. 

TEOICE~A 5.2. - Se sono veri]ieate ~e ipotesi i~), i~)~ i3)~ (4.17)7 (4.19) 7 (4.20) e la con- 
o o  - -  dizione fi-~ ~Zlo~(/2)~ allora esiste io~ R+ tale ehe per ogni t > ~ o  il problema 

(5.3) 

univocamente risolubile. 

DI~. - Da.1 teorema. 4.1 di [12] si ha. ehe per 2 sufl lcientemente gr~nde esiste 

un 'unica u0 ~ ~V1(~9) soluzione debole dell'equa.zione 

(5.4) - -  A u  + a~' u + ~#u = ] , r e Z ; ( Q )  . 

l~agiona.ndo come nella, dimostrazione del teorema. 5.1, si ha. t h e  u o e W~o~(~ ) e 

quindi~ per il teorema. 4.17 segue che u0 E W2(~9). 

Pe r  ogni 3 e [0r 117 1)onia.mo: 

L ~ =  (1- -  ~)(-- A -~- a l l+  i/~) -{- ~(L ~- ~fl) = -- (1- -  -c)A -~- T(L- -  a") -F a ~  - 1/~. 

Poich~ per  35 sono soddisi~tte le ipotesi del corollario 4.2 un i fo rmemente r i spe t to  

a. ~ e [0, 1], per  1 suffieientemente gra.nde si ha.: 

dove v ~ una. costa.nte indipendente  da. u e T. 
Facendo use del metodo di prolunga.mento per cont inui ts  hinge un  para.metro, 

si o t t iene  la. tesi. 
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TEO~E~_~ 5.3. - Se sono veri]ieate le eondizioni i~), i~), ia), (4.17) e (4.20), l 'opera- 

tore u ~ W~(~) t~  ] ~ ( / 2 ) - + Z u  e Z~(/2) ~ un  operatore di ~redholm ad indiee zero. 

DI~ .  - l~issi~mo ~ > 0 e t)oni~mo 

~(~) = 1 

(1 § 1~t) ~" 

Poieh6 fi ~ Mot(~9), in  eonseguenza  del l emm~ 3.4 l ' oper~ tore  

c o m p u t t o .  

L~ tesi  segue allor~ d~ no t i  r i sul tu t i  p o n e n d o  

L = (L § 2o/3) --  ~ofl, 

dove  ~o ~ il n u m e r o  definito he1 t eo rem~ 5.2. 

TEO~E~__~ 5.4. - Se sono verifieate le eondizioni  i~)~ i~)~ ia) e la condizione 

ess~nf a > - -  oo~ atlora per  ogni ~ > - -  ess~ni a i l  problema 

(5.5) u e  w~(9) n ~ ( 9 ) ,  Lu + ~u = 1, / ~ L ~ ( ~ ) ,  

~nivoeamente risolubile. 

D I ~ .  - Se )~ § ess~$nf a > 0, in  conseguenzu del t eorem~ 5.3 si ha  che :  

~ e W~(9) n ~ ( Q )  -+ Lu § 2u ~ L~(~) 

u n  oper~tore  di F r e d h o l m  ~d indice  zero. L~ tesi  segue allor~ dul t eo r emu  4.2. 
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