
Annulation de la eohomologie pour des fibr6s 
/~ courbure de signe variable sur une vari6t6 kiihlerienne (*)(**). 

VINCENZ0 ANCONA - ~EENA~D GAYEAU 

Summary. - We prove a vanishing theorem ]or the cohomology o/ an holomorphic vector bundle 
over a ~thlerian campaet mani]old ~vhen the curvature ]orm can change its sign. The technique 
is an adaptation o] Malliavin's method i~ the riemannian case. 

1 .  - I n t r o d u c t i o n .  

Soient X un  vari6t6 k~hl6rienne compacte ,  K x  son fibr6 canonique,  E un  fibr6 
holomorphe  hermi t ien  sur X. Les th6or~mes de Koduira  [3] et  Nukuno [7] assu- 
r en t  l ' annula t ion  des groupes de cohomologie H~(X,  K x Q E )  pour  q >  0, sous ]a 
condit ion de s t r ic te  posi t ivi t6 de la courbure  de J~; G~AuE~T et  ]~IE~_ENSCttblEIDER [2] 

ont  mont r6  que pour  l ' annula t ion  il suffit que lu courbure  spit p a r t o u t  non n6g~- 

t i re ,  et  s t r i c t emcnt  posi t ive  en un  point .  Les d6monstra t ions  de ces th6or6mes 
reposent  sur une in6galit6, dfie ~ Bochner ,  Koda i ra  et  Nakano,  concernant  les formes  
harmoniques  ~ w l e u r s  vectorielles.  

Darts [4], [5], P. M~LLIAVIN ~ in t rodui t  (duns le cas r6el r iemunnien)  une nou- 
velle technique  pour  d6montrer  des th6or6mes d 'unnula t ion :  elle consiste, tr~s na tu .  
rel lement ,  ~ lire les formes diff6rentie]les comme fonctions sur un fibr6 de rep~res- 

Cet te  technique s 'ad~pte  tr6s bien aussi ~u cas c0mplexe (voir GAVEAU-VAvm~_m~ [1] 
e t  V A V T ~  [8]). 

Ic i  nous poussons un peu  plus loin les calculs de [1] et  [4, 5], c t  g6n6ralisons 
les th6or~mes d ' annu la t ion  de Koda i ra ,  Nakano  et  Grauer t - l~iemenschneider  uu 

cas d~un fibr6 te l  que l ' cnsemble  des points  de X off la courbure  est  posi t ive (~ pr6- 
vale  ~> sur celui des poin t  off elle est  n6gat ive en m o n t r a n t  c o m m e n t  la s i tuat ion 
g6n6ralc se r6duit  au css consid6r6 pa r  MALLIAVIN dsns  [4] ct  [5]. 

(*) Entrata in Redazione il 30 aprfle 1987. 
Ce travail a 6t6 effeetu6 lors d'une invitation du premier auteur par la SFB 170 (( Geo- 

metric und analysis >> k GSttingen et lots de s6jours du second auteur h l'Universit6 de 
Florence. 

Indirizzo degli AA.: V. ANCONA: Istituto Matematico (( U. Dini ~>, Viale Morgagni 67/A, 
1-50134 Firenze; B. GAVEAV: D6partment de Math6matiques, Tour 45-46, 5~m6 6rage, UA 761, 
Universit6 P. et M. Curie, 4, Place Jussieu, 75252 Paris, France. 
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2. - Formule de Wietzenbiick pour des fibr6s de rang quelconque. 

Soit X une  vari6t6 k~hl6rienne compacte connexe de dimension n. En  eoordon- 
n6es locales z = (z~, ..., z.) notons (g~) la matr ice  de la m6tr ique sur X, e t :  

g -~ det  (gi~) , 

~.~ = g ~ g ~  

/ ~  ~- 3~ ~- log g 

= g  ~ .  

(coefficients de la connex ion) ,  

(courbure de /~ieei), 

Soient en outre  E un fibr6 holomorphe de rang r sur X, s~, . . . , s ,  des sections 
holomorphes locales de E fo rman t  en chaque point  de X un rep~re de la fibre de/i7, 

a = (%~) une  m6tr ique hermi t ienne  sur B, avee a ~ - ~  (so, %}; notons:  

0 ~  ~ a~'3~a~-~ (coefficients de la connexion associ4e ~ la mStrique a ) ,  

O~,~----- 3~Or (coefficients de lu eourbure) .  

(Les indices correspondant  ~ux coordonn6es locMes de la vari6t6 X sont d6sign6s 
par  des le t t res  latines; les indices correspondant  aux coordonn6es de la f b r e  de J~ 
darts le rep~re (s~, ..., s~) par  des le t t res  grecques.) 

Une (0, q)-forme ~ ~ vMeurs clans E d'6crit  loealement  

(1) ~ = 9~ |  s~ 

les ~ 6rant  des (0, q)-formes scalaires: 

-~q~ .... ~ gz A . . . A d z  ~ 

off ]~-~  if1, ...,{4) e t  la somme est fa i te  sur t o u s l e s  multi indices ]4 tels que 
~1 < ... < ~4. On pea t  aussi 6erire 

dz ~, 

si on convient  de sommer sur tous les mult i indices 14. 
Si ]4 e t  ]4  sont deux multiindices,  on posera 

8_/q. ___~ 
Jq 

1 si J ,  est une permuta t ion  paire de T~, 

- - 1  si J~ est une permuta t ion  imloaire de ]~ 

0 s inon.  
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Si [:3(~ est l 'op6rateur de Laplace-Beltrami associ6 K la m6triquc a, agissant sur 
les (0, q)-formes ~ valeurs duns E, on a 18 formule de Weitzenb6ck: 

(3) 
q q 

~=I . . . . . . .  ~=l 

off 

i~ = (h, . . . ,  L ) ,  

off ~ ... (1)~ ... g~ d6signe le multi indice 

~i< . . . <  ~q 

(~, ..., gk-,,  i ,  ~+1, . . . ,  7~) . 

(La d6monstration de 18 formule (3) est esquissde duns l'Appendice). 

3. - Re l~vement  de la formule  de WeitzenMick au fibr@ des rep~res. 

On note "&(E*) lc fibr4 diff6rentiable des rep~res complexes de/i7", ct  qL(E*) le 
sous-fibr4 des repgres unitaires d e / ~  (par rapport  s la m4triquc a), et  on pose: 

= ~ = 2~(TcX) • x ~t(E*), 

% = % ,  = %(Tc  X) x % ( E * ) ,  

off :~(Tc X )  (resp. qL(TcX)) est le fibr6 des rep6rcs complexes (resp. unitaires) par  
rapport  ~ la m6trique k~hlSrienne sur X des (1, 0) veeteurs tangents.  Un point 
de 2~ s'gerit 

(4)  r . .  = (e~, . . . ,  e . ,  e*~i . . . ,  e*~) 

off xo e X et (e~, ..., e~) cst un  repgre de (1, O) vecteurs tangents en w,, (e *~, .. . ,e*') 
un  repgre complexe de E* en Xo. 

Suivant  [1], [8] on dgfinit des champs de vecteurs horizontaux g~ ,  g]~ 
(k = 1, ..., n) sur 54~ de 18 manigre suivante. Si x o e X ,  et  r s e  ffCB est donn4 
par  (4), on pose e~ = �89 ig~+~) pour les parties r6elles et imaginMres. La con- 
nexion ki~hl6rienne de X et ]a connexion de E* associ4e ~ la m4trique duale de celle 
de E induisent une connexion sur gL~, i.e. un  relgvement horizontal des courbes 
de In,on naturelle. Si g~(t) est un  chemin sur X tangent  ~ ek (k -- 1, ...~ 2n) issu 
de x., et  si ~k(t) est le relgvement horizontal ~ 2~,  et  J une fonction complexe C ~ 
sur 2~E au voisinage de r s ,  on posera 

= d/@~(t)) 
%,~ 1(%) at ,=o 
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te 

On ~rouve ([1], I~emme 4) : 

P R O P O S I T I O N  1 .  -- Soient z~, . . . ,z~ des coordonndes locales sur X ,  s .1, ..., s *~ ~tn 

repute ho~omorphe local de E*, et notons u~ les coordonndes vertieales de ffC(TcX), 
v~ les eoordonn~es verticales de 2~(E*), i.e. si r~ -~ (el, ..., e . ,  s.1, ..., e*0: 

e~ = u~ ~ e *~ = v~ 8 * f t .  

Ators on a: 

Soit ff~ ~- Y~(TcX)•  x 2~(B*). A route (0, g)-forme ~ ~ v~leurs d~ns/~,  nous ~sso- 
cions une fonction 

5~(~): ff~ -~ (A~C"y 

de lu fagon suivante:  si Xo est d~ns X ct r~. est un  repute de $t donn4 p~r (4), 
ffr est l 'expression de ~ d~ns le repute r~o; scs compos~ntcs sont donn4es par:  

lffous noterons par le m4me symbole 5~(~0) sa restriction 

% = % ( T O Y )  x x % ( / ~ * )  �9 

En un point  r~. de :R, posons 

~(~.) -~'~o ~--- !1 w-laid 

~y~nt exprim4 les tenseurs g~ et  O~g d~ns los reputes naturels d4termin~s par r,.. 
On obtient  ainsi une mutrice c~rr4c (Aqo~) d'ordrc r . n  form4e de fonetions ~ valeurs 

complexes d4finies sur 5~. Par  restriction ~ ~[h, ellc induit  un  op~rateur born~ 

A'~': Z'(%, (A~C")9 -~Z~(~, (A~C')9 
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dont  on d4duit  pour  tou t  q (0 < q ~ n) un  op~rateur  born4 

_A(q): ~2(~j[~, (Ar __>~(c(L ' (AqC~),) 

par  la formule:  

(A(~)~)~ ,..~ = 

pour ~ = (~...~o) ae z~(%, (A~C')'). 

A~i ~_~ _ _ 
k = I a~q 

De plus, on ddfinit pour  tou t  q, l 'opSrateur  born4 

R(,): Z~(%, (A"C"y)  --> Z~(%,  (A~C.)')  . 

par: 

-- i~ h "..(0~ ..Jq 

PI~OPOSITION 2. - ~ur cl~ -~ cU% on a 1 ~dent~te: 

(8) a ( D ~ )  = - -  ~ ~ _~ a(~)  + a ( ~ ) .  

Dans  la formule,  les op6rateurs  s s opbrent  composante  pa r  composan te ;  

et g~ = 5~. 
Le res te  de ee pa rag raphe  d6montre  la Proposi t ion 2. Nous allons d ' abo rd  eal- 

culer les deux membres  de l ' ident i t6  ur  ~ ~ $~x,E. Fixons donc un  sys tbme de 
coordonn6es locales z = (z*, ..., z ~) sur X,  e t  un  repute  local ho lomorphe  (s*, ..., s ~) 

de /~ au voisinage de z =  0. Soit r~o=  (e~, . . . ,  e~, s**, ..., s * O e S t .  Si ~ est  une  
(0, q)-forme ~ valeurs  dans  E,  donn6e par  (1) e t  (2), on t rouve  

Posons: 

8 

alors d'apr@s (5), (5') on a:  
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d'oh 

s s ~(9)~ = (H~ + H~ + H~)(K~ + K~ + K~) ~(~)~ = 

puisqu'il est clair que H~KIffr = H ~ K a $ ( ~ ) ~  = O. 

On trouve:  

q!K~ :R(9)-}~ = s~-'uJ-~v ~ ~o~- 

= D . %  ~ ~ ~ "'" u~  ~5  ~ '  
h = l  

q!H~ K~ ~(9)~ = s~-~u~-~v~ ~ ~-r 
Jq Iq I* 8 k ' Bq ~ 

q 

x-, ~ -~ -~ @h --" - "  q!tt~K~$t(q~)~ = - -  2, D %u~ ~ . . . u ~ . . . u ~ x  
h = l  q 

--"  - -"  ~ ,u • ~ ~ g~Qr ~ ~ ~ ~ , , ~ , ,  ... ~ ... ~ • % ~ 
a h = l  q 

h = l  

Puisque l 'on veut  v6rifier une identit6 entre fonctions d6finies sur %,  il sufiit 
de lo faire point par  point, pour n ' importe  quel syst6me de eoordonn6es sur qL. 
Choisissons done un rep6re holomorphe (G) de E tel que s*~(0)= s*~(0), alors 
v$(0) = ~ ;  d 'aut re  par t  sur % on a u~ = ~j, g,5 = 0.q" Done au point 

% = (edo), ..., e.(o), s:'(o), ..., ~*,(o)) 

O n  

q ! g l K l X ( ~ ) Z  = % LG~% = q ! O ~ O ~  , 

q q 
�9 ~ ~ / ~ z  q !  

h = l  h = l  

~!~K~(~o)~ = ~0 L ~ o ~ ,  
q 

.t ~hlzUstt W G . , . ( D h . , . i q  �9 
h = l  

En uti l isant la formule (3) il est main tenan t  facile de v6rfier l ' identit6 eherehge 
au point  r%. 
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4. - Th6or&me d'annulat ion.  

Nous pouvons muin tenan t  6noncer le th6or~me qui f~it l 'objet  de ce travail .  
Pour  q, fix6, e t  x point  de X ,  soit ~(~)(x)= i ~ f  {vuleurs propres de A(~)(r~)} et  

posons 

RE~A~Q~E. - Lu condit ion 6 (~)- ~- 0, i.e. (3r > 0 signifie que F, est semipositif  
uu sens de Nukuno [7] ; en outre,  6~) > 0 implique (3(~) > 0 pour  tou t  q~ 1 < q < n. 
Soit 21 lu plus pe t i t e  valeur  propre non nulle du Laplacien ordinuire zJ sur X (agis- 
sunt sur les ~onctions). 

T ~ o ~ E .  - On suppose que la m~triquv sur X soit normalisge i.e. vol (X) ----- 1, 
et soit 

7~ = inf (1, ~ 

on a H~(X, K~@.E)  = O. 

5. - Duns ce t te  section, nous prouvons le th6or~me. 
Soient ~ = K x ( D E ,  ~-= g Q a  (m6trique sur ~) ,  ~ une  (0, q)-forme ~ vuleurs 

duns ~.  L ' ident i t6  (8) (Proposition 2) donne a.lors sur qLz,~: 

~ ( ~ )  = _ [ ~ ( ~ )  + A ~ $ ( ~ )  

k = l  

On veu t  mon t re r  que 13Z~ =-0  implique q----= 0. Notons:  
H = le sous-espace (ferm6) de L~(c]Lx~, (A~C.) ~) des fonctions Y~@), pour  q(0, q)- 

forme J5 2 ~ vuleurs duns J~, 

~1 = s c ) ,  %~ = %(TcX), 

H2 = Z2(X, C). 

I1 suffit de mont re r  que si ] e  H e t  -- ~] § At~)] ~- 0, alors ] = 0. 
Comme ~ et  ~ sont udjoints l 'un de ruu t re ,  ~ est un  op6rateur autoadjoint ,  

positif, de H duns lui-m@me. 
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Comme A (~) est en tou t  point  r~o ~ ~/Lz,~ une matr ice  hermit ienne,  on peut  6crire 
A(q)= A (q )+-  A (q)-, A (~)+ et  A (~)- 6rant  deux matr ices hermit iennes  semi-d4finies 
positives; A (~)+ et  A (q)- d6finissent des op@ateurs born6s de H darts lui-m4me. 

: P o s o n 8  

# = inf Spec ( ~  ~ @ A (q)+) , 
H 

#~ = inf Spec (-- ~ @ ~(~)+), 
Hx 

/~2 = inf Spee ( ~  [] @ ~(~)+), 
H~ 

oh [ ]  est l 'op6rateur  de Laplace-Bel t rami scalaire sur X. Alors 

L ~ E .  - On a /~ ~ / q  = / ~ .  

L'in6galit6 #=>/~  est 6vidente. Si ~: r  est la projection,  et  h e : H z ,  
alors h o z e H ~  et  (Dh)o~ = ~(ho~), d'ofi /h ~/~2. D 'au t re  par t ,  si g e H ~  est une 
fonct ion propre  de -- ~ @ 6(q)+, pour  route  matr iee  uni ta i re  a e U(n), g(a.) est une  
fonct ion 9ropre, done aussi h = f g ( ~ . ) a ~ ;  mais ee t te  derni@e est une  ~onetion ~ X,  

v(n) 
fonct ion 9ropre  pour  -- [] @ ($(~) + ; done /h = ~u~. 

D'apr6s ~ T ~ L ~ W ~  [4], pp. 333-33 G Pin~galit6 de Phypoth6se dans le th6or~me 

entralne H ~(~)- I] ~ < #~, done le lemme donne [[ ~(q)- I1 ~o </~. De ce t te  derni6re in6- 
galit6 il s 'ensuit  qu'il  n 'exis te  pas de ] e H,  non nul, avec -- ~] + A (~)] = O. 

6. - Appendice. La formule de Weitzenb~ek. 

! ~ u t e  de r6f6renee pour  le eas off le rang de E est > 1, nous esquissons iei la 
preuve  de ]a formule (3); nous suivons [6], off elle est  donn6e pour  le cas off E est 
de rang 1. Soient % ~ ~ A(~ z = (z~, ...,z~) un syst6me local de eoordonn6es 
au voisinage d 'un  point  de X,  et  s~, ..., s, un rep@e holomorphe de E darts le m~me 

voisin~ge. Alors: 

oh: 

(% ~)(z) = a~(~ ~, ~)(z)  

1 
rp = ~ |  s , ,  g~.(z) = ~ r p T , . . . G & ~ ' A . . . A d 2 "  

r 

(et les formules analogues pour  y~'; la sommation est sur t o u s l e s  multiindices) 

�9 . . ~  ~ ...... -o~z . . . . . .  7o ( ~ , ~ ) =  ( ~ , ~ ) ( z ) - ~ . .  

X 
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L 'udjoint  du ~ agissant sur les (0, q) formes ~ valeurs duns E (par rappor t  ~ la 
m6tr ique donn6e sur E) est alors donn6 par  

(1) (~*~), = -- a ~" , 8 (%i( ,  ~o')) : - - ,  8 �9 ~<-- a x€ * 8a, iA * ~'  = 

= ~* c~--, (a -~' 8~aj~ dz~A,  qT) 

off ~* est l 'adjoint  formel  du ~ ugissant sur les (0, q)-formes ordinaires ([6], p. i02), 
i.e. 

" i =  1 

d'o/~ 

(2) 

D'au t re  par t ,  si l 'on no te  V (~) e t  V-(~) les d6riv6cs covariantes  agissantes sur les 
(0, q)-formes s valeurs duns E,  on d6finira 

V(~)~ = (V(~)~) ~ | s ,  

off 

(V(a)q)g = V~o ~ + a~g~a~-x dzCA~ ~ 

donc 

( V  ( a ) ~ l *  = V~q~ 7~-4- aa~'~a, iq~...7~ �9 , q  ~vJ~...7~ ... 

On a l '6galit6: 

(3) - - ,  (aT"~a~dz~A,  ?~)~, ...~._~- gT~ai'~iaj~qJ~.TL..f,_. 

La d6monstrat ion est exac tement  1~ m~me de [6], p. 122~ une  lois qtt 'on u fix6 

les indices A e t  v. 
On d6duit  de (1), (2), (3): 

(~* .~ .:7. v _,, . - 

c 'est-s 

off on a pos6 

= a , q ,  + 

- -  ~ J / *  o 9  v -  - 

et  

(4) ~ = g~a ~ ~ a T .  
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L operateur  de Laplace-Bel trami associ4 ~ la m6tr ique (a~) est donn6 par  

donc on a: 

D'une part, on a: 

et  d ' au t re  pa r t  

d'o/~ 

(uo~), = (~5~v) , + (~* ~ ) , .  

(55~),  = 5[(5.~).] = d~*~ § ~.(~)  

(~* ~v). = ~, ~v~ + ~(~v) 

(uo~), -- u~ + ~,(~) + ~ , (~) .  

Par  des calculs analogues ~ [6] (p. 124) on t rouve:  

- i t t  (D,~)~. . . .~.  - -  (Dr  ~:~,~ V ~ % . . . - ~ - -  V~,, ~ . " ~  - - Wi~...(~)~...iq 
k = l  

d~ofl, en t enan t  compte  de Pexpression pour  (E]~)~,...~ ([6], Th~orbme 6.1,p. 119), 
et  de (4), e t  de la d~finition de la courbure  O, on t rouve:  

q q 

- -  v ~ D  tQt~ . . . .  
- . ~ r  ~ - ~ ~ " - " 

h=l h = l  

Finalement~ d'aprbs les formules:  

q 
- -  /z /~ ~ l  _ t t  

h = l  

On a le r4sultat.  
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