~ Annulation de la cohomologie pour des fibrés
a courbure de signe variable sur une variété kihlerienne (*) (**).

VINCENZO ANCONA - BERNARD GAVEAU

Summary. — We prove a vanishing theorem for the cohomology of an holomorphic vector bundle
over a kdhlerian compact manifold when the curvature form can change its sign. The technique
is an adaptation of Malliavin’s method in the riemannian case.

1. - Intreduction.

Soient X un variété kihlérienne compacte, Ky son fibré canonique, F un fibré
holomorphe hermitien sur X. Les théorémes de Kodaira [3] et Nakano [7] assu-
rent lannulation des groupes de cohomologie H*(X, Ky& H) pour ¢ > 0, sous la
condition de stricte positivité de la courbure de F; GRAUERT et RIEMENSCHNEIDER [2]
ont montré que pour Pannulation il suffit que la courbure soit partout non néga-
tive, et strictement positive en un point. Les démonstrations de ces théorémes
reposent sur une inégalité, diie & Bochner, Kodaira et Nakano, concernant les formes
harmoniques & valeurs vectorielles.

Dans [4], [5], P. MALLTAVIN & infroduit (dans le cas réel riemannien) une nou-
velle technique pour démontrer des théorémes d’annulation: elle consiste, trés natu.
rellement, & lire les formes différentielles comme fonections sur un fibré de repéres-
Cette technique s’adapte trés bien aussi au cas complexe (voir GAVEAU-VAUTHIER [1]
et VAUTHIER [8]).

Ici nous poussons un peu plus loin les calculs de [1] et [4, 5], et généralisons
les théorémes d’annulation de Kodaira, Nakano et Grauert-Riemenschneider au
cas d’un fibré tel que Iensemble des points de X ol la courbure est positive «pré-
vale » sur celui des point ol elle est négative en montrant comment la situation
générale se réduit au cas considéré par MALLIAVIN dans [4] et [5].

(*} Entrata in Redazione il 30 aprile 1987.

Ce travail a été effectué lors d’une invitation du premier auteur par la SFB 170 « Geo-
metrie und analysis» & Goéttingen et lors de séjours du second auteur & I'Université de
Florence.

Indirizzo degli AA.: V. ANcona: Istituto Matematico « U. Dini», Viale Morgagni 67/A,
1-50134 Firenze; B. GavrAU: Départment de Mathématiques, Tour 45-46, 5éme étage, UA 761,
Université P. et M. Curie, 4, Place Jussieu, 75252 Parig, France.
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2. — Formule de Wietzenbick pour des fibrés de rang quelconque.

Soit X une variété kihlérienne compacte connexe de dimension #. En coordon-
nées locales z = (2, ..., 2,) notons (g;) la matrice de la métrique sur X, et:
g =det(g;), ,
T = T"ng,;l (coefficients de la connexion),
R;; = 0;0;logg  (courbure de Ricei),
R;ﬁ = gkt.R]Tl .
Soient en outre K un fibré holomorphe de rang r sur X, s;, ..., 5, des sections

holomorphes locales de F formant en chaque point de X un repére de la fibre de F,
a = (@) une métrique hermitienne sur K, avec b= <sg, 8,73 notons:

0¢ =a'*9,a; (coefficients de la connexion associée & la métrique a),
O);=—0;0% (coefficients de la courbure).

(Les indices correspondant aux coordonnées locales de la variété X sont désignés
par des lettres latines; les indices correspondant aux coordonnées de la fibre de ¥
dans le repére (s, ..., s,) par des lettres grecques.)

Une (0, g)-forme ¢ & valeurs dans B d’écrit localement

(1) @ = (p“@ Su
les @* étant deés (0, g)-formes scalaires:
9" =i, i, I NIZ = 7t

ot I, = (&, ...,7,) et la somme est faite sur tous les multiindices I, tels que
< ..<1%,. On peut anssi écrire

1 . .73
(2) (po& — _q__'(p7q dzlq

si on convient de sommer sur tous les multiindices Z,.
Si I, et J, sont deux multiindices, on posera

1 siJ, est une permutation paire de I,
ele—) —1 i J, est une permutation impaire de I,

0 sinomn.
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Si [0, est Popérateur de Laplace-Beltrami associé & la métrique a, agissant sur
les (0, g)-formes & valeurs dans E, on a la formule de Weitzenbock:

() (Epek=— "V V, et +
q

- - @
+ 0%, Vipz ] — > R gt + 721 94 @', 91

Bl PRI () e (Dpeneiq

Iq=(7:1"-',7:a)s L<..<i,

ol 4y ... (D) ... 7, désigne le multiindice

(Toy ooy Toay &y Tuqay vons 4) -

(La démonstration de la formule (3) est esquissée dans ’Appendice).

3. — Relévement de la formule de Weitzenbock au fibré des repéres.

On note R(F*) le fibré différentiable des repéres complexes de E*, et W(E*) le
sous-fibré des repéres unitaires de F (par rapport & la métrique a), et on pose:

WU = Uy = W T X) X W(E*) ,

ol R(TcX) (resp. U(TeX)) est le fibré des repéres complexes (resp. unitaires) par
rapport & la métrique kiihlérienne sur X des (1, 0) vecteurs tangents. Un point
de R, s’écrit

(4) Tg, = (615 -y €y ¥4 ...,y £F7)

ol e X et (e, ..., 6,) est un repére de (1, 0) vecteurs tangents en x,, (¢*4, ..., &%)
un repére complexe de E* en z,.

Suivant [1], [8] on définit des champs de vecteurs horizontaux £,, £z,
(k=1,..,n) sur R; de la maniére suivante. Si z,€ X, et r, € Ry est donné
par (4), on pose ¢, = }(é, — ¢,,,) pour les parties réelles et imaginaires. La con-
nexion k&hlérienne de X et la connexion de E* associée 4 la métrique duale de celle
de E induisent une connexion sur R,, i.e. un relévement horizontal des courbes
de fagon naturelle. Si €,(f) est un chemin sur X tangent & é, (k= 1, ..., 2n) issu
de x,, et 81 yx(t) est le relévement horizontal & R ,, et f une fonetion complexe C*
sur Ry au voisinage de r, , on posera

df(y: (1))
at o

£Blc f(’”wo) ==
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te

Lo = %(EB;,— iﬁBkM) y L= %(E +s,.) 0 (E=1.,m).

k E+n

On trouve ([1], Lemme 4):

PROPOSITION 1. — Soient 2y, ..., 2, des coordonndes locales sur X, s, ..., s*r un
repére holomorphe local de E*, et motons wu, les coordonnées verticales de R(T¢X),
vy les coordonnées verticales de R(E*), t.e. st 1, = (61 vuvy €y, €5 ..., €2

.0 .
e; =] " = vfs*,

oo
Alors on a:
0
(5) E’Al:=£ uukrlra z'*"ukvﬁ@fa a@y,
(") L3, = L;,—uju; Ii — 8" - ukv}’;@m Tk

Soit R = R(T¢X)X x R(E*). A toute (0, g)-forme ¢ & valeurs dans ¥, nous asso-
cions une fonetion

Rip): R —(A°C"Y

de la fagon suivante: si @, est dans X et r, est un repére de R donné par (4),
Rp)(r,,) est Pexpression de ¢ dans le repere 'rwo; ses composantes sont données par:

R 7,00 = <Py Buh - NE, B 5
Nous noterons par le méme symbole R(p) sa restriction a
W = W(TeX) X x W(E*) .
En un point 7, de R, posons

4%r,) = 0%

ok
ayant exprimé les tenseurs g et @2 dans les repéres naturels déterminés par Tay

On obtient ainsi une matrice carrée (Ael) d’ordre 7-n formée de fonctions & valeurs
complexes définies sur R. Par resmlctlon 4 W, elle induit un opérateur borné

A(l) L2( , (AlCn)r) %Lz(cu), (Alcn)r)
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dont on déduit pour tout ¢ (0 << ¢=m) un opérateur borné
Ay LA, (A°CY) — L2 (W, (A7CP)7)

par la formule:

Gig g (Deeniq

wong -5 e
¢ k=1 *

pour £ = (5%1-. 3,) de L*(U, (4°C)).

<
De plus, on définit pour tout g, I'opérateur borné

CRO: LU, (A2CPY) — LA, (A°CPY)

par:
(ROEL 5 = él Rag,, £ ey
PropostrIoN 2. — Sur W = U, on a Videntité:
(®) R(p) = — 978,,L5, Rig) + (A= E) R(g) .

Dans la formule, les opérateurs £, , £, opérent composante par composante;
et g = 6",

Le reste de ce paragraphe démontre la Proposition 2. Nous allons d’abord cal-
culer les deux membres de lidentité ur R = Rz;. Fixons donc un systéme de
coordonnées locales 2z = (2%, ..., 2”) sur X, et un repére local holomorphe (s, ..., s")
de B au voisinage de z=10. Soit r, = (&1, ..., €,, &*%, ..., *) e R. Si ¢ est une
(0, g)-forme & valeurs dans FE, donnée par (1) et (2), on trouve

"

& Ba g da g
L(R/((P)Iq - gISTIZ U Vu P -

Posons:
E,=¢ K= —mml-L, K —uwl o
175 gy 2 == Uy Uy, Ir Fm ) 3 = UgVp
m

0
b
ove

H, =¢, Hy=—u2u’I? H, = u%v263,
s ) 2 aWs L p sVaVnp

eauz7

alors d’aprés (B), (5') on a:

sz=K1’|“K2‘["K37 ﬁAS=H1+H2+H3
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d’ott
£4,02 R(p )1 = (H,+ H,+ H:;)(K;+ K+ K;) R(g )
= (H, K, +HK2+HK1+HK)5R( )% s

puisqu’il est clair que HzKlﬂi(cp)’,-’-q = H;;K{,j{((p);l; = 0.
On trouve:

K, R(p )’7 —aB"ufﬂw”BktpE ,
— ingyd 770 A
gl K, R(p)2 =— Z e-ﬂu B L T T XY,

¢'H, K, R )’7 ——eBﬂufwﬂa a_qo_ ,

I, w 8k
LA B J 77
¢! H, K, R(p);, = nz 8—:%,% 1...ui:...u,;g><
i g =4 = 7 o
><<pI ”81 »— E e u‘...uiz...uingﬂascplq,

0
(HE R, = (u 0405, sz Bsndev ) = el 8,

ﬁEa o
q H, K, R{p)7 =— z aigﬂusvgﬁgu_f ay x Tivgls ..l . <p—

Puisque 'on veut vérifier une identité entre fonctions définies sur U, il suffit
de le faire point par point, pour n’importe quel systéme de coordonnées sur U.
Choisissons donc un repére holomorphe (s,) de F tel que s**(0) = £**(0), alors
05(0) = d%; d’autre part sur U on a ul = 8}, g; = 8;. Donc au point

Ve, = (61(0)1 veey €4(0), €¥1(0), ..., 8*'(0))
on a
QLK R(p)F, = 670,005, = 418,307, ,
.‘Z!H1K2:R(<P)i =—q!' 3 9 @i 831—1@,, - ¢ hZ ,,ka Ao
¢ H K, Rig); = q!0], 0597
a
'H 'K "R’((p 2 sy(pzl (l)h..."zq .

En utilisant la formule (3) il est maintenant facile de vérfier I'identité cherchée

au point 7, .
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4. — Théoréme d’annulation.

Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme qui fait 'objet de ce travail.
Pour ¢, fixé, et » point de X, soit 6‘O(x) = inf {valeurs propres de A7)} et
posons

5(a) — 5(a)+__ 5(11)— )

REMARQUE. — La condition 6V~ =0, i.e. 6V = 0 signifie que F est semipositif
au sens de Nakano [7]; en outre, d¥ = 0 implique §¢ = 0 pour tout ¢, 1 =< ¢ =< n.
Soit A, la plus petite valeur propre non nulle du Laplacien ordinaire 4 sur X (agis-
sant sur les fonetions).

THEOREME. — On suppose que la métrique sur X soit normalisée i.e. vol (X) =1,
et soil

— - 21 .
Vo= ini (1’ 4na@+uw) ’
St

4t2 @)+ 2
Epowrz)

H Sla— ”oo < max (t H S+ H p—
0Zi=y,

on ¢ H(X, Ky H)= 0.

5. — Dans cette section, nous prouvons le théoréme.
Soient £ = K;Q B, 4 = ¢® o (métrique sur F), ¢ une (0, q)-forme & valeurs
dans E. I’identité (8) (Proposition 2) donne alors sur Uy j:

R(Oz9) = — LR(p) 4 A2 R(p)

el i - -~
avec L= » £, 3, puisque 4@ = AW | R,
k=1

On veut montrer que ;¢ = 0 implique ¢ == 0. Notons:
H = le sous-espace (fermé) de L2(Uyz, (A2Cr)r) des fonctions R(gp), pour g0, ¢)-

P

forme 12 & valeurs dans H,

H;, = L*(Ux, C), Wx=W(TcX),
H, = L¥X, C).
11 suffit de montrer que si fe H et — i]‘ + Awf =0, alors f=0. |

Comme flAk et Ezk sont adjoints ’un de I’autre, £ est un opérateur autoadjoint,
positif, de H dans luni-méme.
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Comme A egt en tout point 7, € Uy 3 une matrice hermitienne, on peut écrire
p [ s ’ p
A9 = A@+ _ g@= J@F ot 4@~ ¢tant deux matrices hermitiennes semi-définies
positives; 4@+ et A@~ définissent des opérateurs bornés de H dans lui-méme.
Posons

p = inf Spec (— £ 4 A9,
H

py = inf Spec (— £ + 69%)
H,

s = inf Spec (— 7+ 69%),
Hy

ot [0 est Popérateur de Laplace-Beltrami scalaire sur X. Alors

LeMMEB., — On & (= iy = M.

L’inégalité u = u, est évidente. Si mz: Uy — X est la projection, et heH,,
alors home Hy et (Oh)om = {(hom), d’ont th = pe. D’autre part, si ge H, est une
fonetion propre de — £ -4 6@*, pour toute matrice unitaire o€ U(n), g(s.) est une

fonction propre, done aussi b= f g(0.) do; mais cette dernidre est une fonction sur X,
U(n) h
fonetion propre pour — O + 69" ; done p, = .

D’aprés MALLIAVIN [4], pp. 333-334, Uinégalité de I’hypotheése dans le théoréme
entraine |09~[ < p,, done le lemme donne 69|, < pu. De cette dernidre iné-
galité il s’ensuit qu’il n’existe pas de fe H, non nul, avec — £f + 49f = 0.

6. — Appendice. La formule de Weitzenbick.

Faute de référence pour le cas ol le rang de & est > 1, nous esquissons iei Ia
preuve de la formule (3); nous suivons [6], ol elle est donnée pour le cas ol ¥ est
de rang 1. Soient @, y e AC(H), 2 = (2, ..., 2,) un systéme Jocal de coordonnées
au voisinage d’un point de X, et s, ..., 5, un repére holomorphe de E dans le méme
voisinage. Alors:

(7, P)) = a,z(0%, v¥)(@)

1 - B
=08, Hz)= g—,tpa.jqdz“/\---/\dzw

(et les formules analogues pour p*; la sommation est sur tous les multiindices)

((}917 'q)ﬁ‘)(z) = Eg“h o gzﬂqwiz:l:---=—q,v)71:--->7q ((}97 %D) :f (¢7 1p)<2) m ¢
X
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I’adjoint du 0 agissant sur les (0, ¢) formes & valeurs dans E (par rapport & la
métrique donnée sur E) est alors donné par
1) ([FEg)t = — M % 3(a,5(% ¢7) = — % 0 % g — @ Da A\ % @f =

= * gt — % (a0, a3 A&\ % @)

i vd

ot 0% est I'adjoint formel du 9 agissant sur les (0, g)-formes ordinaires ([6], p. 102),
i.e. ,

8-*99”_—_— * (2 v, d2' \ % (p")
i=1
d’ou

@) (TN, G == Viths

D’autre part, si Pon note V(@ et V(@ les dérivées covariantes agissantes sur les
(0, g)-formes & valeurs dans E, on définira

V(“)tp — (V(“)(p)"® 8,

(V®p)# = Vo - ate 0,a,; W Ng*

done

(Vi) 7= Va7, T 0 0,0,395, .5, -
On a Dégalité:

(3) — % (B*0,a; 0 \% 9"y, 5, =— G A0 00 i

La démonstration est exactement la méme de [6], p. 122, une fois qu'on a fixé
les indices 1 et .
On déduit de (1), (2), (3):
O 5o =— 0" (Va035,. 5, 0¥0,0,3055, . 5,.)
c’est-a-dire:
(G 9) = 0% ¢ + E(p)
ol on a posé
£k, 5 =— &Pk
et

4) £ = a0,

P vA "
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L’opérateur de Laplace-Beltrami asspcié & la métrique (a,;) est donné par
O,= 30, + 050
“donc on a:
(Dug) = (30;9)" + (37 Op)" -
'D’uﬁe part, on a:
(00,9)" = LG )] = 60" ¢* + G&+(g)
et d’autre part
(0% dp)* = 0% Gt +- &(0yp)
d’ou
(H,9)* = O 4 9&#(g) 4 &*(Jp) -

Par des calculs analogues 4 [6] (p. 124) on frouve:
(O, 5= @9, 5~ 4 Vi 5= 2 Vi E90% i
E=1

d’ol, en tenant compte de expression pour (Ce#); ; ([6], Théoréme 6.1,p. 119),
et de (4), et de la définition de la courbure @, on trouve:

(O.9)F, = — ¢V, Vi, + 0 Vg — él R i T él 0Ol B .7
Finalement, d’aprés les formules:
quo% = az?:?’lzig— h§1 Fiﬁi,,‘?’%...(i),..ﬁ, ’
\ Vk ?’Ii = 0, VIc‘l’lzig .

On a le résultat.
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