Sistemi lineari completi su superficie di Enriques (*).

MavRr1ZIo LETIZIA (Trento)

Sunto. — Vedi Introduzione.

La presente ricerca ¢ articolata in 4 sezioni. Nella prima vengono esposti in modo
piut preciso risultati che si trovano in ENRIQUES [1]. Tra I'altro viene provato che un
sistema lineare completo senza parti fisse e con autointersezione positiva su una
superficie di Enriques e irriducibile e o non ha punti base o ne ha esattamente due
nel qual caso la curva generica del sistema & iperellittica e non singolare. Nella se-
conda sezione viene provato che se |D| é un sistema lineare completo senza parti fisse
o punti base con D?* > 0 su una superficie di Enriques X il morfismo ¢,: X — P¥®)-1
ad esso associato o & birazionale sulla sua immagine o & di grado 2 su una superficie
cubica con 4 punti doppi di P? (cubica di Cayley) o & di grado 4 su P2 Nella terza
sezione viene provato che se invece D ha due punti base — pur soddisfacendo le
altre ipotesi appena elencate — la mappa razionale ¢, ad esso associata & di grado
2 o su P? o su una superficie proiettivamente equivalente a una superficie #,, con
n<2. Vengono inoltre determinate, in quest’ultimo caso, la classe di equivalenza
lineare e le singolaritd della curva di ramificazione di @p. (Il caso in cui 'immagine
di @p sia P? & completamente trattato in ENRIQUES [1]).

Infine nella quarta sezione viene calcolata la dimensione dello spazio dei moduli
delle superficie birazionalmente equivalenti a superficie di Enriques ottenibili come
rivestimenti doppi di superficie F,.

Le curve e superficie che considereremo saranno tutte definite su C. Se X & uno
schema proiettivo complesso e F un oy-modulo indicheremo con A F) la dimensione
di H{(X, F) come spazio vettoriale su C e porremo y(F) = > (— 1)*h¥(F); se D &

120 ’
un divisore su X scriveremo anche h¢(D) e x(D) in luogo di hi(ox(D)) e y(ox(D)) ri-
_spettivamente; |D| sard Pinsieme dei divisori effettivi linearmente equivalenti a D
munito, se D]~ 0, della consueta struttura di spazio proiettivo complesso; dim | D] =
= p%D)— 1 sara la dimensione di tale spazio; con = denoteremo ’equivalenza
lineare tra divisori. Se X & una varietd complessa proiettiva non singolare indicheremo
con Ky un suo divisore canonico. Se D é un divisore effettivo su una superficie X
il genere aritmetico di D, denotato con P,(D), sara 'intero (o). Converremo inoltre

(*) Entrata in Redazione il 21 dicembre 1979,
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di dire che una trasformazione razionale & birazionale o di grado # se lo & sulla sua
immagine. )

Per superficie di Enriques intenderemo ogni superficie proiettiva irriducibile
non singolare X tale che h2(oy) = h* (0x) =0 ¢ 2K, =0.

Ricordiamo che su una tale superficie 'equivalenza algebrica di divisori coincide
con Pequivalenza lineare. In particolare un sistema lineare senza parti fisse su una
superficie di Enriques o & irriducibile 0 & composto con un fascio lineare. '

Vorrei ringraziare il prof. A. BEAUVILLE con il quale ho discusso questa ricerca.

1. - In questa sezione X sard sempre una fissata superficie di Enriques e seri-
veremo K in luogo di K. Sia D un divisore su X ; il Riemann-Roch assume la forma:

D2
D) =5 +1

Se D>0 da h3(D) = W(Ky— D) si ricava h*(D) = 0 e se D = C curva irridu-
cibile dalla successione esatta di cosmologia associata a 0 — 0x(— C) =0z -0, — 0
si ricava

MW—C)=hE +0)=0 e PJ0)=—+1.

Se D>0 e D & isolato — ossia k(D) = 1 — dovra aversi D?*<0 e in particolare
se € & una curva irriducibile isolata su X dovrd essere o €% = — 2 e quindi C & una
curva razionale non gingolare, 0 02 = 0 e ¢ & o una curva ellittica non singolare o
una curva razionale con un punto doppio. Viceversa se C é una curva irriducibile di X
la successione di coomologia associata a 0 — oy —> 0x(0) — 0c(C) — 0 mostra che se
C? = — 2 ( & isolata e h'(C) = 1 mentre se (2 =0 C ¢ isolata o varia in un fascio
a seconda che h°(oo(0’))(: B 0o(0)) = hl(C)) sia 0 o 1 ossia a seconda che o04(0)
non sia o sia il fibrato triviale su €. In entrambi i casi si ha 0o(C + K) ~ 0, dato
che h(0o(C + K)) = ko) =1 e (C-K)-0=0. Se & (2=0 e k() = 2 lele-
mento generico di |(| & una curva ellittica non singolare; inoltre la successione 1
coomologia associata a 0 > 0x(nC) — ox((n 4 1) 0) = 0g — 0 mostra che ho((n -4
4+ 1)<h(nC) +1 e quindi che WnC)=mn-+1, k(nC)=mn, Yn>0 e che ogni
D e nO}siserive D = €, + Cy, -+ ... + O, con 0; € |0]. SBeinvece & (2= 0e h*(0) =1
la successione di- cooimologia associata a 0 — 0x(C) — 0x(20) — 04(2C) = 0, tenuto
conto del fatto che 00(2C) ~ 0¢(20 + 2K) ~ 0¢, ¢i dice che |2C| & un fascio ovvia-
mente irridueibile il cui elemento generico & nna curva ellittica non singolare.

Sia ancora’ C irriducibile, 02 = 0, %%(() ='2; poiché A(K -+ () = h{(— C)=0
si ha BY(K - C) = 1. Sia D e |[K 4 €|; poiché 2D = 2K -+ 20 = 20 si pud scrivere
2D = 0, + ¢, con C;e|C] e C, %0, (altriménti D e |C]). Essendo i supporti di
0, e 0, disgiunti tra loro (¢ C? = 0 e se (, e (, avessero una componente in comune
questa sarebbe una componente fissa di |C|) si pud serivere D = D, + Dycon 2Dy = (
¢ 2D, = C,; D, e D, sono connessi al pari di ¢, e C,.
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In particolare F-C = 2EC,; & un numero pari qualunque sia il divisore F di X

PROPOSIZIONE 1.1. — Sia D un divisore effettivo su X tale che |D| non abbia com-
ponenti fisse. Si ha:

a) se D*>0 |D

& irriducibile ed & RY(D) = 0,

b) se D=0 esistono un intero r>1 e un fascio irriducibile |C| tali che
D] =rC.

ProVA. — Se |D| non ¢ irriducibile & composto con un fascio (lineare) irriducibile
|C|; se |D] == 7C con # > 1 si ha kYD) = r -+ 1>#202/2 4~ 1 il che & possibile solo se
C? = 0, essendo (2 un numero non negativo pari. Supponiamo che sia D? > 0 e che
e: X — X gia il ricoprimento doppio non ramificato di X tale che ¢*K =0. Se
D = ¢#D, |D| non ha parti fisse ed & D? > 0: come prima se ne deduce che |D] & ir-
riducibile e quindi che A1(D) = hi(— D) = 0. Il fatto che HY(X, 0x(D)) possa essere
identificato al sottospazio di Hl(Xoi(f))) laseiato fisso dalla trasformazione lineare
indotta su di esso dall’automorfismo di X che scambia i fogli del ricoprimento im-
plica che anche k(D) = 0.

Sia ora D un divisore effettivo e tale che D?> 0 e sia F la parte fissa di [D| per
cui [D|==[D'| 4 F con |D’'| senza parte fissa. Si ha ancora D’?2> 0 a meno che D’
sie. un fascio irriducibile. In effetti se D’2 = 0 si pud scrivere [D’'| = #C con |C| fascio
irriducibile e dato che F2<0 esisterdh una componente irriducibile G di F tale
che C-G > 0.

Essendo (D' O) = k(D) =1r¢ -1, #C+ G2 ;-1=rC-G 4 G*2 L1 e te-
nuto conto che G & un numero pari e che G2/2 -1 1 = P,(G)>0 si dovrd avere
7’::1, G =—2 0G = 2.

Se G' & un’altra componente di F distinta da G per il Riemann Roch deve essere
25 (C+ G- G)2=21 G2 206" J 2G6¢' . Se fosse G'2 = 0 s’avrebbe G'(C 4 G) =0
il che contraddirebbe il teorema dell’indice dunque & G'2 = — 2 ed essendo CG' pari
& anche 0@ = 0 ossia G’ & una componente di un elemento di C.

Osserviamo che se |C| & un fascio irriducibile con 0% = 0 e @ & una curva irriduci-
bile tale che G2=—2 O-G =2 si ha |0 - G|=|C] -+ G. Cid risulta dalla conside-
razione della successione di coomologia associata a 0 — 0x(C) —0z(C + G) — 0 =0
e dal fatto che se O -4~ G fosse irriducibile si avrebbe 2(C - @) = 0. 8ia ora D un
sistema lineare privo di componenti fisse con D?> 0 e sia ¢ una curva irriducibile:
siha |[D -+ €| = |D| 4 O se e solo se €? = — 2 e OD<1. In effetti la successione di
coomologia associata a 0 — 0x(D) —> 0x(D -+ C) — 0o(D -+ 0) -~ 0 mostra che se

2= —2 g§i ha WD) = k(D -+ C) se e solo se (D<1 e che se 0?=10 & h(D) =
= (D - C) solo se (D = 0 cid che perd &-impossibile per il teorema dell’indice.

Sia infine |D| un sistema lineare completo senza componenti fisse e con D*> 0
su X = X©, Possiamo considerare una successione di scoppiamenti

00030...000,: X = X — X0 5 || > X » XU » XO =X
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tale che, se

[D®| = |D| e | D = a?(’p(i—-nl) y Ol XD 5 X

¢ lo scoppiamento di un punto P, che é un punto base di molteplicita n,>1 di [ D]
e tale che |[D®| = |D| & privo di punti base e quindi ha come elemento generico una
curva irriducibile non singolare.

Ricordiamo che se E,, & la curva di X¢™0 che si contrae a P, si ha:

OC@'_+11(ID(¢)1) = {O‘:HS— B8 e !D(i)|} = [“:HD(H — By 4.

Abbiamo:

D=p—3u PD)-Pp)-3 MY

e dalla successione di coomologia associata a 0 —o0: — 0. (D) = o.(D) — 0 dato
che h*(oz) = h'(o,) = 0 si ricava:

W(o3(D)) = (D) —1 = (D) —1 =~—.

D

r—1
Poiche si ha: 2P,(D)— 2 = D*— ¥ n(n,— 1)>D* il teorema di Clifford & ap-
plicabile e da esso segue che =0

D 1 ol r—1
'—<-—(D2-— > nﬁ) + 1 ossia che 3 nj<2.
2 2 i=0 i=0

Risulta dunque che la curva generica di |D| & non singolare e che |D| ha al pilt
due punti base eventualmente «infinitamente vieini».

Supponiamo che |D| abbia almeno un punto base P; la serie lineare segata da
|D| su un suo membro irriducibile non singolare ¢ & una serie completa (come si vede
dalla successione di coomologia associata e 0 — 0y —> 04(D) — 04(D) ~ 0) di grado
2¢g — 2 e dimensione g — 2, se g = D?%/2 |- 1 & il genere di ¢, che ha P come punto
fisso. Sia |A| tale serie; per il Riemann-Roch su ¢ |4 — P| & speciale e possiamo
scrivere Ko— A+ P=¢ con Qe e Q5 P (altrimenti |4|= |K.|). Poiché &
2Ko=2A abbiamo 2P =2@. Dunque O possiede una g, & cioé iperellittica, e P
e ¢ sono punti doppi di tale g}. Hssendo |K.| = |(2¢9 — 2)Q| possiamo scrivere

|A— P|=|K;—@Q|=|(g—2)20+ Q| =(9—2)20 + Q.

Dunque @ & un’altro punto fisso di 4 — e quindi di |D] —e |[A—P— @] & com-
posta dalla g} di C.
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Abbiamo cosi dimostrato la seguente

PROPOSIZIONE 1.2. — Sia |D| senza parti fisse e con D?> 0; o |D| non ha punti
base o ne ha esattamente 2 nel qual caso il suo elemento generico & una curva non
singolare iperellittica, i punti base sono punti doppi della g; appartenente a tale curva
e la gerie lineare completa segata da D sulla curva, tolti i punti fissi, & composta
dalla g;.

2. - In questa sezione proveremo la seguente

PROPOSIZIONE 2. — 8ia X una superficie di Enriques e sia |D] un sistema lineare
completo su X privo di parti fisse e di punti base e con D? > (. Sia @p: X — PP*2
il morfismo associato a |[D|. 8i ha che 0 ¢, & birazionale 0 D? = 6 e ¢p & un morfismo
di grado 2 la cui immagine & la cubica di Cayley — una cubica di P* con 4 punti
doppi — o0 D? = 4 e ¢, & un morfismo di grado 4 la cui immagine & P2,

ProVA. - Sia F = ¢p(X). Dovendo essere deg F-deg ¢, = D* e deg F>
>codim ¥ + 1 = D?/2 — 1 a priori sono possibili soltanto i seguenti 4 casi: a) ¢p
¢ birazionale ) degg, =2 e deg F' = D*2 ¢) degpp=3, D2=6, deg F = 2
d) deg @p == 4 D?* =4 F = P2 Sja C un elemento irriducibile non singolare di [D|
e sia I' = @p(0). Se deg ¢p>2 I" & una curva di un PP*2~! di grado <D?/2 che non
giace in alcun PP2~! per cui & o una curva ellittica non singolare o una curva ra-
zionale. ) '

La serie lineare segata da |D| su € & completa e senza punti fissi: denotiamola
con |A|. Se g=P,(0)=D*2 11 & degd = 29— 2 e dim [4|=g— 2. Ora se
deg ¢p = 2 e I" fosse razionale C sarebbe iperellittica e (4| sarebbe composta con la
g; di C il che & impossibile visto che |4| non ha punti fissi e dim {4 = g— 2.

Se invece fosse deg ¢p = 3 (e quindi D* = 6 e P,(C) = 4) I" sarebbe una conica

piana e potremmo serivere [A| = [24’| con |A'| una g; senza punti fissi. Per il Riemann-
Roch si potrebbe anche scrivere K, = A'-- A" con |4"| una g; diversa da [4'| — dato
che |K| = |4| —.

Da 2K,=24A=4A4"=2A"4 24" ricaveremmo 24'=2A"=A e quindi 4'= 4".

Abbiamo cosi mostrato che il caso ¢) non si verifica e che nel caso b) la sezione
iperpiana generica di F ¢ una curva ellittica non singolare.

Supponiamo che sia deg ¢, = 2. La trasformazione birazionale o: X > X di-
stinta dall’identita che rende commutativo il diagramma

essendo X non rigata e minimale ¢ un automorfismo,
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Sia @: X — X/o il quoziente di X per lazione di {o, 1}; X/o & una superficie
normale la cui singolaritd sono punti doppi ordinari immagini, tramite x, dei punti
fissi isolati dallazione di {o, 1} su X. Siano P, ... P, tali punti e sia «: X — X la super-
ficie ottenuta da X scoppiando P; ... P,. Se : X — X & I'automorfismo di X indotto
da ¢ e #: X - X/6 = § il quoziente di X per l’azione di {§ 1}, § & non singolare.
Siano %, ... E, le curve di X che si contraggono a P, ... P, rispettivamente; poniamo
C; = #(B,) cosicche #%(C;) = 2H;. Dato che B = —1 si ha (3= — 2 e dato che
le C, sono razionali non singolari & €, K3 = 0. Sia 4 la curva luogo di ramificazione
di # e sia 8 il divisore di S canonicamente associato al rivestimento doppio #: X — 8
tale che 4 ¢ |26].

Abbiamo:

Ki = ﬁ*(KE + 8) = a*Kx +¢=21E1
da cui si ricava

2 4 0) =2 3B, = 30)

Poiché #*: X -8 & un rivestimento doppio ramificato 7*: Pie § — Pic X & iniettivo
e si ha: 2(K; 4+ 9) 2 C;
Da

x(o§)=1=2x(og)+%a( + K;) =2 %(g )(gl _zK§)=2—£

ricaviamo infine r = 4.

Poniamo D?/2 = d. F, essendo una superficie di grado d in P? che non giace in
aleun P71, & a priori, come noto (NAGATA [1]) proiettivamente equivalente a uno
dei seguentl tipi di superficie:

1) proiezioni di P¢ di superficie di grado d in P¢'* non giacenti in alecun P¢
da un punto esterno ad esse,

2) immagini birazionali di P? tramite un sistema lineare di cubiche, generi-
camente non singolari, con al pitt 6 punti base,

3) trasformate di Veronese in P® in quadriche anche singolari in P,

4} coni su curve ellittiche non singolari.

F non pud essere di tipo 4) dato che non esistono morfismi suriettivi di X su
superficie irregolari né di tipo 1) dato che le sezioni iperpiane di superficie di questo
tipo sono curve razionali. Abbiamo appensa visto che X /¢ ha esattamente 4 punti
doppi ordinari: eid implica che ¥ ha almeno 4 puntl singolari ed eselude che ¥ possa
essere di tipo 3).
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Possiamo pereid supporre che F sia di tipo 2). Sia L il sistema lineare di cubiche
piane tale che, se ¢, & la trasformazione razionale di P* ad esso associato, sia
@, (P?) = F. Sia «: Z — P* ottenuta scoppiando i punti fissi di L (anche quelli «infi-
nitamente vieini», come nella prova della Proposizione 1.2) per modo che « 'L sia
senza punti fissi e si abbia un diagramma commutativo

Z
pot L
o
p:--Ps

Poiché F ha almeno 4 punti singolari esistono 4 curve irriducibili ¢,0,0; e €, di Z
tali che C7<—2 e che vengono contratte a un punto da ¢,..;. «(C;), dovendo essere
una componente fissa degli elementi di un iperpiano di I, & o una retta o una conica
non singolare. Se «(0;) fosse una conica non singolare, per essere (j<—2, L do-
vrebbe avere 6 punti base (contando anche quelli « infinitamente vieini») e a(C;)
dovrebbe passare per essi. B facile convincersi che in tal caso si avrebbe Ci>—1
Yj 7 4. Dunque «(C;) & una retta Vi e passa per 3 punti base del fascio (a priori anche
« infinitamente vicini »). Cid implica evidentemente che L ha 6 punti base distinti
che sono i vertici di un quadrilatero completo.

La prova della proposizione 2 & cosl terminata.

Vogliamo ora mostrare, usando una costruzione dovuta a A. BEAUVILLE, che
egistono superfici di Enriques X muniti di un sistema lineare completo |D| senza
componenti fisse o punti base tale che gp(X) sia la cubica di Cayley.

Siano FCP?, a: Z P2 e €, (i=1,...,4) come sopra con L sistema lineare
di tutte le cubiche passanti per i vertici di un gquadrilatero completo. Sia H una
sezione iperpiana di F: si ha K, = — ¢, (H). Sia @ una sezione di F con una qua-

drica di P tale che ¢.,(Q) sia irriducibile e non singolare e sia §: X — Z il rivesti-

mento doppio di Z ramificato lungo 4 = ¢i.(Q) —l—é 0, (si noti che se E; ... K
sono le curve eccezionali di Z e I é una retta di P? ;1= 1ha. 24: ;= 2(a*(21) —i Ei)
per cui A e (28] con 6 = gy (H) + (oc*(2l) —.62 Ez) - -

Essendo ¢rz(Q): C; = @ @-11+(C;) = 0, 4 2(‘:mn singolare per cui anche X lo &
¢ si ha:

2(05) = 25(02) + 385+ Z) =2 + EA(4 + 2K,) =1

. 4
2K, = g*(2K, + 4) = g*(zloi) .

Essendo le ¢, componenti del luogo di ramificazione si pud scrivere §*C; = 26
ed & G5=—1. Sia e: X — X 1a superficie ottenuta da X contraendo G...G,:

18 - Annali di Mafematica
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[ 4 4 N
Poiché 2K, = ¢*(2Ky) + >26; = @'( O’,,-) = > 2@, ne segue 2Ky =0. X & perecid
i=1 i=1 i=1

una superficie di Enriques e § induce un morfismo di grado 2 o: X — F. 8ia D = g*(H);
& D=6, (D) =4 per cui o= @p. '

3. — Sia D un sistema lineare completo su una superficie di Enriques X privo
di componenti fisse, con D* > 0 e con due punti base P, e P,. Sia &: X — X lo scop-
piamento di P, e P, e siano F;, ed F, le curve eccezionali di X che si contraggono
a P, e P, rispettivamente; se D = e D— E,— H, [D| non ha punti base, &
Dr=D2—2, DE,=1 e si ha un diagramma commutativo

X
P5
e}
D, QP Potre
Pp

Sappiamo che ogni curva irriducibile non singolare € di [D| & iperellittica e che la
trasformazione razionale ¢, ristretta a C é data da una serie lineare composta con
la g; di C. ¢, e @, hanno pertanto grado 2 e F = (pﬁ(X) ¢ una superficie di grado
D22 —1 in P®2, Qcriveremo d’ora in poi ¢ in luogo di @5 © porremo D?2 = d. As-
sumeremo @33, (Il caso d = 2 come ben noto & trattato in Enriques [1]). Poichd
P, e P, sono punti doppi della g; appartenente all’elemento generico ¢ di [D| ¢ &
ramificato lungo #; ed FE,. Inoltre se H & una sezione iperpiana di F si ha
@s(B:)-H = B, ¢*(H) = B,D = 1 per cui p4(F,) & una retta di P¢. & noto che una
superficie di grado d— 1 in P? che non giace in alecun P?! & proiettivamente equi-
valente a una superficie ¥, , con n 4 2r -+ 1 = d o alla superficie di Veronese V, C P,

Poiché la superficie di Veronese non contiene rette F deve essere proieftivamente
equivalente a una superficie 7, .. Ricordiamo che la superficie ¥, (n>>0) & il fibrato
con base P* e fibra P! oftenuto incollando i due fibrati banali P! — {oc} X Pt — P1—
— {co}, P1— {0} x P! —» P1— {0} tramite (¢; X,:X,) — (1/t;"X,:X,). Sia B lim-
magine della sezione ¢+ (§;0:1) oo+ {o0;0:1) e A una qualsiagi fibra. Pic 7, &
il gruppo abeliano libero generato dalle classi di A ¢ B e 8i ha A* =0, AB=1,
B*=—mn, K =—(n-+2)A—2B.

Le superfici F,, C P+t (5, >0, (0, r) 7 (0 0)) sono, per definizione, le imma-
gini di #, per i morfismi ¢, , associati ai sistemi lineari [(n + r)4 -+ B[; tali sistemi
lineari sono privi di componenti fisse e punti base e sono irriducibili Yr>0, inoltre
s¢ r >0 ¢@,, & un isomorfismo mentre ¥,, ¢ un cono con vertice Puo(B) =V @ @,
induce un isomorfismo tra F,— B'e F,,— V che porta il sistema lineare |A| nelle
generatrici di F,,.

B facile verificare che le uniche rette contenute in una F,,. sono le immagini
tramite g,, degli elementi del sistema |4| eccettuato il easo in cui # = 1 nel qual
caso anche le immagini del sistema |B| sono rette.
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Torniamo ora a considerare il morfismo ¢: vogliamo mostrare che se F & proiet-
tivamente equivalente a una F,, esiste una curva ¢ di X tale che il sistema |D - O]
é senza parti fisse, ha ancora P; e P, come punti base e di luogo a un diagramma
eommutativo

4

X2, p,, cpoe

™~

F,,C P

@' essendo il morfismo associato al sistema lineare [¢*(D + O) — B, — B,|.

11 sistema algebrico {g*(@)}, al variare di @ tra le generatrici di ¥, ,, & un sistema
lineare, dato che X & regolare, la cui parte variabile & irriducibile dato che altrimenti
sarebbe composta con un fascio di curve razionali e X sarebbe razionale. Sia ¢ un
elemento irriducibile di tale parte variabile e sia H una sezione iperpiana di F,,
attraverso il suo vertice V. Considerando H come divisore di Weil (F,, & normale)
possiamo scrivere H = G, +- ... - G,_,, ¢, essendo una generatrice, e quindi ¢*(H) =
= (d — 1)0 -+ Esz con n;>0 e @(F,) = V. Gli »;, non possono essere tutti nulli
dato che altrimenti si avrebbe 1= D-%, = g*H) B, = (d— l)CA’-E’Z-.

Se H' & una sezione iperpiana di #,, che non passa per il vertice possiamo seri-
vere D0 = H' 9 (0)=H"26 =2 = (d—1)0* + Y n,F,-C.

Dato che d>3 e dato che (d—1)C + S n.F, & connesso deve essere (02 = 0;
& inoltre C+K, = 0 dato che si puod scrivere C =%, -+ M, con M,;>0.

Esiste dunque una curva irriducibile C che non passa né per P, né per P, tale
che ¢#( = C e che (> =0, (D = 2; per costruzione ¢ non & isolata e quindi ||
é un fascio. Il sistema lineare |D’| = |D -+ (] & evidentemente prive di parti fisse:
si ha D'2=D* 4, po(D')=d +} 3.

Congideriamo la serie lineare segata da D’ su un elemento irriducibile non singo-
lare I'e [D|. La successione di coomologia associata a 0 — 0x(C) ~> 0x(D') —or(D’) -0
mostra che tale serie ha dimensione d; d’altra parte la serie segata da |D| su " ha
dimensione d — 1 e la serie segata da C su I” é una g; come si vede dalla successione
di coomologia associata a 0 — 0x(C — D) — 0x(C) —> or(C) — 0 (non pud essere
C— D =1L con L>0 poiché altrimenti sarebbe D(C — D)= 2 — 2d>0). In defi-
nitiva ogni elemento della serie segata da [D’| su I' si pud scrivere come somma di
un elemento della serie segata da |D| su e di uno della serie segata da |C] su [ In
particolare la serie segata da |D’| su [ ha P, e P, come punti fissi il che equivale a
dire che P; e P, sono punti base di |D'|. Sia |[D'| = |¢¥D'— E,— Ey| ¢ ¢’ il mor-
fismo ad esso associato. L’immagine di ¢’ & a priori una superficie F,, con
m - 2r +1=4d + 2. Osserviamo che |[D'— (4 +1)0|= l S~ C’[ =0 dato che
DS nF)=0e DO = 2, mentre |D'— d0| = |3 n.F| # 0. Cio equivale a dire che
esistono sezioni iperpiane di ¥,,, che contengono d elementi di ®m,re(]4]) mentre
non ne esistono che ne contengono d J- 1. Per note proprieta delle superficie F, ,
deve essere m -+ r=d e quindi 7 = 1.
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Osserviamo che la costruzione di |D’| a partire da |D| pud essere fatta, in modo
identico, nel cagso in cui F sia proiettivamente equivalente a una qualsiasi F,,
Supporremmo da ora in poi che I'immagine F di ¢ sia proiettivamente equivalente
a una F, . con r>1 e scriveremo A e B in luogo di ¢, .(4) e ¢,.(B). Facciamo ora
vedere che si ha ¢*(H,) € |A|— salvo scambiare nel caso n = 0, r = 1 i ruoli d’altronde
simmetrici di 4 e B.

In effetti *(4)(¢*(4) 4 Ki) = @*(4) (B; + By) = A(p«(Ey) + @x(By)) deve es-
sere un numero pari per cui o g (H,)e (4| 1 =1,2) 0 p(B)e[B] (i =1,2)er=1
(ricordiamo che g, (H;) & una retta di P3). 8e n > 0 B ¢ isolata ed essendo ¢ di grado 2
e ramificato lungo F, ed F, non & possibile avere g (B, = @u(E;) = B

Sia € la curva di F luogo della ramificazione di ¢ e sia € = ad + bB; vogliamo
determinare @ e b. Sia H = (n -+ )4 -+ B una sezione iperpiana irriducibile e non
singolare di F tale che ¢*H sia irriducibile e non singolare e sia A tale che ¢*A
sia irriducibile e non singolare. B 2P, (4) — 2 = P,(H) — 2 = — 2 & 2P,(¢*(4)) —
—2=¢*4) (p*(4) + K,) =0 2P,(¢*H)— 2 = ¢*(H) (¢*(H) 4 K;) =2 + 2n - 4r.

La formula di Hurwitz applicata alle restrizioni di ¢ a ¢*4 e ¢*H rispet-
tivamente da: C-A=0b=4, O-H=a- br==6-1 2n- 4r. Abbiamo percid
Cel(2n+-6)4 4 4B| = |- 2K, 4 24|.

Allo scopo di studiare le sin}golarita di ¢ considereremo la situazione seguente:
8® = 8 & una superficie proiettiva non singolare, #™: 8™ — §¢~1 per k1 & lo
scoppiamento dei punti P, ;. di §#~ (ometteremo di precisare la variabilita degli
indici: s’intende che essi variano compatibilmente con le assunzioni fatte), E;
& la curva eccezionale di 8™ che si contrae a P; . H, . indicherd anche la
trasformata propria di B, _ in ognuna delle §% con k> h e porremo 7z = 2Mon®...0n®
qualunque sia » confidando che fali ambiguitd non generino confusione.

Supporremo ehe sia P, €8, ., e per 1<h<k— 1, Pintero &7y,
sara, deﬁnlto cosi: e 0 se P LEE Todnr ej;l =1 se P € EJ‘ . (per

ipotesi & gp it = =1 ed & gpadt = =1 al pill per un solo valore di h - & — 1).
Abbiamo

Ky = mo*(Kyg) + E 6o, By, + ch‘lJIEJ;Jz ot Z 5 3By, 5
By Iz I J%

con i ¢; determinati ricorsivamente da:
— — T I, Tyeer T
05, =1 Vdy, e =L €187 5T O 87 gt F g BRI

Sia D un divisore effettivo di § e sia n; , la molteplicitd di P, 5. per la tra-
sformata propria di D in 8®. Se D® — 71D & tale trasformata i ha:

D(k)_n* D) zd E z Tods J-IJﬂ z dJl...JhEJ
Iy e
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con i d; ; determinati ricorsivamente da:

_ _ 3 7y T,
d, =mn; Vi, & ="My 5T st 5T s 800 5+

Ty g
TR A LY A A

Sia D privo di componenti multiple: & possibile trovare una successione § = §® —
- 8ED | 8" 8@ tale che, se d; ,, (1<h<k) & un intero che vale 0 o 1
determinato dalla condizione che &; , — 4, , sia un numero pari, la curva:

r

D = 'D(k) —]_ JE‘S,BEL + z (SJIJzEJIJg + z 6J1...JkEJ1.,.Jk
1 : Jida gy dx

sia. non singolare.

Cid & pressoché evidente se si considera che effetfuando opportuni scoppiamenti
81 pud successivamente fare si che la trasformata propria di D sia non singolare,
che tutte le curve E; , intersechino al pit in un solo punto e in tal caso trasver-
salmente tale trasformata propria, che se due curve distinte ¥, ., By 5, inter-
secano ambedue tale trasformata propria siano disgiunte: & ora chiaro che a pariire
dalla situazione descritta si possa pervenire a quella desiderata.

Osserviamo che se f: ¥ — S & un morfismo di grado 2, D il divisore della rami-
ficazione di f e S, D sono come precisato, il rivestimento doppio 7: Y -8 cheha D
come divisore della ramificazione & ovviamente birazionalmente equivalente a Y.
Tornando a considerare il morfismo ¢: X - F,, supporremo, con riferimento a
quanto sopra, che § = F,, e che D = ( sia un elemento privo di componenti
multiple di |— 2K, , - 24| = ]20] per cui €= De|2§] con

dy,— 07,
2

dJ J) _6J J)

1o dx 1o e

B 3 el Chadip,
JiooJe

§ =m*(8)—3

Jy

Sia. ¢: X — § il rivestimento doppio di § ramificato lungo €. X & non singolare e
per ogni o.-modulo corrente § si ha:

H(X, ¢*F) = H'S, 5)® H(S, F ® o5 05(— §)) .
In particolare — dato che K, = ¢*(K, + 0) — si ha:
Hi(X o (nK,)) ~ Hi(S oz (n(K; + 5))) ) Hz(S o (n(K, + &) — ~)) .

Vogliamo trovare le condizioni necessarie e sufficienti che deve soddisfare ¢' perché
X sia birazionalmente equivalente a una superficie di Enriques ossia perché si abbia:

plog) =1,  W(nE;4 )<l Vax0, WE;+0)=0, 2K+ &) =1.
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Le condizioni scritte implicano h(n(K- + 6)— 5) =0, Yn>0: se fosse De
€ In(K; + 8) — 8| per qualche n si avrebbe 2D -+ C e |2n( (K, + 6) ] — in partico-
lare n>1 — e se [2(K, + §)| = {F} dovrebbe essere nF = 2D + C, in particolare,
dato che C non ha componentl multiple, sarebbe F>C e quindi avremmo F— (e
€ [2K,[ il che ¢ impossibile. ‘

B R(E; -+ 8) = 0 se e solo se non esiste alcun 4, € |4| tale che

dy — 0 d — 4
mHAy) — > (i—j‘{l‘—" odl)EJl - EJ (M?*‘J’—ﬂ— GJx...Jk)EJl...ch>O

J1

ed & k°( (K- -+ 5)) =1 se e solo se esiste una unica coppia 4,, A, di elementi di IA[
—necessariamente distinti se A*(K - 0) = 0 — tale che:

TH(4y) + ¥(4y) ~2z(d"1 61—cJ1)EJ1...

dy..7o—0
w2y (*%M—GJ,...J;C)EJI...J,C>O-
Iy Jk

=13 sia [I; Pinsieme dei va-

Supponiamo che sia WK, + 8) = 0 e A2 ( 2+ 9) =
; @ I'nn ]“2 = @), Si pud scrivere

lori di J; tali che il punto P; stia su
a¥d) =n'4) + 2 B, + 2 mszzEJlJz-‘-'
Deve essere € Sl

— 39 .
~—2——~0J1=@‘————2J‘—~1<0 se J ¢ I, U T,

Ny — 0

JETE—I<1 se Jlef'lU]_'z

in entrambi i casi si ha pertanto n; <3.
Dovendo anche essere

dygi— 05,0, Mg, + Mg, — Oy,
9 CEC i 9

—2<0 se J,¢INUT,

si ha anche n; , <2 se J, ¢ 13U [},
Osserviamo che se & 1y, <3 e m; ;<2 si ha

1 )
(Jl...J}), 5 Jl“'Jh*"CJl...Jh<0 Vh>2

per cui se fosse n, <3 e n;; <2, VJ;, J, si avrebbe REK L - )+ 0. Esisteranno
percio delle coppie Jy, J, tali che #; =n Jwe = 33 se 1 P; corrispondenti stessero
tutti su A4; o tuthi su 4, Dessere AY(2(K;--0)) 0 equivarrebbe allessere
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h(K; -}- §) 0. Possiamo quindi supporre, eventualmente cambiando gli indici che
sia my=m,;=38 con P,ed; e ny,=nyp =3 con P,ecA4,.

Dovendo essere m) — (n; - n;; — 0;; — 2¢,;) = m{? — 20 per i =1,2 abbiamo
che la trasformata propria di 4; in 8™ passa per P, per cui se 4, non fosse compo-
nente di ¢ la molteplicita di intersezione di 4, e C in P; sarebbe almeno 6 mentre &
A0 = 4. '

Dunque 4, e 4, sono componenti di ¢, 0 — 4, — 4, ha in P; (¢ =1, 2) un punto
doppio e la molteplicita di intersezione di ¢ — 4, — A4, con A, in P, & esattamente 4
(€ non ba componenti multiple e (0— 4;— A4,)A; = 4). In particolare (— 4, — 4,
non ha altri punti in comune con A, alllinfuori di P, e si ha g, < 3 per
t=1,2eVY,. .

Osserviamo che le condizioni necessarie ottenute su ¢ perché sia A%K 4 §) = 0
W(2(X, + 6)) =1 sono anche chiaramente sufficienti perché si abbia

R((2n + 1)K, + 8)) =0, h(2n(K,+ §)) =1 Yn>0.
Infine per quanto riguarda y(o;) si pud scrivere

58 & K- o —
8( : )34ty [dJl . oy, 4 sl =dnn g ] ,
Ja

24 2
— 5 _
. [(dﬁ_z_i__ OJl)EJ, -+ z(ﬁi."l_h_z_ﬁsiﬁ — CJLJz)EJlJa ] .
Je

Se ( verifica le condizioni sopra ottenute & facile, benche tedioso, costruire esplici-
tamente una S con le proprietd richieste e verificare che se J, % 1, 2 ’'addendo rela-
tivo a J,; nella sommatoria sopra scritta vale 0 mentre se J; =1 0 2 esso vale — 2.

Osserviamo da ultimo se O verifica le condizioni ottenute B non pud essere una
componente di ¢ dato che se lo fosse, essendo 4,B =1, ¢ non potrebbe avere in
P, e P, le singolaritd dette. In particolare deve essere n<2 dato che se n > 2 il
sistema lineare [(2n 4 4)A - 4B| ha B come componente fissa; inoltre se n > 0,
dato che B( = 6 — 2n, B pud passare al piu per uno solo dei punti P,, P, e cid pud
avvenire solo nel caso che n = 1.

I risultati di questa sezione sono riassunti nella seguente:

PROPOSIZIONE 3. — Sia X una superficie di Enriques, D un sistema lineare com-
pleto senza componenti fisse e con 2 punti base F; e P, e sia ¢p: X > F C P?
(F = gp(X), d = D?/2) la trasformazione razionale ad esso associata. Si ha:

a) B deg ¢p = 2 e F & proiettivamente equivalente a una superficie ¥, , con
w+2r+1=de n<2.

b) Esiste una curva F tale che il sistema D + F sia senza componenti fisse
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abbia ancora P; e P, come punti base e dia luogo ad una diagramma com-
mautativo

7. 421G Pite

<PD+?// l
//
X - F,,C P
b

¢) Se r>1 e C & la curva di ramificazione di ¢, & Ce|(2n + 6)A + 4B,
C ha come singolaritd al pin punti tripli con punti infinitamente vicini del

° ordine al pit doppi eccezione fatta per 2 punti tripli @, e Q, con cia-
scuno un punto infinitamente viecino del 1° ordine ancora triplo e i due
elementi di A che passano per @, e @, sono componenti di €. Viceversa
se € & un qualunque divisore senza componenti multiple di |(2n -+ 6)4 4 4B|
che abbia le proprietd appena specificate, il ricoprimento doppio di F,,
ramificato lungo C & birazionalmente equivalente a una superficie di Enrigues.

4. — Su una data superficie F, fissiamo due elementi distinti 4, ed A2 di |4]
¢ due punti P, P,, tali che P, 4, (i =1, 2).

Sia F=1F1, e n': F'— F lo scoppiamento di P, e P,: poniamo B, = a'~}(P,)
(! =1,2). Sia n": F — F’ lo scoppiamento dei punti rP, P, di B, ed E, rispettiva-
mente corrispondenti alle direzioni di 4, ed 4, e poniamo K, = a"~Y(P;) (¢ = 1, 2).
Denoteremo #"*(X,) — B, ancora con F, (i =1,2) e porremo # = z'o #". Vogliamo -
analizzare il sistema lineare completo

((2n 4+ 4) A + 4B) — 2K, — 2B, — 4F; — 4E,| = |- 2K,

di F nei due casi seguenti: I caso) B non passa né per P, né per P, (se # ==0 ci
porremo, come & lecito fare, in tale caso); II caso) B passa per P, ma non per P,
e n=1. In entrambi i casi, avendo posto 4, = n*(4,) — B, — 2K, (i=1,2), e
K= K. possiamo scrivere

|~ K| = |4, + 4, + n*(n4 4 B) + mB|.
Indicheremo con € una qualunque curva irriducibile non singolare di n*(nd - B);
C ¢ razionale e si ha h*(C) = n -+ 2, B(0) = h¥(C) = 0.
Osserviamo che se I & una curva irriducibile di F tale che 7K < 0 si ha
senz’altro A'(I") = 0 dato che la successione di coomologia associata a

0 — 05 —0:(I") —or(I') =0

da h{(I") = hYor(I")) ed essendo per ipotesi > I'(I' 4 K) & h*(or(I) = 0,
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I caso. Sia B = n*B. Le successioni di coomologia associate alle succegsioni
esatte:

1) 0 —>0(0) —>0(C + 4, »o, A(—1) >0, i=1,2

2) 0->0(C+ 4A;) —0o(C+ A+ 4;) >0, (—1) >0 i, j}=1{1,2

3) 0—=0(C+ 4, +4y) >o(C+ A, + A+ B) o052~ n) >0

4) 000+ ) ~o(C+ A+ B) »o0y(~n+1) >0

5) 0—>0(C+ A;+ B)~>o(C+ 4,4 4, + B) »o0,, >0, G, 5} = {1, 2}

mostrano che 11(C + 4,) = k(0 -+ 4, + 4,) = (0 + 4, 4+ B) = 0 (successioni 1,
2 e 4), che B (— K) = 5, hi(— K) = 0 e che né 4, né A, (successione 5) né B (suc-
cessione 3) sono parti fisse di |— K|. Dunque | — K| non ha parti fisse ed & di conse-
guenza irriducibile (se fosse composto con nn fascio dovrebbe essere A, = B). Dato
che |C] non ha punti base gli eventuali punti base di |[— K| dovrebbero essere o su 4,
o su 4, o su B: poiché si ha — K4, =0, — K-B = n— 2 e poiché la successione 3
mostra che per n < 2 |— K | sega su B una serie completa di grado 2 — n necessaria-
mente priva di punti fissi possiamo concludere che |— K | non ha punti base.

Di conseguenza |— 2K| non ha parti fisse, & irriducibile e non ha punti base;
essendo (— 2K) K = — 8 < 0 si ha b(— 2K) = 0 e h(— 2K) = y(— 2K) =13.

II caso. Sia B = n*B— E,— H,. Le successioni di coomologia associate a:

0 —o(C) = o(C + E;) —>og(—1) =0
0—>0(C+ A4,) >0o(C+ 4,4+ E;) —o0g 0

mostrano che |0 - A, - ;| non ha parti fisse: se ne pud dedurre che & irriducibile
e senza punti fissi. Sia €’ un elemento irriducibile non singolare di |C -+ 4, + E{l;
O’ ¢ razionale dato che (' =1n +1 e ('K = — 3 — n. Se si ripetono le conside-
razioni fatte nel caso I mettendo €' al posto di € ed E, al posto di 4, si trova che
|— 2K| & privo di parti fisse, irriducibile e senza punti base e che si ha ancora
ho(— 2K) = 13, hi(— 2K) = 0.

Abbiamo cosi esaurito 'analisi del sistema — 2K nei due casi che ci eravamo
prefissi.

Supponiamo ora di trovarci in uno dei due casi descritti e sia " un elemento irri-
ducibjle non singolare di |— 2K|. Dato che I'H, = rd,=pF B,=A4,4,=84,=0
la curva 4 =TI+ 4,4 4, + B, B, & non singolare e si ha

A €| 2R + B, + By — a+(4))]

Sia g: X —F il rivestimento doppio di F ramificato lungo 4. Se ¢*(d,) = 20,
(1=1,2), o*(&;,) =20, (1=1,2), le C, sono 4 curve eccezionali del 1° genere.
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Sia e: X — X la superficie ottenuta contraendole. X & una superficie di Enriques;
in effetti si ha:

4
2Ky =g Ai+ 4+ B+ B) =23 0= e*(2Ky) +2 3 C,
i=1

cosicché 2K; = 0, e inoltre &

2(0) = yloz) = 2x(0z) + —(6—;—@ =2—1=1.

Fissiamo un >0 con >0 se n=0 e poniamo D = o*a*((n + r)A 4+ B); &
Dr=2n 4+ 2r), DC, = Do, =1, DC, = DC, =0 per cui se eeD=D & D=
= 2(n + 2r) 4 2. Il morfismo mop induce una trasformazione razionale 7': X -+ F,;
essendo kD) =n 4+ 2r 42 & ¢, o T = @p.

Osserviamo che se I" & un qualsiasi elemento irriducibile di |— 2K| il ricopri-
mento doppio di F ramificato lungo A =TI+ 4, + 4, + B, - E, & birazional-
mente equivalente a una superficie di Enriques dato che I, essendo P, (I") = 5, pud
avere come singolarita al pitt un punto triplo con un punto doppio infinitamente
vieino del 1° ordine.

Richiamiamo ora la descrizione del gruppo @, degli automorfismi di una super-
ficie F,. i

B F,= P xP' e se o: P1x P 3 P'xP' & definito da of(P, Q)= (Q, P) G, &
generato da ¢ e dal suo sottogruppo normale PGL(1) x PGL(1), PGL(1) essendo
il gruppo degli automorfismi di P Se #>1, riferendoci alla realizzazione di F, come
fibrato su P! descritta nella sezione 2 si ha che ogni ¢ € G, induce un automorfismo
della base: la mappa G, — PGL(1) cosl ottenuta & suriettiva e se N, ne & il nucleo
H, pud essere identificato con il gruppo quoziente del gruppo moltiplicativo di
matrici '

acC* Ct)eCt] e deg O(t)<n}

(]

L’azione di H, sull’aperto P!— {oo} xP* di F, pud essere descritta esplicitamente
cosi: '

modulo il suo sottogruppo

(t; Xo: Xy) 5 (8, 0 X,y O) X + a1 X,) .

In particolare si ha che prese comunque » -~ 1 fibre distinte 4,... 4, e prese co-
munque n + 2 coppie di punti (P_,, P ), (Py, Py), ..., (P,, P,), nessuno dei quali
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stia su B e tali che P, Pie4;, i=0,..,n. P_;, P. €4, P_ P, P, P,
esiste uno ed un solo elemento h e H, tale che A(P,) = P:,, VJ>—1.

Consideriamo gli insiemi I, = {{P, Q}|P,Q e F,, P+ @}, I, = {{P,Q}|P,Q c F,,
P e @ non stanno su uno stesso elemento di A né stanno entrambi su B},
I, = {{P,Q}|P,Q e F,, P e non stanno né su uno stesso elemento di 4 né su uno
stesso elemento di B}; facciamo agire &, su I, ponendo g({P,@}) = {g(P), g(@)}
se ge G, e {P,Q} eI, (n=0,1,2). Da quanto richiamato risulta immediatamente
che: I, si ripartisce per I’azione di G, in due orbite, una, che denoteremo 0§°) cosbi-
tuita dagli elementi {P, @} tali che P e @ non stanno né su uno stesso elemento di 4
né su uno stesso elemento di B, Paltra, O, costituita dai restanti elementi di I,;
I, si ripartisce anch’esso per Pazione di @; in due orbite, una O costituita dagli
elementi {P, @} tali che né P né¢ @ stanno su B, Paltra O costituita dagli altri ele-
menti di I,.

@, agisee transitivamente su I,.

Se 8,({P, @}) indica lo stabilizzatore di {P, @} I, per l'azione di @, (n = 0,1, 2)
si ha dunque: ,

dim 8,({P,Q}) =2 se {P,Q}e0? dim 8,({P,Q}) =3 se {P,Q}e0O®
dim 8;({P,Q}) =2 se {P,Q}e0P dim S,({P,Q}) =3 se {P,Q} 0P
dim S,({P,Q}) =3 se {P,Q}el,.

In definitiva i calcoli fatti nel corso di questa sezione permettono di asserire la
seguente

PropPosIzIONE 4. — La dimensione dello « spazio dei moduli» delle superficie di
Enriques X che hanno un sistema lineare D senza parti fisse tale che la trasforma-

zione razionale ad esso associata, D, abbia per immagine #, 6 10 se n = 0,1 ed &9
se m=2.

BIBLIOGRAFIA

A. BrAuvILLE, Surfaces algebriques complexes, Astérisque, 54 (1978).

I. CuararmviTcH ed altri, Algebraic surfaces, Proc. of the Steklov Institute, 75 (1965).

F. ExriQuEs, Sopra le superficie algebriche di bigenere uno, Memorie della Societd Italiana
delle Scienze, serie 32, 14 (1906).

F. ExriQues, Sopra le superficie algebriche di bigemere uno, Memorie della Societa Italiana
delle Scienze, serie 32, 14 (1906).

M. NAGATA, On rational surfaces. - 1: Irreducible curves of arithmetic genus 0 or 1, Mem. Coll.
Sei. Kyoto Ser. A Math., 32 (1960).

M. RErp, Hyperelliptic linear systems on a K3 surface, J. London Math. Soc., (2), 13 (1976).



