
Sistemi lineari completi su superficie di Enriques (*). 

)/IAuRIZIO LETIZIA (Trento) 

S u n t o .  - Vedi Introduzione. 

La presente ricerca ~ art icolata in 4 sezioni. Nella pr ima vengono esposti in modo 
pifi preciso risultati  che si t rovano in E~nIQuEs [1]. Tra l 'altro viene provato  chc un 
sistema lineare eompleto senza pa t t i  fisse e con autointersezione positiva su una 
superficie di Enr iques  ~ irriducibile e o non ha punt i  base o n e  ha esa t tamente  due 
nel qual caso la curva  generica del sistema ~ iperellittica e non singolare. ~el la  se- 
conda sezione viene provato  che se IDI ~ un sistema lineare completo senza pat t i  fisse 
o punt i  base con D ~ > 0 su una superficie di Enriques X il morfismo cfo" X -->P h~ 
ad esso aSsociato o ~ birazionale sulla sua immagine o ~ di grado 2 su un~ superficie 
cnbica con 4 punt i  doppi di P~ (cubica di Cayley) o ~ di grado 4 su p2. ~e l la  terza 
sezione viene provato  che se invece D ha due punt i  base ~ pur  soddisfacendo le 
al tre ipotesi appena  elencate - -  la mappa  razionale ~ ad esso ~ssociata ~ di grado 
2 o su P~ o su una superficie proie t t ivamente  equivalente a u n a  superficie/~,~ con 
n<2. Vengono inoltre determinate,  in quest 'ul t imo caso, la classe di equivalenz~ 
lineare e ]e singolarit~ della curva di r~mificazione di ~ .  (I1 caso in cui l ' immagine 
di ~ sia p2 ~ completamente  t r a t t a to  in E~IQVES [1]). 

Infine nella quar ta  sczione viene calcolata la dimensione dello spazio dei moduli 
delle superficie birazionalmente equivalenti  a superficie di Enriques ottenibili  come 
r ivest iment i  doppi di superficie ~ .  

Le curve e superficie che considereremo saranno t u t t e  definite su C. Se X ~ uno 
schema proiet t ivo complesso e ~- un ox-modulo indicheremo con h~(9 ~) la dimensione 
di H~(X, ~) come spazio vettoriale su C e porremo Z(Y) = ~ (-- 1)~h/(57); se D 

~>0 

un divisore su X scriveremo anche h~(D) e z(D) in luogo di h~(ox(D)) e Z(ox(D)) ri- 
spe t t ivamente ;  IDI sar~ l ' insieme dei divisori effettivi l inearmente equivalenti  a D 
munito,  se IDI =/: 0, della consuet~ s t ru t tu ra  di spazio proiet t ivo complesso; dim ]DI 
----i h~  I sar~ la dimensione d i  tale spazio; con ~ denoteremo l 'equivalenza 
lineare t ra  divisori. Se X ~ una variet~ complessa proiet t iva non singolare indicheremo 
con K z  un suo divisore canonieo. Se D ~ u n  divisore effettivo su un~ superficie X 
il genere ar i tmetico di D, denota to  con/)~(D),  sar~ l ' intero h~(o~). Converremo inoltre 

(*) Entrata in Redazione il 21 dicembre 1979, 
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di dire che una  t rasformazione razionale 8 birazionale o di grado n s e  10 8 sulla QUa 

immagine .  
Pe r  superficie di l~nriques in~enderemo ogni supcrficie pro ie t t iva  irriducibile 

non singolare X ta le  che h=(ox) -~ h ~ (ox) = 0 e 2 K x  =--O. 

l~icordiamo che su una  tale  superficie l ' eqnivalenza  algebrica di divisori coincide 

con l 'equiv~lenza linesre. I n  part icolare un s is tema lineare senza pa r t i  fisse su una  
superficie di Enr iques  o 8 irridncibile o 8 composto ton  un fascio lineare. 

Vorrei r ingraziare  il prof.  A. B~,~ttrV~LLE con il quale ho discusso questa  ricerca. 

1 .  - In  questa  sezione X sara scmpre una  fissata superficie di Enr iqnes  e scri- 
ve remo K in luogo di K x .  Sin D u n  divisore su X ;  il l~iemann-l~och assume ]a forma:  

D 2 

Z ( D ) - = T  + ~ 

Se D~>0 d~ h2(D) ~ h~ - D) si r i t ava  h~(D) : 0 e se D -~ C t u r v a  irridu- 

cibile dalla sutcessione esat~a di cosmologi~ associ~ta a 0 -+ ox(-- C) - ,  ox----> oc--> 0 

si r ic~va 
C ~ 

h~( - C) -~ h~(K ~ V) = 0 e .P~(C) ~--~- ~ 1 .  

Se D~>0 e D 8 isolato - -  ossia hO(D) = 1 - -  dovrs  aversi  D 2 < 0  e in par t icolare  

se C 8 una  curva  irriducibi]e isolata su X dovr~ essere o C ~ ~ - -  2 e quindi C 8 una  
curva  razionale non singolare, o C2 = 0 e C 8 o una  curva  ellittica non singolare o 

una  cur:ca razionale con un pun to  doppio. Viceversa se C 8 una  curva  irr idutibile di X 
la successione di coomologia  associ~t~ a 0 --~ ox ~ ox(C) --> oc(C) ~ 0 mos t ra  c h e s e  

C ~ --~ - -  2 C 8 isolsta  e hi(C) = 1 men t re  se C ~ = 0 C 8 isol~t~ o var ia  in un  fascio 

a s eeo ,da  the  hO(oo(~))(= h l ( o c ( C ) ) =  h~(C)) sin 0 o 1 ossia a s tconda the  o~(~) 
non sis o sin il f ibrato t r ivis le  an C. I n  cn t r ambi  i casi si ha  0o(C § K )  ~ oc da{o 
che h~ § K ) )  -~ h~(oc) = l e ( C ~ K ) . C = 0 .  Se 8 C ~-~ 0 e h~ = 2 l 'ele- 
mento  generico di ICI 8 un~ curva  ellitt ica non singo]are;  inoltre 1~ successione di 

toomologla  asso t ia ta  ~ 0 - > o . r ( n C ) - + o x ( ( n  § 1 ) C ) - - > o c - + 0  mos t ra  the  h~ q~ 
§ 1 ) < h ~ 2 4 7  I e quindi che h ~  n §  1, h ~ ( n C ) ~  n, Vn>0  e che ogni 

D e InC 1 si s t r ive  D ~- C , §  C= § ... § C,, con C~ e IC[. Se invece 8 C ~ ~ 0 e h~ -~ 1 

la successione d i  c0omologia associata a 0 -+ ox(C) --> ox(2C) -+ oc(2C) -> 0, t e n u t o  
conto del f a t to  Che oc(2C) ~ o~(2C § 2K) ~ oc,, ci dice -che 12CI 8 un fascio ovvia- 
m t n t e  irriducibile il cui e lemento gentr ico 8 una  ctlrva ellittica non singolare. 

Sin anCora C irridncibilc, C 2 ~ O, h~ -----2; poi th8 h l ( K  " § C) -= h~( - C) = 0 

si h~ h0(K § C) - -  1. Sin D e IK § 0j; poich8 2D -~ 2 K  ~- 2 C ~  2C si pub scrivere 
2D : C~ § C~ con C~ ~ ICI e C~ 4aC~ (al t r imenti  D e  [CI). ESsendo i suppor t i  di 

C~ e C~ disgiunti  t r a  ]oro (8 C 2 : 0 e se C~ e C: avessero una componenCe in comune 
ques ts  sarcbbe una  t omponen te  fiss~ di [C]) si pub scrivere D = D~ § D~ con 2D~ ~ C~ 
e 2D~ : C~; D~ e D 2 sono tonnessi  s1 pa.ri di C, e C~. 
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I n  par t ico la re  E .  C = 2 E C ,  ~ un  n u m e r o  par i  qua lunque  sia il divisore /~ d i  X .  

P~O~'OSlZlOEE 1.1. - Sia D u n  divisore effet t ivo su X tale che IDI non  abb ia  com- 

ponen t i  fisse. Si ha :  

a) se D ~ > 0 IDI 8 irr iducibile ed 8 h~(D) ~- 0, 

b) se D ~ - -  ~ 0 es is tono u n  in tero  r > l  e un  fascio irr idueibi le  ICI tal l  che 

IDI = r e .  

Pl~owt. - Se IDI non  ~ irr iducibile ~ compos to  con un  fascio (lineare) irr iducibile 

ICI; se IDI ~ rC con r >  1 si ha  h~ = r + l>r~C~/2  + 1 il che ~ possibile solo se 

C :.' = 0, essendo C ~ u n  n u m e r o  non  nega t ivo  pari .  S u p p o n i a m o  che sia D ~ > 0 e che 

e: ) ~ - >  X sia il r i copr imen to  doppio  non  ramif ica to  di X tale che s * K ~  O. Se 

1~ -= s ' D ,  IDI n o n  ha  pa r t i  fisse ed ~ ~2  > 0: come p r i m a  se ne  deduce  che I~l ~ ir- 

r idueibi le  e quindi  che hl(J~) = hi( - 1~) ~ 0. I1 f a t t o  che t t I ( X ,  oz(D))  possa  essere 

ident i f icato  al so t tospaz io  di H~(~o~(~) )  laseiato fisso dal la  t r a s fo rmaz ione  l ineare 

i n d o t t a  su di esso dMl ' au tomor f i smo di X che scambia  i fogli del r i copr imen to  im- 

pl:ica che anche  h~(D)-~ O. 

Sia o r a / )  un  divisore effet t ivo e ta le  che D ~ > 0 e sia E la pa r t e  fissa di IDI per  

cui  IDI = ID'I + F con ID'[ senza pa r t e  fissa. Si ha  ancor~  D '2 > 0 a meno  che D '  

sie~ un  fascio irriducibile.  I n  effett i  se D '2 --~ 0 si pub  serivere ID'I = rC  con IcI fascio 

irr idueibi le  e da to  che F 2 < 0  esister~ una  e o m p o n e n t e  i rr iducibi le  G di _F tale 

ehe C . G  > 0. 

Es sendo  h ~  C) -~ h~ ') = r -[- 1, (rC + G)2/2 + 1 = r C . G  --[- G~/2 + 1 e te- 

n u t o  con to  che CG ~ un  n u m e r o  par i  e che G~/2 + 1--~ P ~ ( G ) > 0  si dovrh  avere  

r : = l ~  G ~ - 2  CG--~2 .  

Se G' ~ u n ' a l t r a  c o m p o n e n t e  di E d is t in ta  da  G per  il I t i e m a n n  R o c h  deve essere 

2 ~ ( C + G +  G') ~ = 2 + G '2 + 2CG' -]- 2GG% Se fosse G '2 = 0 s '~vrebbe  G' ( C + G) ~ 0 

il che c on t r a dd i r e bbe  il t e o r e m a  dell ' indice d u n q u e  ~ G ' ~ = -  2 ed essendo CG' p~ri 

smche C G ' =  0 ossia G' ~ una  c o m p o n e n t e  di u n  e lemento  di C. 

Osserv iamo c h e s e  ICI 5 un  fascio irr iducibi le  con C ~ ~ 0 e G ~ un~ cu rva  irriduei- 

bile ta le  ehe G ~ = -  2 C .G  = 2 si ha  IC + G I ~ ICI ~ G. Cib r isul ta  dalla conside- 

razione della sueeessione di coomologia  associa ta  a 0 -~ oz(C) -+ oz(C + G) --~ oa--> 0 

e dM fa t t o  ehe se C + G fosse irr idueibi le  si av r ebbe  h~(C + G) ~ O. Sia o r ~ / )  un  
sis:~ema l ineare p r ivo  di c o m p o n e n t i  fisse con D ~ > 0 e sia C una  eu rva  i rr iducibi le:  

si :ha ID + C I -~ IDI + C s e e  solo se C ~ ~ - 2 e C D < I .  I n  effett i  la successione di 

coemolog ia  associ~ta ~ 0---~oz(D)--> oz(D + C)-->o~(D + C)--~ 0 m o s t r a  ehe se 

C - ' : - - 2  si ha  h O ( D ) : h O ( D +  C) se e solo se C D < I  e ehe se C ~ = 0  ~ h ~  

-~ h~ + C) solo se CD = 0 eib che perb 6- impossibi le  per  il t eo rema  del r indice .  

Sia infine ID/ un  s i s tema l ineare comple to  senza c o m p o n e n t i  fisse e con D ~ >  0 

su X ~ X(o). Poss iamo cons idera te  una  successione di scoppia lnent i  

~xoze~o...oacr : X -~- X (~) --> X (r-~) ---> ... ---> X (~) ---> X (~) ~ X I~ ~--- X 
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tale che, se 

[D,O,[ = IDI e ID(. I _ .qX(ID. -~ , ] ) ,  .r X . + i ,  ~ X " '  

lo scoppiamento di un punto P~ che ~ un punto base di molteplicitg n ~ > l  di ID(,~t 
e tale che ID (~)] = ]i) I ~ privo di punti  base e quindi ha come elemento generico una 
curva irriducibile non singolare. 

l~icordiamo chese  E~+~ ~ 18 curva di X "+~) che si contrae a _P~ si ha:  

~-+ii(ID(')l) = (o~+ i S -  n,E,+i[S e ]D")I)= [~*+~D (*)- ~,E,+~t. 

Abbiamo: 

~ - i  ~ - i  n , ( n i -  1) 
' Po(L)) = i%(D)- ~ 2 

i = 0  i = 0  

e dalla suecessione di coomologia associata a 0 - .  o~-> o~(~)-~  os(J~)-> 0 dato 
chc h~(o~) ~ h~(ox) ~- 0 si ricava: 

h O ( o r ( D ) )  h o ( [ ) )  - -  1 = h o ( i ) )  - -  1 = y .  

, t - -1 

Poich~ si ha:  2Pa ( / ) ) - -2  = D  ~ -  ~ n t ( n ~ - - 1 ) > J ~  2 il teorema di Clifford ~ ap- 
plicabile e da esso segue the ~=o 

D ~ 11 ~-i 
- - < ~ / D  2 -  2 n ~ )  + 
2 \ ~=o 

T--1 

ossia che ~ n~ < 2 . 

Risulta dunque c h e l a  curva generica di IDI ~ non singolare e che ]D l ha al pifi 
due punt i  base eventuallnente << infinitalnente vicini )>. 

Supponialno che IDI abbia ulmeno un punto  base P ;  la serie lineare segata da 
IDI su un suo Innelnbro irriducibile non singolare C ~ una serie eompleta (come si vede 
dalla successione di coomologia associata e 0 - +  ox--> ox(D)-~ oc(D)--> 0) di grado 
2 g -  2 e dimensione g -  2, se g = D~/2 + 1 ~ il genere di C, the ha P come punto 
fisso. Sia IA] tale serie; per il Riemann-Roch su C I A -  Pl  ~ speciale e possialn0 
scrivere K c - - A + P - - Q  con Q e C  e Q C P  (altrilnenti t A I l -  IKcl). Poich~ 
2Kc ~ 2A abbiamo 2P  ~ 2Q. Dunque C possiede una gl, ~ cio~ iperellittica, e B 
e Q sono punt i  doppi di tale g~. Essendo IKcl = i ( 2 g -  2)Q I possiamo scrivere 

IA - P] = JK. - -  Q] : ](g-- 2)2Q + QI = ( g -  2)2Q + Q .  

Dunque Q ~ un'al tro punto fisso di A - -  e quindi di [D[ - -  e IA-- P - -  QI ~ com- 
posta dalla g~ di C. 
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A b b i a m o  eosl d imos t r a to  la seguen te  

P~OP0SIZ~0~E 1:2. - Sia IDI senza parr  fisse e con D ~ > 0; o IDI non  ha  punt i  

base  o n e  ha  esa t r  2 nel  qual  caso il suo e lemento  gener ico 6 una  cu rva  non  

singolare iperell i t t ica,  i p u n t i  base sono p u n t i  doppi  della gl a p p a r t e n e n t e  a tale cu rva  

e la serie l ineare comple ta  sega ta  da  D sulla curva ,  to l t i  i p u n t i  fissi, ~ c o m p o s t a  

dalla g~. . 

2. - I n  ques ta  sezione p r o v e r e m o  la seguente  

P R o P o s I z I o ~ ,  2. - Sia X una  superficie di En r iques  e sia IDt un  s i s tema l ineare 
comple to  su X pr ivo  di pa r t i  fisse e di pun~i base e con D 2 > 0. Sia ~ . :  X -> p~,/2 

il morf i smo associar a IDI. Si ha  che o ~ ~ birazionale  o D ~ = 6 e ~ .  ~ un  morf i smo 

di g rado  2 la cui  i m m a g i n e  ~ la cubica  di Cayley  - -  una  cubica  di p3 con 4 pun t i  

doppi  A o D ~ -~ 4 e ~ ~ un  morf i smo di g r ado  4 la cui  i m m a g i n e  ~ p 2  

P•ovA. - Sia F - - - - ~ . ( X ) .  D o v e n d o  essere d e g F . d e g ~ D - - - - D - "  e d e g F ~ >  

~>codim F - ~  i ~ D ~ / 2 -  1 a priori  sono possibili  so l tan to  i seguent i  4 casi:  a) ~ .  

b i razionale  b) deg~D-- - -2  e d e g F : D 2 / 2  e) d e g r e e 3 ,  D 2 ~ 6 ,  d e g F = 2  

d) deg ~ ~ 4 D ~ ~ 4 F = p2. Sia C un  e lemento  irr iducibi le  non  singolare di ID[ 

e si~ F---- ~ ( C ) .  Se deg ~ > 2  F ~ una  cu rva  di u n  pw/2-~  di g rado  <~D~/2 che non  

giace in a lcun  pDV2-~ per  cui ~ o una  cu rva  ell i t t ica non  singolare o u n a  c u r w  ra- 

zionale.  

La  serie l ineare segata  da  ]D I su C ~ comple ta  e senza p u n t i  fissi: deno t i amola  

con IAI. Se g = P ~ ( C ) = - D ~ / 2 - { - 1  ~ d e g A - ~  2 g - - 2  e d i m l A [ : g - - 2 .  Ora se 

(leg ~ ~- 2 e 1 '  fosse raz ionale  C sarebbe iperel l i t t ica e [A I sarebbe e o m p o s t a  con la 

g~ di C il che ~ impossibi le  Visto che IAI n o n  ha  p u n t i  fissi e d im IA[ ---- g - -  2. 

Se invece  fosse deg ~ = 3 (e quindi  D ~ -~ 6 e P~(C) -= 4) F sarebbe  u n a  coniea 

p iana  e p o t r e m m o  scrivere IAI = 12A' I con ]A' I u n a  g~ senza p u n t i  fissi. Pe r  il l~iemann- 

l~och si p o t r e b b e  anche  scrivere Kc =--A'-{- A '~ con IA"[ una  gl d iversa  da [A' I - -  da to  

che IKcl ~: IAI - - .  

D a  2Kc =-- 2A -~ 4A'  ~-- 2A' -~  2A" r i c ave remmo 2A'  -~ 2A"-~ A e quindi  A '  ~ A". 

A b b i a m o  eosi  m o s t r a t o  c h e i l  caso c) non  si verifica e ehe nel  easo b) la sezione 

ipe rp iana  gener ica  di ~ ~ una  cu rva  ell i t t ica non  singolare. 

S u p p o n i a m o  che sia deg~% = 2. L a  t r a s fo rmaz ione  birazionale  o:: X - + X  di- 

s t in ta  da lFident i t~  ehe rende  c o m m u t a t i v o  il d i a g r a m m a  

(Y 

X . . . . .  ~ X 

F 

essendo X non  r iga t a  e min imale  ~ un  au tomorf i smo.  
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Sia at: X---> X/a il quoziente di X per l 'azione di {~, 1}; X/a ~ una  superficie 
normale la cui singolarit~ sono punt i  doppi ordinari immagini, t ramite  ~r, dei punti  
fissi isolati dall 'azione di {a, 1} su X. Siano P1 ... P~ tali  punt i  e sia a: 2~ -> X ]a super- 
ficie o t tenuta  da X scoppiando P1 ... P , .  Se ~: 2~ -> 2~ 6 l~automorfismo di ~ indotto 
da a e ~ : ) ~ - + ~ / ~  = ~ il quoziente di )~ per l 'azione di {~, 1}7 ~q ~ non singolare. 
Siano E~ ... E~ le curve di X che s i  contraggono a P~ ... P~ rispett ivamente;  poniamo 
C~ = z~.(E~) cosicch~ ~*(C~) = 2E~. Dato che E ~ = -- 1 si ha  C8~ = -- 2 e dato ehe 
le C~ sono razionali non singolari ~ C~K} ---- 0. Sia A la curva luogo di ramificazione 
di ~ e sia ~ il divisore di S canonicamente associato al rivestimento doppio ~: ~ - ~  
tale che A a ]2~[. 

Abbiamo: 

K} ~ Kr*(K s + ~) -~ a* K x q- Z E, 
i = l  

~Ia cui si ricava 

+ - - -  

i = l  i = l  " 

z~*: X --> S ~ un rivestimento doppio ramificato ~*: Pic ~ --> Pic ~ 8 iniettivo Poich~ 

e si ha: 2(K~ -}- ~) ----- ~ C~ 
i = l  

Da 

) X(%) = 1  =2Z(o~) q- d(d-}-K~) = 2  q- C C~--2K~ = 2 - - i  
o \ i = l  i 

ricaviamo infine r = 4. 
Poniamo D2/2 -~ d. F,  essendo una superficie di grado d in P~ the non giace in 

alcun pd-1, ~ a priori, come noto (~TAGXTA [1]), proiet t ivamente equivalente a uno 
dei seguenti tipi di superficie: 

I) proiezioni di pd di superficie di grado d in p~+i non giacenti i n  alcun pd 
da un punto esterno ad esse, 

2) immagini birazionali di p2 t ramite  un sistemu lineare di cubiche, generi. 
eamente non singolari~ con al pifl 6 punt i  base, 

3) trasformate di Veronese in p8 in quadriche anche singol~ri in Pa, 

4) coni su curve ellittiche non singolari. 

F non pub essere di tipo 4) dato che non esistono morfismi suriettivi di X su 
superficie irregolari n~ di tipo 1) dato che le sezioni iperpiane di superficie di questo 
tipo sono carve razionali. Abbiamo appena visto the X/ct ha esat tamente  4 punti  
dolopi orclinari: ci6 implica che F ha almeno 4 punt i  singolari ed esclude che/~ poss~ 
essere di tipo 3). 
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Possiamo percib supporre che F sia di t ipo 2). Sia ~5 il sistema lineare di cubiche 
piane tale che, se q~ ~ la t rasformazione razionale di P~ ad esso associato, sia 
9~(P~) = / ~ .  Sia ~: Z ~ P~ o t tenu ta  scoppiando i punt i  fissi di ~5 (anche quelli ~( infi- 
n i tamente  vicini~>, come nella prova  della Proposizione 1.2) per modo the  zt-xL sia 
senza punt i  fissi e si abbia un diagramma commuta t ivo  

Z 

Poich5/~  ha almeno 4 punt i  singolari esistono 4 curve irriducibili C1 ~2 Cs e C~ di Z 
tall  che C~<- -2  e che vengono cont ra t te  a un punto  da ~_1L. a(C~), dovendo essere 
una componente  fissa degli elementi  di un iperpiano di L, ~ o una  re t ta  o u n a  conica 
non singolare. Se ~(C~) fosse una eonica non singolare, per essere C~.~<--2, J5 do- 
vrebbe avere 6 punt i  base (eontando anche quelli ~ infini tamente vicini ~) e ~(C~) 
dovrebbe passare per  essi. ~ facile eonvincersi che in tal  caso si avrebbe C~>~--1 
Vj r i. Dunque  a(C~) ~ un~ re t ta  V/e passa per 3 punt i  base del faseio (a priori unehe 
~( infini tamente vicini ~>). Cib implica evidentemente  che L ha 6 punt i  base distinti 

che sono i vertici  di un quadri latero completo. 
La  prova  della proposizione 2 ~ cosi terminata.  
VogHamo ora mostrare,  usando una  costruzione dovuta  a A. :BEAUVILLE~ che 

esistono superfici di Enriques X muni t i  di un sistema lineare completo IDI selma 

component i  fisse o punt i  base tale che ~D(X) sia la eubica di Cayley. 
Siano / ~ c p a ,  ~: Z--->P 2 e C~ (i ~ 1 ,  ..., 4) come sopra con J5 sistema l ine , re  

di t u t t e  le eubiehe passanti  per i vertici  di un quadri latero completo. Sia H una  

sezione iperpiana di ~ :  si ha K z ~ -  ~,_~L(H). Si~ Q un~ sezione di ~ con una qua- 
drica di pa tale che %-~L(Q) sia irriducibile e non singolare e sia ~: ~7 -+ Z il rivesti- 

4 

mento  doppio di Z ramificato lungo zJ * ---- %_,~(Q) + ~ C~ (si noti  c h e s e  E1 ... E~ 

sono le curve eceezionali di Z e l g una  re t ta  di P~ si ha C~ ~ 2 e*(21) --  ~ E~ 
~ " / = 1  " 6 ~ , ~ 1  

�9 ( t per eui A e l 2 d t  con ~$ ~ f ~ _ ~ ( H ) +  e * ( 2 l ) - - ~ t i 4  . 
i = l  " 

Essendo %,_~(Q).C~ ~ Q.%,_~.(C~) : O~ A ~ non singolare per c u i  anche X lo 

e si ha:  

7,(o~) -~ 2Z(Oz ) ~- �89 + Zz) -~ 2 -~ ~ A(A -~ 2Kz) ~- 1 

4 

Essendo le C~ component i  del hlogo di ramificazione si pub scrivere 5"C~ ~ 2G 
ed ~ G~ : -  1. Sia e: J~--> X la superficie o t t enu ta  da ~ contraendo G1 ... G4: 

1 8  - A ~ n a l i  d~ Matemat ica  
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~ t ~  4 4 4 

Poich~ 2K~ -----e*(2Kz) ~- : 2G, ~ ~( ~ C,) ~ : 2G, ne segue 2Kz --  0. X ~  percib 
i=l i- i=l 

una suDerficie di ]~nriques e ~ induce un  morfismo di grado 2 ~: X --> F.  Sin D ~ ~*(H) ; 
D 2 = 6, h~ - -  4 per  cui ~ ---- ~ .  

3. - Sin D un sistema lineare completo s u u n a  superficie di ]~nriques X privo 

di component i  fisse, con D ~ > 0 e con due punt i  base P1 e P2. Sin e: 1~ -~ X 10 scop- 
piamento di P1 e 202 e siano J~ ed ~ le curve eccezionali di X che si contraggono 
a 201 e 20~ r i spe t t ivamente ;  se J~ ~ - e * D - - E 1 - - E ~  ]/)1 non ha punt i  bas% 
~)~ = 2)2_  2, DE ,  = 1 e si ha un  diagramma commuta t ivo  

X . . . .  § po'~2 

Sappiamo che ogni curva irriducibile non singolare C di IDI ~ iperellittica e c h e l a  
trasformazione razionale 9o r i s t re t ta  a C 6 data  da una serie lineare composta con 
la g~ di C. ?~ e 9~ hanno per tan to  grado 2 e F = ~%(1~) ~ una  superficie di grado 
D2/2 --  1 in pa.12. Scriveremo d'ora in poi ~ in luogo di T~ e porremo D2/2 = d. As- 
sumcremo ~ > 3 .  (I1 cuso d = 2 come ben  noto  ~ ~r~t~a~o in Enr iques  [1]). Poieh~ 

201 e /03 sono punt i  doppi della g~ aplo~rtenente all 'elemento generico C di I/)l ? 5 
ramifiea*o lungo Ex ed 32. Inol t re  se H ~ una sezione iperpiana di F si ha  
~ , ( E , ) . H  = E~.9*(H)= E ~  = 1 per cui 9 , (E,)  6 una  re t ta  di P~. ]~ noto che una 
superficie di grado d - -  1 in Pa che non giace in alcun pa-x 6 proie t t ivamente  equi- 
valente a ann superficie F~,~ con n + 2r + 1 ~-- d o alla superficie di Veronese V4 --q ps. 

Poich~ la superficie di Veronese non contiene re t te  F deve essere proie t t ivamente  
equivalente a ann superficie ~ ,~ .  Ricordiamo c h e l a  superficie 2'~ (n>0)  b il fibrato 
con base px e fibra p1 o t tenuto  incollando i due fibrati banali P~ -- { c~} • P~ --~ p l _  
--  (c~}, P~ - -  ( 0 ) •  --~P~-- (0) t ramite  (t ;Xo:X1) F-> (l/ t ;  t 'Xo:X1). Sin B l'im- 
magine della sezione t ~ - > ( t ; 0 : l ) c ~ - > ( c ~ ; 0 : l )  e A una qualsiasi fibra. P i c F ~  
il gruppo abeliano libero generato dalle classi di A e B e si ha A S ~- O, A B  ~ 1, 
B 2 : - %  K ~ . - - - - - - - ( n ~ - 2 ) A - - 2 B .  

Le superfici ~.,,. _c p~+2~ (n, r > 0 ,  (n, r) r (0 0)) sono, per definizione, le imma- 
g in i  di ~ per i morfismi ~,,~ associati ai sisCemi lineari I(n ~- r )A -~  B]; ~ali sistemi 
lineari sono 1)rivi di eomponent i  fisse e 10unti base e sono irriducibili Vr>0,  inoltre 
se r > 0 ~,~ ~ un isomorfismo mentre  F~,~ ~ un  cono con ver t ice  ~,o(B) ~ V e ~,o 
induce un isomorfismo t ra  ~ -- B e F~,o-- V che por ta  il sistema lineare [A I nolle 
generatriei  di ~ , o .  

facile verificare che le uniche re t te  contenute  in un~ /~,~ sono le immagini  
t ramite  ?~,~ deg]i elementi  del sistema IA] eccet tuato il caso in cui r -  1 he1 qua1 
caso anche le immagini del sistema ]B l sono rette.  
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Torniamo ora a considerare il morfismo ~: vogliamo mostrare che se F 6 proieb  
t ivamente  equivalente a una  F,,0 esiste una curva C di X tale che il sistema ID -~ C I 

senza pa t t i  fisse, ha ancora 21 e P~ come punt i  base e dh luogo a un diagramma 
commuta t ivo  

2 > iv~,x c p~+~ 

F~,o _c p~ 

~' essendo il morfismo associato al sistema lineare le*(D ~ - C ) -  2 7 1 - / ~ / .  

I1 sistema algebrico {cf*(G)), al variare di G t ra  le generatrici  di F~,o, ~ un sistema 
lineare, dato che ~ ~ regolare, la cui par te  variabile b irriducibile dato che al~rimenti 
sarebbe composta  con un fascio di curve razionali e ~: sarebbe razionale. Sia 0 un 
elemento irriducibile di tale par te  variabile e sia H una sezione iperpiana di Fn,0 
a t t raverso  il suo vert ice V. Considerando H come divisore di Well (F~,o b normale) 
possiamo scrivere H ~ G1 -~ ... -~ Ga_l, G~ essendo una generatrice, e quindi ?*(H) 

( d - - 1 ) ~  ~n~2~  con n~>0 e q ( _ ~ ) ~  V. Gli nr non possono essere tu t t i  nulli 
dato che a l t r iment i  si avrebbe 1 = / ) . E ~  --~ ~*(H).E~ = (d- -  1)0. .Ei .  

Se H '  ~ una sezione iperpiana d i /~ ,0  che non passa per il vert ice possiamo scri- 
were ~ . ~  = H'.q~.(C) -~ H ' . 2 G  ---- 2 : (d - -  1 ) d  2 -~ ~n~_F~.~. 

Da to  che d > 3  e dato ehe ( d - - 1 ) ~ - ~ n ~ J F  i ~ connesso deve essere r  
inoltre r 0 dato ehe si pub scrivere r ------ E~ ~ M~ con M~>0. 

Esiste dunque una eurva irriducibile C che non passa n~ per B1 n~ per 2~ tale 
che ~ * C =  r e che C 2 : O, CD : 2; per costruzione C non ~ isolata e quindi ICI 

un faseio. I1 sistema lineare ID'I = ID ~- C t ~ evidentemente  privo di pa t t i  fisse: 
si h~ D '~-~ _D ~ ~- 4, h~ ') : g ~ 3. 

Consideriamo la serie lineare segata da D'  su un elemento irriducibile non singo- 
l a r e / ' e  IDI. La  suecessione di eoomologia associata a 0 --~ ox(C) -+ oz(D')  -+ or(D') --> 0 
mostra  che tale serie ha dimensione d; d 'a l t ra  par te  la serie segata da ID] s u / '  ha 
dimensione d --  1 e la serie segata da C s u / '  ~ una g~ come si vede dalla suecessione 
di eoomologia assoeia~a a 0 - - ~ o z ( C - - D ) - - + o x ( C ) - + o r ( C ) - > 0  (non pub essere 
C - - D  ___~5 con I > 0  poieh~ al t r imenti  sarebbe D ( C - - D ) - - - - 2 - - 2 d > 0 ) .  In  deft- 
ni t iva ogni elemento della serie segata da ID'I su F si pub scrivere come somma di 
un elemento della serie segata d~ 1D] s u e  di uno della serie segata d~ ICI su F. In  
part icolare la serie segata da ID't s u / ~  ha P1 e P~ come punt i  fissi il che equivale a 
dire che 21 e 2~ sono punt i  base di ID'I. Sia I~'l---- [ e * D ' - - E l - - E ~ ]  e ~' il mor- 
fismo ad esso associuto. I / immagine  di ~' ~ a priori  una  superfieie F~,~ con 
m + 2 r - ~ l : d - ~ 2 .  Osserviamo ehe If) '--  ( d + l ) O ] : [ ~ n ~ - F ~ - - O [ : O  dato ehe 
~ ( ~  n,i~,) = 0 e b r  ---- 2, mentre  I/) '--  dO I = I~  n~iV~[ =/= 0. Cib equivale a dire ehe 
esistono sezioni iperpiane di ~ , ,  che contengono d elementi  di ~ , , . ( [A])  ment re  
non ne esistono che ne contengono d ~ 1. Per  note  propriet~ delle superficie iv~,~ 
deve essere m ~-r----d e quindi r----1. 
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Osserviamo c h e ] a  costruzione di ID'] a par t i re  da ID /pub  essere r in modo 
identico, nel caso in eui _~ sia proie%ivamente equ iwlen te  a una  qualsiasi E~,~ 
Supporremmo da ora in poi chs l ' immagine ~ di ~ sia proiettivamenCe equi~ralente 
a una ~.,~ con r~>l e seriveremo A e B in luogo di ~.,~(A) e ~,,~(B). Facciamo ora 
vedere she si ha ~*(E~) e [A[~  salvo scambiare nel c~s0 n = 0, r = 1 i ruoli d 'a l t ronde 
simmer di A e B. 

In  effe%i ~*(A)(~*(A) -+- K~) = ~*(A) (E~ + E~) = A(~,(E1) + ~,(E~)) deve es- 

sere un  numero pari  per eui o q~,(Ei) ~ IAI (i ~- 1, 2) o ?,(E~) e [B[ (i = 1, 2) e r = 1 
(ricordiamo ehe F,(Ei)  ~ una te t ra  di P~). S e n  > 0 B ~ isolata ed essendo ~ di grado 2 
e ramifieato ]ungo E~ ed E~ non g possibile avere ~ , ( E z ) ~  ~ , ( E ~ ) =  B. 

Sia C la curva di ~ luogo della ramificazione di ~ e sia C ~ aA ~ bB; vogliamo 
determinate  a s b. Sia t t  ~ (n ~ r)A ~ -B  una sezione iperpiana irridueibile e non 
singolare di /~ tale ehe ? * H  sia irridueibile e non singolare e sia A tale che ~*A 
sia irriducibile e non singolare. ]~ 2 P ~ ( A ) -  2 ~ P a ( H ) -  2 - - - - 2  e 2 P ~ ( q * ( A ) ) -  
- 2 = ~*(A) (~*(A) + ~ )  = 0 ~ o ( ~ . 1 1 )  - -  ~ = ~*(11) (~*(H) + K~) = ~ + 2n + ~ .  

La formula di Hurwi tz  appliea~a alle res~rizioni di ~ a ~*A e ~* H  rispet- 
t ivamente  da: C . A ~ b : 4 ,  C . 1 1 : a + b r : 6 ~ - 2 n - ~ - d r .  Abbi~mo pereib 
C e  [(2n -~ 6)A + 4B] = ]-- 2 K ~ ,  ~- 2A]. 

Allo scopo di studiare le singolarit~ di C considereremo la situazions seguents:  
S (~ = S ~ una  superficie proiet t iva non singolare, z(a): S(a) _+ S(~-1) per h > l  ~ lo 
scoppiumento dei iounti P~.. .  z~ di S (~-~ (omet~eremo di precisare la variabili ts degli 
indici: s'in~ende che essi variano computibilmente con le ~ssunzioni fatte)~ E~,...~ 

la curv~ eccezionale di S (a) che si contrae a Pz~...z~. Ez,.,.z~ indicher~ anche la 
(~) ... tras~orma~a propria di E+~... ~ in ognuna delle ~ con k >~ h e porremo ~ ---- ~0)o~(~) o~(~) 

qu~lunque sia h confidando che tall ambiguit~ non generino eonfusione. 
Supporremo she sia Pj~...]~E]~...],~_~ e, per l < h < k - - 1 ,  l ' intero oJ .... ]'* 

'+J~ . , .  Ja  . . .  J~  

+I""~ 1 se Pj~ +~ (per , ] ~ . . . s ~  ~ 0 s e  -Ps~ s~ ~E]~. . .~,  ~]~...~ ... 
ipotesi ~ es:4...+~-:.., s~ ---- 1 ed ~ e +' ''' +:sl..+s~ ---- 1 al pifi per  un solo valore di h V= k -- 1). 

Abbiamo 

.El J1J2 J l  . . .  J~ 

con i ej,.., z~ determinat i  r icorsivamente da: 

E J1J~ % = 1  VJ1, ++ .... j ~ = l + % e ~ ; . . . ~ §  j~+~ + .... j ~ + . . .  + c +  .... j~_es+:::: ~-~J~ 

Sia D un divisore effe%ivo di S e sia nj , . .  ]~ la molteplicits di -Psi... z~ per la tra- 
sformata propria  di D in S (h). Se D(h)~= ~ - I D  ~ tale ~rasformata si ha:  
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con i d]~... +~ de te rmina t i  ricorsivamenCe da: 

~+,...+, ~+ .... +, + a+~ ' . . .+~  + +~+~ +~+0...+~ § ... 
J1 . . -  J h - 1  . . .  1]_ O ~ j ~ . . . j ~ l ~ S j ~ . . .  j ~  . 

Sia D pr ivo di component i  mult iple:  b possibile Crovare una  successione S ---- S (k) -+ 
-+ S(~-1)-+ . . . - ~ S  (~) - + S  (~ ~ale che, se 6j ..... ~ ( l < h < k )  5 un inCero che vale 0 o 1 

determinaCo dalla condizione che d+~...+~- 8j~...+~ sia un numero  purl, ]a eurva:  

= D (~) + ~ 6~E~1 -~ ~ ~j j  E+~+~ ... + Z ~+ .... ~ Ez,...+~ 

sia non singolare. 
Cib b pressoch~ evidence se si considera che effeCCuando oppor tuni  scoppiament i  

si pub success ivamente  fare sl c h e l a  *rasformata  propr ia  di D sia non singolare, 

che Curie le curve Ej~...j~ inCersechino al pifl in un solo pun to  e in Cal caso Crasver- 
salmenCe tale CrasformaCa propria ,  ehe se due curve distinCe ]~+ .... ~ ,  E j ,  ... d'a inter- 

seeano ambedue  tale ?~rasformata propr ia  siano disgiunCe: ~ ora chiaro che a par t i re  

dalla situazione descriCCa si possa pervenire  a quella desiderata.  
Osserviamo c h e s e  ]: Y -+ S 6 un morfismo di grado 2, D il divisore della rami-  

ficazione di ] e ~, ~ sono come preeisato,  il rivestimenCo doppio ]:  ~? -+ ~ ehe h a / )  
come divisore della ramificazione ~ ovv iamen te  birazionalmenCe equivalence a Y. 

Tornando  a considerare il morfismo 9: 2~ ~/~,~,~ supporremo,  con riferimenCo a 
quanto  sopra, ehe S = ~ , ,  e che D ~ C sia un elemento p r i v o  di componen~i 

mul t ip le  di I--2-K~rn,r-]-2Al= ]261 per  cui C = D e I 2 ~  ] con 

$-=z~*(5)- -~  dJl-6+~E+12 "'" + .... ~,+~ d+ .... +~--~+2 .... +~E+~...+~. 

Sia q~: X -+ S il rivesCimeuCo doppio di ~ ramificaCo lungo C. ~ b non singoiare e 

per  ogni o~-modulo correnCe ~ si ha:  

I n  parCicolare - -  daCo che K~ --  qS*(K~ ~ S) - -  si ha:  

Vogliamo t rovare  le condizioni necessarie e sufficienti che deve soddisfnre C perchb 
2~ sia birazion~lmente equivalente  ~ un~ superficie di Enr iques  ossia perchb si abbia :  



278 ~V~lUl~IZlO LETIzl i :  Sistemi lineari completi su super/ieie di Enriques 

L e  eondizioni scritte implicano h~ ~ ) - - ~ ) =  O, Vn>0:  se fosse D e  
e ]n(K; + ~) -- ~1 per qualche n si avrebbe 2D + 0 e ]2n(K~ + (~)l - -  in partico- 
]are n > l  - -  e se 12(K~ + ~)l---- (_F} dovrebbe essere n/V _-- 2D + ~, in partieolure, 
duto ehe C non ha component i  multiple, s u r e b b e / ' > ~  e quindi avremmo F - -  ~ e  
e [2K~[ il che A impossibfle. 

h~ + Z) ---- 0 s e e  solo se non esiste alcun Ao e IAI tale che 

"'" ~* - -  ~ ]  .... J* e ]~ . . . ] , )  E ~  ....  ]~ > 0 

ed ~ ho(2(K~ + ~)) ---- 1 se e solo se esiste una uniea eoppia A1, A, di elementi  di IAI 
~necessa r i amen te  distinti se h~ + ~) ----- 0 - -  tMe che: 

�9 ) s.... J~ \ 2 c]..., j~ Ej,... j ,>O . 

Supponiamo ehe sia h~ -{- ~) =- 0 e h~ + 5)) ---- 1; sia /'~ l ' insieme dei va- 
lori di J1 tall  che il punr 2j~ stin su A~ (~ / ' i n  F~ ~ 0), Si pub scrivere 

J~J~ J~3~2 . . . .  

Deve essere j,~r, JleFxJ~eI ' ,  

ds~ --2 ~J' ej, -- n j, --2 ~J~ 1 < 0 se J~ 6/ '1  (J F~ 

n]~---s,~ 1 < 1  se J 1 e / ' ,  %9/'~ 
2 

in entrambi  i e~si si ha per tan to  ns~<3. 
Dovendo anche essere 

2 cs~s~ = 2 - - 2 < 0  se J ~ F ~ U F 2  

si ha anehe njj~ <2 se J1 ~/r~l U ]"2. 

Osserviamo c h e s e  ~ n]~ < 3  e nj~j~<2 si ha 

dd~ ... ,rh - -  6~d~ ... Jh 
�9 2 

- -  Cs .... s~<O Vh>2 

per cui se fosse n] <.<3 e ?~jij~<2, VJi, J~ si avrebbe h~ + ~ ) ~  O. Esisteranno 
percib delle coppie J1, J2 tMi ehe nsl =-njl~: = 3; se i PJI corrispondenti  stessero 
tu t t i  su A~ o tu t t i  su A s l 'essere hO(2(K-+ ~))v~ 0 equiv~rrebbe ~l!'essere 
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h~ Jr- ~) :/: O. Possiamo quindi supporre,  eventuulmente  cambiando gli indiei che 
sia n l ~ n ~ = 3  con P ~ A ~  e n ~ = n ~ = 3  con P ~ A ~ .  

Dovendo  essere ml~ ) -  (hi -}- n~, -- ~ -  2%) = m~ ) -- 2 > 0  per  i : 1, 2 abb iamo 
che la t r a s fo rma ta  propr ia  di A~ in S (~) passa  per  P ,  per  cui se A~ non fosse compo- 
nente  di C la molteplici t~ di intersezione di A~ e C in P~ sarebbe a lmeno 6 men t re  

A ~ . C =  4. 
Dunque  A~ e A~ sono component i  di C, C -  A~ - -  A~ ha in P~ (i = 1, 2) un pun to  

doppio e la molteplici t~ di intersezione di C -  A ~ -  A~ con A~ in P~ 6 e sa t t amen te  
(C non ha  eomponent i  mul t ip l  e e (C--  A~--  A,)A~ = t ) .  I n  part icolare U- -  A~--  A~ 

non ha  altr i  pun t i  in eomune con A~ all ' infuori  di Y~ e si ha  n ~  < 3  per  

i ~ 1 ~ 2  e Vz. 
Osserviamo che le condizioni necessarie o t t enu te  su C perch6 sia h~ -~ ~) = 0 

h~ -~ ~)) = 1 sono anche chiaramente  sufficienti perch6 si abbia  

h~ -~ 1)(K- + ~)) = O, h~ -}- ~)) =- 1 V n > 0 .  

Inf ine  per  quanto  r iguarda  X(o~) si pub scrivere 

z(o~) = 2z(%) + 
2 j, 2 

"~J1J2 ""] " 

Se C verifica le condizioni sopra o t tenute  6 facile, bench6 tedioso, costruire esplici- 
t amen t e  una  S con le propriet~ richieste e verificare che se J1 :/: 1, 2 l ' addendo rela- 

t ivo a J~ nella sommator ia  sopra scri t ta  vale  0 men t re  se J1 = 1 o 2 esso vale - -  2. 
Osserviamo da ul t imo se C verifica le condizioni o t tenute  B non pub essere una  

componente  di C dato  che se lo fosse, essendo A~B --: 1, C non po t rebbe  avere  in 

/)i  e P2 le singolarits dette.  In  par t icolare  deve essere n < 2  da to  cbe se n > 2 il 
s is tema lineare /(2n + 4)A + 4B I ha  B come componente  fissa; inoltre se n > 0, 
dato che B C  = 6 - -  2n, B pub passare  al pifi per  uno solo dei punt i  Px, P~ e Bib pub 

avveni re  solo nel caso c h e n  = 1. 
I r isul ta t i  di questa  sezione sono r iassunti  nella seguente:  

P~0POSIZ~0N]~ 3. - Sia X una  superficie di Enriques,  D u n  s is tema lineare com- 

pleto senza component i  fisse e con 2 punt i  base F1 e _P~ e sia ~D: X - - g F f f  pd 
( F =  q~(X), d =  D2/2) la t rasformazione razionale ad esso associata. Si ha:  

a) ]~ deg ~p~ = 2 e F 6 p ro ie t t ivamen te  e q u i w l e n t e  a una superficie lv~,r con 

• -}- 2r -i- l = d e n <.< 2. 

b) ]~siste una  curva  E tale che il s is tema D ~- E sia senza component i  fisse 
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e) 

abbia ancora P~ e P~ come punti  base e d i a  luogo ad una diagramma com- 
muta t ivo  

9~+5 ''z'.,/ 
X . . . . .  + F , w  c_ p a  

9 .  

Se r > l  e C ~ la curva di ramificazione di 9~ e C e [ ( 2 n + 6 ) A + 4 B [ ,  
C ha come singolarit~ M 10ifi punt i  tripli con punti  infinitamente vicini del 
1 ~ ordine al pifi doppi eccezione fa t ta  per 2 punt i  tripli Q~ e Q~ con cia- 
scuno u~ punto infinitamente vicino del 1 ~ ordine ancora triplo e i due 
elementi di A che passano per Q~ e Q~ sono componenti  di C. Viceversa 
se C 6 an  quMunque divisore senza componenti multiple di ](2n + 6)A + 4B[ 
che abbia le proloriet~ appena specificate, il ricogrimen~o doppio di F,.~ 
ramificato lungo C 6 birazionalmente equivalente a una superficie di Enriques. 

4. - Su una data  superficie / ~  fissiamo due elementi distinti A x e d  A~ di [A[ 
e due punt i  P1, /)~, tall  che P~ e A~ (i-= 1, 2). 

Sia /~_--F~ e z ' : / ~ ' - + ~  lo scoppiamento di P~ e P~: poniamo El ~ ~'-~(P~) 
(i = 1, 2). Sia 7d: F - + F '  lo SCOlOpiamento dei punti  P'~, P'e di E~ ed Ee rispettiva- 
mente corrispondenti alle direzioni eli A~ ed A2 e poniamo E~ ---- z"-~(P~) (i = 1, 2). 
Denoteremo ~"*(N~)- E~ ancora  con /~ (i = 1, 2) e porremo ~ = ~'o ~' .  Vogliamo 
analizzare il sistema lineare completo 

[((2n + 4)A + 4B) -- 2 E ~ -  2 E e -  4 E ~ -  4E'z] = 1-- 2K~[ 

di F nei  due casi seguenti: I caso) B non passa n6 per /)1 n6 per P~ ( s e n  = 0 ci 
porremo, come 6 lecito fare, in tale caso); I I  caso) B passa per P1 ma non per P~ 
e n = 1. In  entrambi i casi, avendo posto A~ = ~*(A~)- /~ i - -2E '~  (i-= 1, 2), e 
g" = K~ possiamo scrivere 

]-- t~ I .= 1.~1 + ff~ + ze*(nA + B) + :~zB I . 

Indicheremo con C u n a  qualunque curva irriducibile non singolare di ~*(nA + B); 
C-6 razionale e si ha  h~ ---- n +  2, hi(C) -= ha(C) ~ O. 

Osserviamo che se _P ~ u n a  curva irriducibile di _F tale che / ' . / ~  < 0 si ha 
senz'altro hi(/ ') = : 0  dato ehe :la suceessione di coomologia associat~ 

0 -+  % -+ o~,(F) -+  o~(F) -+  0 

da h1(i ~) = hi(or(F)) ed essendo ]per ilootesi P > F(/~ + K) ~ hi(or(F)) = 0. 
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esa~te: 

1) 

2) 

3) 

~) 

5) 

Sia B = z*B. Le successioni di coomologia associate alle successioni 

0 --> o(G) --> o(U -~ z~,) ---> o~ A,(-- 1) -->0, i = 1 ,  2 

0 -+o(C~-A~~) ~o(C-~ A~ + A~) --->o~,(--1)->0 {i,j} : (1, 2} 

o -+o(r + ~ )  -+o(r -->%(2-n)--->o 

O~o(C+X~+~)-~o(~+~l+X~+~)-->o..-+o, {i,~} = (~, 2} 

mostrano ehe h~(C + Ai) = h~(C ~- A1 + ~z) = h~(C + A~ + ~)  = 0 (sueeessioni 1, 
2 e 4), the h ~ (--/~) = 5, h~( - / ~ )  = 0 e the n~ A~ n~ A~ (suceessione 5) n~ B (sue- 
cessione 3) sono pat t i  fisse di I--/~l. Dunque I - - / ~ / n o n  ha parti  fisse ed ~ di conse- 
guenza irridueibile (se fosse composto con un fascio dovrebbe essere A~ -~ B). Dato 
the  ICI non ha punt i  base gli eventuali  punt i  base di I-- * l  dovrebbero essere o su A1 
o su ~ o su/~:  poieh~ si ha -- ~ ' z i i  = 0, - - / ~ . B  = n -- 2 e poichb la succcssioue 3 
mostra ehe per n < 2 I--/~I sega su /~  una serie eompleta di grado 2 -- n neeessaria- 
menr priva di pun~i fissi possiamo eoncludere che I--/~[ non ha punti  base. 

Di eonseguenza I--2/~[ non ha parti  fisse, ~ irriducibile e non ha punr base; 
essendo (-- 2/~)/~ = -- 8 < 0 si ha h~( - 2/~) = 0 e h~ - 2~) = Z(-- 2K) = 13. 

I I  easo. Sia ~ = ~ * B -  E l -  E~. Ze suecessioni di coomologia associate a: 

0 -+ o(r -+ o(r  + / ~ )  -+ o ~ ' ( -  1) ~ o 

o --> o(r  § A1) --> o ( r  § A 1 + E~) -~ o ~  -+ 0 

mostrano che IC + A1 + E~ I non ha pat t i  fisse: se ne pub dedurre che 6 irriducibile 
e senza punti  fissi. Sia C' un elemen~o irriducibile non singolare di [C + A1 + E'll; 
C' ~ razionale da~o che C ' ~ =  n + 1 e C ' ~  = -  3 -  n. Se si ripe~ono le conside- 
razioni fa t te  nel caso I met tendo C' al posto di C ed E1 al posto di _~ si t rova che 
[--2/~ I 6 privo di pa t t i  fisse, irriducibile e senza punti  base e che si ha aneora 
h~ - 2 R ) =  13, hi( - 2_~) = 0. 

Abbiamo eosi esaurito l 'analisi del sistema - - 2 ~  nei due casi che ci eravamo 
prefissi. 

Supponiamo ora di trovarci in uno dei due easi descritti e sia F u n  elemento irri- 
dueibile non singolare di I-- 2KI. Dato the F / ~  = / ~ . ~  = EI 'E~ = ~ l 'A2  = ~ ) [ J  = 0 
la eurva A = _F -f- ~ ~- z~ + E1 + E~ ~ non singolare e si ha 

Sia ~:X-->_~ il r ivestimento doppio di F ramificato lungo z]. Se ~ * ( ~ ) =  2C~ 
(i = 1, 2), ~* (E i )=  2C~+2 (i = 1, 2), le Cj sono 4 curve eccezionali del 1 ~ genere. 
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Sia e: ~ - +  X la superficie o t tenuta  contraendole. X ~ ~ma superficie di Enriques;  
in effetti si ha:  

4 4 

i=l $=I 

eosicch~ 2Kx---O~ e inoltre 

z ( o . )  = z ( o ~ )  = 2 z ( o } )  + ~ ( 8  + R )  _ 9~ _ ~ = 1 
2 

Fissiamo un  r > 0  con r > 0  se n = 0  e poniamo D ~ * ~ * ( ( n @ r ) A - ~ B ) ;  6 

= 2(n + 2r) + 2. I1 morfismo ~o e induce una trasformazione razionale T: X -+ F . ;  
essendo h~ = n --~ 2r + 2 ~ ~o. z o T =- q~,. 

Osserviamo c h e s e  F 6 un quulsiasi elemento irridueibile di [-- 2/~] il ricopri- 
mento dopgio di P ramificato lungo A = F @ -~  ~- . ~  -[- E~ @ E~ ~ birazional- 
mente equivalente a una superficie di Enriques dato the  1", essendo P~(F) = 5, pub 
avere come singolarits al pifl un  punto triplo con un punto doppio infinitamente 
vicino del 1 ~ ordine. 

l~ichiamiamo ora la descrizione del gruppo G~ degli automorfismi d i u n a  super- 
ficie zv.. 

Fo = P~• e se a: p l •  p ~ •  6 definito da a((P, Q))=-(Q, P) Go 
generato da g e dal suo sottogruppo normale PGZ(1)• PGs essendo 
il grup9o degli automorfismi di P~. Se n >  1, riferendoci alla realizzazione di 2' .  come 
fibrato su P~ descritta nella sezione 2 si h u c h e  ogni g e G~ induce un automorfismo 
della base: la mappa G. ---> PGL(1) cosl o t tenuta  ~ suriett iva e se N~ ne ~ il nucleo 
H .  pub essere identific~to con il gruppo quoziente del gruppo moltiplicativo di 
matriei 

{(;i;, :) 
modulo il suo soStogruppo 

a e C*, C(t) ~ C[t] e deg C(t)< n} 

L'azione di H~ sull 'aperto P I -  {r •  _F. pub essere descritta esplicitamente 
cosl: 

(t; X0:X~) ~-~ (t, aXo:C(t)Xo @ a - iX 1 ) .  

In  particolare si ha che prese comunque n - ~  1 fibre distinte A0 ... A~ e prese co- 
/ f 

munque n -k 2 coppie di punti  (-P-l, P'-I), (P0, -P0), " ' ,  (Pn, Pn), nessuno dei quali 
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s~ia su B e tali the  P~, P~EA~, i = O , . . . , n .  -P-l, P - I ~ A o ,  P-xV:Po,  P ] ~ P o  
esiste uno ed un solo elemento h e H~ talc che h ( P j ) =  _P), V J ) - - 1 .  

Consideriamo gli insiemi /0 = {{P, Q} IP, Q e/~o, P :/: Q},/1 = {{P, Q} IP, Q e ~v~, 
P e Q non st~nno su uno stesso elemento di A n~ stanno ent rambi  su B}, 
I~ = ( (2 ,  Q} I_P, Q e / ~ ,  P e Q non s tanno n~ su uno stesso elemento di A n~ su uno 

stesso elemento di B}; facciamo agire G~ su In l~onendo g({P, Q } ) =  {g(P), g(Q)} 
se g e Gn e {P, Q} e I ,  (n = o, 1, 2). Da quanto r ichiamato risulta immedia tamente  
che: Io si r ipartisce per l 'azione di Go in due orbite, una, che denoteremo 0~ ~ costi- 
tu i ta  dagli elementi  {P~ Q} tall  ehe P e Q non stanno n~ su uno stesso elemento di A 
n~ su un6 stesso elemento di B, ]~altr% 0(~ ~ eosti tui ta dai res tant i  elementi  di Io; 
I~ si r ipartisce aneh'esso per Fazione di G~ in due orbite, una 0~ 1) costituit~ dagli 
elementi  (P, Q} tali  che n~ P n~ Q stanno su B, l 'a l tra 0(~ ~) costi tuita dagli altri ele- 

ment i  di I~. 
G~ agisce t rans i t ivamente  su I~. 
Se S~((P, Q}) indica lo stabilizzatore di (/), Q} I~ per l'~zione di G~ (n ---- 0, 1, 2) 

si ha dunque:  

di.~ S~({~, Q}) = 2 

din] S~({P, Q}) = 3 

se {P, Q} ~ 07) 

se {P, Q} ~ 01" 

dim So({_P, q})  - -  3 

a im ~o({P, Q}) = 3 

se {P, Q} e O~ ~ 

se {P, Q} ~ 01" 

In  definitiva i ealcoli fa t t i  nel eorso di questa sezione permet tono di asserire la 
seguente 

PROPOSIZIO~E 4. - L~ dimensione dello (( spuzio dei moduli  >> delle superfieie di 
Enriques X ehe hanno un sistema lineare D senza par t i  fisse tale c h e l a  trasforma- 
zione r~zionale ad esso assoeiata, /) ,  abbia per immagine _F,~ ~ 10 s e n  ~ 0, I ed ~ 9 

se ~ b ~ 2 .  
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