
Famigl ie  di dischi analitici con bordo 
su sottovariet~t C ~  non generiche (*). 

A. SELYAGGI PaI~CEI~O - G. TAIAI~!I (l~irenze) 

Summary. L I n  this work the authors prove that all su]/ieiently small analytic discs in the tangent 
space o] a non generic embedded C2~ mani]o~d M ~ c C  ~v (2/I' at least of class C ~) can be 
li]ted uniquely to analytic discs in  C ~v with boundaries on _~1' Mo~'eover i] M'  is real analytic 
or U ~~ then real analytic or C ~~ discs lilt without ross of derivatives. I]  .3I ~ is o] class C ~ then 
there is a 1 + e loss o] derivatives in the lilting. A stability result is also proven. 

l .  - I n t r o d u z i o n e .  

In  un recente lavoro [6] sono state carat~erizzate famiglie locali di dischi analitici 
in C a con bordo su un~ assegn~ta v~riet~ CR generics; (per un riassunto v. [7]). 
Tall dischi, o t tenut i  come ris~limento unico di dischi di par~metri  hello spazio tan- 
genre alla varietY, sono legati alle soluzioni di un  sistema non lineare di cquazioni 
integr~li singol~ri che contengono la trasform~t~ di Hilbert  del cerchio unitario. 
Questo metodo fu introdotto d~ BIsHoP [2] il quale, mediante opportune appros- 
sim~zioni successive in spazi di Sobolev, ot tenne una f~miglia particolare di dischi 
analitici con bordo sull~ varietY. Ta]i dischi dipendono da certi parametr i  lcga.ti 
Mla construzione fat ta .  

Successivamente diversi autori  [14], [5], [13]~ hanno modificato l~ costruzione di 
Bishop lavorando in spazi di Sobolev di ordine maggiore ed ottenendo cosi un~ mag- 
giore regolarits per i dischi e per 1~ lore dipendenza dai parametri .  

In  [6] si eonsiderano tre differenti t ipi di varietY: la ~n~litica reale, l~ C ~176 1~ C k'~ 

(k>~O, 0 < c~ < 1) ; si introdueono appropriati  sp~zi di B~nach di p~rametri  ed usando 
il teorema dellu funzione implicit~ in sp~zi di B~nach si risolve il sistema di equazioni 
funzionali che prende il nome di equaziene di ]Bishop. lqel case C ~ e analitico reale 
i dischi che cosl si ottengono hanno la stess~ regolarit~ della v~riet~, COSl pm'e 1~ 
lore dipendenza dai p~rametri,  l~el case C ~'~ si perdono invece 1 q- e derivate. Sempre 
in [6] si ot~engono risultati  sull~ unicit~ dei dischi e sulla lore differenziabilit~ ri- 
spetto ai parametr i  ed a perturbazioni della varietY. 

In  cluesto lavoro si generalizzano a variet~ non generiche i risultati  di [6] sopr~ 
ricordati. Ad ogni variet~ non generica si ~ssocia una  opportuna var ie t~ generica 
e si prova ehe 6 possibile ris~lirc in mode unico le f~miglie di dischi ot tenute in [6] 

(*) Entrata in Redazione il 1 ~ dicembre 1979. 
(**) Lavoro svelte sotto gli auspici del C.N.R. 
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sulla variet~ generica a famiglie di dischi con bordo sulla variet~ non generica, senzs 
perdere aleuna derivat~. Nel caso analitico reMe il r isalimento si ottiene, (teorema 5.2)~ 
mediante  un teorema di estensione olomor~a di CR funzioni [12]. Negli al tr i  cssi, 
( teorema 6.2)~ si riesce ad spprossimsre ]s variet~ non generica con variet~ analit iche 
reMi~ dopo aver dimostrato (lemma 6 . 1 ) c h e  il teorema 5.2 vale uni formemente  ri- 
spetto Ml~intorno t rovato.  L~unicit~ dei r isalimenti  ~ p rovs ta  nel teorema 4.1~ mentre  
nel t eorems  7.2 si dimostra  la dipendenza dei r iss l imenti  dslla varietY. 

Per  quanto ci risultu questo lavoro differisee da precedent i  lavori sullo stesso 
soggetto : da [8]~ [10]~ [11]~ in quanto non si fanno ipotesi sulls forma di Lev i  della 
varietY; da [10], [11] poich~ si usano spazi di ps ramet r i  pi~ generali. I r isultati  sono 
o t tenu t i  d i r e t t smen te  - -  come uns  generMizzazione non bans le  di [6] al caso di va- 
r i e ~  non generiche - -  senza far uso di teoremi di estensione di CI~ funzioni. 

2 .  - CR-varieth. 

Sis M una vsr ie t~ differenziabile reale, immersa in C ~, di dimensione d. Sia T,(M) 
lo spazio t angen te  reMe ad M in p e M. Se J ~ l 'operatore che definisce ]s s t ru t tu ra  
compless~ di C N, poniamo, per  p ~ M 

HT~(M) ----- T~(M) ~ JT~(M) . 

HT~(M) ~ lo Sloszio t sngente  olomorfo a M in p ed ~ il msssimo sottospazio complesso 
di T~(C ~) contenuto in T~(M). Se dimc HT~(M ) = re(p) ~ costante in un intorno 
d i p  in M, allors M si dice uns  variet~ lovalmente CR in p, di CR-dimensioge m. Posto 
l = d - - 2 m  e K = N - - ( l + m ) ~ - N - - n  s i d i ce  che M ~ u n a v a r i e t h g e n e r i c a i n p  
se e solo se K ---- 0. Si p rova  faei lmente ehe se M ~ u n s  vsr ic tg  generica in p~ allora M 

generics in un intorno d i p  in M [lJ. 
Uns  funzione s valori  complessi / ~ C~(M) si dice uns  CR-/unzione in 1) se 

~ M ( p ' )  = 0 

dove p '  sppar t iene  ad un  intorno d i p  in M e ~ rappresen ts  le equazioni tsngenziMi 
di Cauchy-Riemann su M. Si dice che ] ~ CR i~ M se ~ CR in ogni lounto di M. U n s  
applicazione diffcrenziabile t r a  due variet~ C R y / :  X -+ 17, X c C,  Y c C~ si dice 
una  OR applieazione in p e X  se d]~: T~(X) -+ T~(~)(:[) ~ tale che 

g],,: HT,,(X) -+ HT~{~,)(Iz) 

con p'  in un  intorno d i p  in X. Se / ha component i  ]1, ..., f~ si pub dire equivMente- 
men te  che / ~ CR in X se e solo se ogni componente / j  ~ CR in X. In fa t t i  se z e HT~(X) ds 

~ 1  " 
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si ha  che dL(z) eHTI(~)(Y) s e e  solo se z]~ = O, Vj, Vz. Cib 6 vero s e e  solo se 5Is = 0, 
Vj, Yz el06 s e e  solo se ]j ~ CR in X.  

Sia M '  una  CR varletS,  a lmeno differenziabile7 immers 'a  in C ~, di dimensione 

reale d = 1 + 2m e di CR-dimensione m. Supponiamo M '  non localmente  generica 
in p e M' .  Senza perdere di generalitY, usando un  oppor tuno  cumbiumcnto  di coor- 

d inate  olomorfo, si pub assumere ehe sia p = 0, Yo(M') = {yl = Y2 . . . . .  y, = 07 

z~+~ . . . . .  z ~ = 0 }  e HTo(M') ={z~ = z ~ - ~ . . .  = z ~ = O  7z~+~ . . . . .  z ~ = 0 }  dove 
zj = x~ + iyj (j = 1, 2, ..., ~V) sono coordinate  olomorfe in un intorno di 0 in C ~. 
I n  ta l  caso ~ possibile r appresen ta re  locMmente M '  come grafico sul suo p iano tan-  

genre To(M') 

M'={(z~,. . .Tz~v):yj  :hj (x l , . . .Txz ,z~+l , . . .~z~)  ] : ] 7 2 7 . . . , l  

(2.1) x~+, = h: (xl, ...~ x~, zz+l, ...~ z~) 
7 = 1 , . . . ,  K} 

y .+ ,  = h: (x~, ..., x~, z ~ ,  ..., z~) 

dove h ,  h' h~ sono ftmzioni a valor i  reali, definite in nn intorno V di 0 in R t •  C ~ 

(si not i  che To(M') ~ isomorfo a R~X C~), regolari  t an to  quan to  M '  e nulle in 0 fino 

al secondo ordine. Pe r  brevi t~  di scr i t tura  ta lvol ta  indicheremo con H la te rna  
(h, h', h") di funzioni che definiscono la varietY. 

Ind ich iamo con ~r: C r = C ~ X C ~ -+ C" la proiezione sulle p r ime  n component i  e 

sia M = ~r(M'). M ~ una  var ie t$  della stessa regolarit~ di M' .  Rest r ingendo eventual -  
men te  l ' in torno V di 0 in R t •  C ~ in modo da rendere iniet t ive le applicazioni zrl~. 
e d(~rIM,), si p r o v a  faci lmente  che M 6 generica in 0, di dimensione reale d e di CI~- 

dimensione m. In f a t t i ,  per  costruzione T 0 ( M ' ) =  To(M) e t t T o ( M ' ) = t t T o ( M ) ,  
quindi M 6 generica in 0. Poich6 la genericit~ 6 una  condizione ape r t a  7 segue che, 
res t r ingendo se necessario l ' in torno V, M 6 generica nel l ' intorno V di 0 e quindi 6 CR. 
Sussiste pe r t an t o  per  M la rappresentaz ione  

(2.2) M={(z~ , . . . , z ,~ ) :yr162  j = 1, 2 , . . . ,  l} 

dove le funzioni he sono le stesse che definiscono M' ,  even tua lmen te  r i s t re t te  ad un 
sot toinsieme di V contenente  l 'origine. 

Pos to  ~ = (~lw)-~7 9:  M -> M ' c  C~7 si ha  

(2.3) ~ ( Z 1 7 . . .  ~ Z n )  = , �9 rt 

(h~_~ + ,h~_,)(x~, . . . ,  x~, z~+~, . . . ,  z . )  

e quindi 

sia H = (h, h', h") una  te rna  di funzioni di elasse almeno C 1, con 

h: V c R ~ x C ~ - + R Z  

h': V c R ~ •  R Ic 

h": V c R ~ •  ~ ~ R  X 

j < n  

n + ] < j < N  

9 ha  la stessa regolari ts  di H.  In effett i  ~ ~ una  OR funzione su M. In fa t t i ,  
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e nulle fino al secondo ordine nell'origine. Siano M ed M'  definite come in (2.2)-(2.1) 
r i sget t ivamente  d~ h e H.  Definita in ta l  modo M ~ ann C]~ variet~ generica di C ~. 
Sussiste per  q0 il seguente r isultato 

LE~'v~A 2.1. - q~ b una OR applieazione sulla variet~ generica M se e solo se M' 
lovalmente una OR variet5 non generiea oon la stessa (3i~ dimensione di M. 

Dx~. - Sin M'  una CR v~riet~ non genericu con la stessa CR dimensione di M. 
La  proiezione z~ ~ olomorfa in C ~ e quindi 7(I M, ~ CR. Allora 

Poich5 

dim T~(M') ~ dim T,,(~)(M), dim e HT~(M') = dim e HT(~)(M) 

e d(z]~,) ~ iniet t iva,  r isultano suriett ive le upt01icazioni d(7~IM, ) e d(YeJM, )/Hz~(~r')" Alloru 
la trasformazione inversa di d(~lM,), d% ~ tale che d%,(~):HT,(,)(M)-->HT,(M'), 
cio~ !o ~ CR su M. 

Supponiamo ora ~0 CI~ su M. Allora d~.(~): HT.(~)(M)-+HT~(M'). Dalle de- 
finizioni di M, M' ,  ~ risulta dim T~(M') -~ dim T,(~)(M) con d(ul~r) iniett iva.  Allora 
d(~]M. ) e &p sono biiet t ive e per tan to  dime HT,,(~)(M)<dime HT~(M'). In  generale 
risulta, per ogni p sufficientemente vicino ull'origine, dime HT~(M') < dim e HTo(M' ). 
Ma poich~ H ~ nulla fino ul secondo ordine in 0 HTo(M') ~ HTo(M) e eosi 

dim e HT~(M') < dim e HTo(M) = dime HT~(~)(M). 

Da ci6 segue che dime HT~(M') - ~  dime HT~(~)(M). I1 lemma ~ provato.  
La  eondizione ehe ~0 ~ CI~ su M pub essere espressa anche in termini  di H. Infat t i ,  

ogni componente  ~ .  di ?, j ---- 1, 2, ..., h T, definita come in (2.3)~ CI~ stt M;  cosi in 
part ieolare h~ 4- ih::, 1 < j ~< K, 5 CR su M. Se si considera l 'estensione, banale, di 

f �9 I !  �9 f f  �9 S f  

h~ 4- ~h~ a t u t t o  C ' ,  da ta  da (h; + zh~)(zl, ..., z~) ~- (h~ 4- zhj)(xl, .., xz, z~+ 1 ..., z~) 

si h~ ehe 

~(h; § ihi:)A ~elA...A 6z = 0 I < j < K  

dove 5/~ = ~ (~/v/~j)dSj e ~. = h , -  y, 1 ~ ]  ~<l sono le funzioni che definiscono M. 

Cosi M'  g una  variet~ CR non generiea, di t ipo (2.1) s e e  solo se 

(2A) ~(~ + it~i:) c ~(~(~- y)) l<j<~K 

dove Z ( ~ ( h - - y ) )  ~ lo spazio generato da ~(h 1 -  Yl), ..., 5(h~--yt). 
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3 . -  N o ~ o ~ .  

Si~ D il disco unitar io ~perto di C. Una  funzione y : /9 - ->  C ~, oppure  l ' immagine  

7(D),  si dice dJisco analitico in C ~ se y ~ olomorf~ in D. Si ch iama bordo del disco ana- 
litico la funzione y:  S~-+ C',  oppure  l ' immagine  y(S ~) del bordo S ~ del disco D. 

Ind ich iamo con 9) ~ la famiglia dei dischi anali t ici  in C s con bordi  sufficientemente 
regolari.  

Sia M c C" una  var ie t~ CR, gcnerica di dimensione re~lc 1 -J- 2m c di CR-dimen- 

sione m, definita localmente  da una  funzione h sufficientemente regolare. Pos to  
P ----R~X ~ in [6] si p rova  che csiste scmpre un disco anali t ico g(~) = (](~), w(~)), 

e D ,  ] = u + i v ,  in C ~ con bordo 

= 0Wo) + i OWo), r m 

su M s e e  solo se si pub risolvere l 'equazione funzionale di Bishop 

(3.1) uW ~ = c -  m[h(~@'~ wW~ ~o e ~, 

corr ispondente a qualche e lemeato  p = (c, w) e P. T 6 la Srasformata di t t i lbe r t  del 

eerchio e percib 1~0 ](0) = e. Si chi~ma disco dei parametri  l ' e lemento (c, w) ; men t re  
g(D) si dice il risalimento di (c, w). I n  ta l  caso si risa]e una  famiglia di dischi (c, %1)) 
dcfinita su / 9 •  U apcr to  di t ), da (c, ~ ) :  (~, p) --> (c, w(~)), in una  famiglia 

q -= (5, ql)) - -  ~-: (~,p)  -->](~,p), p e  U ~ di dischi g(D) = ( ] ( D ) , w ( D ) ) e  ~ X  
• ~ = ~D 5 con bordo su M, mcdian te  il seguente d i ag ramma  

(3.2) 

M c___. C ~ 

~i~ y ~ (l~ef( 0),id ) 
S 1 x U e-__, D x U (~,-E-.-.-.-.-.-.-.~ R ~ x C "  .- 'To(M) 

e si p rova  the  il disco g(D) corr ispondente ad  ogni p = (c, w) e U ~ unico. 

I n  questo lavoro si consider~ una  CR v~riet~ M' ,  non generics,  sufficientemcnte 
regolare e si p rova  che r isulta commu~ativo il sequente  d i ag ramma  

(3.3) 

M '  e - *  C ~+~ • C x = C ~ 

M c___-~C~• ~ C ~ = C - - * C  ~ 
I Y //t / 

S~xE e ~DxE ~ - R ~ x C  ~ 

To(~) 
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dove 0 e E ~  U e ~ che ~ un~ appropr ia ta  estensione di ~obg, ~ una  famiglia di dischi 
anMitici in C ~ con bordo su M'.  l~el easo analitico reale, risulta ~ = ~o~ con q~ 
es tendone  olomorfa di r 

Si p rova  inoltre che ~ unico il disco ~ e S) ~ con bordo su M'~ ehe corrisponde a 
disco (c, w) e E  in R ~ X C ~. 

4 .  - U n i c i t A .  

Sia M'  una  C x var ie t$  definita come in (2.1) in un  intorno di V di 0 in tR x C ~ da 
una  funzione H tale che vMga (2.4); siano M, % ~ definite come nel paragrafo 2. 

Se necessario restr ingiamo l ' intorno V in modo che risulti  ] D ~ h ( x , z ) l < l  , 
(x, z) e V. l~icordando che N -= ~ -4- m + K,  prendiamo in considerazione dischi 
analitici ~(/))e  S) g, con bordo su M' ,  della forms 

(~.1) j(.D) = (/(1)), ~(~D), q(D)) 

dove (1, w, q) e ~ •  ~ P •  ~ e ta l l  the :  i) j(D) e Z~(D), ii) (l~e/(S~), w(S~)) ~ V. 
Sussiste il seguente teorema 

TE01~E~A 4.1. -- A d  ogni disco analitieo (e, w(Sx)) ~ V vorrisponde al p i4  un  disco 
~(i)) e S) ~v della preeedente ]orma (4.1). 

DI~.  - Supponiamo per assurdo che esistano due dischi jl(.D), j2(D) della forma (4.1) 
corrispondenti  allo stesso disco dei paramet r i  (e, w). Allora i dischi gl(/)) = (It(D), 
w~(D)), g~( / ) )=  (/~(D), w~(/))) appar tengono a ~D ~ ed hanno i bordi sulla variets  
generica M definita da (2.2). Per  costruzione g~ e g2 sono i risalimenti  dello stesso disco 
dei paramet r i  (c, w). Da [6; Proposizione 5.1] segue ehe ] I ( D ) =  ]~(/)) e W l (D )=  
= w~(D). Ma j~(S ~) ~ M' ,  i = 1, 2 e poich~ 9:  M - +  M'  ~ iniet t iva risulta j~(S ~) = 
= ~2(S~). Dalla  formula di Cauchy per  Ji, i = 1, 2, segue l 'assurdo j l ( D ) =  j~(D). 

5 .  - I I  e a s o  a n a l i t i e o  r e a l e .  

Sia M'  una CI~ variet~ analit ica reale, non generica definita in un  intorno di 0 
dalla formula (2.1). Siano z ,  % V come nel paragrafo 2 ; allora la variet~ M = z (M' )  
associata ad M'  ~ una CI~ varietY, anali t ica reale, generica, definita come in (2.2). 
Con le stesse notazioni  di [6] pon iamo:  

B = intorno compat to  delPorigine in V c R t X C ~ ; 

A ~ = { ~ e C : l - - ~ <  IzL<l + ~, ~>0}; 
2)~ = { z e c :  lzl< 1 + ~, ~ > o ) ;  



A. SELVA~a~ P~mC]~Rm - G. T A ~ :  l~amiglie di disehi analitiei~ etc. 239 

Lip e (h) = eostante  di Lipsehitz di h(u~ w) r ispet to  ad u in B; 

qL(B) = {f: B -+ R~ ] anali t ica reale} ; 

%~(B) = prodot to  cartesiano di qL(B)/-volte  ; 

qL(B, O) = {1t = (h, h', h") e qL~(B) • qJo~(B) •  : H(0) = DE(O) = 0, valga (2.4)} ; 

c (x) = voo(x)  = lw: x c :  t<o = + 
t 

lw(x) - -  w(Y)l X compat to  di R~ 0 < ~ <  1} ; +~,~xSUp ix._ yl~ < oo, 

C~(Do) = prodot to  cartesiano di C~(Da), m-vol te ;  

~ ( / ) ~ )  ----- p rodot to  cartesiano di (0(/)e) (3 C~(/)~)), m-volte, con la norma  I~,e di 

CAD~) ; 

A~,o ----- prodot to  eartesiano, l-volte, di O(Ao) ~ C~(A~) con la norma t I~,~ di C~(~) ;  

[[T[I ~ = norma dell 'operatore di IIilber$ T:  C~(S ~) --> C~(S ~) con 0 < ~ < 1. 

In  [6; Th. 6.1] si pro-ca che se h e qs e 0 < 6 <  60 < 1, 0 < a < 1, Mlora esistono 
una  costante c = e(~, l, 6) ed un intorno U = U(~, 6) di 0 in P~ tali  c h e s e  Lip B (h)< 
<(cl;Ttl~) -~ allora l 'equazione di ]3ishop (3.1) ha una unica soluzione u data  dalla 
restrizione ad S 1 di una funzione anali t iea reale da U in A~,~. Inol t re  [6; Th. 8.1] 
si risale in modo unieo una famiglia locale (c~ ql)t): Da • U --> R z • C ~ di disehi ana- 

litici ad una  famiglia di disehi analit iei  g~: D e •  U --> C" con g~(., p) e ~],(Do) , e si 
prova  ehe g~ ~ l 'estensione anali t ica reale di una  funzione analit ica reale g: D x 
• U - +  C'~ con g e bg definite come in (3.2). 

LENSIA 5.1. -- Sia q) definita da (2.3). Se E ~ un sottoinsieme aperto eonnesso e sem- 
plicemente eonnesso di U~ 0 c E~ E c U~ allora esiste un 5': 0 < 6' < 6o <~1 ed una un@a 
estensione ~ di % con ~ olomorfa in un intorno aperto connesso ~ di J]7i~ = g6(/)6• 

con 0 < 6 < 6 ' .  

Dnu. - Pe r  il lemma 2.1 ~o ~ CR su M. Da  [12] segue che ~0 ~ estendibile in modo 
unico a4 una  funzione olomorf% r in un intorno I c C ~ di M. Sin E un qualsiasi 
sottoinsieme aperto~ connesso e semplicemente connesso di U con E c U e conte- 
nente  il disco degenere P0 = (01 0). Se b g ( S 1 x E )  indica la restrizione a S I x  E di 
g : D x U - - > C  '~, ~ IzDbg(S~• Da [6; Th. 8.2] segue che esiste un  intorno o~ di 
21~ = g ( / ) •  E) tale c h e r  si estende in modo unico ad una funzione olomorfa ~ in co. 
Se 0 < 6' ~=-min {60, dist (bg(S l •  C n \ I ) } ,  allora per ogni 0 < 6 < 6' esiste 
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uaa  unica estensione olomorfa ~ di ~ in un  intorno /2 di _~=--_ 9~(D~ • E). I1 lemma 
provato.  

Si osservi che se  H e %(B,  0) noa  ~ restr i t t ivo supporre che Lip ~ (h) < (c]lTI]~)-~< 1 
dove c ~ la costante  forni ta  da [6; Th. 6.1]. 

Usando il precedente  lemma ed i r isul tat i  di [6] si ha:  

TE0~E~A 5.2. -- Sia H e qL(B, 0), 0 < ~ < 1, 0 < 6 < 6'. Allora esistono un in- 

torno E di 0 in  R~X ~(D~~ ed una ]unzione analitica reale ~: D X E--> C ~ che ~ la 
restrizione a D •  di una ]unzione analitica reale ~ : . D a x E - - > C  ~ con ~t ( .~p)  

e ~ ( D ~ )  e 7~(S~x E) c M'. 

Dx~. - La  funzione ~ ~ analit ica reale in Da X E e per ogni fiss~to p e E 9a(. ,  p) e 
e O,(D~). Quindi 

= 

una funzione analit iea reale definita su D a •  e per ogni fissato p ~ E,  ~ ( . ,  p) 
e O~(Da). Inol t re  

~y~(S ~ x E) -~ ~(S ~ X E) = (9obg)(S ~ X E) c M ' .  

I1 teorema ~ provato  ed abbiamo risalito ogni famiglia locale di dischi analitici (e, ~ )  

definita in D a •  come dal diagramma (3.3). 

6 .  - I1  c a s o  C ~, 4<fl<c~. 

Sis B come nel paragrafo 5. Sis X un  compa t to  di R e d  0 < ~ < 1 .  Per  ogni intero 
k > 0 definiamo 

�9 { } = x c:  lwl ,  x _ 

I~l<k 

Talvolta  C~'~(X) sar~ usato come spazio di funzioni a valori reali, ma sar~ chiaro 
sempre dal eontesto. 

Posto  C~"(X) = C~'~(X) • ... • C~'~(X) (/-volte), sia O~g~ = ~Dk'~ • ... • ff)~'~ (m-volte) 

dove ~ ' ~  = O(D)(3 Cr~'~(D). Si not i  che 1~ norma ]1Tllk,~ dello operatore  T:  C~'~(S ~) --> 
--> C~'~(~ 1) ~ tale che IITiIk,~< fIT[[~. 

Sia M'  uaa  CR variet~ noa  generica di classe C~, 4 < f i < c ~  i n u n  intorno di B, 
definita come ia  (2.1) da una funzione Ho con 

' " 
H o = (ho, ho, ho) e B, 0) 

-~ (H -= (h, h', h") e C~(B) X C~K(B) X C~(B): valga (2.4) e H(0) ----DH(O) = 0}.  

Non ~ restr i t t ivo supporre IJip B ho < 1. 
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Sin M la var ie ts  generica associuta, definita da (2.2). Nel c~so C~ non si conoscono 
teoremi  di estensione olomorfu 4i % per  cui non si pub risalire d i re t t amente  un disco 
da M a d  M' .  Si pub perb risalire il bordo g(S ~) di un disco g -~ (]~ w) in C n con bordo 

su M, ad un insieme F(g(S~)) c M' .  I1 problemu ~ p rovare  ehe F(g(S~)) ~ il bordo di 
un disco anulitieo ia  C ~. 

Poich~ ~(g(S~) )= g~(S ~) l < ~ < n ,  basterg  fur vedere ehe la funzione q-~ (qt, 
q~ ~... ~ q~) : D -> C ~ definita da 

(6.1) q~(z) = ( 2 ~ i ) - f f  q~+~(g(t) _ z gt i = ~, 2, . . . ,  ~: 

S~ 

ed in D olomorf% ha  per  t raccia  su S ~ (~0~+,g(S~)), ..., ~.+K(g(S~))). I n  ta l  caso 

(g, q) : D --> C ~ • C ~ ~ il r isal imento in C ~ del disco g in C ~, ed ha bordo su M' .  
Cib ~ equivalente  a p rovare  che esiste una  cos tante  c tale  che 

(6.2) Re?(g(e'~ = e - -  T(Im~(g(e~~ e '~ e S '  

ment r e  in gener~le r isui ta  

(6.3) 

Si not i  che per  definizione di ?,  ]e p r ime  n component i  di c(e ~~ in (6.3) sono costanti .  

Pe r  le res tant i  K component i  si ha  

(6.4) 

d o v e  g(e *e) = (c,+~(e~~ . . . ,  c.+~,(e~~ 
P e r  p r o r a t e  che g ~ eostante,  appross imeremo M '  e quindi Ho, con una  succes- 

sione di CR var ie t s  anal i t iche re~li, M'v, non generiche definite come in (2.1) da 

Itv = (h~, h'~, h"v) e ~tL(B, O) con 

(6.5) Hv--~Ho nell~ norton di C2(B, 0). 

L'es is tenza  di una  tale successione ~ p rova t a  in [9]. 
Su ciascuna variet~ M'v, il t eo rema 5.2 fornisce, per  ogni (~ sufflcientemente pic- 

colo, un intorno Ev(6) di 0 in R * • ~ ( D ~ . )  ed il r isal imento di ogni disco di pa rame t r i  
(c, w ) e  Ev(8) ad un  disco anali t ieo in C ~ con bordo su M'v. Si not i  the  in ta l  easo 

5r(e ~~ ~ costante.  
I1 p rob lema ~ p rovare  che (Ev(6)} tende  per  ~ -~ c~ e 6 -+ 0 ad un insieme aperto.  

A tale  seopo enuneiumo il seguente l emma  ehe segue da un a t t en to  uso del t eo rema 

della funzione impl ic i ta  in spazi di Banaeh  e dal precedente  teorem~ 5.2. 

1 6  - A n n a l i  di  Matemat i ca  
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L v , ~ A  6.1. - Fissato H o ~ C~(B, O) si consideri per ogni A ~ 0 tale ehe A -F l ip~ho~l 
l'insieme ~ - ~ { H e q L ( B , O ) : l h - - h o l ~ , ~ < A  }. Esiste un  e > O  tale che, ]issati 
0 ~ cr ~ 1, 0 ~ Oo ~ li  per ogni O< ~ ~ ~o ed H ~ ~ l~-intorno E ~ E(A)  di 0 in 
R ~ • fl)~(De) ha la proprieth the per ogni p ~ E esiste una uniea ]unzione analitica reale, 
~ ( H ) : D •  ~ con ~ ( H ) ( . , p ) ~  ff)~ e ~ (H) (S*•  sulla varieta de]inita come in 
(2.1) da H. 

D ~ .  Avremo bisogno delle seguenti notuzioni [6; w 6]: si~ ~ la estensione olo- 
morf~ di h in a n  opportuno intorno di 0 nel complessiilcato di B. J~ possibile rappre- 
sentare ~ come un~ fuazione, ~(u~ w, w*), di (u~ w, w*) i n C~X C ~ dove w ----- ~ --b iw~, 
w* ~ w ~ -  iw~ e w~  w~ sono l~estensione nel complessificato di C ~ r ispett ivamente 
di Re w e I m  w. Poich~ per ogni H e ~ lhl~,~<~ lhol~,~ -F A,  ~ possibile trovure nel com- 
plessificato di R~X C ~ un intorno compatto,  conveseo, di 0 , / ~ ,  tale che / ~  D B e 

]h[~,~ < 2(Ihol~. 1 § A). l~estringendo eventuMmente B si pub assumere B~ = I ~ X  
X I H c C ~ X C TM coil I ~  e I~ aperti, t)er ogni 0 < ~ < ~ ed ogai H e ~ consideri~mo 
l'in~orno A~ = ~(~,  ~, H) dell'origine in A~,oxC~xA~u,~ tale che (~(re'O), w(re~~ 
w*(re~~ eJ~ H per ogai (u, c, w, w*) ~ ~ e re ~~ e A~. Consideriamo gli opera~ori ~ 
J~(H) definiti in ~ ed a vMori in A~,~ d~ 

~(u ,  e, w, w*)(re ~~ = ~(u(re~~ w(re~~ w*(re~~ ) 

c,  w ,  = u - c + c,  w ,  

dove ~ 6 l~estensione dell 'operatore di ~tilbert T sull'~ne]lo ~ ed 6 un operatore 
C-lineure limituto da Ag in s6 per ogni 0 < 5 ~ 1 e 0 < ~ ~ 1. In  [6 ; w 6] si prov~ 
che ~ e ~(H) sono operatori olomorfi ed inoltre che 

(6.6) I1 11 , < il 'tt m   ( ( 1 - a )  (1 + (1 + aoy). 

Si noti  che esistono ml,  m~ t~li ehe se u e C~(S ~) e p = (c, w) e II)~ con sup lul ~ ml~ 
$1 

sup I ( c ,w) l<ms  Mlora (u, c~ w)(e ~~ e B. Percib se u e C~(S 1) e p e O~(D~) con 

[ul~< ml~ fPI,,~ < m~ risulta (u, c, w)(e ~) e B .  
P~ssiamo ~ dimostrare il lemmu. Seguendo la dimostruzione del teoremu dellu 

funzione implicitu fa t ta  in [4; Th. 10.2.1] ricerchiamo unu soluzione u e A~,~ deWequa- 
zione funzionale ~(H)(u ,  e, w, w*) -~ O. 

Poich~ H celL(B, 0) l~unico problema ~ procure che esistono due numeriposit ivi  
~ '< m~ e"< m~ indipendenti  da H, 5, ~, tMi che per ogni ~ ,  u~ e A~,~ con u~(.4~) e I R 
e lu~]~.~<e' i : 1 , 2  ed ogni p* = ( e , w , w * )  con p * ( A ~ ) e C ~ •  e ]p*l~,~<e '~ si 
abbia 

(6.7) I/-~(H) (u,, p*) --/~(H) (us, P*) --  (ul - -  u~)]~,t < (�89 - -  u~ ]~,~. 
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l:~(~)(u~, ~*) - 2 ( ~ ) ( u ~ ,  p*)  - (u~ - u,)I~.~ = t2 (  s  p*)  - ~ ( ~ ,  p*)  )l~.~ < 
1 

0 

Poich6 da (6.6) segue 

< IITII  m ~  ((1 - ~o) -~', (1 -F OoY')(21hol~,~ + A )  ----.J_ 

(6.7) segue ad esempio con ~ '< min (1/8 ~ ,  m~) e e" < rain (1/8 ~_, m~). Posto ~ = 
= rain (#'~ ~'/(2fl~ q- 1)) si ha per ogni H e  3, ogni p* ~ C~XA2~,~ con p*(A~) e C~X I~ 

e [p*]~.~ < "~ 

Cosi, per ogni H e J e ogni p*(Zt)  E C~• I H con IP*t~,~ < ~, esiste una  unica ap- 
plicazione olomorfa ~(H)(p*): A~ -~ I H con 15[~,~ < e' tale che.~(H)(~t(tI)(p*), p*) = O. 

Analogamen~e ~ quanto fa t to  in [6; Th. 6.1] se scegli~mo c e R  ~, w * =  ~ su 
S ~ ed r = i si ha che (e(H)(p*)ls~ ~h~ vu]ori reuli. Per  ogni 0 < ~ < ~o sia c e /~  ~, w e 
e ~D~(D~) con ]Pl~,,a = ]cl ~ ]w]~,~ < ~/3. Per  ogni H e 3 esiste un 0 < 5' = ~'(H) < (~ 
ta le  the  se w* 6 l 'estensione olomorfa di wls,~ allorap*(A~,) = (c, w, w*)(Zt,) c CZx I n 
con [p*]~,~, < ê. :Per costruzione esiste quindi una  funzione u: F ~ -  {p e R  ~X ~(D~).~ �9 
]p]~,~ < ~/3} -+ A~,~ con valori  reali su S ~. Poich~ ~(H) 6 olomorfa e la trasform~- 
zione lineare di ~:(D~) in A2~,~, ~ ~ l imitata  segue the  u 6 anMitica reale. Si noti  che 
per ogni H,  ~, ~ ~ 6 contenuto ne l r in torno  U di [6; Th. 6.1] corrispondente ad a, 6'. 
I1 lemma segue dal teorema 5.2 per ogni fissato 0 < ~ < ~/3 con 

(6.8) H = H(A) - -  {p e R ' x  ~)7.(D~): ]pj~.~ < ~}. 

Torniamo ~1 problem~ iniziule di dimostrure che 5(e ~~ in (6.4) ~ costante.  In  quanto 
segue indicheremo con C ~,~ lo spazio delle funzioni ](~, p) tuli che 

i) l ( ' ,  p) e c~ vp; l (~ , ' )  e c s v~ ,  

ii) non interessa l~ordine di derivazione. 

Mentre  ] e C k's;~ se inol t re  

iii) t u t t e  le derivate in i) sono di classe C ~. 
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Sia 0 < ~ < 1 e ~5 = (L ~} unu sueeessione di numeri reali positivi. Indichiamo 
con B~{/~} l o  spazio di Banach 

B'~{ / , }  ---- .f ----- ](e ~~ e G~~ I[]11,. = s u p  ~ < oo , 

e con fl)~{Z} il sottospazio di 0re(D) (~ C~(/)) delle funzioni con vMori al bordo in 

! // 

TE01~EMA 6.2. -- a) Sia la ]unzione 1to = (ho, ho, ho) ehe definisee M'  di elasse 
C~-'**(B, O) k + S>3,  s > l  (C~+~+~,X(B, O) k + s>3) .  Allora, per ogni 0 < o~ < 1 es,s~e 
~ intorno E di 0 in It~X ~ ed qzna ]unzione ~: D X E -+ C ~ tale ehe ~ e C ~'~ (C ~'':~) 
e ~(. ,  p) e fl)~ ~ per ogni p e E. Inoltre ~ (SxXE)  c M'.  

b) Sia la ]unzione Ho di elasse C~176 0). Allora, per ogni 0 < o~ < 1 esistono una 
{z}, = z)   :2L} ea 

~: D X E  --> C ~ tale ehe ~(. ,  p)  e ~)~v{2~} l~er ogni i ~ e E e ~ e C ~ ris~etto a ]~] + [v I + 

Nora. - a) Se H o e  C~+~,'(B, O) k > 3  si ha  inoltre ehe D ~ D ~  esiste in D• for- 
temente  per ogni 0 <j<.k  [6; w 4 def. forte differenziabilit~]. 

b~) La suecessione {.L} dipende dMla funzione Ho ma pub essere scelta in modo 
uniforme rispetto ad ogni H in sottoinsiemi l imitati  di Coo(B, 0) [6; remark 1 Th. 7.1]. 

b~) Per  ogni ~o > 0 6 possibile trovare una suecessione {L} ed lm intorno 
E ---- E(~o, ~, Z) c R~X II)~(D6o) t~le che 1~ funzione ~ della parte b) ha  le stesse pro- 
priet~ del teorem~. In  ta l  caso ~ 6 C ~ rispetto alla norma [~] + lel + IwlZ~Oo 

DI~OS~lCAZlOI~V. Dv, L ~EO~E~A. -- Dimostriamo l'esistenza di ~ nel caso pi~lde- 
bole, eio~ supponiamo Ho ~ C~(B, 0). 

Da [6; Th. 5.2] si ha  l 'esistenzu per ogni 0 < a <  1 di ~ costanti  ~/~ -~ ~(~, ho) 
i ~-- 1, 2, 3, 4, tMi ehe 

6.9) er - -  - -  h B 

per ogni (c~, w~, h~) e R~X ~ X  C~'I(B, 0) con levi < ~ ,  ]w~/~ < ~ ,  e ]hj - -  ho[~, I < r~; 
j ---- 1, 2. La  funzione u~ ~ la soluzione unica in C~(S ~) di (3.1) per h~ corrispondente 
ai parametr i  (e~, w~) j = 1, 2. Definiamo 
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a ~ Dz/v Per  ogni 0 < g < l ,  se w e I D ~  allora w reff)~(D~/v) , e [w ]~ <Iwl . Inoltre s i h u  

(6.10) ] w -  writ, = sup l w ( ~ ) -  wv(~) I + sup ] w ( ~ ) -  w v ( ~ ) -  w($) + wv($)] < 

[r ~'l>x/v 

+ sup < 

]~-~]<11~ 

< I~]~, , ~ 1  ~' + sup lu,(~) - ~(~)1 + sup iw(~) - u"(~)l, + 

~ ,~  1~ - ~l ~'' ~ , r  I~: - ~ P '  

(6.11) 

Posto  

Percib per  O < ~ ' < g < l  w v - + w  con y - - * c o i n  ~ .  
Per  ogni 0 < s < ~ < 1 fissati ~ possibile, in virtfi di (6.5), t rovare un Yo tale che 

per ogni V>yo hV soddisfi 

[h:'-- ho[~,~ < min(~,-\  ~3~"1, - - l i p  ~ 2  ho)-/ ~ - A .  

{ Eo (e, w) e R z • ~D~ : lel < rain ( ~ ,  ~' w , ~ / e ) ;  lwl~ , , = < rain ~]~' e/2 

dove e 6 come nel lemma 6.1, da (6.9) si ha per ogni Y>Yo 

(6.12) 

e poich~ [wl~.< 21wI~< ~ '  si ha 

(6.13) t~ ' -  ~ b  < v i ' ( L ~ -  wl~, + Ih ~ -  hoI~,~) 

con u~ e u soluzioni uniche di (3.1) per h ~ e ho in C~(S ~) r ispet t ivamente corrispondenti 
ai parumetr i  (e, wv) e (c, w). Inoltre mediante il lemm~ 6.1 b possibile risalire in modo 
unico ogni disco (e, w ~) e R~• ~)~(/)llr), Y>Yo~ ad un disco con bordo (~v § ih~(u~, w'~), 
(h'v § ih'v)(uv, wv)) su M'v. l~isulta per tanto  

(6.14) 

con ~ costante in RE: 
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Passiamo ora a prora te  the 6 ' converge a 6(e ~~ con il ehe avremo provato che 
5(e r176 ~ eostante in (6.4). Sottraendo da (6.14)-(6.4), con facili passaggi si ha  per ogni 
0 < 0 < 2 z  

(6.15) 
0 

+ lT(l~",(u,, w , ) -  ho(~t , ~)1))< 

< Ih'~(u5 ~ )  - -  h'~(~, w)t~, + Ih'~(u, w) --  ~'o(U, ~)l~, § 

1,1 In  [6; lemma 5.1] ~ stato provato che se h e C~ (B) allora la trasformazione 
Jr A o c C~(S ~) • 2 1 5  ~)~ ~ C~(S ~) definita sullo aperto Ao da 

:~(u, p)(e ~~ = h(u(e~~ w(e~o) ) 

C 0,1 con costante di Lipschitz che dipende da A o e d a lh l~.  Poich~ esis~e un~ co- 
s tante ~ tale che IHrI~ < ~ per V?>~yo allora esistono due costanti  2r -= 2r j = 1~ 2 
tall  che da (6.13) si ha 

z, < &( l~  , -  -I~. + I~ ' - wl~,) < ~ ( ~ '  + 1)I~ , - ~1~. + ~v~'lh~ - ~o1,~, 

~=< tlzllo,&(,7:' + 1 ) I~ , -  wlo, + Ilzll=,X=,~, IZ~ - ho~,~, 
t B i r B 

I y ~ ~?  n ,B 

Si osservi the  la prima maggiorazione per 1,, l~ 6 s ta ta  provata  in [6; lemma 5.1]. 
Da (6.5) e (6.10) segue che per ogni e > 0 6 possibile trovare un ?~ > Yo tale che per 
ogni ~ > 7~ e per ogni 0 < 0.4< 2z risulta 

Si 6 eosl provato the  ( c l , . . . ,  c~, 61,..., 6~) ~ una costante di R~. ]~ cOSl possibile 
risMire Ogni disco, suffleientemente piccoi% (c, w) in To(M') ad un disco (f, w, q) in 
C ~ con bordo su M', almeno quando M'  ~ C 4. 

Per  dim0strare lu parte a) de1 teorem% supponiamo tto e Ck+s+l(B, O) 1 ~  s>3 ,  
s > l  (C~+~+~.I(B, O) s + k~3) .  Sia E '  o ia retroimmagine di/~o mediante l'inclusione 
di R ~XID~: ~ in R ~ X ~  e si~ U l ' intorno di 0 in ~ k,~ R X ~,~ di [6 ; Th. 5.1]. Poniamo 

f 
= E o r ~  U 
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e definiamo la funzionc 9:  D •  C N nel modo seguente 

(6.16) ~($, P) ----- (g~(~, P), ..., g,,($, P), qx(~, P), ..., q~(~, P)) 

dove 

g($, p) -~ (]($, p), w(~, p)) p = (c, w) 

il r isalimento in C ~ del disco di l~ar~metri p, e q~ 6 come in (6.1). Risulta ~(S~• 
•  c M'  in quanto  abbiamo precedentemente  prova to  che per ~ ~ 1 . . . .  ,K~ es- 
sendo E c -Eo, r isulta 

(6.17) q(e ~~ " ~ ' ~0 . ~, , p) = ~+~(g(e~O, p)) = h,o.~(u(e,o, p), w(e,O)) + ~hoAu( ~ , p),  w(e,O)). 

F~cciamo vedere che ~ ~ C k+~ (Ck+~'~). Si osservi che 9 = (gl, ..., g,) ~ Ck'~ 
(C k'~;~) [6; Th. 8.1] e che poich~ E c U la soluzione u di (3.1) corrispondente ad ho 

di classe C ~ (C~, ~) come funzione da E c R ~ •  ~ in C~'~(S~). Da [6; lemma 5.1] 
segue ehe le funzioni q~Is~: E -+ C~'~(S 1) j ~ 1, ..., K sono di classe C ~ (C~,~). Dal 
teorem~ di Privaloff [3] segue chc q: E - +  ~ definita du q(p)(~) = q($, p) ~ anehe 
di classe C~(C~,~). A questo punto  ~ possibile fare con la funzionc q gli stessi passi 
fas per la funzione ] in [6; Th. 8.1]; si ot t iene cosi che 9( ' ,  P ) e  q ) ~  e ~ e C ~'~ 

(6,~,~;~). 
P~ssiamo a dimostrarc la par te  b). Supponiamo 1to ~ C~(B, 0). Con gli stessi passi 

Ia t t i  in [6; Th. 7.1] sosti tuendo alla funzione h la tr ipla H0 ~ possibile trov~re un~ 
successione (L} tale Jr JCo,/Eo siano di classe C ~176 in un intorno A(L} dell 'origine in 
BT{L}•215 ff)~{L} e l ' immagine di A{L} sia un sottoinsieme l imitato di B~{L} • 
• B~(L} • B~(Z}. Se E~ 5 la retroimmagine di Eo mediante  l 'inclusione di R ~ • ~ ) ~ L ;  

.~ R ~• fl)~, posto 

" U E = E o ~  

consideri~mo 1~ funzione ~ : D •  N definita d~ (6.16). Vale ancora (6.17) e 
per~anto b~c  M'.  Da [6; Th. 7.1] segue c h e l a  soluzione, u, di (3.1) ui U--> B~{L} 

di classe C ~ per p e U, ment re  9 ~ C ~ [6; Th. 8.1]. Da (6.17) e dulla regolarit~ di 
[ /1 J~o~ JEo seguc che q~[s~: E --> BC'(L} ~ di classe C ~. Dal teorem~ di Priv~loff si ha che 

q :E - ->D~{Z}  ~ di classe C% Con argomenti  simili ~ [ 6 ; T h .  8.1] si o t t iene che 

~(. ~ p) ~ ff)~ e J E C% I1 teorema ~ provato.  
La nora  a) segue dal fa t to  che/)~D~ g esiste for temente  in D • {0} per 1 < j < k [6; 

th. 8.1, remark].  Poich~ J~' c JC ~ sono for temente  differenziabili nelForigine [6; 
lemma 5.1e)]~ ~ possibile prova.re la f o r t e  differenziabilit~ in / ) •  di q. Si noti  
che l 'osservazione b~ segue (come in [6; Th. 7.1b)]) scegliendo un~ successione {L} 

in modo che Yinelusione ~,~(D0) r Dg{Z} risulti di classe C% 
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7.  - Stabi l i th .  

Analogamente a quanto 6 stato provato  in [6; Th. 5.2] per una varietg generica, 
possibile dare un  teorema di stabilit~ anehe nel caso non generico supponendo 

per6 ehe le funzioni ehe definiscono le variet~ siano nulle fino al secondo ordine in 0. 
Pr ima  di enuneiare il teorema di stabilit~ proviamo il seguente teorema che per- 

met re  di risalire disehi analitici su variet~ de fn i t e  da funzioni H che stanno in un 
certo intorno di una assegnata H o = (ho, h'0, ho). 

Sin E come nel teorema 6.2. 

TE01~EI~IA 7.1. -- Sia la ]unzione tlo ehe de]inisce M'  di classe C~+,+~(B, O) 
k + s>3 ,  s>~l (C~+~+~,~(B, O) k + s~>3). Allora per ogni 0 < ~ <  1 esistono un  in- 
torno I di H o in C~+s+~(B, 0) (C~+s+l'~(B, 0)), un intorno E di 0 in R ~ • O~g~ ed una 

]unzione aj: ~ • E • I --> C ~ che per ogni fissato H ~ I fornisee il risalimento in C ~ di 
un disco in E,  con bordo sulla varietd definita da H come in (2.1). Znoltre ~J(. ~ ~, H) e 
e _~ '~  e ~J(. , �9 , / / )  e 0 ~'~ (0 ~'"; % 

DIll. - Supponiamo H o e  C~+s+~(B, 0) e sin A come in (6.11). Poniamo 

I = {H ~ C~+s+~(B, 0): [h - -  hol~.x < A /2} .  

Per  ogni H ~ I sin Hv una successione di funzioni analit iehe reali con H v - +  H 
in C2(B, 0). Sussiste alloru la (6.11) per ogni 7 sufficientemente grande ed 6 possibile 
rifare per ogni H tu t t i  i passi tut t i  nel teorema 6.2 per Ho. Si ot t iene cosl una  fuI1- 
zione ~ = ~(H) data  da (6.16) con le propriets  del teorema 6.2. Pe r  provare  il teorema 
b~sta definire aj(~, p, H) : D • E • I --> C ~ mediant~ 

(7.1) �9 (~, p, ~ )  = ~(~)(~, p ) .  

Si osservi c h e l a  regolaritg di aj 6, per ogni fissato H,  quella di ~(H) del teorema 6.2. 
I1 caso H0 e C~+~+~,~(B, 0) s + k > 3 ,  si t r a t t a  aI1Mogamente. 

Nota. - Sussiste un teorema simile al precedente  anehe nel caso Ho~ C~(B, 0). 
La dipendenza di ~J da H ~ stabili ta dal seguente teorema,  dove E 6 definito come 

nel teorema 6.2. 

TE01~ElgA 7.2. -- Sia k > 3  e 0 < ~ < 1. Sia Ho~ Ck+~'~(B, 0), allora esistono un 
intorno ~ di (0, Ho) in  E •  C~+~.~(B, O) ed una costantv a =-a(k, ~, Ho) tale ehe 

(7.2) I~d(" , P l ,  HI)  - -  ~(. ,  P2, H~f~,~< 

h~/k+l;1 + ih, x _ , ~ _ ~,, B h~l~+l,x + Ihx '~lo,xJ 

per ogni (as, w~ tt~) ~ U, j = 1, 2. 
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DI~.  Sia U c R ~ • ~ ~ C~+t'I(B) - ~ X come in [6; Th. 5.2]. Poich~ l ' immersione 
i :ExC~+i ,~(B ,O)_+R~•  ~ C~+~.X(B) ~D~ • ~ continua, per ogni A'  > 0 tlssato, r ins ieme 

= ~o1~+~,1 + I ~ ' -  ' "  ]h" - -  ~" ~ = - -  h 0 I k + l , 1  + o O,l<At}) 

aperto. I ~ l ' intorno di Ho in C~+~,~(B, 0) del tcorema precedente.  Per  ogni 
(p, H) = (e, w, H) e ~7 si ha 

,tj(., p, H) -= 3(H)( . ,  p) ---- (g(H)( . ,  p), q(H)( . ,  p)) ----- ( / (H)( . ,  p), w(p), q(H)(. ,  p)) 

col3. 

~J(S~, p, H) -~ (u + ih(u, w), w, (h' + iM)(u, w)).  

Dal teorema di Privaloff  si ha che esiste Ulla costante a~ ---- a~(k, ~) tale che per 
ogni disco analitico g(~), ~ e D, con Re g(e ~~ ~ C~'~(S ~) risulta 

Ig]~,,~<a~]Regl~,~ + [Img(0)]<c~]Regj~,~ + sup llmg(e*O)l. 
O~<O~2z~ 

L'ul t ima maggiorazione segue dalle propriet~ delle funzioni armoniche. In quanto 
segue a = a(k, ~, Ho~ A') indicher~ cost~nti differenti. Sempre dul teorema di l~ri- 
valoff e da [6; Th. 5.2] segue che per ogni (vj, w~, H~) ----- (p~.~ H~-) e ~7 j = 1, 2 risultu 

l /(~)(. ,  p~) - / ( ~ ) ( ' ,  p~)IL < ~ ] u ~ -  u~tZ,~ + sup lh~(u~, w~) - 7~(u~, w~)] < 
0~0~<2n  

<o' (Ie~-~ . . ]  + ]w~-w~]~,~ + ]h~-- ~1~+~,~) + sup - - l~ (u~ ,  
0 ~< 0 ~<2zt 

+ sup ]h2(u~ ~ w~) - -  h~(u~, w2)J = b~ + b2 + bs. 
0-<<0<2~ 

Si ha quindi 

b~<l ip ~ ( h i - -  7~) sup (I~J + [ w~ l ) <~ Y~ - -  h~r0~,l<~IT~ - ~1L1,1 
b3<lipBh2 sup ( l u l - u ~ l  + i~-~l)< 

< (lip s ho § A')(]u~ - -  u~l~ + i w ~ -  w~]~) < 

D~ cui 

Ig (H1) ("  , P l )  g(H~,)(" ~ - -  -~ B 

Per  la funzione q abbiamo 

", , - 1~,~. + 

h~/u sup Ih~'(ul, w l ) - -  ~ 2, w~)J : b  4 + b ~ ,  
O ~ f l ~ 2 g  
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dove '~ 

w ~ [h~-- ~ h' 

~<lip ~ (h[--h'~) sup (lull + lw~l) + lipnh~' sup ( l ~ - u = l  + l~o~-w=l)< 
0~<0~<2~ 0~<0~<2~ 

h . 1! .B 

I1 teorema ~ provato in quanto risulta 

w I~(., p~, zq) - ~ ( . ,  p~, ~)i~.~<,~(!e~- e~l ~- i~,~- ~I~.~ + 
~I~+~,~ + t ~ ' -  ~Io,~) �9 + l~l-~1~+~,~ + t~'~- ' ~  "~ 

8.  - 0 s s e r v a z i o n i  s u l l a  n o n  g e n e r i c i t h .  

Nota 1. - Da  (7.2) segue the se H~, H2~ C~+I'a(B, 0 ) ' ~ 3  sono tali the 

(s.~) ~ = h~, ~,'~ = ~'~ 

allora ~ possibile risalire uno stesso disco di parametr i  p = (% w) di R z • ~k;~ u due 
dischi ~J(.,p, H~), ~J(.,p, H2) definiti come in (7.!) con bordi sulle variets non ge- 

neriche definite r ispet t ivamente,  secondo (2.1), du H~ e H~, perch~ 

I t  - t  I / t B  

I~J(" , P , - ~ 1 )  --r  p ,  H 2  ) lk,cr fflhl - -  17~2]0,1 �9 

Cib significa che risalimenti di uno stesso disco su variets C ~+1,1 non generiche diverse, 
/f // 

sono vicini nel senso C k'~ anche se le funzioni h 1 e h~ non sono vicine in tal senso. 

Pifi in generale g: 

Nota 2. - Siano M'  1 e M'9 due variet~ di t ipo (2.1) definite r ispet t ivamente da 

funzioni H1 e H2 di classe C4(B, 0) e tuli che valga {8.1). Siano ~(H~), ~(H2) i risa- 
l I 

l imenti r ispet t ivamente con bordi su M 1 e M 2 di uno stesso disco d i ' pa rame t r i  

p = (v,w) in R~• Si ha allora, per 0 < 0 < 2 ~  

(8.2) 

dove u ~ la soluzione dell 'equazione di Bishop relativa alla funzione hi = h~ e corri- 

spondente ai parametr i  (% w), mentre  ej = e~((e, w ) ) e R  ~. Da  (8.2) segue 
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e da l te  p r o p r i e t ~  di  T ehe 

dove  C = C(p) e R ~, p --= (c, w). 

Si vede  q u i n d i  ehe  due  v a r i e t ~  CR non  gener iche ,  def in i te  come  in  (2.1) d~ fun-  
! ! 

zioni  H~ e H~ con h~ = h ~  h I --~ h ~  ~ m m e t t o n o  p e r  ogni  s tesso  disco p di  p~ramet r i~  

r is .~l iment i  ehe  d i f fe r i scono t r~  loro  p e r  (0, iC(p)). 
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