Famiglie di dischi analitici con bordo
su sottovarieta CE mnon generiche (*).

A. SELVAGGI PRIMICERIO - G. TAIANI (Firenze)

Summary. — In this work the authors prove that all sufficiently small analytic discs in the langent
space of a non generic embedded CR manifold M'c C¥ (M' at least of class C*) can be
lifted uniquely to analytic discs in C¥ with boundaries on M' Moreover if M’ is real analytic
or 0% then real analytic or O dises lift without loss of derivatives. If M' is of class OF then
there is a 1+ ¢ loss of derivatives in the lifting. A stability result is also proven.

1. — Introduzione.

In un recente lavoro [6] sono state caratterizzate famiglie locali di dischi analitiei
in C" con bordo su una assegnata varietd CR generica; (per un riassunto v. [7 1).
Tali dischi, ottenuti come risalimento unico di disehi di parametri nello spazio tan-
gente alla varietd, sono legati alle soluzioni di un sistema non lineare di equazioni
integrali singolari che contengono la trasformata di Hilbert del cerchio wunitario.
Questo metodo fu introdotto da Bismop [2] il quale, mediante opportune appros-
simazioni successive in spazi di Sobolev, ottenne una famiglia particolare di dischi
analitici con bordo sulla varietd. Tali dischi dipendono da certi parametfri legati
alla construzione fatta.

Successivamente diversi autori [14], [b], [13], hanno modificato la costruzione di
Bishop Iavorando in spazi di Sobolev di ordine maggiore ed ottenendo cosi una mag-
giore regolaritd per i dischi e per la loro dipendenza dai parametri.

In [6] si considerano tre differenti tipi di varietd: la analitica reale, la 0%, la C**
(k>0, 0 < a < 1); si introducono appropriati spazi di Banach di parametri ed usando
il teorema della funzione implicita in spazi di Banach si risolve il sistema di equazioni
funzionali che prende il nome di equazione di Bishop. Nel caso ¢ e analitico reale
i dischi che cosi si ottengono hanno la stessa regolaritd della varietd, cosi pure la
loro dipendenza dai parametri. Nel caso C** si perdono invece 1 - ¢ derivate. Sempre
in [6] si ottengono risultati sulla unicitdh dei dischi e sulla loro differenziabilitd ri-
spetto ai parametri ed a perturbazioni della varieta.

In questo lavoro si generalizzano a varietd non generiche i risultati di [6] sopra
ricordati. Ad ogni varietd non generica si associa una opportuna varietd generica
e si prova che & possibile risalire in modo unico le famiglie di dischi ottenute in [6]

(*) Entrata in Redazione il 1° dicembre 1979.
(**) Lavoro svolto sotto gli auspici del C.N.R,
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sulla varietd generica a famiglie di dischi con bordo sulla varietd non generica, senza
perdere alcuna derivata. Nel caso analitico reale il risalimento si ottiene, (teorema 5.2),
mediante un teorema di estensione olomorfa di OR funzioni[12]. Negli altri casi,
(teorema 6.2), si riesce ad approssimare la varietd non generica con varietd analitiche
reali, dopo aver dimostrato (lemms 6.1) che il teorema 5.2 vale uniformemente ri-
gpetto all’intorno trovato. L unicitd dei risalimenti é provata nel teorema 4.1, mentre
nel teoremsa 7.2 si dimostra la dipendenza dei risalimenti dalla varieta.

Per quanto eci risulta questo lavoro differisce da precedenti lavori sullo stesso
soggetto: da [8],[10], [11], in quanto non si fanno ipotesi sulla forma di Levi della
varieta; da [10], [11] poiché si usano spazi di parametri pili generali. I risultati sono
ottenuti direttamente — come una generalizzazione non banale di [6] al caso di va-
rietd non generiche — senza far uso di feoremi di estensione di CR funzioni.

2. — OR-varieta.

Sia M una varietd differenziabile reale, immersa in C¥, di dimensione d. Sia T,(M)
lo spazio tangente reale ad M in p € M. Se J & Voperatore che definisce la struttura
complessa di C¥, poniamo, per pe M

HT, (M) = T (M) JT,(M).

HT (M) ¢ lo spazio tangente olomorfo a M in p ed & il massimo sottospazio complesso
di 7,(C¥) contenuto in T,(M). Se dim, HT, (M) = m(p) & costante in un intorno
di p in M, allora M si dice una varietd localmente OR in p, di CR-dimensione m. Posto
l=d—2m e K=N—(l +m)=N—n si dice che M & una varielé generica in p
se e solo se K = 0. Si prova facilmente che se M & una varietd generica in p, allora M
& generica in un inforno di p in M [1].

Una funzione a valori complessi f € (M) si dice una OR-funzione in p se.

ouf(p) =

dove p' appartiene ad un intorno di p in M e 0, rappresenta le equazioni tangenziali
di Cauchy-Riemann su M. Si dice che f & OR in M se & CR in ogni punto di M. Una
applicazione differenziabile tra due varietd CR, f: X — Y, Xc (', YcC Cs, si dice
una CR applicazione in p e X se df,: T,(X) - Tyn(Y) & tale che '

djfl': HTW(X) - HTf(aJ")(Y)
con p’ in un intorno di p in X. Se f ha componenti fi, ..., f, si puo dire equivalente-
mente che f & CR in X se e solo se ogni componente f, ¢ CR in X. Infattisez € HT,(X) da

1) = 3 et + 5 ) a;,
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8i ha che df,(2) € HTx,»(Y) se e solo se zf, = 0, Vj, V. Cid & vero se e solo se Zf; = 0,
Y4, Vz cioé se e solo se f; ¢ CR in X. ‘

Sia M’ una CR varietd, almeno differenziabile, immersa in C?, di dimensione
reale d =1 4 2m e di OR-dimensione m. Supponiamo M’ non localmente generica
in p e M'. Senza perdere di generalita, usando un opportuno cambiamento di coor-
dinate olomorfo, si pud assumere che sia p =0, T(M') = {y; =y, = ... =y, = 0,
Zupr = o =ty =0} @ HIo(M') = {21 =2 = ... =2, =0, 2,43 = ... = 2y = 0} dove
z; =x; +ty; (j =1,2,...,N) sono coordinate olomorfe in un intorno di 0 in CY.
In tal caso & possibile rappresentare localmente M’ come grafico sul suo piano tan-
gente To(M')

M’: {(217 seey zN): yj = h,-(wl, crey 0&‘,, zl+17 ) Zﬂ) j == 1, 2, sery Z
I

(2.1) By =Ry (g eesy Try Bryny ooy 2)
n

Ynry =1, (@1y.ery Ty Brp1y ey Zn)

dove %, k), k, sono funzioni a valori reali, definite in un intorno Vv di 0 in R'x C™
(si noti che T,(M') ¢ isomorfo a R'x C™), regolari tanto quanto M’ e nulle in 0 fino
al secondo ordine. Per brevitd di scrittura talvolta indicheremo con H la terna
(h, B', B") di funzioni che definiscono la varieta.

Indichiamo con z: C¥ = C*X C* — C" la proiezione sulle prime » componenti e
sia M =n(M'). M & una varieta della stessa regolarita di M'. Restringendo eventual-
mente Pintorno ¥ di 0 in R*X C™ in modo da rendere iniettive le applicazioni z| w
e d(m|,p), si prova facilmente che M & generica in 0, di dimensione reale d e di CR-
dimensione m. Infatti, per costruzione To(M') = T\(M) e HT(M') = HT\(M),
quindi M & generica in 0. Poiché la genericitd ¢ una condizione aperta, segue che,
restringendo se necessario 'intorno ¥V, M & generica nell’intorno V di 0 e quindi & CR.
Sussiste pertanto per M la rappresentazione

(2.2) M o= {2y ey 20) 2 U5 = BBy ooy @1y Zrpyy oy 2a) §=1,2,..., 1}

dove le funzioni ; sono le stesse che definiscono M’, eventualmente ristrette ad un
sottoinsieme di V contenente l'origine.
Posto ¢ = (|y)™Y @ M - M'c C¥, i ha

2 j<n
(2.3) %’(21, ey Zn) = , - ,
(Mg ) (g g ey @y By ey By) n+1<j<N

e quindi ¢ ha la stessa regolaritd di H. In effetti p & una OR funzione su M. Infatti,
sia H = (h, h', h") una terna di funzioni di classe almeno (%, con

h: VcR'XC™ >R

B:VcR'xC"®—RE

Wi VcRxC™—RE
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e nulle fino al secondo ordine nell’origine. Siano M ed M’ definite come in (2.2)-(2.1)
rispettivamente da & ¢ H. Definita in tal modo M & una CR varietd generica di Cn.
Susgiste per ¢ il seguente risultato

LeMMA 2.1. — ¢ é una CR applicazione sulla varietd generica M se e solo se M’
é localmente una OR varieta non generica con la stessa CR dimensione di M.

Dium. — Sia M’ una CR varietd non generica con la stessa CR dimensione di M.
La proiezione & & olomorfa in C¥ e quindi x|, 8 CR. Allora .

d(ﬂIM')p:HTp(MI)%HTn(p)(M)i peM"
Poiché

dim T (M) = dim T, (M),  dimg HT,(M') = dimg HT, (M)

e d(n|,,) ® iniettiva, risultano suriettive le applicazioni d(r|y.) e d(w|yp) gz, (). Allora
la trasformazione inversa di d(n|,.), dp, & tale che dg,,,: HT,, (M)~ HT (M),
cioé ¢ & CR su M.

Supponiamo ora ¢ OR su M. Allora dg,,,: HT, (M) - HT (M'). Dalle de-
finizioni di M, M, x risulta dim T, (M') = dim T,,(M) con d(zw|,.) iniettiva. Allora
d(x),) e do sono biiettive e pertanto dimg HT,,(M)<dime HT,(M'). In generale
risulta, per ogni p sufficientemente vicino all’origine, dimg HT (M') <dimg HT'((M').
Ma poiché H & nulla fino al secondo ordine in 0 HT(M') = HT,(M) e cosl

dimg HT (M) <dimg HT (M) = dimg HT, (M) .
Da cid segue che dimg HT (M') = dim¢ HT,,(M). Il lemma ¢ provato.

La condizione che ¢ & OR su M pud essere espressa anche in termini di H. Infatti,
ogni componente ¢, di @, j = 1, 2, ..., N, definita come in (2.3) ¢ CR su M; cosi in
particolare h; + ik, 1<j<XK, & OR su M. Se si considera I'estensione, banale, di
h; + ik a tutto C", data da (B + i0))(2yy ..., 2,) = (B -+ i) @1y oy @y Ziq oy 2)
8i ha che

3(h; + BB N\ NOg, =0  1<j<K

k3
dove 0F = Y (0F[0Z;)dZ; e ¢;' = h; —y, 1<j<1 sono le funzioni che definiscono. M,
j=1

Cost M’ & una varietd CR non generica, di tipo (2.1) se e solo se

(2.4) C O i) c L3 —y))  1<j<K

dove L(d(h—y)) & lo spazio generato da O(hy — #1), ..., Ok — Y1)
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3. — Notazioni.

Sia D il disco unitario aperto di C. Una funzione y: D — C?, oppure Pimmagine
y(D), si dice disco analitico in C* se y & olomorfa in D. Si chiama bordo del disco ana-
litico la funzione y: 81— C°, oppure I'inimagine y(8?) del bordo S* del disco D.

Indichiamo con D° la famiglia dei dischi analitici in C*® con bordi sufficientemente
regolari.

Sia M c C* una varieta CR, generica di dimengione reale I - 2m ¢ di OR-dimen-
sione m, definita localmente da una funzione % sufficientemente regolare. Posto
P = R'X D in [6] si prova che esiste sempre un diseo analitico g(&) = (f(&), w(£)),
£eD, f=wu + i, in C* con bordo

g(e'?) = (u(e“’) + ib(u(e”), w(e)), w(e?)), Pesr
su M se e solo se si puo risolvere ’equazione funzionale di Bishop
(3.1) w(e®) = ¢ — T[h(u(e®), w(e®))], e

corrispondente a qualche elemento p = (¢, w) € P. T & la trasformata di Hilbert del
cerchio e percio Re f(0) = ¢. Si chiama disco dei parametri ’elemento (¢, w); mentre
g(D) si dice il risalimento di (¢, w). In tal caso si risale una famiglia di dischi (¢, W)
definita su Dx U, U aperto di P, da (¢, W): (& p) — (¢, w(£)), in una famiglia
§ = (F,W) — F:(£) 1), peU — di dischi g(D) = (/(D), w(D)) € D'x.
X D= = D, con bordo su M, mediante il seguente diagramma

M C—s C

(3.2) V y’ \ (Ref(0),1d)

81X U > DX U - R X C ™ =To(H)

e si prova che il disco g(D) corrispondente ad ogni p = (¢, w) € U & unico.
In questo lavoro si considera una CR varieta M’', non generica, sufficientemente
regolare e si prova che risulta commutativo il sequente diagramma

M > CnHiXCE = CF

A A

M >Cx | Crn=C—s>Cr

(3.3) 171 / /

Six EC DXE Rix Cr

i
To(M)
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dove 0 € H€ U e § che & una appropriata estensione di gobS, ¢ una famigliadi dischi
analitici in G con bordo su M’. Nel caso analitico reale, risulta ¥ = §oS con @
estensione olomorfa di ¢.

Si prova inoltre che & unico il diseo & D¥ con bordo su M’, che corrisponde a
disco (¢, w)e E in R'xCn,

4. — Unicita.

Sia M’ una O* varietd definita come in (2.1) in un intorno di ¥ di 0 in 'R x Cm da
una fonzione H tale che valga (2.4); siano M, ¢, n definite come nel paragrafo 2.

Se necessario restringiamo lintorno V in modo che risulti |D k(x, 2)j <1,
(#,2) € V. Ricordando che N =14 m -+ K, prendiamo in considerazione dischi
analitici §(D) € D¥, con bordo su M’, della forma

(4.1) §(D) = (#(D), w(D), ¢(D))

dove (f, w, q) € D*X DX DF ¢ tali che: i) j(D) e Lx(D), ii) (Re f(81), w(81)) e V.
Sussiste i1 seguente teorema ‘

TEOREMA 4.1. — Ad ogni disco analitico (¢, w(S%)) € V corrisponde al pi un disco
(D) € DY della precedenie forma (4.1).

Dint. — Supponiamo per assurdo che esistano due dischi ,(D), j,(D) della forma (4.1)
corrispondenti allo stesso disco dei parametri (¢, w). Allora i dischi ¢,(D) = (f.(D),
wi(D)), g.(D) = (fo(D), w(D)) appartengono a D" ed hanno i bordi sulla varietd
generica M definita da (2.2). Per costruzione ¢, e g, sono i risalimenti dello stesso diseo
dei parametri (¢, w). Da [6; Proposizione 5.1] segue che f,(D) = f(D) e w,(D) =
= wy(D). Ma j,(8)e M', i =1,2 e poiché ¢: M — M’ & iniettiva risulta j,(8!) =
= §,(8%). Dalla formula di Cauchy per j,, « = 1,2, segue Passurdo j,(D) = §,(D).

5. — 1l caso analitico reale.

Sia M’ una CR varietd analitica reale, non generica definita in un intorno di 0
dalla formula (2.1). Siano s, ¢, V come nel paragrafo 2; allora la varieth M = m(M")

5\

agsociata ad M’ & una OR varietd, analitica reale, generica, definita come in (2.2).
Con le stesse notazioni di [6] poniamo:

B ==intorno compatto dell’origine in ¥V c R*xC";
A, ={zeC:1—0<pg]<1+6,0>0};
D,={2eC: 2] <1+ 6,0>0};



A. SELVAGGT PRIMICERIO - G. TAIANI: Famiglie di dischi analitici, ecc. 239

Lip® () = costante di Lipschitz di h(u, w) rispetto ad « in B;

W(B) = {f: B — R, f analitica reale};

U,(B) = prodotto cartesiano di U(B)I-volte;

U(B, 0) = {H = (by B’y 1") € Woy(B) X W (B) X Woe(B) : H(0) = DH(0) = 0, valga (2.4)};

03 X) = O%x(X) = {w: X - C:|wls = sup lw(x)| +

zeX

+ supM< oo, X compatto di R, 0<zx<1};
w,q;eX lw"_ylw
TFY

0%(D,) = prodotto cartesiano di C*(D,), m-volte;

D*(D,) = prodotto cartesiano di (O(D,) N 0%(D,)), m-volte, con la norma ||, , di

Or(Dy) 5
P = {p e R XD5(D,): [Plas, = |(6, )] = lo] + [w]45,5 09> 0,0 <a<1};
475 = prodotto cartesiano, I-volte, di 0(4,) N 0%(d,) con la norma | |, 5 di 05(4,);

17|, = norma dell’operatore di Hilbert 7': (%(S?) — 0%(8?) con 0 < a<<1.

In [6; Th. 6.1] si prova che se heUs(B) e 0 < §< Jp<1, 0 < < 1, allora esistono
una costante ¢ = ¢(a, I, 6) ed un intorno U = U(x, 6) di 0 in P, tali che se Lip”® (k) <
<(e|T|,)* allora Pequazione di Bishop (3.1) ha una unica soluzione u data dalla
restrizione ad 8! di una funzione analitica reale da U in #{,. Inoltre [6; Th. 8.1]
si risale in modo unico una famiglia locale (¢, W,): D;X U — R!x Gm di dischi ana-
litici ad una famiglia di dischi analitici G;: D,X U — G con Sy(-, p) € D3(Dy), € si

prova che G, & Destensione analitica reale di una funzione analitica reale §: DX
XU ->C con G e b§ definite come in (3.2).

LEMMA 5.1. — Sia @ definita da (2.3). Se E ¢ un sottoinsieme aperto connesso e sem-
plicemente connesso di U, 0 c B, E c U, allora esiste un 6': 0 < 8’ <dy<1 ed una unica
estensione § di @, con § olomorfa in un intorno aperto connesso 2 di M, = 8,(D,x E)
con 0 <8<,

Dim. — Per il lemma 2.1 ¢ & CR su M. Da [12] segue che ¢ & estendibile in modo
unico ad una funzione olomorfa, ¢, in un intorno I c C* di M. Sia E un qualsiasi
softoinsieme aperto, connesso e semplicemente connesso di U con Ec U e conte-
nente il disco degenere p, = (0, 0). Se bS(8* X E) indica la restrizione a S1XE di
§:DxU —Cr, & IDbS(8' X E). Da [6; Th. 8.2] segue che esiste un intorno o di
M = G(D x E) tale che ¢ si estende in modo unico ad una funzione olomorfa $ in w.
Se 0 < ¢’ =min {5, dist (6S(S*xH), C~\I)}, allora per ogni 0<d< 0 esiste
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una unica estensione olomorfa ¢ di ¢ in un intorno Q di J,= 8,(D,x E). 11 lemma
& provato.

Si osservi che se H € (B, 0) non & restrittivo supporre che Lip® () <(¢| T| )< 1
dove ¢ & la costante fornita da [6; Th. 6.1].

Usando il precedente lemma ed i risultati di [6] si ha:

TEOREMA 5.2, — Sia HeU(B,0), 0 <a<<1, 0 << 3. Allora esistono un in-
torno B di 0 in R'X D (Ds) ed una funzione analitica reale §: DXE —C¥ che ¢ la
restrizione @ DX B di una funzione amalitica reale F5: Dy;XE — C¥ con (-, p) e
€ DXD,) ¢ FS X E)c M'.

Diu. — La funzione S, é analitica reale in Dy X E e per ogni fissato p € B Gy(-, p) €
€ 0,(D,). Quindi

¢ una funzione analitica reale definita su D, < E e per ogni fissato p e E, F,(-,p) e
€ Oy(Dy). Inoltre

Fs(8*XE) = F(SB* X E) = (pobS)(S*XE)c M'.

I1 teorema & provato ed abbiamo risalito ogni famiglia locale di dischi analitiei (¢, W,)
definita in Dy;X E come dal diagramma (3.3).

6. — 11 caso C°, 4<f<co.

Sia B come nel paragrafo 5. Sia X un compatto di R ed 0 <a<1. Per ogni intero
k>0 definiamo

0+(X) = {: X  C: o, o = [0l = 3 D" w]. < o] .
i<

Talvolta C**(X ) sard usato come spazio di funzioni a valori reali, ma sard chiaro
sempre dal contesto. _ :

Posto O0F*(X) = O%*(X)X... X O X) (I-volte), sia D&* = D**x ... X D®* (m-volte)
dove D** = 9(D) N C*¥(D). Si noti che la norma || T}, , dello operatore T: C**(S) —
— O%*(8") & tale che | T}, < |T],. '

Sias M’ una CR varietdh non generica di classe 0%, 4<B<co inun intorno di B,
definita come in (2.1) da una funzione H, con

H, = (hy, hy, b)) € C¥(B, 0) =
={H = (h, ', 1") € 0}(B) X C4(B) X C%(B): valga (2.4) e H(0) =DH(0) = 0}.

Non & restrittivo supporre Lip® h, << 1.
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Sia M la varietd generica associata, definita da (2.2). Nel caso C8 non si conoscono
teoremi di estensione olomorfa di ¢, per cui non si puo risalire direttamente un disco
da M ad M’. Sipud perd risalire il bordo ¢(S?) di un disco ¢ = (f, w) in C* con bordo
su M, ad un insieme @(g(8)) c M'. 11 problema & provare che g(g(8%)) ¢ il bordo di
un disco analitico in C¥.

Poiché @,(g(8Y) = ¢,(8*) 1<j<mn, basterd far vedere che la funzione ¢ = (¢,
Qay .oy @g): D — CF definita da ’

(6.1) 0:(2) = (M)—xff"ﬁ(%))dt j=1,2.,K
Sl.

ed in D olomorfa, ha per traccia su St ((p,,+1g(6’1)), ey (p,,+K(g(Sl))). In tal caso
(9, 9): D — C*x C* & il risalimento in C¥ del disco g in C*, ed ha bordo su M'.
Ci6 & equivalente a provare che esiste una costante ¢ tale che

(6.2) Re g(g(¢”")) = ¢ — T(Img(g(¢”))), €S
mentre in generale risuita
(6.3) Re p(g(¢)) + T(Im p(g(e"))) = o(¢®).

Sinoti che per definizione di ¢, le prime n componenti di ¢(¢’) in (6.3) sono costanti.
Per le restanti K componenti si ha

(6.4) ho(u(e), w(e®)) -+ T(hg(u(e”), w(e”))) = &(e™)

dove &(6%) = (py1(€), .oy Coin(€')).

Per provare che ¢ & costante, approssimeremo M’ e quindi H,, con una succes-
sione di CR varietd analitiche reali, M'?, non generiche definite come in (2.1) da
Hv = (kv, b'7, B"v) € W(B, 0) con

(6.5) Hv—H, nella norma di C%B,0).

L’esistenza di una tale successione & provata in [9].

Su ciascuna varietd M'7, il teorema 5.2 fornisce, per ogni 0 sufficientemente pic-
colo, un intorno B»(8) di 0 in R*X D;,(Ds,) ed il risalimento di ogni disco di parametri
(¢, w) € B7(8) ad un disco analitico in C¥ con bordo su M'». Si noti che in tal easo
&7(¢"%) & costante,

11 problema & provare che {Ev(d)} tende per y — co e § — 0 ad un insieme aperto.
A tale scopo enunciamo il seguente lemma che segue da un attento nso del teorema
della funzione implicita in spazi di Banach e dal precedente teorema 5.2.

16 ~ dAnnali di Malematica
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LEMMA 6.1. — Fissato H, € C%(B, 0) si consideri per ogni A > 0 tale che A + lipPh,<<1
Vinsieme 3 = {HeW(B,0): |h—ho\7, <A} Esiste un &>0 tale che, fissati
O<a<l 0<,<1, per ogni 0< < g, ed He J Ve-intorno E = E(A) di 0 in
R'X D%(D,) ha la proprieta che per ogni p € K esiste una unica funzione analitica reale,
$H): DX E - C" con FH)(-,p)e DY e FH)(S*XE) sulla varietd definita come in
(2.1) da H.

DiM. Avremo bisogno delle seguenti notazioni [6; § 6]: sia A la estensione olo-
morfa di & in un opportuno intorno di 0 nel complessificato di B. B possibile rappre-
sentare b come una funzione, h(u, w, w*), di (u, w, w*) in C'x C* dove w = w, - iw,,
w* = w, — iw, & w;, w, sono Pestensione nel complessificato di C= rispettivamente
di Re w e Im w. Poiché per ogni H € J [h]7, < [hy|F, + A, & possibile trovare nel com-
plessificato di R'x C™ un intorno compatto, conveseo, di 0,5, , tale che B, 2B e
]h[.fﬁ < 2(|hol2, + A). Restringendo eventualmente B si pud assumere B, = I,x
X Iy c C'X C* con I e I aperti. Per ogni 0 <8< d, ed ogni HeJ consideriamo
Pintorno 4, = A(x, 6, H) dell'origine in A7, x C*XAZ, , tale che (u(re'®), w(re?),
w*(re’®)) € B per ogni (u, ¢, w, w¥)e A, e ré"’ € A,. Consideriamo gli operatori 3,
F(H) definiti in 4, ed a valori in 47, da

B (u, 0, w, w¥)(re'®) = h(u(re'®), w(re'®), w*(re'?))

F(H)(u, 0, w, w¥) = u— ¢ + T(&(u, ¢, w, 0*))

dove T' & Iestensione dell’operatore di Hilbert T sull’anello Za ed & un operatore
C-lineare limitato da ] in sé per ogni 0 < d <1 e 0 <a<1. In[6;§6] siprova
che & e F(H) sono operatori olomorfi ed inoltre che

(6.6) |T|,5<]T],max ((1—98)~% (1 + 0)*)<|T], max ((1—d)~% (1 +8)%).

i noti che esistono m,, m, tali chese u € Cf(8) e p = (¢, w) € D2, con sup |u| < my,
N Sl
sup |(¢, w)| <m, allora (u,c, w)(¢®) € B. Percid se ue 08 e pe DD, con

[5[,, <y, [Pls < m, risulta (u, ¢, w)(e’) € B.

Passiamo a dimostrare il lemma. Seguendo la dimostrazione del teorema della
funzione implicita fatta in [4; Th. 10.2.1] ricerchiamo una soluzione % & #; 5 dell’equa-
zione funzionale F(H)(u, ¢, w, w*) = 0. ’

Poiché H € Us(B, 0) 'unico problema & provare che esistono due numeri positivi
&'< my, &' < m, indipendenti da H, 9, «, tali che per ogni u,, u, € £, con u,(4,) e Iy
e |ul,s<e ©=1,2 ed ogni p* = (¢, w, w*) con p*(d,) e C'x I, e |p*|a,s <& si
abbia

(6.7) P (H ) 1y %) — F(H) (100, 9*) — (g — t00) g 5 < (B) |11y — U], 5.
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-

E

IF(H)(%; P*) — F(H) (%, p*) — (U — a) o 5 = !T(JE(“1’ p*) — '}E(uz’P*))‘a,a<

< “T”u,a

1
| DRty %) + (015 %) — (12, %)) (1, 9%) — (103, p)) 7 | <
(1]

<|T

lzx,t? !E!fﬁ( |42 5 P*Ia,a + |uy — “zla,a) foy — Uglns-

Poicheé da (6.6) segue
1T o el < [ ). masx (1 —00)7% (1 + 80))(2MholF, + A) =4

(6.7) segue ad esempio con &'<< min (1/8 4, m,) e &' < min (1/8 4, m,). Posto & =
= min (&', ¢'/(24 + 1)) si ha per ogni H € J, ogni p* € C'X AZ, ; con p*(d,) e C'x I
e lp*lfx,ﬁ < g

|F(H)©, p*)|s s< (X + D) p*|as< &2

Cos, per ogni H € J e ogni p*(d,) € C'X I; con |p*|, ;< &, esiste una unica ap-
plicazione olomorfa #(H)(p*): A; — I con |il, ,< ¢’ tale che Fay(aH)p*), p*) = 0.

Analogamente a quanto fatto in [6; Th. 6.1] se scegliamo ¢e R!, w* =w su
8t ed r =1 si ha che %(H)(p*)|s ha valori reali. Per ogni 0 < 6 < §, sia ce B!, we
€ D7(Dy) con |p|, 5 = le| + |wl, 5 < ¥/3. Per ogni H € J esiste un 0 < §' = §'(H) < 0
tale che se w* & ’estensione olomorfa di |, allora p*(ds) = (¢, w, w*)(A,) c C*x I
con [p*|, 5 < . Per costruzione esiste quindi una funzione u: B= {p eR'x D}(D,):
[Pla,s < §/3} — A5, con valori reali su S Poiché #(H) ¢ olomorfa e la trasforma-
zione lineare di D} (D,) in 47, ;, & limitata segue che » & analitica reale. Si noti che
per ogni H, «, 6 B & contenuto nell’intorno U di [6; Th. 6.1] corrispondente ad o, 6.
11 lemma segue dal teorema 5.2 per ogni fissato 0 < & < §/3 con

(6.8) B =EA)={p e R'XDy(Dy): |plas < ¢} -

Torniamo al problema iniziale di dimostrare che &(¢%) in (6.4) & costante. In quanto
segue indicheremo con €% lo spazio delle funzioni f(£, p) tali che
i) f(-,p)eCk Vp; f(&) € Cs Y&,

ii) non interessa l'ordine di derivazione,

Mentre fe C®%* se inoltre

iii) tutte le derivate in i) sono di classe C%
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Sia 0 <a<1 e L = {L*} una successione di numeri reali positivi. Indichiamo
con B*{L} lo spazio di Banach

ety = {1 = st e 0759 1l = s 2T < o]

e con Di{L} il sottospazio di ©,(D) N 02(D) delle funzioni con valori al bordo in
B{IL}.

TEOREMA 6.2. ~ a) Sia la funzione Hy = (hy, by, hy) che definisce M' di classe
Oets+3(B, 0) k4 8>3, s>1 (C*t1YB, 0) k + $>3). Allora, per ogni 0 < o<1 esisie
un intorno E di 0 in R'X D%* od una funzione §: DX E — C¥ tale che § & OB (Cb5%)
e §(+, p) € D&* per ogni p € B. Inoltre F(S*x E)c M'.

b) Sia la funzione H, di classe C*(B, 0). Allora, per ogni 0 < a <1 esistono una
successione {L}, un intorno B = B(x, L) dellorigine in R*X DL{L} ed una funzione
%: DX E — C¥ tale che J(-,p) e ﬂ)}{L} per ogni pe B e F e C™ rispetto a |&| + |e] +
+ |w| . Inoltre F(S*XE)c M'.

Nota. — a) Be Hye O**Y(B, 0) k>3 si ha inoltre che D, DL § esiste in D x {0} for-
temente per ogni 0<j<k [6; § 4 def. forte differenziabilitd].

b,) La successione {L} dipende dalla funzione H, ma pud essere scelta in modo
uniforme rispetto ad ogni H in sottoinsiemi limitati di C*(B, 0) [6; remark 1 Th. 7.1}.

b,) Per ogni 6,>0 & possibile trovare una successione {L} ed un intorno
E = E(by, o, L) c R X D(D,,) tale che la funzione § della parte b) ha le stesse pro-
prietd del teorema. In tal caso § & (™ rispetto alla norma |£] + |¢| + |w(D%

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA. — Dimostriamo DPesistenza di § nel caso piude-
bole, cioé¢ supponiamo H, e C4B, 0).

Da [6; Th. 5.2] si ha Desistenza per ogni 0 <a <1 di 4 costanti 7 = »,(e, & )
i=1,2,3,4, tali che

6.9) [y — g, <ng{ley — eo| + w; — wy[2 + by — hzlf,1}

per ogni (¢;, w;, b;) € R*X D% X OPY(B, 0) con |g| <n%, [wyE < g, e |hy— kT, <7,
j =1, 2. La funzione u, & la soluzione unica in (8" di (3.1) per h; corrlspondente

ai parametri (¢;, w;)j =1, 2. Definiamo

wH(§) = w(l—-f—r——y )
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Per ogni 0 <a <1, se we Dy, allora w”e D, (D,,), e [w’[2¥<[w2. Inoltre si ha

[w(&) — w?(&) — w(l) + wv(Z)]

(6.10)  |w— w?[2, = sup [w(&) — w?(&)| + sup ; <
teD £2L | — (o
&,5eD
I [w(£) — w?(&) — w(l) + w(L)]
< |wla 1+?’l + :1;1% = +
|e=zi=1/y
4+ sup jw(£) — wr(E) — w(éj) =+ w¥({)] <
£teD & — )
le=gl<1iy
1 & [w(§) — wr(£)] jw({) — w({)|
e R e =0
[6—Z1 =11y [é—L[=11y
[w(&) —w()] |w? (&) — w¥({)]
- :2% E—CF Zi% E—¢]
|é—2] <1ty le=Ci<ity
< |w| —}—t“+2 ] ! " [+ 2fwlaly |
< a 1 T o i "}“7 Y |y .

Percid per 0 <o’ <o <1 w’ —w con y — co in D,
Per ogni 0 < o' << o << 1 fissati & possibile, in virtu di (6.5), trovare un y, tale che
per ogni y>v, h¥ soddisfi

. . 1—1lip®h
(6.11) W7 — B2, < mm(ng‘, e ——2‘1) °) =A.
Posto :

E, = {(c, w) € R*X D : le] < min (57, 17, £/2); |w[2 < min (n;‘,%g,, 3/2)}
dove ¢ ¢ come nel lemma 6.1, da (6.9) si ha per ogni y>y, |
(6.12) W — |, <ng( 0" —wiZ + W —Rol7y)
e poiché |w|, < 2|w|, <75 si ha
(6.13) ? — o <y (0 — w[B, + [ — ho[2,)

con %? e 4 soluzioni uniche di (3.1) per A" e k, in C;(S") rispettivamente corrispondenti
ai parametri (¢, w) e (¢, w). Inoltre mediante il lemma 6.1 & possibile risalire in modo
unico ogni diseo (¢, w”) € R'x D%(D, 1)y Y=V, ad un disco con bordo (w? + ih (u?, w),
(W'? + ih"¥)(ur, w?)) su M'v. Risulta pertanto

(6.14) R7(w (6°), w(67)) + T(W'7(w(6), w'(6?)) = &, >0

con & costante in RE,
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Passiamo ora a provare che &” converge a &(e¥) con il che avremo provato che
é(¢%) & costante in (6.4). Sottraendo da (6.14)-(6.4), con facili passaggi si ha per ogni
0<0<2n
(6.15)  |or —&(é ]<sup |67 — 8| <sup |(h7(w, w?) — ho(w, w)| +

+ T (B, w?) — Ry, )])) <

Ih (', W) — h,y (%, W + lh "(u, w) — ho(“r )|, +
+ | T|e IR (0, w?) — B (a0, w) |
A+ | T B (g w0) — Tty w) | =Ty + 1y + 13 + 1,

In[6; lemma 5.1] ¢ stato provato che se ke C](B) allora la trasformazione
J:dyc cy (Sl)XR’XfD"‘ — Of(8*) definita sullo aperto 4, da

Je(u, p)(€) = h(u(e™), w(e'®))

& 0% con costante di Lipschitz che dipende da A, e da |h{¥, . Poiché esiste una co-
stante ¢ tale che |H”|}, < o per Yy >y, allora e31ston0 due costanti Ai=2(0)j=1,2
tali che da (6.13) si ha ‘

L<A (W —uly + 0" —wl,) <)'1_(’7f + 1)jw” — wl,. + )“177:'}}‘? 0’1 1)
l3< “T!'“.lz(’r]i' -+ 1)]"’0? - wlac’ + “T[‘ac'lz nZ’W - h’oﬁg.l ’ ‘
ly< lh’y - hsloB,ﬂ(“a W) < WV - h(,)‘f,ﬂ(u’ W),y

< | T lB7 — holg 1l ) o < | L] o B — Bl (0, ),

Si osservi che la prima maggiorazione per [, I; & stata provata in [6; lemma 5.1].
Da (6.5) e (6.10) segue che per ogni & > 0 & possibile trovare un ys > y, tale che per
ogni y > y_ e per ogni 0 <6< 2x risulta

, 167 — 86" < .

Si & cosi provato che (cl, 7.y C1y oy Gp) & UnG costante di RY. B cosi possibile
msallre ogni dlsco, sufﬁmentemente plccolo, (¢, w) in TQ(M 3 ad un disco (fy, w, ) in
C con bordo su M ', almeno quando M’ ¢ ce

Per dimostrare la parte a) del teorema, supponiamo H, e C**+(B, 0) k4 s>3,
§>1 (C*+LYB, 0) s + k>3). Sia E(', la retroimmagine di E, mediante ’inclusione
di R*XDE*in R'x D% e sia U Vintorno di 0 in R'X D%* di [6; Th. 5.1]. Poniamo

E=E,NT
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e definiamo la funzione ¥: DxZ¥E — C¥ nel modo seguente

(6.16) §&, ) = (9.6, D)y ... 9,8, D)y 0a(&, D), vy 4x(&, D))

dove

g(&,p) = (f(Ei_p)’ ’w(E;P)) P = (¢, w)

¢ il risalimento in C¥ del disco di parametri p, e g; & come in (6.1). Risulta F(S1x
X¥)c M' in quanto abbiamo precedentemente provato che per § =1, - K, es-
sendo ¥ c B, risulta

(6.17)  g(6™, P) = 0,.1i(9(6”, D)) = o, (0™, ), w(e)) + ihg y(w(e”, P), w(e)) .

Facciamo vedere che Je C*** (C**%%), Si osservi che § = (g,, ..., g,) € C**
(C**%) [6; Th, 8.1] e che poiché E c U la soluzione % di (3.1) corrispondente ad h,
¢ di classe C* (0*') come funzione da Ec R'xD:* in 0%*(8'). Da [6; lemma 5.1]
segue che le funzioni g;q.: B — O**(8") j =1, ..., K sono di classe 0° (C+!). Dal
teorema di Privaloff [3] segue che ¢: B — D%* definita da q(p)() = q(£, p) & anche
di classe O*(C=1). A questo punto & possibile fare con la funzione ¢ gli stessi passi
fatti per la funzione f in [6; Th. 8.1]; si ottiene cosi che J(-,p)e D%* e Fe O°
(Ok,s:w)_

Passiamo a dimostrare la parte b). Supponiamo H, € C*(B,0). Con gli stessi passi
fatti in [6; Th. 7.1] sostituendo alla funzione h la tripla H, é possibile trovare una
successione {L} tale J¢,, J&;, J¢, siano di classe C* in un intorno A{L} dell'origine in
BHI}X R'x D*{L} e Pimmagine di A{L} sia un sottoinsieme limitato di Bj{L}X
X B{L}x B>{L}. Se B, & la retroimmagine di F, mediante linclusione di R'X D2 L;

2 R'X D%, posto

E=BnT

consideriamo la funzione ¥: DXE —> C¥ definita da (6.16). Vale ancora (6.17; e
pertanto b c M'. Da [6; Th. 7.1] segue che la soluzione, », di (3.1) u: U~ Bf{L}
& di classe O per p € U, mentre §ec C* [6; Th. 8.1]. Da (6.17) e dalla regolaritd di
¥, ¥, segue che ¢;|q: B — B*{L} & di classe C. Dal teorema di Privaloff si ha che
q:E - D%{L} & di classe O*. Con argomenti simili a [6; Th. 8.1] si ottiene che
3, p) € Dy e Je 0= 11 teorema e provato.

La nota a) segue dal fatto che D, D!§ esiste fortemente in D x {0} per 1<j<k[6;
th. 8.1, remark]. Poiché¢ J' e J&’ sono fortemente differenziabili nell’origine [6;
lemma 5.1¢)], & possibile provare la forte. differenziabilith in ﬁx{O} di ¢. Si noti
che l'osservazione b, segue (come in [6; Th. 7.1b)]) scegliendo una successione {L}
in modo che Pinclusione Dz(Dy) <> DE{L} risulti di classe C*.
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7. — Stabilita.

Analogamente a quanto ¢ stato provato in [6; Th. 5.2] per una varietd generica,
& possibile dare un teorema di stabilityh anche nel caso non generico supponendo
perd che le funzioni che definiscono le varietd siano nulle fino al secondo ordine in 0.

Prima di enunciare il teorema di stabilith proviamo il seguente teorema che per-
mette di risalire dischi analitici su varietd definite da funzioni H che stanno in un
certo intorno di una assegnata H, = (hy, hy, hg)-

Sia F come nel teoremsa 6.2.

TEOREMA 7.1. — Sia la funzione H, che definisce M' di classe C¥s+i(B, 0)
k+s8>38, s>1 (OB, 0) k + s>3). Allora per ogni 0 < a <1 esistono un in-
torno I di H, in C*™*Y(B,0) (C***Y(B,0)), un intorno E di 0 in R'X D% ed una
funzione Y: DX EXI — C¥ che per ogni fissato H € I fornisce il risalimento in C~¥ di
un disco in E, con bordo sulla varietd definita da H come in (2.1). Inoltre (-, p, H) €
€ Do eY(-, -, H) e CF* (0% %),

DiM. — Supponiamo H, e O¥+(B, 0) e sia A come in (6.11). Poniamo

I = {He 0x+1(B,0): |h—h|?, < 4/2}.

Per ogni H &1 sia H» una successione di funzioni analitiche reali con H¥ — H
in C*B, 0). Sussiste allora la (6.11) per ogni y sufficientemente grande ed & possibile
rifare per ogni H tutti i passi fatti nel teorema 6.2 per H,. Si ottiene cosi una fun-
zione § = §(H) data da (6.16) con le proprietd del teorema 6.2. Per provare il teorema
basta definire Y(§, p, H): DX ExI — C¥ mediante

(7-1) ‘9(5, b, H) =3(H)(5’p)

Bi osservi che la regolaritd di Y &, per ogni fissato H, quella di F(H) del teorems 6.2.
Il caso H,e C¥s+u.1B,0) s + k>3, si tratta analogamente.

Nota. — Sussiste un teorema simile al precedente anche nel caso H, e C°(B, 0).
La dipendenza di Y da H ¢& stabilita dal seguente teorema, dove E & definito come
nel teorema 6.2. : :

TEOREMA T.2. — Sia b>3 e 0 <a<1. Sia H,e C+1(B,0), allora esistono un
intorno U di (0, Hy) in EXC*VY(B, 0) ed una costante o = o(k, o, Hy) tale che

(T.2) (Y, Doy Hy) — Y-y Dy Haly o<

<o(le, — 5] 4 |, — wzl?,a + |y — hzlfﬂ;l + ‘h; - hé‘£+1,1 + Wll - h; §,1)

per ogni (¢;, w;, H;) € U, j=1,2,
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Div. — Sia Uc RXDE*Xx C**¥Y(B) come in [6; Th. 5.2]. Poiché 'immersione
i: Bx C** BB, 0) — R'x D&% x C**11(B) & continua, per ogni A’ > 0 tissato, I'insieme

U= ﬁ(A’) =41 U)N (EX{H el:|h— hol£+1,1 - ]h"“ ht;’l?+1,1 + Ih” - hglgl <A,})

¢ aperto. I ¢é lintorno di H, in C(*%Y(B,0) del teorema precedente. Per ogni
(p, H) = (¢, w, H) e U si ha
Y(-, p, H) = §(H)(+, p) = (9H)(, p), ¢H)(, p)) = ({H)(-, ), w(®); a(H)(-, p))
con
Y8, py H) = (u - ih(u, w), w, (W' + ib")(u, w)) .

Dal teorema di Privaloff si ha che esiste una costante ¢, = o(k, «) tale che per
ogni diseo analitico g(&), & D, con Re g(¢') e C**(8Y) risulta

912, <o1[Re g|f, + [Im g(0)| <oy |Re g7, - Sup [Tm g(e®)] .

<0<2n

T ultima maggiorazione segue dalle proprieta delle funzioni armoniche. In quanto
segue ¢ = o(k, &, H,, A’) indichers costanti differenti. Sempre dal teorema di Pri-
valoff e da [6; Th. 5.2] segue che per ogni (¢;, w;, H;) = (p;, H;) € U j =1, 2 risulta

V(H1)('7p1) - f(Hz)(',pz)l;éa<Gll“1_ ugllilu + sup  |hy(ug, wi) — hy(ty, wy)| <

0<0<2n
<0'(]01_ 02} + ]wl_' wz]k,oc + ]h1~ hzillfﬂ,l) +0<S;1£2 Ihl(“u wy) — hy(Uy, wl)} -+
-+ sup Ihz(uu w;) — hz(uzy 'wz)l =b, + b+ b;.

0<b<en
Si ha quindi

by<lip® (h; — hy) sup (!ull + [w1]) < 0']h1 — h2f§,1< 0'[711 - hzlfﬂ,l
0<0<2n

by <lip® by sup (Joug— ws] + |w; — we]) <
002
<(lip® by + A")(Juy— Uss + |w1—"w2|a)<

<o(ler— 6] + (w1 — Walps + [lr— halia) -
Da cui
9EHL)( 5 py) — gEH) P Ba<o(loy— o] + [y — wplZ 4 1y — hyfFoy4) -
Per la funzione g abbiamo

IQ(Hl)('i ) — Q(Hz)('7pz)lk,a<61,h;(u17 w,) — h;(uw wa)li,} +

sup |k (uy, wy) — ha (U, w,)| = by + b
0s62n
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dove

by < 0y (B0, ) — Bty y w,) (51, 4 (B0 s 90) — (145, ) [E,) <
<Glh;|k+1,1( 1“1_'" uzlk,zx -+ [wl - wzlk,a) + ‘hi_ h;‘k+1,1( qulk,a + |wz Ilc,oc) <
<G( |01 - 02[ -+ le—- wz’zé‘x + 'h1_ hz|f+1,1 lhi - h;]k+1,l)

bo< sup Wy, 1) — Wiy, w)| + sup [Rh(u, w,) — Wy w,)| <

0<o<2n 0<0<2n

<lip? (W, —1}) sup (Ju,| + |w,f) +1ip? by sup (Ju— ;| + jw, —w,]) <
0<0<8 0<0<2

KUsLn KUKLw

. <G(V”i - hg'(ﬁ) + (101“ 02] -+ le_ Wy -kl—),oc + Ihf_ h2|£+1,1) :
11 teorema & provato in quanto risulta

[Y(-, 9., Hy) — Y05 2y, Hﬂ)lk,(x<o‘(lcl— ¢, | "l’ fw, —w,[2, +
+ lhl"" h’a]f+1,1 + {hi_ h;lf+1,1 + ih:_ h’z’ 5,1) .

8. — Osservazioni sulla non genericita.
Nota 1. — Da (7.2) segue che se H,, Hye C¥1(B,0) k>3 sono tali che

(8.1) | hy=hy, h,=h

allora & possibile risalire uno stesso disco di parametri p = (¢, w) di R'x D"* a due
p ’ m

dischi ¥(-, p, Hy), Y(-, p, H,) definiti come in (7.1) con bordi sulle varieta non ge-
neriche definite rispettivamente, secondo (2.1), da H; e H,, perché

lru(ﬁp, H1) -y(' s Py Hz)lk,m<alhg - h; 3,1 .

Cid significa che risalimenti di uno stesso disco su varietd O**1! non generiche diverse
b
sono vieini nel senso C** anche se le funzioni h; e h, non sono vicine in tal senso.
1 2
Pit in generale é&:

Nota 2. — Siano M; e M, due varietd di tipo (2.1) definite rispettivamente da
tunzioni H, e H, di classe C4(B,0) e tali che valga (8.1). Siano F(Hy), F(H,) i risa-
limenti rispettivamente con bordi su M; e M, di uno stesso disco di-parametri
p = (0, w) in R*xD. 8i ha allora, per 0<6<2n

(8.2) By u(e?), w(e®)) = — T(h](u(e"), w(Ee®)) +o  §=1,2

dove w & la soluzione dell’equazione di Bishop relativa alla funzione hy; = h, e corri-
spondente ai parametri (c, w), mentre ¢, = ¢,((c, w)) € R'. Da (8.2) segue

(8:3) 0 = — (R;(u(e"), w(e)) — hy(u(e"), 0(e))) + (¢ — <)
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e dalle proprieta di T che

hy(u(e®), w(e)) — hy(u(e”), w(e®)) = €

dove € = C(p)e R, p = (¢, w).

8i vede quindi che dune varietd OR non generiche, definite come in (2.1) da fun-
zioni H, e H, con h, = hy, h; = h;, ammettono per ogni stesso disco p di parametri,
risalimenti che differiscono tra loro per (0,i0(p)).

(1]
(2]
(3]
[4]
(5]
(6]
[7)
18]
o)
[10]
[11]
[12]
[13]

(14]

BIBLIOGRAFIA

A. Axpreorri - C. D. Hiir, Complex characteristic coordinates and tangential Comchy-
Riemann equations, Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa, 26 (1972), pp. 299-324.

E. Bisuor, Differential manifolds in complex Euclidean space, Duke Math. J., 32 (1965),
pp. 1-22.

R. CouraNt - D. HiBErT, Methods of mathematical physics, vol. II, Interscience
Publishers, New York, 1962.

J. DievponN%, Eléments d’analyse, vol. I, Cahiers scientifiques, Grauthier-Villars, Paris,
1969.

8. J. GREENFIELD, Cauchy-Riemann equations in several varigbles, Ann. Scuola Norm.
Sup. Pisa, 22 (1968), pp. 275-314.

C. D. Hiir - G. Ta1ani, Families of analytic discs in 0" with boundaries on a prescribed
CR submanifold, Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa, 2 (1978), pp. 327-380.

C. D. Hior - G. Tarant, The local family of analytic discs attached to a OF submanifold,
Proceeding of International Conferences, Cortona, Italy 1976-77, pp. 166-179.

C. D. HiLL - G. TA1aN1, On the H. Lewy extension phenomenon in higher codimension,
in pubblicazioue.

C. D. Hitr. - G. Ta1ani, Real analytic approwimation of embeddable UR manifolds,
in pubblicazione.

H. R. Huxt - R. 0. WELLs, Exfensions of OR-funciions, Amer. Math. J., 98 (1976),
pp. 805-820.

H. R. Hu~Nr - R. O. WELLS, Holomoiphic extension for non-generic URE-submanifolds,
Proc. Symp. Pure Math., 27 (1975), pp. 81-88.

G. TomassiNi, Tracce delle funzioni olomorfe sulle sottovariett analitiche reali d’una varietd
complessa, Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa, 20 (1966), pp. 31-43.

B. WeiNstock, On holomorphic exiension from real submanifolds of complex Euclidean
space, Ph. D. Thesis, M.L'T., Cambridge, Mass., 1966.

R. 0. WeLLs, On the local holomorphic hull of a real submanifold in several complew
vartables, Comm. Pure Appl. Math., 19 (1966), pp. 145-165.



