
Sur l'int~grabilit$ 
des structures tangentes produits tensoriels rSels (*). 

Tm~oJ)oB I t ~ N ~ N  (VendeviUe, Francia) 

.~ la mdmoire de G. Vranceanu 

R~sum4 - On dtudie l'int$grabilitd de la G-structure d'une varidtg dont le ]ibr~ tangent est locale- 
ment isomorphe ~ un produit tensoriel r~el de deux ]ibr~s vectoriels, fJannulation du tenseur 
de Bernard entraine la platitude de la G-strncture lorsque les dimensions des ]acteurs sont 
supdrieures ~ 2. ~es automor~)hismes locaux d'une telle G-structure sont des homograThies 
matrioielles. 

Introduction. 

1. - E t a n t  donn~s deux entiers p, q sup~rieurs ~ 1, le groupe qui fait  l 'objet  
de ce t ravai l  est le sous-groupe G~,~ du groupe lindaire GZ(pq, R ) ~ _  GI , (R~Q Rq) 

eonstitu~ des automorphismes du produi t  tensoriel  rdel R p Q R ~  qui sont de ]a 
forme 

(0.1) u |  v ~ A ( u ) |  B(v) 

oh u Q v e  R ~ Q  Rq, A ~ GL(p, R)  et  B e  GL(q, R).  C'est un groupe de Lie alg6- 
brique de dimension p2 ~_ q2 _ 1 que nous allons ddsigner aussi GL(p, R) Q G.L(q, R)  

et appeler produi t  tensoriel ou de Kronecker  des groupes lindaires GZ(p, R) et 
GZ(q, R). Le r6sultat  que nous allons d~montrer est le suivant:  s i p  > 2 et  q > 2, 
une G~,q-strueture est int~grable si et seulement si son premier tensem" de s tructure 
(tenseur de Bernard) est nul. Za d~monstration repose sur le calcul des groupes 
de cohomologie H1,2(g~,q) et H~,2(g~,~) oh g~,~ est l 'alg6bre de Zie du groupe G~,~. 

Za G-structure en question a 6t~ rencontrde par  plusieurs auteurs.  Ainsi, M. BE~GE~ 
dans la classification des groupes d 'holonomie irr~ductibles des espaces $ connexion 
affine [1], [2], montre  qu 'une connexion pseudo-riemannienne ayan t  un tel  groupe 
d 'holonomie hndaire est n6cessairement sym~trique (la d~rivde covariante du tenseur 
de courbure est nulle) si l 'un des entiers p ou q est sup~rieur $ 2. En  1965~ le 
groupe G~,~ a ~t~ ~tudi6 du point  de cue  de la thdorie des G-structures par  I. ~ .  

(*) Entrata in Redazione il 28 novembre 1979. 
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SI~GE~ et s. STER~BE~aG duns [12] off ils ont d~termin4 le premier prolongement 
de l'alg~bre de Lie ~,~ et montr~ que son deuxi~me prolongement est nul. l~lous 
avons trouv~ ind4pendamment les m~mes r~sultats sur les prolongements de l'alg~bre 
de Lie g~,q dans [5] en exploitant les 4quations alg4briques du groupe G~,~. Ces 
~quations nous sont apparues comme conditions alg4briques satisfaites par la matrice 
jacobienne des transformations de coordonn4es homographiques sur la vari~t~ de 
Grassmann [7]; cette vari~t~ est dou~e d'une G~,~-structure int~grable. Des con- 
structions g~om4triques analogues ~ la transformation projective de connexion et 
au tenseur de courbure projective de Weyl out 4t4 ensuite donn~es par rauteur 
duns [5], [8]. Duns le cas non-int4grable une 5tude des connexions adapt4es ~ la 
G~,~-structure a 4t~ faite par T. ISmHA~A [10]. Une th4orie g~n4rale off la G~,~- 
structure entre comme cas particulier est celle des l-syst~mes ~labor4e par N. T x ~  
en 1965 [13], et d~velopp4e ensuite par T. OoH~h~ [11]. ~algr~ ]'existence ~tablie 
par 1~. TA~AK). [13], d'un tenseur analogue ~ celui de l~omizu-l~ijenhuis pour les 
structures presque-complexes, l'4tude de l'int~grabilit~ de ces G-structures duns la 
th~orie g~n~rale de OCH~ [11], est trait~e duns le cadre du fibr~ des reputes d'ordre 
deux tangents ~ la vari4t4 de base et ramen~e ~ l'4tude des tenseurs de Weyl. 

C~est l'une des raisons pour laquelle nous avons pr4f~r~ de donner ici un ~tude 
de l'int~grabilit~ de la G~,~-structure~ ind~pendante de la th4orie g~n~rale de [11], [13]. 
Une autre raison est l'int4r~t que semble avoir cette G-structure en th4orie de la 
relativit~ d'apr~s les essais de R. H E ~ ) . ~  duns [9] sur les structures quail appelle 
spinorielles-g~n~ralis~cs. 

La m~thode adopt~e pour ~tudier l'int~grabilit~ est directe et ne fait pus appel 
la th~orie g~n~rale d'int~grabilit~ des G-structures m~me si par endroits elle en 

utilise le langage; les notations sont celles utilis~es par G. u duns sa 
m~thode du calcul des congruences [14]. 

Ce travail a ~t~ sugg~r4 par une discussion avee A. G~• et L. Vh~m~CKE lots 
d'une recontre ~ rUniversit4 de Louvain en mars 1977 dont je les remercie. Le plan 
est le suivant: une premiere partie comprend les pr41iminaires alg~briques, la deu- 
xi~me traite de l~int~grabilit~, la troisi~me ~tablit ~ l'aide de la th~orie des con- 
nexions lin~aires les conditions d'int~grabilit~ utilis4es duns la deuxi~me partie et 
d4termine le pseudo-groupe des automorphismes locaux d 'une G~,~-structure plate. 

PAI~TIE 1 

2. - iVous allons commencer par d6crire l'alg6bre de Lie g~,~: Za formule (0.1) 
montre que cette alg6bre est constitu6e des endomorphismes de l'espace vectoriel 
R~| Rq qui sont du type 

(1.1) a| 
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off ~ ~ et ~ ~ sont les endomorphismes identiques de R~ et R q respectivement. Les 
bases de l'espace veetoriel R ~ ) R q  form4es par produit  tensoriel avec des vecteurs 
appar tenant  ~ deux bases des faeteurs R ~ et Rq respeetivement seront appel~es 
spdciales. Ainsi, si {e~, ~ -~ 1, ...~ p} est la base canonique de R~ et (e~, i ~ p § 1, 
..., p § q} est la base eanonique de Rq, les produits tensoriels e~)e~  forment une 
base sp~eiale de R ~  R~. Par  rapport  ~ cette base sp~ciale, les formules (0.1), (1.1) 
prennent  respectivement la forme 

(1,2) 

Hous utiliserons d4sormais la convention de sommation &Einstein et la nota- 
t ion ~ pour le tenseur de Kronecker. 

Le noyau de l 'homomorphisme (A, B)~- -~A@B de GL(p, R ) •  R) dans 
GZ(pq, R) est constitu~ des couples (2~ ,  2 - ~ ) ,  2 e R  • e t e s t  donc isomorphe au 
groupe multiplicatif R • des nombres r4els. Son alg~bre de Lie, isomorphe ~ l'espace 
veetoriel rSel R est engendr4e par le vecteur (~ ~ , -  ~ ~)~ E n d  (R ~) �9 End  (R~). 

La matrice qui exprime un endomorphisme h ~ ~.~ par rapport  ~ une base 
sp4ciale a pour composantes 

mais cette representation n 'est  pas unique ear on peut  ~crire encore 

(1.,~) �9 ~ ~ e O ~ ) ,  e R  h~; = ( ~  + eO~) ~ + O~(b~ --  e . 

Le r4el ~ peut  6tre utilis~, selon le cas, p o u r  annulet  la trace de la matrice (a~) 
ou (b~) darts (1.3) ou faire en sorte que les deux traces soient 4gales. 

Soit (X~) ]a pq•  qui exprime un automorphisme X e G L ( R ~ G R  ~) 
par rapport  ~ une base sp~ciale de R p G R  ~. Si X e GZ(p, R ) Q  GL(q, R), la for- 
mule (1.2) donne 

(1.5) X~; = A~B~ 

off, les matrices (A~)et  (B~) sont d~terminSes s un faeteur prSs, pouvant  ~tre rem- 
plae~es par (2A~) et (~ -~B~) , )o~R • 

On en d~duit que 

Xi•Xk v ~ i y k ? i ~ k ~ i v  :Vk~  

V~, fl, r, ~ = l ,  ..., p , Vi, j ,  k, l = p § l ,  ..., p + q , 
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et l'on obtient ainsi les 6quations alg6briques 

(1.6) ~ z : ~  " 

qui caract~risent le groupe G,,q dans GZ(pq, R). En effet, si la matrice d'un auto- 
morphisme X de R~| Rq satisfai~ au syst5me (1.6), en choisissan$ une composante 
X~[ non-nulle on trouve une solution pour (1.5) en prenant 

~__ , ~ 1 7 6  A~ x ~ ;  , B~ = X~;(X~:)  -~  , i, j = p + 1, , p + q ; ~, ~ = 1, . . . ,  p . 

Le syst8me (1.6) exprime la propri~t~ caract4ristique d'un automorphisme 
X e GZ(R~@ Rq) de commuter avec l'automorphisme 8 du produit tensoriel 

(R~ @ R ~) @ (R~ @ R q) 

d6fini par 

(1.7) S((u| v)| (u'| v')) = (u' |  v) | (u| v'), u, u 'e  R~, v, v 'eR~.  

Ea effet, en calculant dans une base sp6ciMe 

(X|  X)oS((e~@ e~)@ (e~@ e~)) ---- (X@ X)((e~@ e,)@ (e~@ e~)) = 

ku i~  = X,0 X~,%@ Ok)| (e~| ei) 
at 

So(X|174 c~)| (e~ | e~)) x ~ r ~  
= Xk~Jg i ' [ ^  

de sorte que la relation (1.6) dquivaut ~ X@ Xo$ = 8oX@ X. 
Ainsi on a ddmontrd le 

LEm~E 1 ([6]). - Le sous-groupe GL(p, R ) |  GL(q, R) du groupe GL(R~| R q) ~0 
G.g(pq, 1t) est un groupe algdbrique dont les equations de ddfini$ion (1.6) expriment 

la propridtd de l~dldment X du groupe de commuter avec Pautomorphisme 8 du pro- 
duit tensoriel (R~|174 (R~| d~/ini dans (1.7). Ainsi 

~,~ = { x [ x  e GZ(R~| m),  X |  Xo~ = SoX| x } .  

3. - I~es eomposantes, par rapport ~ une base sp6ciale de R ~ |  du tenseur 
deux fois contravariant et deux lois covariant qui rep%sente l'automorphisme $ 
son t  
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E t a n t  donn6 nn tenseur T d 'ordre quatre~ de m4me variance que 8, done de 

(:) ()1 
, et 1 par  produi t  tcnsoriel et contractions,  endomorphismes exprim6s 

cn termes de composantes par  les formules 

(1.9) (tzz) T_~ (t,IJ ~ ~s ( t ~ )  T ,t n zs  

(~.~o) G)  ~ ~ t~) G)  ~ (~  ~r~ ,~, ( ~  = ~ , ~ = ~ . o ~ , .  

Pour  T---- 8 et  par  rappor t  ~ une base sp6ciale, ces endomorphismes s'expri- 

merit ainsi: 

(:I.9') t ~ t ~d" '~ 

On aurai t  pu  faire une construction 6quivalentc en pa r tan t  de l 'automorphisme 8', 
compos6 de 8 a v e c l a  permuta t ion  des facteurs darts le produi t  tensoriel  V Q V  off 

V == R ~ ) R  ~ donc 

(1.~1) 8'((u | v) | (u' | v')) = (u | v') | (u' | v). 

Dans ce cas les op6rations t -~ t' e t t  -~ t" appliqu6es aux tenseurs deux lois con- 
t ravar iunts  ou covariants se t raduira ient  par  la permuta t ion  des indices latins de 

de l 'espaee R~ @ R q on voit  que la propri6t6 d 'un  tel  tenseur t d 'avoir  une t race nulle 
dans Pun des factettrs (~ = 0 on ~ = 0) s 'exprime en termes du tenseur  8 et  repr6- 
scnte une propri6t6 invarian~e par  les t ransformations du groupe G~,~. 

On peu t  combiner  les endomorphismes 8 e t  8' de (R~@ R~)@ (R~@ R~) en un 

~roisigme 

(1.12) T =  8 + 8 '  

lequel, en ran t  que tenseur,  est sym6trique en ses couples d'indices de contravariance 
et de covariance. Avec ce tenseur on pent  done d6finir un seul endomorphisme 

1 ~ q I R  S I/~ S 
de l 'esp~ce des tenseurs de type  ( ) d e  R ~ R c~r T~stR ~ TsKt~ �9 

1 ]  0 
2 i~ ~ ~ i J  t~s Q u a n t a u x ~ e n s e u r s d e t y p e ( 0 )  et (2)  l a c o n t r ~ c t i o n ( t )  ( , s  ) l e s t r a n s -  

forme en des tenseurs sym6triques et de plus si ils sent ~ntisym6triques les annule. 
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4. - :En comparant  les formules (1.10') avee la formule (1.3) on eonstate que 

vectoriel  

R~(~ R 5 e'est-~-dire un  endomorphisme de cet espaee, en un  endomorphisme du 
m6me espace appar tenau t  ~ l'alg~bre de Zie ~,r On constate ais6ment que eet 

op6rateur n 'es t  pas un projecteur.  
Pa r  coutr% l 'applieation 

(1.13) t ~-~ +-~t- ~-~ 
q P Pq 

est un  projeeteur  de ~I(Rv@R9 sur g~,~ car elle laisse invariants  les 616ments 

de g~,~. ~ous  pouvons 6noneer le 

Im~_vm 2. - L'application ~: En d  (R~(~ Rq) -+ En d  ( R v ~  Rq) dd]inie par les ]or- 
mules (1.13) et (1.10') est un projeeteur de l'alg~bre de Zie du groupe G .G(R~  Rq) 
sur l'alg~bre de s du sous-groupe G.L(p, R ) ~  Gs R). 

Par  rappor t  ~ u~e base spdciale le projeeteur  ~ s 'exprime ainsi 

(1.14) 

et par  rappor t  ~ une base quelconque de l 'espace Rv(D Rq on a 

s~)t~. (1.1u (~(t)#, = ~-,-~ ~r + p -1  ss j  ~ - (pq)-~ s,,,~' "~ 

On peut  utiliser aussi le tenseur ~ pour  exprimer le p ro jec teur  z. Ainsi, notons 
l 'endomorphisme de l 'espaee vectoriel  (R~Q R~)Q (R~QRq)* d6fini par  

Par  rappor t  ~ une base sp6eiale, on a: 

et  on peut  donc exprimer le projeeteur  z par  la formule 

p + q  p- -?q  

ou bien par  la formule 
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ou 1~:~ d6signe l 'automorphisme identique des l'espacc (R~@ Rq) @ (R~@ Rq)*. 
polynome minimal de Pendomorphisme ~ s'en d6duit ais6ment; Cest 

X '  4qp X ,  + (3pq - - p ~ - -  q*)X ~ + Pq(q--P)~ X ~- O. 
P + q  p q - q  

Le 

5 . -  Avant  de d6terminer certains espaces de cohomologie de l'alg6bre fl~,~, 
reprenons clans [5] la d6monstration du 

LEI~I~-E 3. -- L'algdbre de Lie g~,~ du groupe GZ(p, R)@ GZ(q, R) est de type fini. 
Son premier prolongement 

go) = Horn (R~@ R~, g~,~) ~ ((R~@ R .) @ S~(R~@ R.) *) 

est de dimension pq et son deuxi~me prolongement 

est nul. 

~ q  

La notat ion S~(V *) d~signe Pespace vectoriel r6el des fonctions polynomiales 
homog6nes de degr6 k sur l'espace vectoriel V. 

~(1) off et sont des Consid6rons d 'abord un 616merit a --~ ~ @ ~a -~ ~ @ ~ e ~.~ ~ ~v 
1-formes sur R~@ R ~ ~ valeurs clans ill(p, R) et gl(q, R) respeetivement. Par  rap- 
port ~ une b~se sp6ciale, ses composantes sont de la forme 

(1.15) 

et done on aur~ 

(1.16) 

ah~ ~ = ~ + ~ , 

~ k ~  + ~$ ~k~ = k~r~ + ~, ~kJ~ �9 

Faisons la contraction i : j .  Nous obtenons 

q~~ ~k~ = 6~ ~%~-  (~ %k~ �9 

En permutan t  fl et y entre eux, nous obtenons encore une 6quation pour les mcon- 
nues ~$k~ et ~k~ et le d6terminant du syst6me obtenu est 6g~l ~ q~--1 =/: 0 ce qui 
prouve que ~k~ sont nuls si a ~ fi, ~ V= ~. On peut  donc 6crire 

o5 u~ v, u', v' repr6sentent des covecteurs de R~@ R ~, 
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Reportons  dans l '~quation (1.15). 1~ous t rouvons 

~ ( ~ v ~ + ~ u k ~ ) §  ~ ~ '  ~ ' ~ ~ ~ ~ v ' •  ~ ' 

et  done pour  i ~- j ~ k, ~ -~ fl V: ~ nous en d~duisons 

! ~ 0 ! 

T,a solution g~n6rale du syst~me (1.15) est done de la forme 

(1.17) ~ = ~ ~ ~ ~ 

off uk, s0nt les composantes d 'un  covte teur  u de l 'espace R~@ Rq. 
On peut  exprimer de fagon intrins~que cette formule qui 6tablit  un isomorphisme 

_(1) entre  (R~@Rq) * et  u~,q. 
Pour  cela soit V un espace vectoriel  et  6 c 6l(V) une sous-alg~bre de Lie. l~ous 

pouvons identifier de fa~on naturelle un  61~ment a e ~(~) ~ une application lin~aire 
a(~): V-->gl(V) ou bien ~ une application lin4aire a(2): V @ V - >  V. En plus~ si 
u e V*, soit ~ |  u: V @ V  --~ V rappl ica t ion  lin~aire d~finie par  

~| u ( v |  v') = v ( u ,  v ' )  , v,  v' ~ V . 

Avee ees notat ions et  en r eompte de (1.12) et de la premiere formule (1.9) 
la formule (1.17) s'~crit 

a(~) = ( 0 |  u ) o T  

et par  contract ion en i~ ~ jz on obtient  

u -~ (p ~- q),~ Trace a(~). 

Ces deux derni~res formules pr~cisent la premiere part ie  du lemme. 
Soit main tenan t  an  ~ldment 

~(I) b e o~,~(~) : Horn (R~ |  R ~, u~,q) ~ ( (R~ |  R~) | SS(R~@ Rq) *) 

Par  rappor t  ~ une base sp6ciale, les composantes b ~  u de b doivent  s 'exprimer 
vu  la formule (1.17), s l 'aide d 'une 1-forme u sur R~'| Rq ~ valeurs dans les covec- 
teurs  de R ~ |  R~ et  elles sont sym~triques dans les indices de eovariance; on obtient  

done 

(1.18) ~ - -  ~ " ~ ~ b ~  -- ~ u~,~ § ~ % , ~  , 
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d'oi~ l 'on d~duit 1~ condition 

(1.18') ~ ~ (~k~U~,~ ~ ( ~ U ~ , ~  -~- ~z~Ujo,~ . 

Faisons la contract ion i ----- k, ~ = 7. Nous t rouvons 

(1.19) (p ~- q)uj~j, ---- uzn,~ , -~- ~, ,~ 

et  en pe rmu tan t  les indices 7~ fl~ l~ 6 nous obtenons encore trois autres ~quations 

(p ~- q)u~,,z~ = Ulo,~ ~ + %,~o , 

(1.20) (p ~ q)uz~,~ . -= u~,~, -~ uz,,~ ~ , 

(p + q)uzo,~ ~ = u~o,~ § %,~,. 

Le d6terminant  du syst~me homog~ne (1.19), (1.20) dans les quatre inconnues 
uj~,t~, u~,~,, u~,,~, u~,,~ est 6gal ~ (p ~- q p [ 4 -  (p -{- qp] # 0 donc le systbme admet  

seulement la solution banale u~,~ = 0. 
Si deux indices coincident, disons 1 ----- k, en faisant i = j ~ 1 et ? ---- a ~ ~ darts 

la formule (1.18') on obtient  encore u~,,t,-= 0. Ainsi le lemme est d6montr6. 

6. - l~appelons la d6finition des groupes de cohomologie H~'t(~) d 'une alg~bre 
de IAe 6 r 6l(V), V 6rant un  esp~ce veetoriel  r6el de dimension flnie. On organise 

d 'abord  la somme directe 

= ~ ( V ~ S ~ + ~ ( V * ) ~ A ! ( V * ) ) ,  k e N ,  0 ~ / < d i m  V 

comme complexe diff6rentiel bigradu6 en d6finissant la diff6reatielle 

~: V |  S~+~(V *) | A ' (V*)  ~ V |  ~k(V*) | A'+~(V *) 

sur les g6n6rateurs de la composante homog~ne de bidegr6 (k, l) du complexe par  

~ ( v | 1 7 4  o~) = v |  dPAco 

off P e s t  une fonction polynomi~le homogBne de degrB k + 1 sur V, co ~ A~(V *) et 
d est la diffBrentielle ordinaire. 

Soit ~(~) :  (~ |  ( V |  S~+~(V*)) le k-iBme prolongemenr de ralgBbre de 

Lie I~ et  herons pour  tou t  k ~ N  et  0 < / < f i l m  V 

6'+~,'(~) = ~(')@ A' (V*) .  
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La somme direete @ C~+~,~(fl)repr~sente un sous-espace de l~ stable par  ral)- 
k,l 

por t  g ~ done un  sous-eomplexe bigradu~ dont  on d~finit les groupes de eohomo-  

logie par  

]~'k,,(g) = (a-- l(O) ~ ek-{-1,,(g))/a((~k-{-2,1--1(g)) " 

E n  reven~ng g l'alg~bre g~,~, du s que o~,~a(~) = 0 si k>~2, los seuls groupes de 
cohomologie qui nous int~resseng song H~'~(g~.~) e t  ~ �9 H'(g~,~), les co nsid4rations li~es 

l'ing~grabilit~ ne concernent  de plus que les cas off 1 ---- 2. 
Pour  d~terminer le groupe H~,~162 consid~rons l 'espace de cochalnes ~,~ = 

- - ~  O~,q(~176 - - - - -  g,,q. I1 n ' y  a pas de eocycles non-nuls, ~ 4gang ici iso- 

morphisme et  done H~,~ 0. 
L'espace 

~,~ (o) ~ ~ ~ ,  R ~ ) ,  (g,.~) = g , . , |  (R |  = g, .~ |174 

est form~ des 1-formes sur R ~ @ R  ~ ~ valeurs darts l'alg~bre de Lie g~,~. Soit 
a e ~.~(g~,q). La condition ~a ---- 0 ~quivaug ~ a = ~b off b ~ ~(~) ~'~ ~,o(g~ q). Done 

U~,~(g,.~) = 0. 
Pour  d4germiner le groupe H~,~(g,,~) consid4rons un 41~ment a e ~ ,~(g , ,~)=  
(o) 2 ~ R ~ ) , .  = g~,~@ A (R @ Ainsi a = ~ @ ~ ~ d- 1~@ ~o off % ~ song deux 2-formes sur 

R~@ R q ~ vuleurs dans fll(s R) eg gt(q, R) respecgivement eg par  r~pport  g une 

base sp~eiale on aura:  

(1.2~) 

relation g laquelle s 'a jouten les conditions d'antisym~grie 

(:L2~) ~o~ ~ ~ 

La condition de coeycle, ~a = 0, devieng 

( 1 . 2 3 )  ~ - a  - -  ~ ~ ~ ~ ~ ~ (~r ~ - -  ~ v ~ i - ~  ~ i ~ ~  d- ~ o ~  d- r~oe~,~ d- ~ ,  d- ~ v ~  = 0 .  

Si ls = l, choisissons i = j r k; l '~quation devieng 

done ~ k o  s 'annule si ~ esg diff4rent de fl, ~, 8. 
Si k V: l, pour  pouvoir  ehoisir un indice i different de k e t  1 il faut  que r e n t i e r  q 

soig sup~rienr g 2. Supposons done q>~3 er choisissons i = j r k, i ~e l. Nous obte- 
l i o n s  d e  n o u ~ ' e a u  
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ce qui nous permet de poser lorsque p ,  q ~ 3  

(1.24) ep~o = d~%:~o § ~ , u ~ o -  ~ u ~  , 

Vlo kv 0 

159 

7. - Le groupe H~,~(fi~,~ ) est  nul  eomme il r~sulte de la classification donn4e 
par  T. O c n ~  dans [1]. Pou r  ~tre complet ,  nous allons le d~montrer  ici de t a lon  
~14menCaire. 

~,2 (~) A ~ R  ~, R ~ ,  Sol a e  ~ (l~,~) = ~,q~) ( (~ ) un cocycle. Ses composantes  sp~eiales 
sont du t y p e  

a~  ~ 
~ ~, ~0 ~ - -  ( ~  u~ ,  ~0 ~ § ~ 

off u est  une 2-forme de R~@ R~ ~ valeurs  dans (R~@ Rq)*; c 'est  une consequence 
de la formule  (1.17) qui donne l~ forme g~n~rale d 'un  ~l~ment de -(~) ~,q put  r appor t  

avee u, v, u ' ,  tenseurs  deux fois covar iants  de R~(~R~. 
~empla~ons  ees expressions dans ] '~quation (1.23). ~ o u s  obtenons 

§ i a  i a " 

! Faisons l V= i = j V= k, 7 V= r162 : fl V= (~. On d4duit que v ~ ,  = - -  %~o. 
! Faisons ensuite k V= i : j V= l, ~ V= o: = ~ V= ft. On obt ient  ~ o  = u ~ o ,  Ainsi 

et en revenan t  dans (1.21) on t rouve  que 

(1.26) a ~ o  ~ i~ ~. _ i~ : 

ia ia ia ia 

'~(~)(~ (R~(~Rq) * la cochaine ~ composantes  off on en tend  pa r  b e C~'~(g~,q)= .~,q 

(1.27) ~ ~- ~ b ~ o  ~ u ~ o  § 

~ o u s  pouvons  ~noncer done 1~ 

Pl~oPosI~O~ 1. - Si p>~3, q>~3 le groupe de cohomologie H~,~(6~,~) de Falg~bre 
de Zie du groupe GZ(p~ R i ~  GZ(q, R)  est nul. 
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une  base  sp6ciale. L a  condi t ion  de cocycl% ~a = O, se t r a d u i t  p a r  l ' 6qua t ion  

4~ ~ ia ia ia (1.28) ~ ~,,~.t.  + ~ , ~  --J- ~ , ~ n ~  + 

Soit  ~ = fl e t  i ~ j .  L ' 6 q u a t i o n  se r6dui t  

(1.29) ~ t ~ , ~  + ~ ~.,~;~ = O. 

Si q > 4 ,  on pou t  t r o u v e r  i = k de fa~on que i # j ,  i V= l, i # m e t  alors l '6qua-  

t ion  (1.29) donne  u ~ , ~  = 0. Ainsi ,  le cocycle  est  nu l  si q > 4  et le m~me r6sul ta t  

a lieu si p > ~. 

Los cas qui  r e s t en t  ~ regarder  sen t  done los su ivan t s :  p = q = 3;  p = 2, q = 3;  

p = ff = 2. Commen~ons  avec  los cas p = q = 3. D~ns  l ' 6qua t ion  (1.29) en  fa i san t  

j = 1 = m r i = k nous  t r o u v o n s  que ~ i , . ~ ,  = 0. De  m6me,  si l = m # j, c o m m e  

q = 3 on pou t  t r o u v e r  i # j ,  i # 1 et  en  p r e n a n t  k = i on  d6dui t  que u~.~ ~, = 0. 

De  la m6me  fagon, on m o n t r e  que ~,~0 ~, = 0. 

Ainsi,  res te  ~ voir  que  los composan te s  ~i,,~ ~, off j ,  4 m sen t  deux  ~ deux  diff6- 

ren t s  et  off 7, 6,/~ sen t  aussi  diff6rents ent re  eux sen t  hullos. Fa i sons  dans (1.29) 

i = k = / # j  et  c o m m e  on l ' a  dit  soit  r e # l ,  m # j .  On  ob t i en t  

ce q u ' o n  pou t  6crire aussi  

(1.30) u~ ,u  ~ = ~r ~ . .  

P o u r  la m~me raison,  on  pou t  6crire auss i  

(1.31) q~,,~m~ = ~ , ~  

ear  y, (~,/~ sen t  deux  ~ deux  diff6rents.  ]~n u t i l i sant  (1.30), (1.31), on ob t ien t  

uJ, zM = UL,JM p o u r  J = iv, I = 4 ,  M = m~ et r a n t i s y m & r i e  dans  los deux  der- 

niers indices de Uj,~M donne  alors  

~ J , L M  = q~L,JM ----- - -  ~ L , M J  ~ -  - -  ~ M ,  L J  = ~ M ,  J L  -~- ~ J , M L  = - -  ~ J ,  L M  done ~ J ,  L M  = 0 . 

Passons  au  eas su ivan t  p = 2, q = 3. L ' 6 q u a t i o n  (1.29) p o u r  i = k # j d o n n e  

(1.32) �9 6~ u,,,r162 = 0 . 

Si l = m = j # i  on  ob t i en t  u~,~,~,=O. Si l = j # m ,  on a 
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e~ o a  peur  ehois i r  encore  i #  m car  ~ / :  3. D o n e  ~ r  : 0 si m # j .  Si 1 = m # j  
le cho ix  de  i # Z ,  i # j  qui  es~ poss ib l e  c o n d u i t  ~ l '6quur  ur = 0. D o n c ,  les 

seules  e o m p o s u n t e s  qu i  res~en~ ~ r e g u r d e r  son t  %,~o,~, uvec  j # l # m # j .  

F u i s o n s  done  i - - I  dana  l '6quu~ion (1.32); nous  o b t e n o n s  

(1.33) u~, lo mu = q~Ja, Iv mu " 

Si V : ~ = # on  o b t i e n t  c o m m e  a u  d 6 b u t  ~ , , t ~  : 0 e t  done  l ' 6 q u u t i o n  (1.33) 

m o n t r e  que  les seules  c o m p o s u n t e s  qu i  r e s t e n t  ~ r e g u r d e r  son t  u~ , , t~ ,  uvec  ~ V= 

car  u ~ , ~ ,  : u ~ , ~ , ~  : - -  u~,,~.~ . F~ i sons  duns  l ' 6 q u u t i o n  (1.28) i : j : k # 1 # 

:/: m V: i e~ a : fl : ]c : (3 V: #.  lqous  ob~enons  

done  

qAi~,t~m u - t -  qAi~,t~m ~ A V qAt~,m~i ~ : 0 

(1.3~) 2 q ~ i ~ , ~ m  ~ A V r : 0 . 

Duns  l ' 6 q u u t i o n  (1.32) en  f a i sun t  l : j # i = m on *rouve  uj~,~, + ~t~,,~r : 0 
e t  p a r  unulogie  on  a 

(1.35) ~.,m~t.  = u n ~ , , ~ ,  # # ~ .  

Zes  6quu t ions  (1.33), (1.34), (1.35) d o n n e n t  ulors 

Done ,  les c o m p o s u n t e s  off u n  ind ice  grec  se r6p6te  son t  nu l les  e t  la  f o r m e  u es t  

nul le .  

P o u r  le d e r n i e r  cas  - - p =  q = 2 - - f a i s o n s  c r  i = k v e j  duns  (1.28) p o u r  
^ 

o b t c n i r  (1.32). Si  ~ = m = j  on  o b t i e n t  qz~,~oj ~ = 0 e t  de  meme~ u~,~. ~ = 0. Si 

l = i  e t  m----- j  i l  v i e n t  

(1.36) u~. ,,~j, : uj~,i,~,,, (i # j ) ,  u~,,~ w~ : Uw,,~ov, , (Y # ~) �9 

A y u n t  s e u l e m e n t  d e u x  ind ices  d i s t inc t s ,  les e o m p o s u n t e s  qui  r e s t e n t  s r e g u r d e r  

son t  

e t  

~ i v , i ~ i v  : gJo , i v iv  : q~io, ivJv - :  0 

~J~ , ivJv  : q~io,iviv : 0 . 

A i n s i  on u d 6 m o n t r 6  lu 

PI~OPOSlTIO~ 2 [1]. - JSe groupe de eohomologie H2,2(fl~,~) de l'alg~bre de Lie dr 
groupe GZ(p, R ) Q G L ( q ,  R) est nul si p > 2 ,  q > 2 .  

1 1  - A ~ n a l t  d t  M a t e m a t i e a  
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8 .  - I~a G-structure que nous ~tudions jouit d 'une propri~t~ remarquable; elle 
permet de construire de manigre eanonique un suppl~mentaire du sousespaee 

1 1  Spit t e e ,  (g~.~)-----g~,q@ (R*@R~)*; par rapport  s une base sp4ciale il s 'exprime 
l 'aide de deux 1-formes A et B ~ valeurs dans gl(p, R)  et gl(q, R)  respeetivement par 

La formule (1.4) mont re  que ces deux 1-formes ne sent pas uniquement  d~finies 
par t; si ~ est an  covecteur de l'espaee R ~ @ R q ,  le mgme tenseur  t s 'obtiendra en 
remplapant A ~ ,  par A ~ ,  + ( ~ ,  et B ~  par B ~ -  d ~ ,  dans la formule prge6- 
dente. Spit u e (R ,@Rq)*;  la formule (1.17) qui donne la forme g6n6rale d 'un 
616merit de l'espaee a (~) montre que le tenseur t' de eomposantes spgciales O ~ q  

~ ( B ~  ~ - -  + 

d6fini~ la mgme elasse que t dans l'espaee quotient el,~(g~,+)/Oe2.o(g~,q). Zes covec- 
teurs Q et u peuvent  gtre d6termin6s de mani~re unique en imposant aux 1-formes 
A'  et B'  /~ valeurs darts gl(p, R)  et gl(q, R) respectivement, de composantes sp6ciales 

ze~ e~ ~ ~ i~  ,~ ~ �9 

d'avoir les traces nulles, tgn effet, ces conditions donnent 

donc 

T r A  ~ p~ -~ u ----- 0 ,  T r B - -  q~ ~ u .-= 0 

q = (Tr B - -  Tr A) /p  ~- q , u = (-- q Tr A --  p Tr  B)/p -~- q . 

Nous pouvons donc ~noncer le 

L E ~  4. - D a n s  ehaque elasse d'dquivalence du quotient Cw(fl~,+)/3C~,~ on 
peut trouver un dldment unique A @  1~ @ I~@ B ole A ,  B sont des 1-]ormes 5 valeurs 

dans ill(p, R)  et gl(q, R)  respectivement de traces nulles. Z'ensemble de ees tenseurs 
est un sous-espace veetoriel de CI,I(g~,~) suppldmentaire d 

~c~,o(g~,~) = ~-1(o ) c~ e l , ~ ( ~ , o ) .  

9. - E t a n t  donn6 un cobord t~  ~Cl,t(g,,q), l '6quation 

~z = t ,  z ~ el,l(g~,q) 

ne d6termine z qu'~ un coeycle ~ e 3-1(0) N e~,1(g~,~) = ~C2,~ pr~s. 
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Proposons-nous de trouver dans la classe de z modulo ~C~,~ dans G~,~(g~,~) 
la cochatne z ' =  A ~ ~ ~-]- ~ ~ (~ B dont l 'existenee es~ assur6e par  le lemme 4. Par  
rappor~ s une base sp6ciale nous aurons ~ r6soudre l '6quafion 

(1.37) ~Aa~ ~ + ~aB~ -- p ~  ( ~ B ~  

les traces des matrices A ~  et B ~  &ant  nulles. Faisons i ~ j e t  contractons, ensuite 
1)ermutons fl avec y. Les formules (1.10') et (1.9') montrent  que ces op4rations sont 
r6alisables ~ 1'aide des endomorphismes associ6s au tenseur $ apr~s avoir multipli6 
les 6quations obtcnues l~ar 5~. I~ous obtenons les deux 6quations 

qA~.~ + $ ~B~  -- Av~ ~ -  6 r B ~  = t~ak, , 

~, ~, , ~, ,~ B ~ - -  ~ q A ~  + 8 ~ B ~ - -  A ~  --  ~ ~,.~-- t ~  . 

l~ultiplions la premiere par q et raisons les sommes des dcux membres entre eux. 

Nous obtcnons: 

a r c~ r tr (q~-- 1 ) A ~ - -  q~, B ~ - -  ~ B ~  = qt,~, + ~ o  " 

Tr A 0 Faisons encore :r = fl et contractons; cn tenant  coml0te que ~k~ n o u s  

obtenons la contraction B '  k r ~  

et en reloortant dans ]'6quation ior6c6dente multipli6e 10ar (~ nous trouvons que 

(1.38) [ , ] B~ 1 . �9 5j (pt'~: k, + t ; : , , )  - -  p ~ (pt~: ~, -]- t;: ,,) , 

ee qui r6sout l '6quafion (1.37). 

10. - Si t est une 2-forme vectorielle quelconque de l'espace R ~ ~)Rq,  le cobord 
~ ( A Q I ~ +  I ~ ) B )  off A~ B sont les 1-formes ~ valeurs dans les alggbres de Lie 
~l(p 7 R), sl(q, R) form6es ~ 10artir de t par les formules pr6c6dentes, repr6sente une 
nouvelle 2-forme vectorielle de l'espaee R~(~ R q que nous allons noter ~(t). Fendo-  
morlohisme ~ de (R~Q R ~ ) Q A 2 ( R ~ Q  Rq)* ainsi d6fini est nn  projeeteur de l'espaee 
(R~Q R ~) Q A~(R~Q R~) * sur son sous-espaee rectoriel  3(g~,r (Rv(~ Rq)*) �9 L'aPP li- 
cation fl d6finie par fl(t) = t -  ~(t) est doric toujours un 13rojecteur, son noyau &ant  
]e sous-esl0aee ~(iy,~Q(Rv~)Rq)*). Les formutes (1.38) donnen~ les eomposantes 
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suivantes du ~enseur fl(t) par raloloorr ~ une b~se slo6ciale: 

(1.39) ~' ~(t)~,~.  = 

= t~ ~ q2_  1 [ qtr~ ~ -F try ~ P -F q ( q t ; ~ - F  tr~ ~)  - -  q:p qL q (qtr, ~,-F t,, ~o)] --  

[ ] - -  t~or~). + ty:,~) + t~,~, P -i- q P -P q 

- - -  - -  (qt, o~, + t,,~,) + 

~. ] + p-VL~_ ~ [~. ~o~,  t ; : ~ , ~  [...t ~o • " p+q--~ (pt?,~ + t~.'o, r~) - p p +- ' q (pt,.r. ~, + t, 4,81 �9 

]~n ru e  &applications ult6rieures, nous Mlons d6comlooser ce Censeur en faisant 
alooloel ~ l'ac~ion $ d6finie par  la deuxigme formule (1.9') sur les r deux lois 
covarian~s. 

Soi~ donc t - +  t " =  _8(t) l'alololica~ion lin6aire qui agit sur les Censeurs de type  

( : )  d e R ~ R ~ 1 O  ~r 

tt f R I~B r ~t i~ Rr o n~ ti~ i. 
t Y K  "~- ~JK~t tS  ~ tJolcv ~ ~ O k v  rosa ~ -  t~vkO 

en 1oermut~n~ doric les indices grecs des composantes de covari~nce. Considdrons 
m~intenant le ?~enseur #(t) d~fini 1o~r 

(1.4o) ~(t) = ( p q -  ~)~(t) + ( q -  : , )_~ (~ ( t ) ) .  

]In r comlo%e que l'oloera~eur $ es~ involur il en r6sulte que ~ son tour  
fl(t) s'exlorime ~ l 'aide de #(t) 1oar la formule 

pq --i 
(1.41) fl(t) = (p~ __:t)(q ~ - -1 )  .#(t) + 

p - - q  

5es formules (1.39), (1.40) donnenr 1oour comloosan~es Sl06ciales du r re(t) 

(1.~2) 

i r a  ,x io i~ ~ ~'a ct io ~a: rrt (P~ktr:.~ q~vtko~b, 

- -  " ( ~ t ~  - -  ~t~t~oj - -  (~k~ t ~ o ) .  ~Y ~Jo ks Jv ~',n lcol - ~  
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PAI~TIE 2 

11. - Soil M une vari6t6 diff6rentiable de dimension pq et E, F deux fibr6s 
veetoriels diff6rentiables de base M e~ de fibres type  R ~ et Rq respeetivement.  
Supposons qu 'on ai* l ' isomorphisme suivant  de fibr6s vectoriele de base M 

(2.1) TM ~_~ E~I~ 

oh T M  repr6sente la fib!6 tangent  s la vari6t6 M; le fibr6 principal des rep6res 
tangenSes ~ la vari6t6 M, tiC(M) admet  alors un sous-fibr6 ayan t  comme groupe de 
s t ructure  GL(p, R) (~ GL(q, R) c GL(pq, R). Supposons qu 'au  dessus d 'un  voisinage 
U c M lee fibr6s E,  ~ admet t en t  des sections de ~rivialisation %: U -+ E, ~ = 1, ..., p, 
/~: U - - ~ ,  i = 2  + 1, ..., q + io .  Par  l~isomorphisme de d6part  (2.1), aux produits  
e~,Q/~ correspondent  pq champs de vecteurs e~: U ~ T U  qni engendrenr une sec- 
t ion de l 'espaee de rep6res tangentes  ~ M au dessus de U. D6sormais de telles sec- 
tions locales seront appel6es sp6cialee. 

Faisons la nota t ion de [14] pour  lea coefficients des crochets de Poisson [%, e j  
c'est-s posons 

(2.2) [%, %] = ~2 w~;~ e~o 

w~:~ 6rant des fonctions scalaires sur 18 voisinage U qui d6pendent des deux sections 
locales {e~} et  {/,}. Dire que la G~,~-strueture correspondant  ~ l ' isomorphisme (2.1) 
est plate revien~ ~ la possibilit6 de eonstruire sur la vari6t6 M des sections locales 
des fibr6s E et  ~ de fagon que lea fonctions correspondan~es w~k, soient nulles; car 
dana ce cas, les champs e~ seraient pc!mutables  et ind6pendants donc tangents  
des lignes de coordonn6es locales sur M. ~o t r e  probl6me esZ de t rouver  des con- 
ditions assurant  l 'existence de te]les coordonn6es locales. 

Pour  leur recherche, nous disposons des t ransformations locales de sections dana 
lea fibr6s E et  /~ qne nous 6crivons sous la Iorme 

(2.3) 

0 ! ' ~ fl 

@ 0 @ 0 

I, = X O:!;, /,' = X q:i~, XO:q~ = ol = X ~,~ o ; ,  

off P: U--> GZ(p~ R), Q: U-~GZ(q,  R) sonr dee fonctions locales d6finies par  les 

matrices (P~), (Q~) .... 
Pour  lea produits  *ensoriels des sections on obtient  e~G/~ = ~-v~tt~eo~lr et 

on a l e s  m6mes formules pour  lea t ransformations de sections locales dana l 'espace 
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5r des reputes tangents  au voisinage U 

(2.4) e~ ~ o ~ '  ~ p ~ q ~ % .  = .PaQ~ero, e~, = 

Les formules qui lient les nouveuux coefficients '~= w,a~ aux anciens s 'obt iennent  
par  le caleul suivant:  

--  e~(P~ Q~) e:~ -- . 
Done 

v t (2.5) w*-aa~,~o*o*~, __ ~r,~"'*'s, --a ~ Pq n~ P"n~ = ~  :, '~ ~a(-P~ Q ~ ) -  ~(PzQ~)* * 

sont les formules cherch6es; ~a,(_~) ou e~a(~ ) rcpr6sente la d6riv6e de la fonction 
en direction du champ e~,. 

12. - En  nous appuyan t  sur les consid6rations Mg6briques de 10 nous Mlons 
deduire le premier tenseur d'int6grabilit6 de la G~.,-structure. 

Multiplions (2.5) par  p~, q~ e t  contractons en ~ et t; nous r 

(2.6) ~= --~'~'"%,,~ / ~O~p~O~ r ~' ~ ~ r ~ ~' 

off on a not6 

( 2 . 7 )  ~ .  ~ ~ ~ ~ ~ ,  = p~ ~ / ~ ,  Q~a ---- q~ ~j~Q~ �9 

Au deuxi~me membre  apparai t  le cobord (alg6brique) d 'une 1-forme locale ~ Q 1 q § 
§ 1~(~ Q ~ valeurs dans g~.~, ~ et Q 6rant deux 1-formes locales ~ valeurs dans 
61(p, R)  et gl(q, R)  respectivement.  Ainsi, lorsque la G~,~-structure est plate,  la for- 

r sont les composantes sp6- mule 6rant satisfaite p~r q/~ = 0, on t rouve que w~k~ 
ciales du cobord ~ ~ ( f f ( ~ l ~ §  I~Q(~).  Les consid6rations alg6briques de 9, for- 
mules (1.38), pe rmet ten t  de d6terminer une forme A(~)lq § I ~ ) B  unique,  telle 
que ~ ( A Q I ~ §  I~ (~B)  = ~ ( ~ Q I ~ §  1~(~(~) = - -  w les 1-formes A e t  B ayan t  les 
traces nulles. Leurs composantes sp6ciales sont donn4es par  

(2.8) 

A~k~--  q 2 - 1Lqwra~ § w~k~ P §  q 

1 | 
r 

- -  (qw'g   + "~ - 

tJ'7- ka ] - (qw;: + 

ulr  TO - -  p p + q (pW,~ § w~:,,) �9 
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Ainsi la condition n~cessaire d'int~grabilit~ que nous avons trouv~c s'~crit 

(2.9) 

o~ w repr4sente la 2-forme vectorielle locale ~ composantes w~ ~ ---- - -  w~ ~, d~finie 
dans (2.2) par  les sections locales e~, ]~ des fibres E ct F et  off les 1-formes locales 
et  ~2 ~ valeurs dans ~l(p, R) et ill(q, R) sont donn~es par  la formule (2.7). Cette 
condition ne d@end pas des sections locales choisies %, f~ ayan t  nn  caract~re inva- 
rian~ comme le mont re  la formulc (2.6). Le premier  membre  de la formule (2.9) 
repr4sente le premier  tenseur d~int~grabilit~ B$ (tenseur de Bernard) de la structure.  
Ses composantes locales sp~eiales sont 

(2.1o) ~Z Bj k~-- 

off, A~k ~ et B~k" sont donn4es par  (2.8). 
Eu  effet, on salt, ~oir [3]~ que ]e tenseur de Bernard  d 'une G-structure coincide 

avec le tenseur  de torsion d 'une G-connexion F. Dans  notre  cas, une G~,~-con- 
nexion locale particuli~re pent  6tre d4finie par  la 1-forme locale f fQ  1~ ~ - 1 . ( ~  (~ 
et  le premier  membre de (2.9) repr4sente alors son tenseur de torsion. 

13. - On a vu, lemme 1, que G~,~ est un sous-groupe alg4brique de GL(pq, R). 
L'isomorphisme (2.1) implique alors Fexistenee d 'un  champ 8 sur la vari~t~ M; 
sa valeur 8~ au point  x e M d4finit la fibre en x de la G~,~-strueture que nous 5tu- 
dions eomme l 'ensemble des rep~res de T~M par  rappor t  auxquels les composantes 
de $~ prennent  les valeurs (1.8). 

Pour  simplifier les notat ions nous allons noter  encore 8 ce champ tensoriel de 

Nous nous proposons d 'expr imer  le tenseur d'int~grabilitg B s ~ l 'aide du champ 8. 
Dfifinissons d 'abord le champ M 8 par  

(2.11) M s = (pq--  1)B 8-~ (q-- p) 8_(B s) . 

:ha iormule (1.41) permet  d'6crire 

(2.12) B s  = pq - -  1 p - -  q ( p ~ - -  1 ) (q~- -  1) M s  + ( p P _  1 ) (q~- -  1) _ $ ( ~ s )  �9 

Ainsi, il suifit d 'expr imer  le champ M 8 s Faide du champ $ pour  avoir r6solu 
le probl~me. Mais les eomposantes locales sp6ciales du champ M 8 s 'obtiennent  de 
(2.10) par  le m6me ealcul qui conduit  ~ la formule (1.42) ~ par t i r  de (1.39) c]les 
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son~ donc 

(2.13) ia ia  ia 
( M s ) ~  : ( p q -  -~ ( q -  1) w ~ ~ 

Soit F une connexion lin6aire sans torsion sur la vari6t6 M et soit V l 'op6rateur  de 
d6rivation covar iante  associ6 ~ F.  

Si U es~ un voisinage de  M muni  de rcp~res form6s en chaque point  x pa r  pq 
vecteurs  e~(x) ~ T~M, I ~ 1, ..., pq, d6finissons les coefficients de connexion par  
r appor t  ~ cet te  section locale du fibr6 des reputes pa r  

L~ connexion 6rant suppos6e s~ns torsion, on aura  

donc 

V~, e j -  V~ e ,  § [ez, e x] = 0 

~ 0  + 

Ainsi, on peu t  expr imer  le tenseur  M s  avec les coefficients d 'unc  connexion F 
sans torsion lorsque la section du fibr6 des reputes tangents  au voisinage U est  sp6- 
ciale en remplaganr w~ ~ par  les diff6rences 7k~r - -  7~k~ dans la formule (2.13). 

Ensuite ,  afin d ' expr imer  ]e tcnseur  Ms  ~ l 'aide du champ 8 il faudra  faire 
appra l t re  darts cet te  formule les d6riv6es covariantes  du dcrnier. Consid4rons donc 
les d~riv6es covariantes  des composantes  du champ 8 pa r  r appor t  ~ la connexion F 
introdui te  plus haut .  Avec la convent ion que les indices qui suiven~ la virgule 
repr6sentent  les indices de d6rivation covar iante  on a, en t enan t  compte  de la for- 
mule (1.8) qui donne les eomposantes  sp6ciales du champ 8 

(2.14) 8 ~at~ - -  ~ ~ ~ ( ~  ~ ,~ ~ 

A pa r t  les contract ions habituelles, nous pouvons  former  encore des contrac- 
t ions (~ crois6es ~) car la pe rmuta t ion  de deux indices grecs (ou latins) a u n  car~ct6re 
invariant .  

Ainsi, nous obtenons par  contract ions les tenseurs suivants  qui nous in~6ressent: 

(2.15) 

i~ r e " ia r e r i e ~ V~ 

i~ re i~ i~ re or ie  i r~ 
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Les trois derni~res contractions crois6es 9euvent  6tre form6es aussi par  rappor t  
une base quelconque; elles deviennent  alors respect ivement  

(2.16) ~ u v  ~I~ uv  ~ _~vv _~z~ ~J~ ~VV, M , 8ZtM 8J~r,V et ~J~ ~UK, V �9 

ia ia l~emplapons main tenant  w~ ~ par  y ~ - - y ~  dans (2.13). 
En  regroupant  les termes nous t rouvons  

(2.17) ~ ~ '  r ~'~'~ 8 ~'~ �9 -- 

et en uti l isant le champ 8 pour  reformer les pah~es j~ et k v nous pouvons 6crire en 
remplapant  i par  I ,  j~ par  J e t  k v par  K 

Uv ~1r _eUV _e~n t u v  ~ t  Uv l~t 
(2.18) (Ms)~r = 8[ZK] UV,~-- ~[J[~ ~uv[,~rl-- m~ 8JlU, V ~ 8[~1~ 8UIK],V" 

Darts cette formule les crochets repr6sentent  l 'antisym6trisat ion et comme cclle-ci 
porte  seulement sur les indices J e t  K nons avons plac6 entre  barres verticales les 
indices qui ne par t ic ipent  pas g cet te  op6ration. 

14. - La formule (2.18) n 'es t  pas la seule qu 'on puisse 6tablir pour  exprimer 
lc champ M s o u  B s s l 'aidc du champ 8. Nous allons pr6senter une autre  en termes 
du sym6tris6 ~ du champ 8 e'est-s en termes du champ s composantes 

(2.19) = + 

qui est sym4trique aussi dans ses indices de contravariance;  l 'int6r~t d 'une telle 
formule r4side dans le fair que tou t  comme 8, ce champ ~o d6finit ]a m8me G-struc- 
ture,  voir [13] page 117. Consid4rons de nouveau une connexion sans torsion /" et  
calculons par  rappor t  ~ une section sp6ciale du fibr6 des reputes tangents  ~ la vari4t6 
les composantes locales des champs auxiliaires 

C~ K �89 I v  xY sv  
= ~sJ  ~fxu, v ~ x z ,  

~ I j K  1 ~nlS q UV 
~ -  2 W U V ,  J W K S  

~'Jr K I a~,l S ~,,XY q UV 
= 2~UV~SJ %wKX, Y" 

2gous t rouvons 

~o~ lot Sa ~ 8a 

ir iasz  ix - -  ~ i  ~lva~ - -  c~ i~ ia ro 



170 Tm~oDo~ t t . t ~ :  Sur l'intdgrabilitd des structures tangentes, etc. 

a ,i~ ~o ~ ro i v o  

ia ~.ia S~ _ ~  ia sa _ _  

1 

On consta te  alors que la somme de tenseurs  

1 

off les crochets repr~sentent  l 'ant isym~tr isat ion,  coincide avec (Ms)5~, . La  relation 

~tunt tensorielle nous pouvons  5erire 

(2.20) " z . vv .  zs ! . , J s  .,,vv (Ms)j~: = vs[~tvK]v,v + 2 vvv,[JVg]s + 
1 1 X Y  S V  _~  l S  X Y  UV 

2(p ~ q) ~s:~ v2Jw.v ~ x f  2(p ~ q) ~vv  ~ [ J  ~PK]x,Y 

et  4noncer ]a 

PROPOSITIO~r 3. -- JSe premier tenseur d'intdgrabilitd (~enseur de Bernard) B s d'une 
GZ(p, R ) G  GL(q, R)-structure est dquivalent du point de rue de l'intdgrabilitd au ten- 
seur M S dd]ini dans (2.11). 

Ce dernier s'exprime aver le tenseur de structure 8 ou avee son symdtrisd ~f par les 
formules (2.18) et (2.20). 

15. - Supposons d~sormais quo le tenseur  de Bernard  B s soit nul. 
La  formule (2.9) et  les considerations de 9 bas~es sur le l emme 4 nous permet-  

t en t  d'derire localement,  dans un voisinage U muni  d 'une  section sp4ci~le du fibr4 

des rep~res gO(U) 

(2.21) 

off A e t  B sont donc deux 1-formes sur U ~ valeurs  dans 6l(p, R) et gl(q, R) respec- 
t ivement .  Zes formes sont de plus uniques si on exige qu'elles aient  des traces nulles 

(2.22) A ~ - -  0 ---- B ~  

Elles sat isfont  certaines conditions diff~rentielles qui r~sultent des identit~s de 

Jacobi  

[r~,., %], e'.] + [[%, e,.], ~j.] § [[% ej,  %] --- o. 
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:En faisant la notation 

(2.23) 

() () A ~ , ~  - -  ~ A ~  + Ao ~ ,A~  ~ -t- -1- A ~  B~t --  ... 

B ~ o A ~  ... +- B ~  = ~t~B~, + B ~ B ~ u  + B ~  B ~  + 

off ( k ) + - ( / ) s i g n i f i e  qu'il faut 6crire au deuxigme membre les termes 7 4 - ~  qui pr6c6- 

dent avec les indices k, et le permut6s entre eux~ l'identit6 de ffacobi devient 

*~ ,~ * 4  i A  *~x / " 4 ,cr �9 

En termes alg6briques, pour chaque point x ~ U, les valeurs A*, B* des champs 
A*, B* en ce point d6finissent une 2-forme sur R~@ R~ ~ valeurs duns l'alggbre 
de Lie g~,~, A*@ 1~ + I~@B* qui est un cocycle en rant qu'61dment de e~,~(g~,q). 

Les formules (2.23) qui d6finissent A* et B* sugggrent les composantes d'un 
tenseur de eourbure et (2.2~) les identit6s de Bianehi. On peut aller plus loin avec 
cette analogie qu'on expliquera en troisi~me partie et 6crire les identit6s de Bianchi 
pour le tenseur d6riv6 du tenseur de courbure. 

**~ i c t ** i  p a r  D6finissons les fonetions locMes A a ~ , ~  et ~a~,~o,~, 

(2.25) 

**c~ *~r A ~ A * 0  A 0  A ~ _l_ 

l e  A *~  _~_ l O  A *~ l:t~ A *  a 2 _  r *~  

**~ *i  4 *r  e *i  B~ ~ ~, ~, = ~ ,  B~ ~, t~ -- B~ ~, B~ ~, ~o + B~ ~, B r ~, ~ 
r 4" f "4 A ~  7Q *~ A O  ~2! *i, + B ~ , ~ B ~  + + + �9 

Les identit6s qu'elles satisfont sont 

(2.26) i **~ 5~B**~ " o = + + 

Supposons mMntenant que pour chaque point x du voisinage U 18 cocycle 
* * 

A,@ lq + 1~@ B,  soit un cobord; c~est ce qui arrive lorsque p > 3 ,  q>3  car d'apr~s 
1~ proposition 1, H*,~(6~,~)= {0} duns ee cas. 

D'apr~s les formules (1.26) et (1.27) il r6sulte qu"on peut exprimer le champ de 
cobords A* @ 1, + 1, @ B* sur U sous la forme 
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2gk~ 6rant des fonetions d6finies dans U. Faisons i = j -dans  cette 6quation; nous 
t rouvons  que si ~ # fl 

A~ k~ to = ~ s u - -  ~ / ~  k~, 

et done, pour  a, fl quelconques 

(2.27) A~k~u= ~ k ~ - -  5~ Z~k~-f~ k ~  

o~ Vk~ sont des fonctions d6finies darts U et  satis~aisant la condition d 'ant isym6trie  

( 2 . 2 s )  v ~  ~. = - vzo ~, 

*~ " Quant  aux fonctions B*~t,  on en d6duit de mani~re analogue tou t  commc Azk~ ~. 

(2.29) B~k~ a = (~khr~,~ - d~hrjo~ - ~Vk~, . 

Observons main tenant  que du fair que les traces des 1-formes A e t  B sont 
nulles, les traces des 2-formes A* et B* en sont aussi comme on peut  -colt sur les 
formules (2.23). En  cont rac tant  dans (2.27) pour  a = / ~  ct dans (2.29) pour  i = j 
nous t rouvons 

ce qui entrafne V~,~ = 0 et de plus 

(2.30) ~ ~ = ~Yu ~"  

Ainsi on about i t  s la forme g6n6rale de A* ct  B*, 

l~egardons dans ces conditions ce que deviennent  les identit6s (2.26). On a 
d 'abord  

off nous ~vons pos6 

(2.32) / Y ~ , ~ ,  ~ 2 Y ~  -4- q ~ 

et done aussi 

* * i  g i ~  . 
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:Rempla~ons darts (2.26); nous trouvons l'6quation 

En comparant cette 6quation avec (1.28) et en tenant compte de la proposition 2 
n o u s  trOllYOnS 

(2.33) ~V~u,u, = N~i~,,~ 

doric 1'ensemble de fonctions 3rK~,+ est symStrique dans tous ses trois indices. Igous 
pouvons 6noncer done le 

ZE~WE 4. - Zorsque le champ de eocyeles 'A*@ 1 ~ + 1, @ B*: U -+ e~,~(g~,~) dd/ini 
par les ]ormules (2.21)~ (2.23) est un champ de eobords, ce qui arrive de ]afon obliga- 
toire si p > 3 ,  p > 3 ,  les 2-formes A*~ B* sont donndes par les ]ormules (2.31) og _ ~ r  
sont des ]onctions locales satisfaisant les conditions de symdtrie (2.30). Zes ]onetions 
Nk~o,~, dd/inies alors dans (2.32) satis]ont la condition de symdtrie (2.33) et la condi- 
tion de symdtrie clans les deux premiers indices qui ddcoule de (2.30). 

1 6 .  - Nous sommes en mesure d'6tablir er d'6tudier les systbmes diff6rentiels 
desquels d6pend la recherche des sections sp6ciMes locales du fibr6 des repgres dont 
les crochets [e~,, e j '  sont nuls (w~,~,'i= = 0). 

En rempla~ant %.~=~ donn6s par (2.21) (sous Phypothbse que le tenseur B~ soit 
nul) dans (2.6) et en supposant q/t, rials, ces 6quations deviennent 

( 2 . 3 4 )  ~ ~ ~ ~ ~ ~ 6 ~ ' ~  A ~ ~ ~ B ~ ( ~ ( ~  + A ~ )  + (~(r + B ~ )  -- ~ , ~  -5 ~ )  -- ~(~k~ § ~ )  = O 

Cette 6quation pourrait s'6crire 

O[(ff + A)@ 1~+ 1~@ ((~ § B)] = O 

ou, autrement dit, pour chaque point x du voisinage U la 1-forme sur T ~ M ~  
R~@R~ ~ valeurs dans l'alggbre de Zie g~,~, (ff § A)~@ 1~ § 1~@ (t2 § B)~ 

d6finie dans une base sp6ciale de T~M par la valeur en x du premier membre de 
l'6quation (2.34) repr6sente nn coeycle de l'espace e~,~(g~,~). 

I~es consid6rations faites au point 8 entrMnent l'existence de deux 1-formes sca- 
laires sur l 'ouvert U, 0 et u~ permettant d'4crire 

et, en tenant compte de la signification des 1-forints ~" et ~2~ on aboutit au syst~me 

(2.35) ~k~ P~ = - P~(A~ k, + ~ e~, + ~ % ) ,  %~Q~ = - QgB, ~,- ~ e~, + ~%).  



174 T~EOD01~ t t ~ _ N :  Sur l'intdgrabilitd des structures tangentes~ etc. 

Ze problbme est 4one r6duit ~ l'int6gration de ee syst~me off les ineonnues sont 
P~, Qj, ~ et u~,: Explieitons d'abord les conditions d'int6grabilit6 

a r or q~)ra ~ ] O a  

et leurs analogues obtenues en rempla~ant P$ par Qj. 
En tenant eompte du systbme lui-m6me, nous obtenons apr~s avoir fair la nota- 

tion 
. ~ $" 

(2.36) ~'~~ = ~ ' ~  + ~ o A ~  + ~ B ~  
B ~ 

les 6quations 

(2.37) A ~ o  + (~(~k~,zo-- ~u,~.) + ~(uk~,r~ + uk~ ~,) -- ~(ul,,~ + ut u~,) = 0,  

*c* *$ 
off A ~ ,  et B~,~o sont donn6es par (2.23). Plagons-nous dans les hypothbses du 
lemme 4. En eomposant alors (2.37) avec (2.31) nous trouvons 

(2.38) 

et 

(2.39) 

L'6quation (2.38) traduit la propri6t6 de la forme diff6rentielle ~ s composantes 
~k~ d'6tre ferm6e. On peut 6erire dons loealement 

(2AO) ~rr : ~k~ R" 

R 6rant une fonetion d6finie dans un voisinage U'c U. Quant aux 4quations (2.39) 
elles impliquent la m~me propri6t6 pour la 1-forme u ~u la sym6trie (2.30) des fonc- 
tions Nk,~. I1 nous reste seulement ~ v6rifier les conditions d~int@rabilit4 du 
syst~me (2.39) qui sont satisfaites grs aux 6quations (2.33). 

En conclusion, si les conditions du lemme 4 sont satisfaites on peut trouver sur 
la vari6t4 M, au voisinage de chaquc point, une section sp6ciale du fibr6 des rep~res 
form6e de champs de veeteurs permutables z ----- (wjz c 0 ) .  I1 suffit pour cela d'int6- 
grer le syst~me (2.39) afin de trouver la 1-forme u et de choisir une fonction R arbi- 
traire; avee ~ =- dR et ~ on forme ensuite le syst~me (2.35) qui est eompl~tement 
int6grable et qui fournit une solution 4ll probl~me. 2r avons done d6montr6 la 

P~oPosI~o~ 4. - Si p>3,  q>3, q~ne GZ(p, R ) ~  GZ(q, R)-strueture avec tenseur 
de Bernard B s nul est plate. 
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P A R T I E  3 

17. - Nous allons donner i c i  la signification ggomgtrique des ealculs que nous 
venons de faire. Pour  cela, il faut  6tablir d 'abord la na ture  de l 'objet  g4om6trique 
qui est repr6sent6, dans chaque voisinage U muni  d 'une section sp4ciale s~ du fibr~ 
des repgres :K(U), par  la 1-forme A @ I ~  @ I ~ @ B  off A, B sent les 1-formes 
composantes (2.8). 

Si 1'on observe que w~ r reprgsentent  les composantes par  rappor t  ~ la section s~ 
de la diff6rentielle ext4rieure de) de la 1-forme fondamentale  o) du fibr6 des repgres, 
on peut  t ra i ter  ce probl~me avec les m~thodes g6n~rales de [4]; pour  ~viter de nou- 
velles notat ions nous continuerons d'utiliser la m4thode directe. 

Supposons le premier  tenseur de s t ructure  nul  et  considgrons m~ voisinage U' 
auquel  nous associons la 1-forme A ' @ I ~ @  I ~ @ B '  par  les formules anMogues 
(2.8) dans co nouveau voisinage. Si U (5 U ' r  O, la formule (2.6) nous donne la loi 
de t ransformat ion des composantes de l 'objet  cherch~ clans U ~ U', loi qui s'6crit 
en faisant  appel au cobord alg6brique 

(3.1) c o -  o9'= - 8(if@ 1,,-F- 1,,@ 0.) 

ou bien 

(3.2) O[(A --  A'  -~ if) @ 1~ -}- '1 ~ @ (B -- B '  q- ~)] = 0 .  

Les considerations faites dans 8 nous disent qu'il  existe dans l ' intersection 
U (3 U' deux 1-formes ~ ' . v  et  ~w,v de fapon que 1'on air 

(3.3) 

A o :  ,ha zltV l ) q g l s l : ) a  a ~ c a  U',U ~ U',U 

B ~  lcv__ g l:~l ~ ~ r  loa C')s i 2 ~ g~t ~ ' ~ i  U ' ,U  
_~  - -  O k q )~  �9 

Faisons les contractions ~ = fl et  i = j ;  nous t rouvons  

%" a ' ' S - U'~ [/ / ' (3.4) P~Ok, P~ = PO[;'v q- ~ '~r , qt~,Q~ = -- q~k, -r- ~~ 'rz . 

Les premiers membres repr~sentent  les dgriv4es logarithmiques des d4terminants 
A2 = det (P$) et  AQ = det  (Q~). Si l 'on r6duit  alors les groupes de s t ructure  des 
fibres E et  ~ aux sous-groupes unimodulaires de GZ(p, R) et GZ(q, R) respective: 
ment ,  les modules des d~terminants Ae et AQ seront ggaux ~ l e t  on aura  ~v',v = 
= ~v',v = 0 dans U'(~ U. Ainsi, dans l ' intersection U ' n  U les l-refines A, A '  
valeurs dans sl(p, R) et  les 1-formes B, B'  /~ valeurs dans sl(q, R) ob4iront aux for- 
mules de t ransformat ion 

(3.5) ~ ~ ~ , i~ - -  ---- - -  -1 -  B ,  q ~  
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qui coincident avec los lois de t ransformation des formes de connexion pour  les 
fibr6s E et  F.  l~ous pouvons 6noncer le: 

Im~-~E 5. - Lorsque le tenseur de Bernard de la G~,q-structure (2.]) est nul, on peut 
associer de/a~oncanonique des connexions lindaires dans los/ibrds veetoriels E, ~ d~s 
qu'on a rdduit leurs groupes de structure h des sous-groupes unimodulaires. 

C051S]~QUEkNCE. - I1 en r6sulte par  produi t  une connexion lin6aire darts le sous- 
fibr6 des reputes tangents  ~ la vari6t6 M correspondant  b~ la r6duction du groupe 
de s t ructure  dans los ~acteurs. N ' ayan t  pas de erit~re invariant  pour rendre eet te  
r6duetion cunonique nous sommes amen6s ~' introduire des connexions dans los fibr6s 
en droites r6elles /i~ A~, ~Aq (louts fibres en chaque poin~ x de M sont los p rodui t s  
ext6rieurs de dimension maximum des fibres E~ et ~,) .  

18. - Soit Fz~,  Y ~  deux connexions lin6aires des fibr6s en droir E ~ ,  F ~ 
respectivement.  Dans chaque voisinage U au-dessus duquel les deux fibr6s E et F 
sont trivialis6s, ces eonnexions sont repr4sent@s par  deux 1-Iormes scalaires 
et y ~ ,  qui ob4issent clans l ' intersection U (3 U' de deux tels voisin~gos aus lois de 
t ransformat ion suivantes 

(3.6) d log A e v' ~ d log A~ r~v~-- y~.~ 

off A~ -~ dot (P~), AQ -= dot (Q~). De tclles connexions peuvent  6tre obtenues par- 
lois par  le 9roe6d6 suivant;  on par t  d 'une connexion lin6aire YE du fibr6 E repr6- 
sent6e dans ehaque ~r U de trivialisation locale de E par  une 1-forme ~ valeurs 
darts ill(p, R),  y~; Zes 1-formes sealaires trace y~ const i tuent  Mors los 1-formes d 'une 
connexion lin6aire pour  le fibr6 EAv. lqous dirons que cette connexion d6sign6e t r  ?~ 
est induite par  y~ dans E A~. 

]~n comparant  (3.6) avee (3.4) on a aussi 

e t  on pout  done d6terminer los 1-formes ~ " ~  et  ~v u''G par  

1 
( 3 . 7 )  - -  - p+q 

~ u ' , ~ :  Pq 1 ~, l ~. 

En  remplagant dans (3.3) on t ronvo que les 1-formes locales K u, B~ ~ valeurs 
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dans ill(p, R)  et  ill(q, R) de composantes 

(3.s) 

satisfont ]a loi de t ransformat ion (3.5) et repr6sentent  donc des connexions lin4aires 
dana ]es fibr6s vectoriels E ,  F.  ~ous  avons obtenu ]e 

Im)~CE 6. - Si  le tenseur de Bernard de la G~.q-structure (2.1) est nul, la con~ais- 
sance de deux eonnexions lindaires ~ et ~ des /ibrds en droites E A~ et ~Aq permet 
de eonstruire deux connexions lindaires .~ et J~ pour les ]ibrds E et ~,  dd]inies locale- 

ment par les ]ormules (3.8). 

OBSERVATIO]~L - :La formule (2.1) entralne pour  le fibr6 en droites (T2]/) A~q riso- 
mo~phisme 

(3.9) 

Ainsi~ dana l ' intersection U (~ U' le d6terminant  A~ de la mutrice de passage 
de la section sp6ciale s~ ~ la section sp6ciMe s~; dont  les composantes sont X~ = 
--_P~Q~ sera donn6 par  ]a formule 

q .  (3.10) A M = A e zJQ . 

Pa r  diff6rentiation logari thmique on a 

(3.11) d log A ~  = qd log A2 + pd log AQ, 

ce qui prouve,  apr~s avoir compar6 avec (3.6), que les connexions ys~  et Yr~ indui- 
sent une connexion ?M darts le fibr6 (TM) A~a qui est d6finie locMement par  ]a 1-forme 
scalaire 

(3.12) ?MY V V = q~z~ + P~r~ �9 

Inversement ,  si l 'on connait  une connexion ~M du fibr6 (TM) A~q et  une conne- 
xion de l 'un des fibr6s ]~A~ ou ~v Aq on peut  en ~d6duire une connexion pour  l 'autre  
fibr6 en r6solvant localement l '6quatioll (3.12). 

I~orsque l 'on forme ~ par t i r  des 1-formes .~ et /~ ]a 1-forme de connexion 
- ~ ( ~ 1 ~ +  I ~ Q / ~  pour  le fibr6 veetoriel  TU,  les parenthgses qui eont iennent  les 
diff6rences ~ ? ~  se ? z ~ - -  r6duisent 4ans la somme; les autres p~renth~ses s'expri- 
ment  avec la connexion ~M donn6e par  (3.12). On peut  donc 6noncer le 

12 - A n - h a l l  eli M a t e m a t i c a  
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I m ~  7. - Si le tenseur de Bernard de la G~,~-struvture (2.1) est nul, une conne- 
xion ~ du ]ibrd en droites (TM) A~q permet de conslruire une G~,q-connexion lindaire I" 
sur T M  ayant pour composantes locales spdciales 

(3.13) 
1 

avee A ~  et B ~  donndes par (2.8). Cette connexion est ~ torsion nulle. C'est l'unigue 
G~,~-connexion h tosion nulle qui induise la connexion ~M darts le ]ibrd (TM) Avq, 
c'est-5-dire telle quer F ~ ?M. 

Pour  les connexions plates ce r6sulCat a 6t6 6tabli dans [8]. 

1 9 .  - 5~ous sommes main tenant  en mesure de comprendre le sens g6om6trique 
des conditions d'int6grabilit6 (2.24) et  (2.26). 

Si U est un voisinage muni  d 'une section sp6ciale sv du fibr6 des reputes gO(U) 
et si le tenseur  de Bernard  est nul, on peut  associer ~ ce ~r une Gv.q-conne- 
xion lin6aire /~v ~ torsion nulle en prenant  pour  composantes de la forme de con- 
nexion 

(3.~) - r ~ . ~ ,  + . ~ A ~  ~ z B ~  

I~a courbure ~v  de cette connexion est une 2-forme sur U ~ valeurs darts gv,q 
e~ ses composantes sp6ciales sont 

(3a5) 

a v e e  A~v~ *~ B~k~l ~ donn6es par (2.23). Ainsi (2.24)repr6sentent ]es premibres iden- 
tit6s de Bianchi de cette connexion locale. I~e tenseur  d6riv6 VR~ du tenseur de 
courbure /~v par  r a p p o r t  ~ F~ a pour  composantes sp6ciales 

les A**, ..., B**, 6tan~ donn6es par  (2.25). I~es 6quations (2.26) t raduisent  les 
identit6s de Bianchi de deuxi~me espbce 

v6rifi6es par  route  connexion s torsion nulle. 
Lorsque les 6quations (2.31) sont satisfaites~ ce qui arrive n6cessairement si 

p, q>3, on peut  modifier la connexion Fv au voisinage d 'un  point  arbitraire de U 
en une nouvelle G~,~-connexion ~ torsion nulle f v ,  celle-ci 6rant s courbure nulle. 
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Pour d4f in i r /~  = ~ ~) 1 q ~ 1 ~ ~ / ~  on prend les formes A, /~  ~ eomposantes locales 

et u ~tant des solutions des ~quations (2.31), (2.39). Ainsi, un champ de repSres 
d~duit pur transport parall~le relatif ~ la connexion /~ ,  qui est une G~.,-eonnexion 
sans torsion et ~ courbure nulle, s partir d'un rep~re appartenant ~ la G,.~-struc- 
tnre initiale, fournit localement des syst~mes de coordonn4es locales adapt~es ~ la 
G~,~-structure. 

2 0 .  - Comme application, nous allons d~terminer le pseudo-groupe des auto- 
morphismes locaux d'une G~,~-structnre plate. 

Si la G~,~-structure (2.1) est plate, on peut munir la vari4t6 M de syst~mes de 
eoordonn4es locales (U, x~), U r M, de fa~on que les champs loeaux ~/~x~ engen- 
drent des sections spSelales du fibr4 des reputes :R(U); de telles coordonn4es locales 
seront appel4es adaptdes ~ la structure. Le r6sultat final est le snivant: 

P~OPOSITION 5. - Ze pseudo-groupe des automorphismes locaux / d'une G~,,-struc- 
ture plate est constitud par les homogralphies matricielles 

(3.17) x = (x~)l ] , x '  ~- (ax + b)(cx ~- d) -~ , d e OZ(p + q, R)  

oi~ (x~) sont les coordonndes locales adaptdes ~ la G~,~-structure. 

~ous allons ~tablir d'abord quelques propri~t~s du pseudo-groupe (3.17) n4ces- 
saires par la suite. Ecrivons en  eomposantes ses 4quations 

(; o) (3.18) ~ " ( ~  �9 + d~) ~ ~ ~ ~ GL(p  + q, t r  

~ous supposons que det (d~) =~ 0 de ~a~on que le domaine off la matrice cx -~ d 
est inversible, contienne toujours l'origine du syst~me de coordonn~es locales x~. 
1)at diffdrentiation de (3.18) on obtient 

ou bien 

l i  r ax~ (r + dl) = (a~-  ~'~cg) ax i  

dx- = ( a t -  ~ dx ((cx x~ c~) + d)-~)~ 

, Ainsi, on trouve 

(3.19) ~x~ = P=Q~ 
~x~ 

a v e e  

(3.20) ~ ~ x'%,q p~ ~ ~ + ~ Q i =  a i - - - q - ~ ,  = c rx~ d e 
q (p~P~ = ~ ) .  
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I)roposons-nous de calculcr le d6terminant  

A~ = det  k~xl ] = A~A~, Ap = det  (P~),  

I~e calcul suivant  

det (Q~l.det (p~) = det ~a~ 0o c~ 
$ 

Or $fl 

- -  4 r 

montre  que 

= d o t  ' 

x.o  ~ 
Ihi ~'idq - -  det 

(3.21) Ao : det  det  (p~) = det  d = c~x~). 

Done 

Consi46rons main tenant  le syst6me (2.35) c$ sea conditions d'int6grabilit6. Une 
homographic matricielle (3.3_7), 6rant un automorphisme local de la G~,~-struc~ure 
Elate de R ~ @ R ~  comme le mont ren t  les 6quations (3.19), elle doit satisfaire ce 
sysCbme off los formes A,  B sont ident iquement  nulles. 

Ze calcnl qui nous a conduit  aux formules (3A) nous donne alors 

log Av ~ log Ao 
(3.23) ~x~ = - -  P~k~ - -  uk~, ~x~ = qqk~ - -  uk~. 

Mais la formule (3.21) donne d log AQ = d log A:, et par  cons6quenr ~k~ ~ o. 
Quant  ~ l '6quation (2.39) elle devien$ 

~Uk~ 
(3.24) ~x~ + ~ u*D = 0.  

Si on prend comme nouvelle fonction inconnue / ~ -  e ~ off u~ ~ ~q~/3x~ cette  

6quation dcvient 

(3.25) F - -   xi" 

Ainsi, nous avons prouv6 le 

LVaCM~ 8. - La  fonetion 

(3.26) det (ex + d) : A-~ 1 

est une solution de l'dquation aux ddrivdes partielles (3.25). 
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21. - Soit ] un automorphisme local de la G~,~-structure plate de la vari6t6 M. 
Supposons que son domaine de d6finition contienne l 'origine d 'un  syst~me de coor- 

adapt6es ~ la G~,~-strueture. D6terminer  de tels automorphismes donn6es locales x~ 
revient  ~ int6grer lo systgme (2.35) o~ A ~ ,  = 0, B~k" = 0 et  @k,, %~ sont des solu- 
tions des 6quations (2.38), (2.39). Observons d 'abord  que en mult ipl iant  los 616ments 
des matrices (P~) et  (Q~) par  e R e t  e -~ respectivement,  off ~/Ox~ = @~ (for- 
mule (2.40)) nous pouvons supposer que @~, = 0 duns los 6quations (2.35). 

Pour  int6grer doric ce systgme il ne reste qu'~ t rouver  une solution de (2.39). 
Cetto 6quation est 6quivalente s (3.25) dont  on a t rouv6 une solution (3.26). Mais 
~oute solution de (3.25) est du type  (3.26). En  offer, toute  so lu t ion/~  de (3.25) est 
affine duns los variables qui apparaissent  sur une ligne ou sur une eolonne de la 

X ~ matrice (~ )  ear 

- -  --0 e t  --0. ~ x ~  ~ 4 ~  

Ainsi~ /~ est un  polynbme de degr~ ~<min (p~ q) par  rappor t  aux variables x~. De 
plus, il est d~termin5 par  sa -r en un point,  disons 0~ et par  les valeurs de sos 
d4ri'c4es pattie]los du premier  ordre en 0. Ainsi 

( ( ~ =  ~.det 8;+ ~ = ~.det ~ +  y~oxo 
v O 

est la solution de l 'Squation (3.25) satisfaisant los conditions initiales 

En  conclusion, t rouver  ]a forme gSn4rule d 'un  automorphisme local d 'une G~,~- 
s t ructure  plate revient  s int4grer los syst~mes d'Squations aux diff~rentielles totales 

(3.27) ~x~ 

et ( ) ( ~Q . . . .  ~ log dot ~ + ~ kQx~ ~p$ ~ log det  % § ~ kex(, ~Q~ ~ q 

Soit d -~ (d~) une p •  non-singuli~re que nous Mlons prendre comme 

valour en 0 de la transpos~e de l~ matr ice (p~) = (p-1)~. Done 

(3.29) p~(0) = d~, p~(0) = (d-1)~. 

En prenant  pour  matr ice p = (p~) la suivante 

@ 
Q 

@ 
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nous t rouvons  la solution du premier syst~me (3.28) qui satisfait les conditions ini- 
tiales (3.29). En  effet, en d~rivanr l ' identi% Pq-Pa = ~a nons obtenons 

ce qui nous donne d 'une par t  

(3.30) 

e t  par  contract ion en ~ = fl 

off 

0 

o o 

0 

- - 0  

Ainsi 

(3.31) ~_, c~P v = 

et en rempla~ant dans (3.30) on t rouvc  la premiere ~quation (3.28). 
De fapon analogue on t rouve  une solution pour  le deuxibme syst~me (3.28). Pour  

r i  dO  q t rouver  finalement les fonctions x "~ eonsid4rons les sommes s~ =-x~( ~-}-c,x~). 
On a, en tenant  compte de (3.27) 

~ = ~(Q~ + 

d@en4 donc seulement des variab]es x~, j = /~  -}- 1, Pour  i, g fix4s la fonction s~ 
..., p -}- q et on peut  monCrer qu'elle est affine. En  effet, en t enan t  compte de (3.27) 

(3.28) et (3.31) on t rouve  

•28• 
J ~x=Ox= 

~x '~ ~Q~ 

-- ~ = ~ . j  log det  5~ § k~x~ 
�9 0 q 

et  done on about i t  aux formules (3.18). La proposit ion 5 est d~montr~e. 

22. - La g~om~trie diff~rentielle des espaces projectifs de dimension sup6rieure 
1 est bas4e sur le syst~me diff~rentiel d 'Eisenhar t  [14], chap. VI, 
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qui t radu i t  la prol)ri~t~ d 'un  diff~omorphisme local x ~-, x'  de classe r de t~q, q > 1, 
de t ransformer  les lignes droites dans des lights toujours droites. Un syst~me ana- 
logue peut  8tre d~duit sur une vari4% munie d 'une G,,~-structure Elate. En  effet, 
par  d4rivation de l '4quation (3.27) et  en t en an t  compte de (3.28) et  de (3.22) on 
obt ient  le syst~me 

~'-x- ~ [~x2 ~ ~og ~ ~x2 ~ ~o~ ~ ~x2~ 
(3.3~) ~xi~x~-p+q\~x~ ~x~ + ~x~ ~r ]' ~=aet(~-4)" 

On peut  r~@rire ce syst~me sous une forme mieux adapt4e ~ la G~,q-structure et 
d 'autres  ~nalogies en faisan~ intervenir  ]e champ F. Soit ~b = (p § q)-~.F le 

~j~, coincide avee lc tenseur  
de l ~ o n e e k e r  ear 

1 1 1 

Lo syst~me (3.32) devient alors 

8~x '* ~$'~ 8 log A /Sx'~\ 
(3.33) ~xJ~x " -  ~+~ ~x. +x+ ' ~ = det/~-~/. \  ] 

P~OPOSITION 6. -- .Les automorphismes locaux d'une G~,~-struvture plate vdri/ient 
le syst~me d'dquations aux ddrivdes partielles de type d'.Eisenhart (3.32) ou (3.33). 

2 3 .  - Pour  conclure, faisons la remarque suivante. On a vu  que si le fibr6 tan- 
gent  T M  d 'une vari6t6 M est isomorphe ~ un produi t  tensoricl E Q  F de fibr6s sur M, 
la vari6t6 admct  une G~,q-structurc; la r6ciproque n 'est  valablc que localement. 
E n  effet soit M unc vari6t6 diff6rentiable dou6c d 'une G,,q-structure G. Soit 
ell = {..., U~, ...}~ex un r ecouvrcmen t  de M par  des voisinages de trivialisation du 
fibr6 9 suppos6s convexes pour  une m6trique Riemanniennc.  Les fonctions de tran- 
sition du fibr6 dans l ' intersection U~o (~ U~, me t t cn t  en 6vidence des fonctions matri-  
cielles M~,~~ U~~ U~-*G~,~c GL((pq, R) satisfaisant dans U~on U~(~ U~V: 0 aux 
relations 

(3.34) M=.=#~f=,= oM=,=,= 1,,. 

Pour  construire des fibres E,  F sur M ~ par t i r  du syst~me {U., M~} afin de satis- 
faize ~ l '~quation T M  "~ E @ ~  on cherche les fonctions de transit ion 

p=+,: u= .n  U~-->GL(p, R) et  Q~,,~ u ~ n  U~,-~GZ(q, R) 
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des fibres E, F relatives ~ ~ de fa~on que les 4quations 

(3.35) M ~ .  = P ~ ~  Q~,~. 

soient satisfaites. Deux solutions de cette 6quation, disons P ~ ~  Q .... et P'~,~., Q'~o, 
sont d6termin6es, ~ un facteur prSs, 

Soit ff----{..., P~,~., ...} et O = {..., Q~,~~ ...} un syst~me de solutions des ~qua- 
tions (3.35). En rempla~ant clans (3.34) on trouve 

done, il existe ~,0~,,~: U% C5 U~,~(3 U~,~ --~ R x satisfaisant 

Ainsi~ les syst~mes if, (2 repr6sentent les syst~mes de fonctions de transition de deux 
fibr6s veetoriels E , /~  seulement si 2 ~ . ~  ---- 1, V~o, ~x, ~ ,  U ~ n  U~(~ U~V: 0, o~ 
bien, plus g6n6rMement, si 1'on peut trouver des fonctions e~,~: U~on U ~ - + R  x 
de f~9on que 

Les identitgs satisfaites par les ~l~o~,~ sont 

. - - 1  , , - - 1  

Elles resultent de (3.36). A ehaque recou~rement ~ les fonetions de transition du 
fibr~ M assoeient done un cocyele de dimension 2 du neff de ~L ~ valeurs darts le 
faisceau ~ des germes de fonetions r~elles non nulles sur M. I2obstruction ~ la pos- 
sibilit4 de reprdsenter le fibr4 T M  comme produit tensoriel r4el lorsque M est douge 
d'une G~,q-structure se trouve done dans la eohomologie H~(M, 5) .  
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