Sur Pintégrabilité
des structures tangentes produits tensoriels réels (*).
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Résumé — On étudie 'intégrabilité de la G-structure d’une variété dont le fibré tangent est locale-
ment isomorphe & un produit tensoriel réel de deuws fibrés vectoriels. I’annulation du tenseur
de Bernard entraine la platitude de lo G-structure lorsque les dimensions des facteurs sont
supérieures a 2. Les automorphismes locaux d'une telle G-structure sont des homographies
matricielles.

Introduction.

1. - Etant donnés deux entiers p, g supérieurs & 1, le groupe qui fait Pobjet
de ce travail est le sous-groupe G,, du groupe linéaire GL(pg, R) ~ GL(R*® RY)
constitué des automorphismes du produit tensoriel réel R?® R¢ qui sont de la
forme '

(0.1) @ v > A(u)® B(v)

ot u@veR*Q@ R, AecGL(p, R) et Be GL{g, R). Cest un groupe de Lie algé-
brique de dimension p? -+ ¢2 — 1 que nous allons désigner aussi GL(p, R)® GL(g, R)
et appeler produit tensoriel ou de Kronecker des groupes linéaires GL(p, R) et
GL(g, R). Le résultat que nous allons démeontrer est le suivant: si p > 2 et ¢ > 2,
une &, structure est intégrable si et seulement si son premier tenseur de structure
(tenseur de Bernard) est nul. La démonstration repose sur le caleul des groupes
de cohomologie H%%g,,) et H»%(g,,) ou g,, est 'algébre de Lie du groupe G,,.

La @-structure en question a été rencontrée par plusieurs auteurs. Ainsi, M. BERGER
dans la classification des groupes d’holonomie irréductibles des espaces & connexion
affine [1], [2], montre qu'une connexion pseudo-riemannienne ayant un tel groupe
d’holonomie linéaire est nécessairement symétrique (la dérivée covariante du tenseur
de courbure est nulle) si I'un des entiers p ou ¢ est supérieur 4 2. En 1965, le
groupe G,, 2 été étudié du point de vue de la théorie des G-structures par I. M.

(*) Entrata in Redazione il 28 novembre 1979.
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SINGER et S. STERNBERG dans [12] ol ils ont déterminé le premier prolongement
de Palgébre de Lie g,, et montré que son deuxiéme prolongement est nul. Nous
avons trouvé indépendamment les mémes résultats sur les prolongements de ’algébre
de Lie g,, dans [5] en exploitant les équations algébriques du groupe G,,. Ces
équations nous sont apparues comme conditions algébriques satisfaites par la matrice
jacobienne des fransformations de coordonnées homographiques sur la variété de
Grassmann [7]; cette variété est douée d’une @, ,-structure intégrable. Des con-
structions géométriques analogues a la transformation projective de connexion et
au tenseur de courbure projective de Weyl ont été ensuite données par 'auteur
dans [5], [8]. Dans le cas non-intégrable une étude des conmexions adaptées & la
G, -structure a été faite par T. ISHIHARA [10]. Une théorie générale on la @G, -
structure entre comme cas particulier est celle des I-systémes élaborée par N. TANAKA
en 1965 [13], et développée ensuite par T. OcmHIAI [11]. Malgré Pexistence établie
par N. TANAKA [13], d'un tenseur analogue & celui de Nomizu-Nijenhuis pour les
structures presque-complexes, 1’étude de 'intégrabilité de ces G-structures dans la
théorie générale de OcHIAI [11], est traitée dans le cadre du fibré des repéres d’ordre
deux tangents & la variété de base et ramenée & 1’étude des tenseurs de Weyl.

C’est I'une des raisons pour laquelle nous avons préféré de donner ici un étude
de Pintégrabilité de la @, structure, indépendante de la théorie générale de [11], [13].
Une autre raison est 'intérét que semble avoir cette G-structure en théorie de la
relativité d’aprés les essais de R. HERMANN dans [9] sur les structures qu’il appelle
spinorielles-généralisées.

La méthode adoptée pour étudier l'intégrabilité est directe et ne fait pas appel
4 la théorie générale d’intégrabilité des G-structures méme si par endroits elle en
utilise le langage; les notations sont celles utilisées par G. VRANCEANU dans sa
méthode du caleul des congruences [14].

Ce travail a été suggéré par une discussion avec A. GRAY et L. VANHECKE lors
d’une recontre & P'Université de Louvain en mars 1977 dont je les remercie. Le plan
est le suivant: une premiére partie comprend les préh’minaires algébriques, la deu-
xiéme traite de Dintégrabilité, la troisiéme établit a l'aide de la théorie des con-
nexions linéaires les conditions d’intégrabilité utilisées dans la deuxiéme partie et
détermine le pseudo-groupe des automorphismes locaux d’une G, -structure plate.

PARTIE 1

2. — Nous allons commencer par déerire l'algébre de Lie g, .. La formule (0.1)
montre que cette algébre est constituée des endomorphismes de lespace vectoriel
R»® Re qui sont du type

61, +1,Db
e e

(L1) W@ a(w)® v -+ u® b(o)
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ou 1, et 1, sont les endomorphismes identiques de R® et R? respectivement. Les
bases de Pespace vectoriel R?& R¢ formées par produit tensoriel avec des vecteurs
appartenant 4 deux bases des facteurs R et Re respectivement seront appelées
spéciales. Ainsi, si {ex, & = 1, ..., p} est la base canonique de R” et {e,, i = p + 1,
...y P -+ ¢} est la base canonique de R les produits tensoriels e ® e, forment une
base spéciale de R?® Re. Par rapport & cette base spéciale, les formules (0.1), (1.1)
prennent respectivemeht la forme

(A® B)e,® ;) = 2 AiBis,® ¢,

o,r

(1.2)
(@® 1,4+ 1,Rb)(e,De) = zagse@) e;-F Dbie,Re, .
e [

Nous utiliserons désormais la convention de sommation d’Einstein et la nota-
tion &; pour le tenseur de Kronecker.

Le noyau de L’homomorphisme (4, B)—» A® B de GL(p, R)xGL(g, R) dans
GL(pgq, R) est constitué des couples (41,, A-'1,), A€ R* et est donc isomorphe aun
groupe multiplicatif R* des nombres réels. Son algébre de Lie, isomorphe & I'espace
vectoriel réel R est engendrée par le vecteur (1,, — 1,) € End (R*) @ End (R9).

La matrice qui exprime un endomorphisme heg,, par rapport & une base
spéciale a pour composantes

1.3) bz = a3 6; + 63b;

mais cette représentation n’est pas unique car on peut écrire encore
(1.4) by = (a5 + 003) 6 + 50— 0d}),  e€R.

Le réel p peut étre utilisé, selon le cas, pour annuler la trace de la matrice (aj3)
ou (b)) dans (1.3) ou faire en sorte que les deux fraces soient égales.

Soit (X}";‘) la pg X pg-matrice qui exprime un automorphisme X € GL(R?*& R
par rapport & une base spéciale de R?®@ Re. 8i X e GL(p, R)® GL{q, R), 1a for-
mule (1.2) donne ’

(1.5) Xjz = A}B:
oll, les matrices (A7) et (Bj:) sont déterminées & un facteur prés, pouvant étre rem-
placées par (A4}) et (17'Bj), ieR*.
On en déduit que
X=X} = (A3 B))(4}B)) = (43B)(4;B}) = X X},
V“yﬂ;)’? 5217 i Py Viyjy k,lzp—[—l, "'7p+Q7
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et ’on obtient ainsi les équations algébriques

(1.6) XpXpr = Xp X

a

qui caractérisent le groupe &,, dans GL(pq, R). En effet, si la matrice d'un auto-
morphisme X de R? R satisfait au systéme (1.6), en choisissant une composante
X,’“; non-nulle on trouve une solution pour (1.5) en prenant

A;:XZ“, B::ZX}:(X;GZ)-Iy Wi=p+1L.,p+4q;8pf=1.,p.

Le systéme (1.6) exprime la propriété caractéristique d’un automorphisme
X e GL(R*® R9) de commuter avec l'automorphisme § du produit tensoriel
(R*@ R)® (R*® R9)
défini par

(1.7) S(r®R0)® (W ®v)) = U RV @R ), w, w'eR?, v, v e R,

En effet, en calculant dans une base spéciale

X® X)OS((*E,?@ 6)® (85® ej)) =X® X)((%@ &) ® (3,3® 65)) =

= X{‘:X;;‘(a,,@ 6k) ® (504 ® ei)
et |

8o(X®X)((® &)@ (6® 6) = X X7 8((c.® 6) ® (2,0 ) =
= XZ"‘X;:(EVC@ Gk) ® (Ea ® 61-)

de sorte que la relation (1.6) équivaut & X ® Xo8 = SoX ® X.
Ainsi on a démontré le

LeMME 1 ([6]). — Le sous-groupe GL{p, R)® GL(g, R) du groupe GL(R*® R?) ~
~ GL(pgq, R) est un groupe algébrique dont les cquations de définition (1.6) ewpriment
la propriété de Délément X du groupe de commuter avec V'automorphisme 8 du pro-
duit tensoriel (RPQ RO)X (R*® RY) défini dans (1.7). Ainsi

6,.={X|X € GLR*® R, X® Xo§ = So X ® X} .

3. — Les composantes, par rapport & une base spéeciale de R? 9 R¢ du tenseur
deux fois contravariant et deux fois covariant qui représente ’automorphisme 8§
sont

(1:8) Sizls = 8L, 6]0300 = o ot = itk
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Etant donné un tengeur 7 d’ordre quatre, de méme variance que 8, donc de

2 . .
type (2), on peut construire des endomorphismes des espaces de tenseurs de type

0 2
en termes de composantes par les formules

21 [0 1) . .
( ), ( ) et ( 1) par produit tensoriel et contractions, endomorphismes exprimés

T 4 T V3
(1.9) (V) —— (' = T %), (tgz) —=> (txz = Trytps)
(1.10) () —— (% = TF15), () —— (= TEit5) .

Pour T = § et par rapport & une base spéciale, ces endomorphismes s’expri-
ment ainsi:

e i .
(1.9") R T T
(1.10') foo= oLe, B = 0%f .

On aurait pu faire une construction équivalente en partant de ’automorphisme &',
composé de S avec la permutation des facteurs dans le produit tensoriel V@V ol
V = R*® R done

(1.11) SR W R)) = (@) (¥ R).
Dans ce cas les opérations ¢ — ' et { — 1" appliquées aux tenseurs deux fois con-
travariants ou covariants se traduiraient par la permutation des indices latins de
. , . 1
leurs composantes exprimées en bases spéciales. Quant aux tenseurs de type 1)

de Pespace R#*@ R on voit que la propriété d'un tel tenseur ¢ d’avoir une trace nulle
dans Pun des facteurs (f = 0 ou { = 0) s’exprime en termes du tenseur § et repré-
sente une propriété invariante par les transformations du groupe G,,.

On peut combiner les endomorphismes § et’ 8’ de (R?® R*)® (R*® R?) en un
troisieme

(1.12) Y—§1§

lequel, en tant que tenseur, est symétrique en ses couples d’indices de contravariance
et de covariance. Avec ce tenseur on peut donc définir un seul endomorphisme

de Pespace des tenseurs de type (1) de R?® R® car P& 1§ = Wik},

Quant aux tenseurs de type ((2) et g la contraction (t77) r> (WLL t75) les trans-

forme en des tenseurs symétriques et de plus si ils sont antisymétriques les annule.
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4, — En comparant les formules (1.10') avec la formule (1.3) on constate que
7 s 1 .
lopérateur ¢ 17 - ¢ transforme un tenseur de type (1) de lespace vectoriel

R*® Ry, clest-d-dire un endomorphisme de cet espace, en un endomorphisme du
méme espace appartenant & Palgébre de Lie g,,. On constate aisément que ceb
opérateur n’est pas un projecteur.

Par contre, I’application

1, 1
(1.13) t> b ot—

est un projecteur de gi(R*® R?) sur g,, car elle laisse invariants les éléments
de g,,. Nous pouvons énoncer le

LEMME 2. — Dapplication 7: End (R?@ R?) -~ End (R*® R) définie par les for-
mules (1.13) et (1.10") est un projecteur de Valgébre de Lie du groupe GL(R“’@ R9)
sur Palgébre de Lie du sous-groupe GL(p, R)® GL(q, R).

Par rapport &4 une base spéciale le projecteur = s’exprime ainsi

(1.14) (m(0))iz = g~  8jts + p~ o5t — (pg) Tl Oty

i°rg g re
et par rapport 4 une base quelconque de Pespace R*@ R? on a
(1.14") (@®): = (7 8% + p~ S5r — (pg) ' 83 SEH) 15 -

On peut utiliser aussi le tenseur ¥ pour exprimer le projecteur . Ainsi, notons
¥ T’endomorphisme de Pespace vectoriel (R?® RY)® (R?& R9)* défini par

) - (5 = PIES) .

Par rapport & une base spéeiale, on a:

4

(g/(t))w — t'm — 61tra __l_ é"‘ ;;07

I°rs

((?PO‘P)( )) = g8t - pég‘tjs + 28k,

I°re is re?

(BoPod)t))z = ¢ 8ty + p* 3852 + 363(p + )17,
et on peut donc exprimer le projecteur = par la formule

2
P> +3pg + ¢ P ofn 1

Ws — pg
P+q + pam

ou bien par la formule

m=(pg(p + @) Fo(¥— (p + D159
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ou 17:¢ désigne 'automorphisme identique des l'espace (R?® R%)® (R*® R%)*. Le
polynome minimal de I’endomorphisme ¥ s’en déduit aisément; c’est

4qp relg—p)°
Xt— - X (Bpg—pP— ) X =L X =0,
b gl TP )X

5. — Avant de déterminer certains espaces de cohomologie de l'algébre g, .,
reprenons dans [5] la démonstration du

LEMME 3. — L’algébre de Lie g,, du groupe GL(p, R)® GL(g, R) est de type fini.
Son premier prolongement

g,y = Hom (R*® R, g,,) N (R?® RY) ® S8R @ Re)*)
est de dimension pq et son deuwiéme prolongement
g, = Hom (R® R*, g)) N (R”® R) @ $(R* @ R°)¥)

est nul.

La notation 8% V*) désigne P'espace vectoriel réel des fonctions polynomiales
homogénes de degré L sur ’espace vectoriel V.

Considérons d’abord un élément ¢ = ¢® 1, + 1,Q ye gl ot ¢ et 3 sont des
1-formes sur R?® Re & valeurs dans gl(p, R) et gl{g, R) respectivement. Par rap-
port & une base spéciale, ses composantes sont de la forme

(1.15) U, = OiPor, T 0 Vi Gipn, = T,
et donc on aura
(116) 6;:¢§kv + 6; w:ky = 63{2¢;55 + 6; y);ca’a .
Faisons la contraction i = j. Nous obtenons
Q‘ngr‘ ‘P;k, == 6$ ’P;m"' 5?; i/):k,, .
En permutant § et y entre eux, nous obtenons encore une équation pour les incon-

nues gz, et ¢, et le déterminant du systéme obtenu est égal & ¢>— 1540 ce qui
prouve que gg, sont nuls si az= g, a3 p. On peut done éerire

& ® o i 8ia %0’
Ppr, = 050, + Oy 0y, Wi, = 00, -+ 0,9;,

ol u, v, ', v’ représentent des covecteurs de R*® R
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Reportons dans ’équation (1.15). Nous trouvons

8

8305 0n, + O7,) + 05(8j0r, + 0w = 805w, 4 S5u,) + 65(8h0;, + Su,)
et donc pour ¢ =j+* % «= 7y nous en déduisons »
O F O, =0, =,
La solution généra,ie du systéeme (1.15) est donc de la forme

(117) a;:kv = 6: 6: ukﬂ + 6;6 6;“53'

ot w,, sont les composantes d’'un covecteur u de lespace R*@ Re.
On peut exprimer de fagon intrinséque cette formule qui établit un isomorphisme

entre (R°® R%* et g,
Pour cela soit V' un espace vectoriel et g ¢ gl(V) une sous-algébre de Lie. Nous

A

pouvons identifier de fagon naturelle un élément a € g & une application linéaire
aw: V —gl(V) ou bien & une application linéaire a: V@V — V. En plus, si
ueV* soit @ u: V®V — V Papplication linéaire définie par

IR ur@v') = vlu, v'y, v, veV.

Avec ces notations et en tenant compte de (1.12) et de la premiére formule (1.9)
la formule (1.17) s’écrit

Tg) == (,6 ® u)o?
et par contraction en i, = j, on obtient
u = (p + q)~* Trace a, .

Ces deux derniéres formules précisent la premiére partie du lemme.
Soit maintenant un élément

begl=Hom (RO R, g;) N (RO R)® S(R*@ RY)*) .

iox,1, de b doivent s’exprimer
vu la formule (1.17), & ’aide d’une 1-forme w sur R?® Re 4 valeurs dans les covee-
teurs de R?&@ R et elles sont symétriques dans les indices de covariance; on obtient
done

Par rapport & une base spéciale, les composantes b

G S i i 0 Ria
(1.18) byt = Oi g, + O 0 9 biatents = Yiatoty
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d’ont Von déduit la condition
(1.18") 0wy, 1+ Oinuy, 1= 0wy, o+ OFuy, .
Faisons la confraction ¢ =k, o == y. Nous trouvons
(1.19) (P + Dy, = Wy, 5,1+ s, 15
et en permutant les indices y, §, I, 6 nous obtenons encore trois autres équations

(P + Q) Usop — ula,iﬁ + uﬂ'ﬂ,la’
(1.20) (P + Dy 5= Yip1, T Wigie s
(P + DUy, 55 = U, + U, 5, -

- Le déterminant du systéme homogéne (1.19), (1.20) dans les quatre inconnues
U Uso10r Uy, 4, €86 égal & (p 4 @)%[4— (p + ¢)%] # 0 donc le systéme admet

(PR ulp,:iu (]
seulement la solution banale U1, = 0

Si deux indices coincident, disons I = k, en faisant ¢ =j1 et y = a5 6 dans
la formule (1.18') on obtient encore u;,; = 0. Ainsi le lemme est démontré.

6. — Rappelons la définition des groupes de cohomologie H*¥(g) d’une algébre
de Lie g cgl(V), V étant un espace vectoriel réel de dimension finie. On organise
d’abord la somme directe

7 =@ (VR 8+(V*@4 V"),  keN, o0<i<dim¥V
k,l

comme complexe différentiel bigradué en définissant la différentielle
9: VR S VHR A(VH) — VTR SHV*) R AH(T*)
sur les générateurs de la composante homogéne de bidegré (k, !) du complexe par
MR PR w) =vRQdPAw
ol P est une fonction polynomiale homogéne de degré % + 1 sur V, w e AYV*) et
d est la différentielle ordinaire.
Soit g® = (g® 8*(V*)) N (V& 8*1(V*)) le k-iéme prolongement de Palgébre de

Lie g et noftons pour tout ke NV et 0<l<dimV

CHi(g) = g0 AUT).
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La somme directe (P C*+1.}(g) représente un sous-espace de V stable par rap-
Iyt
port & 0 done un sous-complexe bigradué¢ dont on définit les groupes de cohomo-.

logie par
Hiy(g) = (8-1(0) N Cr1x(g))[B(Cr+21-1(g)) .

En revenant & Palgébre g,,, du fait que g{) = 0 si k>2, les seuls groupes de
cohomologie qui nous intéressent sont H™ ’(gp ) et H> ’(gp J; les considérations liées
& Pintégrabilité ne concernent de plus que les cas ol I = 2.

Pour déterminer le groupe H*(g, ,) considérons ’espace de cochaines C.*(g,,) =
= gg’;@/l“(Rf’@ Ry* =g,,. Il n’y a pas de cocycles non-nuls, 0 étant ici iso-
morphisme et done H%(g, ,) = 0.

I’espace

C(g,,0) = By ® AR ® RY* = g, ,® (R*® RY)*

est formé des 1-formes sur R*@ R¢ & valeurs dans DPalgébre de Lie g¢,,: Soit
a e Cu(g,,). La condition da = 0 équivaut & a = 0b ou begll) ~ C>%g, ). Donc
Hl’l(gv,q) = 0.

Pour déterminer le groupe HU%(g,,) considérons un élément ae Cb¥g,,) =
= g{,"&@ AR RY*. Ainsi ¢ = ¢ ®1,+ 1, v ol ¢, y sont deux 2-formes sur
R?® Re & valeurs dans gl(p, R) et gl{g, R) respectivement et par rapport & une
base spéciale on aura: ‘

(1.21) a‘:?:,kyla = 5;:99;@14 + 5;"/’:1@,“

relation a laquelle s’ajouten les eonditions d’antisymétrie

(1.22) Poryte T Poior, = 05 Vit + Y1, = 0 .

La condition de cocycle, da = 0, devient

(1.23) ‘S;‘P;km + 5;‘!’::19”, + 53&’;10” + 4 ‘/’mm + 6z%uk, + 05 y"lnky 0.

Si k=1, choisissons ¢ = j 5 k; I'équation devient

(3 I 1. 1 8% Y L%
PBryks — 5ﬂ‘/’ik,,k, Oy Wik -6a1l’ki,k,,

done ¢g; ,, s'annule si o est différent de B, y, 6

S8i k 5« 1, pour pouvoir choisir un indice ¢ différent de k et I il faut que D'entier ¢
soit supérieur & 2. Supposons done ¢>3 et choisissons ¢ = j== k, ¢ 5= . Nous obte-
nons de nouveau

N , , )
Peryte = — 6;‘/’;@1,— 65‘/’%1,15 + 53"/’;@',@,
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ce qui nous permet de poser lorsque p, ¢>3

&
(1.24) Poryta = O3 V1, + Oy Uy, — O3 %,z Vits + O3y, = 0,
i i ! i i i 7 1 7
(1.25) w;k? 5, = 6}% T+ 0 Uy, 1, O U, k3 Vpyts 1 U, w=0,

avee u, v, ', v’ tenseurs deux fois covariants de R*® Re.
Remplagons ces expressions dans I'équation (1.23). Nous obtenons

i
05 08,1, -+ 6“ Uppt, ™ S Uiy, + O3 V14, 1 6k,'“zm 6’0}3 ivls ‘{“ djxv iaky T
’La A7 %;
+ 51, oty 61;@‘%,:',, 5“%,.1.; O Ui, + O

ke Viyle 1 %is kv

- a;c:vlo:iﬁ - 6;: ullcu'ﬁ + 6;: ukpla alavnkv 6.’70; ulﬂkv + 670:uly is *
Faisons Il#£4i=j#k y#a= 4. On déduit que Vg1, = %,z.,
Faisons ensuite k<4 =js£1, d#a =y f. On obtient Upgr, = Up,y,. Alnsi
Yikty = — 83041, + O} U0, — 6} 1 %ok,

et en revenant dans (1.21) on trouve que

m
(1-26) aﬂpkyla 6ﬂyukﬁld 6nulaky+ 6ka Gple 61# oy =

(6;:“k,za+ 6kp Usy1,) — (6;:ulaky+ ‘szn Usop,) = (ab)ipkvla
ol on entend par be C*(g, )= s’ ® (R ® RY* la cochaine & composantes

(1.27) e T S

Nous pouvons énoncer done la

ProrosrTION 1. ~ 8 P>3, >3 le groupe de cohomologie H* 2,0 de Ualgébre
de Lie du groupe GL(p, R)® GL(g, R) est nul.

7. — Le groupe H% '*(g,,,) est nul comme il résulte de la classification donnée
par T. OcHIAI dans [1]. Pour étre complet, nous allons le démontrer ici de fagon
élémentaire.

Soi a€ C*g,,) = g0 ® AXR*® RY* un cocycle. Ses composantes spéciales
sont du type

‘.“
i kg, Lo my = ‘say Uy, 1o mu T ‘Sk, vy Lo My

ou u est une 2-forme de R?® R< 4 valeurs dans (R*®@ R9)*; c’est une conséquence
de la formule (1.17) qui donne la forme générale d’un élément de g(l) par rapport
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4 une base spéeiale. La condition de cocycle, da = 0, se traduit par 1’équation

(1'28) 67’::; ”’iy,la My + 6;: ukﬁ,la My + 5;: uio, My by + 6:1 ulg, mu ky +
+ Oma Ui, ey 10 T O Yimg, 11 = 0 -
Soit o == § et ¢~ j. L’équation se réduit &

(1'29) 6;;:“511,10 My + 6’; uiﬂpMu ky + 6;‘" uiu,kv id = O *

8Si ¢>4, on peut trouver ¢ = k de fagon que i~ j, i%1, i~ m et alors 'équa-
tion (1.29) donne %, ,,,,, = 0. Ainsi, le cocycle est nul si ¢>4 et le méme résultat
a lieu si p>4.

Les cas qui restent & regarder sont done les suivants: p =¢=3; p =2, ¢ = 3;
p = ¢ =2, Commencons avec les cas » = ¢ = 3. Dans 'équation (1.29) en faisant
j=1=m= 1=k nous trouvons que u, ;,;, = 0. De méme, si [ = m +# j, comme
g =3 on peut trouver i==j, i+l et en prenant k = ¢ on déduit que w; ,, = 0.
De la méme fagon, on montre que w;, ;,,,, = 0.

Ainsi, reste & voir que les composantes u;, ;,,, ol j, I, m sont deux & deux diffé-
rents et ou y, §, u sont aussi différents entre eux sont nulles. Faisons dans (1.29)
t=Fk=1%j et comme on I'a dit soit m41, ms=j. On obtient

Wiy tomu T Yinmut, = 0
ce qu’on peut éerire aussi
(1.30) ’ Uiy, 1 me = Wi,y my -
Pour la méme raison, on peut écrire aussi

(1.31) u;

sty — Uiy,

isma

car y, 0, u sont deux 3 deux différents. En utilisant {1.30), (1.31), on obtient
Uy = Yy Pour J =i, L=1;, M = m, et Pantisymétrie dans les deux der-
niers indices de wu; ., donne alors

Uy o= YUpgu = — Ug,ug = — Uu,p0 = ¥ya1 = Yym1 = — Ys,zm done w7, =0.
Passons au cas suivant p = 2, ¢ = 3. L’équation (1.29) pour ¢ = k=% j donne
i i _
(1‘32) Uy,15 mu + 61 Uss, muty + 5m uiu,ivld =0.

‘Sil=m=j7éionobtientui =0, Sil=j#m, on a

ysd8in

i —
Usyyiamu + 6muim'iw'ﬂ =0
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et on peut choisir encore ¢ 7= m car ¢ = 3. Donc u;, ;,,, =0sim=j. Sil=m=#j

le choix de %1, i % j qui est possible conduit & P'équation w;, ,,, = 0. Donc, les

seules composantes qui restent & regarder sont w, ;. ., avec jz= 1l m % j.
Faisons done ¢ =1 dans I’équation (1.32); nous obtenons

(1.33) U,

by Lo my U

Foy by Mu *

8i y = 6 = u on obtient comme au début w; , ,, = 0 et done I’équation (1.33)
montre que les seules composantes qui restent & regarder sont w; ; ,, avec d==y
CAT Uy, 1o o = Yin 1y mo = — Wip,ms.t,» ToiSONS dans Péquation (1.28) i1 =j="Fk=1+*

#“m1 et a=pf=Fk= 0%* pu. Nous obtenons

Wity my T Yinstamg T Wiymuin = 0

done

(1.34) 2%, by T Wy min = 0 -

Dans I'équation (1.32) en faisant [ = j=< ¢ = m on trouve u; ;, ~+ %, ;;, =0
et par analogie on a
(1.35) u;

(P

Wiy iyl ? M.
Les équations (1.33), (1.34), (1.35) donnent alors
0 = 2%, 1y Wiy min = 2Vt i+ Mmatyia = ZWmutain T Yomtain = S, 1o -

Done, les composantes ot un indice grec se répete sont nulles et la forme u est
nulle.

Pour le dernier cas — p = ¢ =2 — faisons aa = f, ¢ = k= j dans (1.28) pour
obtenir (1.32). i I=m =j on obtient u; ;, = 0 et de méme, u, ; , = 0. Si
l=14 et m=j il vient

(1.36) Ui, i0dn ™ Wisyipin (t%7), Uiy 00 wy == Yy, iowy ? (y=#9).

Ayant seulement deux indices distinets, les composantes qui restent & regarder
sont

Uiy i3y = Wig, iiy = Wig 5,5, = 0
et

U; 0.

ioriviy — Wiayiviy —

Ainsi on a démontré la

ProposSITION 2 [1]. — Le groupe de cohomologie H>¥g,,) de Dalgébre de Lie du
groupe GL(p, R)® GL(g, R) est nul si p>2, ¢>2.

11 - Adnnali di Malemalica
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8. — La G-structure que nous étudions jouit d’une propriété remarquable; elle
permet de construire de maniére canonigue un supplémentaire du sousespace

9(C%(g,,0) = g1) C C1Y(g,,0) = Gy, ® (R?Q Re)*.

Soit t € CHYg,,4) = 80, ® (R?Q R%)*; par rapport & une base spéciale il s’exprime
a aide de deux 1-formes A et B 4 valeurs dans gl(p, R) et gl(g, R) respectivement par

t;?:kv = 6;A103‘707 + 6IL;B;]0‘V '
La formule (1.4) montre que ces deux 1-formes ne sont pas uniquement définies
par i; si o est un covecteur de lespace R?@ Re, le méme tenseur ¢ s’obtiendra en
remplacant A5, par Aj, -+ 650, eb Bl par Bj, — 6j¢, dans la formule précé-

dente. Soit # e (R?® R9)*; la formule (1.17) qui donne la forme générale d’un
élément de Pespace gf!) montre que le tenseur ¢’ de composantes spéciales

AR t, + (6:::"%, + O u;) = (A%, + 8504, + Syu,) + 83(Bir,— 6 on, + Ohuy)

définit la méme classe que ¢ dans Vespace quotient CH(g,,,)/0C>%(g,.). Les covec-
teurs ¢ et % peuvent &tre déterminés de maniére unique en imposant aux 1-formes
A’ et B’ & valeurs dans gl(p, R) et gl(q, R) respectivement, de composantes spéciales

A;;aky =Ag, + g0, + 03, By, = By, ~ 0j0r, + é;;“iy
d’avoir les traces nulles. En effet, ces conditions donnent
TrA+pot+u=0, TrB—qo+u=20
done .
e=(TrB—Trd)p+q, 4= (~qTrA—pTrB)p-+gq.
Nous pouvons donec énoncer le |

LevMr 4. — Dans chagque classe déquivalence du  quotient CUY(g,,)[0C>(g,,) on
peut trowver un élément unique A®1, -+ 1, B ot 4, B sont des 1-formes & valeurs
dans gl(p, R) et gl(g, R) respectivement de traces nulles. L’ensemble de ces tenseurs
est um sous-espace vectoriel de CL-Y(g,,) supplémentaire d '

0C»%(g,,0) = 070) N CHY(g,,0) -

9. — Etant donné un cobord te 0CYY(g,,), I'équation
oz=1, ze ChY{g,,)

ne détermine z qu’a un cocyele £ e 0-1(0) N Ci(g,,) = 0C>°(g,,,) pres.
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Proposons-nous de trouver dans la classe de z modulo 9C*%(g,,) dans Cb4(g,,)
la cochaine 2= A® 1, + 1,& B dont existence est assurée par le lemme 4. Par
rapport 3 une base spéciale nous aurons & résoudre ’égquation
(137) azAgkv + 6;;3: v 62A;55_ 6;‘B;5# = t;::kv
les traces des matrices A, et By étant nulles. Faisons ¢ = j et contractons, ensuite
permutons § avec y. Les formules (1.10') et (1.9') montrent que ces opérations sont
réalisables & Laide des endomorphismes associés au tenseur § aprés avoir multiplié
les équations obtenues par 6;. Nous obtenons les deux équations

q4%,, + 05 Bry,— A5 — 8y By, = 1r;

T ky ?
& -3 3
¢A% 4, + 03B, — Ar,— 03B, =1

ry kg *

Multiplions la premiére par ¢ et faisons les sommes des deux membres entre eux.
Nous obtenons:

(qz_ 1) A;kv— qéi"B;ﬂ'fﬂ— 6;B2TV = qt:;kV + t::kﬂ :

Faisons encore « = f§ et contractons; en tenant compte que Tr A; = 0 nous
obtenons la contraction By, ,

—(p+ 9B, = ahir, T bk,

et en reportant dans l'équation précédente multipliée par & nous trouvons que

o 1 o o . .
By T ¢—1 [qt:ekv+ t::kﬂ— p+q (qt:ekv + t:vke) - qp +q (qt"ek5+ tfzke) >
{1.38) . )
3 1 io io 6; To To 45;0 - Te To
Bikvng_l\ ptigk‘y—l_ tkgf-/“—p__}_q (-ptrgky+tkg1‘y)_ P+q(ptrgfv+tfg 7'1') ’

ce qui résout Péquation (1.37).

10. — Si ¢ est une 2-forme vectorielle quelconque de I'espace R?@ Re, le cobord
HA®1,+ 1,0 B) o 4, B sont les 1-formes 5 valeurs dans les algébres de Lie
al(p, R), gl(g, R) formées & partir de ¢ par les formules précédentes, représente une
nouvelle 2-forme vectorielle de Despace R*® R que nous allons noter «(t). L’endo-
morphisme o de (R?® Re)® A*R*® Re)* ainsi défini est un projecteur de l'espace
(R*® R ® A*(R?® R2)* sur son sous-espace vectoriel (85, ® (R?® R9)*). L’appli-
cation f§ définie par B(f) = ¢t — «(f) est donc toujours un projecteur, son noyau étant
le sous-espace 9(g,,.® (R*® R9)*). Les formules (1.38) donnent les composantes
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suivantes du tenseur B(f) par rapport & une base spéciale:

1.39) Py, =

t-::kv qz [q 18 Ky t::kﬁ p + q (q To By + Ty ke) - p _]._ q (q ro kp + t:; 709)] -
7 ; Ui % . '
__pz_ tgkv+ kﬂ'v_ _I__ (p Tekv+ kefv)-'—pp_l_ q(pt":fv—l_t?:'v) +

3 P 0 e 1 gt OF \ re o e
+ qg____ q ryis t’l‘pﬂy p _l_ (thgﬂﬁ + Tﬂ’e) __—q_p + q ( tfghl + tfvig) +

0‘

_I_

& 6
pE— [ptkwﬁ kﬁ j!’-l—él ma+ 7fm) pp—l—q( tr:ka+t;c:fa)]'

En vue d’applications ultérieures, nous allons décomposer ce tenseur en faisant
appel 3 laction § définie par la deuxiéme formule (1.9') sur les tenseurs deux fois
covariants.

Soit donc ¢ —¢" = §(t) I'application linéaire qui agit sur les tenseurs de type

1
(2) de R?® Re par
tSI SRS tR,S’ , t;’:o];cy 819 8¢ t'ta: — t’ta

Ja oy 1o 80 iy kg

en permutant donc les indices grees des composantes de covariance, Considérons
maintenant le tenseur u(?) défini par

(1.40) p(t) = (pg— 1) () + (¢— ») 8(B(t)) -

En tenant compte que 'operateur 8 est involutif, il en résulte queé & son tour
p(t) s’exprime & 'aide de u(f) par la formule

1.41 =___£1_. _ P—q .
(L.41) B0 = iy =) A0 e Dy =1y )

Les formules (1.39), (1.40) donnent pour composantes spéciales du tenseur u(t)

(142)  w®i, = (pg— D, + (0 — )8, —
— (Ol + qogtie, — 8510, )+ (POLEE,, 4 485t 5, — S tes) —
((ytm 6zxti (yatrg )_[_ (5”’“ — 6ﬁt;cg = 5’4t7'9 )

irp ks Yy Yigks ™ Yiy‘rake krgdy kg rvie
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PARTIE 2

11. - Soit M une variété différentiable de dimension pg et E, F deux fibrés
vectoriels différentiables de base M et de fibres type R? et R? respectivement.
Supposons qu’on ait 1'isomorphisme suivant de fibrés vectoriels de base M

(2.1) TM ~ERF

ou TM représente la fibré tangent & la variété M; le fibré principal des repéres
tangentes & la variété M, R(M) admet alors un sous-fibré ayant comme groupe de
structure GL(p, R)® GL(q, R) c GL{pq, R). Supposons qu’au dessus d’'un voisinage
U c M les fibrés F, F admettent des sections de trivialisation ¢,: U - H, a =1, ..., P,
fi: U—>F,i=p-+1,..,¢+p. Par lisomorphisme de départ (2.1), aux produits
e, f; correspondent pq champs de vecteurs ¢, : U — TU qui engendrent-une sec-
tion de 1'espace de repéres tangentes & M au dessus de U. Désormais de telles sec-
tions locales seront appelées spéceiales.

Faisons la notation de [14] pour les coefficients des crochets de Poisson [¢;,, ¢, ]
¢’est-a-dire posons

(2.2)

o
Jﬁ’ ekv E waﬁlv 2

w; "‘k étant des fonetions scalaires sur le voisinage U qui dépendent des deux sections
locales {e,} et {f,}. Dire que la @, ,-structure correspondant & I'isomorphisme (2.1)
est plate revient & la possibilité de construire sur la variété M des sections locales
des fibrés E et F' de facon que les fonctions correspondantes wf;kv soient nulles; car
dans ce cas, les champs ¢, seraient permutables et indépendants done tangents &
des lignes de coordonnées locales sur M. Notre probléme est de trouver des con-
ditions assurant Pexistence de telles coordonnées locales.

~ Pour leur recherche, nous disposons des transformations locales de sections dans
les fibrés E et F que nous écrivons sous la forme

6= Ple,, e, = 3 ple,, Eﬂm—ﬁ 2%
44 [+

(2.3) , ,
fi:zQ;fry f@‘:zqqﬁw EQ;%:&%:EQ;’

ot P: U - GL(p, R), Q: U — GL(q, R) sont des fonctions locales définies par les
matrices (P£), (Q) ....

3
Pour les produits tensoriels des sections on obtient e,®f, = > P2Qje,®f, et
D7
on a les mémes formules pour les transformations de sections locales dans I'espace
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R(U) des repéres tangents au voisinage U

— o . ro__ [ 3%
(2.4) 4 =2 Pilie,, o, ,=23pige,.
a.t 2,7
Les formules qui lient les nouveaux coefficients w;" %, @UX anciens s’obtiennent
par le calcul suivant:

wﬂﬁ ky ’ba [69;97 eky] = ['PQ i 1‘9 ke-‘!c] =
— "ty ’
= P3O PrQiw, e, + 6, (Py Q) 6, — ,(P5Q))e,, -
Done

(2.5) wier, PaQi— w0, PRQT PrQy = 0,,(P@Q4) — 0,,(P5Q))

To 8a

sont les formules cherchées; 0, (F) ou ¢ (F) représente la dérivée de la fonction ¥
en direction du champ e,

12. — En nous appuyant sur les congidérations algébriques de 10 nous allons
deduire le premier tenseur d’intégrabilité de la G, ,-structure.
Multiplions (2.5) par p%, ¢} et contractons en v et ¢; nous trouvons

(2.6) wiey, — pigiw,, PLQTPIQy = 6, 5, + 8505, — 8i95, — 059},
ot on a noté
(27) . ﬂ';‘” - p'.: aiB‘P; ’ Q;cm = q; aJ',sQ;c .

Au deuxieme membre apparait le cobord (algébrique) d’une 1-forme locale §® 1, 4
+ 1,® Q & valeurs dans g,,, § et Q étant deux 1-formes locales & valeurs dans
gl{p, R) et gl(q, R) respectivement Aingi, lorsque la G, -structure est plate, la for-
mule étant satisfaite par wT s, = 0, on trouve que wm r, Sont les composantes spé-
ciales du cobord — 9(T®1,-+ 1,8 Q). Les considérations algébriques de 9, for-
mules (1.38), permettent de déterminer une forme A® 1,4+ 1,& B unique, telle
que 6(A®1,+ 1,8 B) =0(T®1,+ 1,0 Q) = — w les 1-formes A et B ayant les
traces nulles. Leurs composantes spéciales sont données par

acc
P

(qwrg ky + Ty kq)
o5
p+4q

« 1
Aﬁkrz qz__ { Tﬁk?—l_ w’l‘vkﬂ

(qwr? g, + re k,)} ;
(2.8)
6%

. 1 . X
Bj, = -1 [f’“’;i T Wi 5 P (DU, - Wi r,) —

i

___p L
P+4q

(p rgav + wagry ] *
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Aingi la condition nécessaire d’intégrabilité que nous avons trouvée s’éerit

(2.9) w4+ o(T®1,+ 1,82 =0

N

ot w représente la 2-forme vectorielle locale & composantes w}; B, = — w}'c"; j, définie
dans (2.2) par les sections locales e, f; des fibrés F et I ef ol les 1-formes locales &
et @ & valeurs dans gl(p, R) et gl(g, R) sont données par la formule (2.7). Cette
condition ne dépend pas des sections locales choisies ¢, f; ayant un caractére inva-
riant comme le montre la formule (2.6). Le premier membre de la formule (2.9)
représente le premier tenseur d’intégrabilité Bg (tenseur de Bernard) de la structure.
Ses composantes locales spéciales sont

(2.10) (Bg)ie ;, = wi

is by

+ 845k, + 05 Bjy,— 0pA7;,— 05 By,
on, A%, et Bj, sont données par (2.8).

En effet, on sait, voir [3], que le tenseur de Bernard d’une G-structure coincide
avec le tenseur de forsion d’une G-connexion I'. Dans notre cas, une @, ,con-
nexion locale particuliére peut étre définie par la 1-forme locale T® 1,1 1,0 Q
et le premier membre de (2.9) représente alors son tenseur de torsion.

13. - On a vu, lemme 1, que G, , est un sous-groupe algébrique de GL{pg, R).
L’isomorphisme (2.1) implique alors 'existence d'un champ § sur la variété M;
sa valeur 'Sm au point x € M définit la fibre en z de la &, -structure que nous étu-
dions comme I’ensemble des repéres de 7, M par rapport auxquels les composantes
de gm prennent les valeurs (1.8).

Pour simplifier les notations nous allons noter encore 8§ ce champ tengoriel de

2
type ( 2) .

Nous nous proposons d’exprimer le tenseur d’intégrabilité Bg & I'aide du champ 8.
Définissons d’abord le champ Mg par »

(2.11) . Mg= (pg— 1)Bg+ (g— p) S(Bs) .

La formule (1.41) permet d’écrire

pg—1 P—q
2.12 Bg=———"2 M — = §(Ms).
(2.12) = =1 1 T o ne—p o)

Aingi, il suffit d’exprimer le champ Mg & Pajde du champ § pour avoir résolu
le probléme. Mais les composantes locales spéeiales du champ Mg s’obtiennent de
(2.10) par le méme calcul qui conduit & la formule (1.42) & partir de (1.39) elles
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sont donc

(213) (Mgl = (pg— VW, + (@— p)wis,,—
(105@ 1‘/3 Ty + qaﬁ w;: ky 5%‘ 79 ky) + (p(s wr,,:m + qé”‘wk“ﬂ ;ca;/ w::ip) -

(] g To e i &, Tt
(5 T'ykﬁ 6 we 6“ T,skg) + (6 TﬂJ’V aﬁwkiiv—_ k:wrsig) :

Soit I'" une connexion linéaire sans torsion sur la variété M et soit V Popérateur de
dérivation covariante associé & I,

Si U est un voisinage de M muni de repéres formés en chaque point x par pq
vecteurs e (@)e T, M, I =1, ..., pg, définissons les coefficients de connexion par
rapport & cette section locale du fibré des repéres par

_ R
Veubs = Vixts -

La connexion étant supposée sans torsion, on aura

Vo bs— Vo, tx+ 65, €] =0
done
751{“‘ V.IIK + w.Iu:: 0.

Ainsi, on peut exprimer le tenseur Mg avec les coefficients d’une connexion I'
sans torsion lorsque la section du fibré des repéres tangents au voisinage U est spé-
ciale en remplacant wi*, par les différences y?;; is yj; r, dans la formule (2.13).

Ensuite, afin d’exprimer le tenseur Mg & laide du champ 8 il faudra faire
appraitre dans cette formule les dérivées covariantes du dernier. Considérons done
les dérivées covariantes des composantes du champ 8 par rapport & la connexion I’
introduite plus haut. Avec la convention que les indices qui suivent la virgule
représentent les indices de dérivation covariante on a, en tenant compte de la for-

mule (1.8) qui donne les composantes spéciales du champ 8
(214) SZ: gci,, my = V;: My + ykﬁ My Jy - yaa My 610,. - yk,, My 5?: .

A vpart les contractions habituelles, nous pouvons former encore des contrac-
tions « croisées » car la permutation de deux indices grecs (ou lating) a un caractére
invariant.

Ainsi, nous obtenons par contractions les tenseurs suivants qui nous intéressent:

ia T I 7 &, ig %,
Sa'a ky,Te Vay ks + Vlca o ﬂv 67 775 ke 55 VYiyrar

SZZ :5, ma pqy;: mu + 6“ yr,_, g T qav yag ma 61 y’l‘y T I
(2.15)

a 7o

Sjﬁ Ty, Me - qy::‘ ma + 6%‘ y’rﬁ e qaﬁ’ y?ﬁ me 61{ yrv g ?

ixTo zx io

— o q
Sjg kystu -pyj-y ke + aay ykg Tu 7/ yag ku pa Vlc-, ru*
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Les trois derniéres confractions croisées peuvent étre formées aussi par rapport
3 une base quelconque; elles deviennent alors respectivement

(2.16) 8UVM ’ SJU v et SJ UK 7.

Remplagons maintenant wmkv par ykm y}igkv dans (2.13).
En regroupant les termes nous trouvons

(2.17) (MS) Siate _ glate S@oﬂ‘g + Siate

ety w kpsTo kaiyste  Ciers ko keTysis

ol ot it o 7,
S;Lﬁfi + Skyrir,ae T Sa'e Tyt Skgﬂ':ﬂv
et en utilisant le champ 8 pour reformer les paires j; et k, nous pouvons écrire en
remplagant ¢, par I, j; par J et k, par K

(2.18) (MS)JK - 8 [JK] SUVR 8[J[R 8{71;‘( K1 g[K J10,V + S[J]R UIK] V-

Dans cette formule les erochets représentent 'antisymétrisation et comme celle-ci
porte seulement sur les indices J et K nous avons placé entre barres verticales les
indices qui ne participent pas & cette opération.

14. — La formule (2.18) n’est pas la seule qu’on puisse établir pour exprimer
le champ Mg ou Bg & I'aide du champ 8. Nous allons présenter une autre en fermes
du symétrisé y du champ § c’est-a-dire en termes du champ & composantes

(2.19) wKL = S SZ{

qui est symétrique aussi dans ses indices de contravariance; lintérét d’une telle
formule réside dans le fait que tout comme S8, ce champ v définit la méme G-strue-
ture, voir [13] page 117. Considérons de nouveau une connexion sans torsion I” et
calculons par rapport & une seetion gpéeiale du fibré des reperes tangents & la variété
les composantes locales des champs auxiliaires

I _ UV, IS I 1,18 Urv
e = Py YrU,V By =3 Yov,sVes

I _ 1 IU, XY XY, UV
Crr = $vsy Yxu, V’ny ? SDJK =3 ‘PUV‘/’SJ Yrx,¥

Nous trouvons

— i 8o Ta 8o
'7(&3;? ky T ,l/)k-p 88, Ja _l_ "pkp 70‘, 35

__ o . [ o p . & a0 B )T o n)le |
= PVir,t+ Wkﬂfy PO} Vi, — 405V s, ‘3k?’m 85 vitn, T 0 Vi, -+ 0% Vits,
3 J— in So — & 4, T
95:'3 P Spsis pqyky]ﬁ_ -palvyfyjp 6 Vlce is + ]:,,7723'5 ’
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b —_ S To &, defo .
Ck'y is 67.7 '/"u Sy to + 61} "Pap kayta

= 61(475,,15_' yryiﬂ ‘}’yﬂpfa + 5;7’:;.19) "I" 5 (P?’ku'g"' y;;iin ;cV;:r, + 67:7;:,'7-,)
ﬂ):?:k,, = "/);c:ss:, i1 "/};Eﬁ:,sa
=— (0 + OV, + O5VE, TP 8t + 0370, Sx¥rin— Oy ¥rtie— Sia¥icr »

1 N . -
P + q( kyia + “Dpky) yky"a + 677’;&;59 + 6;:7’;:7'5— 61/2:7);::1'9 .
On constate alors que la somme de tenseurs
[uky] + [9Bkv] +]) + q [km] + ﬂ)mkﬂ)

ou les crochets représentent 'antisyméfrisation, coincide avee (M, s)}; %, Lia relation
étant tensorielle nous pouvons éerire

(2.20) (Ms)51r = ’l’g[? ’/’?;U,V + %W?V,[J ‘legs‘
1
o wéf% Yoy YRy T 5 Yoy Ve YRk,
2(p+ ¢ 2(p+ 9

et énoncer la

PROPOSITION 3. — Le¢ premier tenseur dintégrabilité (tenseur de Bernard) Bg d’ume
GL(p, R)® GL(g, R)-structure est équivalent du point de vue de Uintégrabilité au ten-
seur Mg défini dans (2.11).

Oe dernier s’exprime avec le tenseur de structure 8 ou avec son symétrisé y par les
formules (2.18) et-(2.20).

15. - Supposons désormais que le tenseur de Bernard Bg soit nul.

La formule (2.9) et les considérations de 9 basées sur le lemme 4 nous permet-
tent d’écrire localement, dans un voisinage U muni d’une section spéciale du fibreé
des repéres R(U)

(2.21) wiz,, = 0iA5, + 05Bi, — 0LA5, — 0, By,,

ol A et B sont done deux 1-formes sur U & valeurs dans gl(», R) et gl(q, R) respec-
tivement. Les formes sont de plus uniques si on exige qu’elles aient des traces nulles
(2.22) A, = 0=B, .

Elles satisfont certaines conditions différentielles qui résultent des identités de
Jacobi

[[6;.',,7 679,,]7 31,] + [[310,,7 0;,], 6;,3] + [[ez,,: ej,,]a ek,,] =0,
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En faisant la notation
" E\ — (1
Aﬁﬂ L= alaAﬁky+ 'Aeky ﬂl,,+ AﬂkeA’yla + Aﬁ'fyBkld— . v < NE
(2.23)

i i E\ — {1
B;kylo 7757 + Bfka;:ld —l— B?’P‘v led _I— B;ke A’ﬁld o (y) <— (6) ’

ol (;i) :(Z’) signifie qu’il faut écrire au deuxiéme membre les termes qui précé-
dent avec les indices %, et I, permutés entre eux, l'identite de Jacobi devient

(2.24) 6“Aﬁkv,a+ 03 ,km—l— | y,m—l— 0 k,m—[— Sid ,,,ﬂ,cy—l— ;B lask =0.

En termes algébriques, pour chaque point # € U, les valeurs A:, B: des champs
A%, B* en ce point définissent une 2-forme sur R?@ R¢ & valeurs dans I'algébre
de Lie g, ,, AL ®1,+1 ey B} qui est un cocycle en tant qu’élément de Cv%(g, ).

Les formules (2.23) qui définissent A* et B* suggerent les composantes d’un
tenseur de courbure et (2.24) les identités de Bianchi. On peut aller plus loin avec
cette analogie qu’on expliquera en troisiéme partie et écrire les identités de Bianchi
pour le tenseur dérivé du tenseur de courbure.

Définissons les fonetions locales Aﬁ o 1o,my €0 B:‘it:z,,m,, par

ET P
Aﬁkvla,mu_a Aﬁkvld Qmu ﬁkvld—l—Aﬁmu kald+
oL
+Aymu ﬁkgla+AdmuAﬁkylg+Bkmu ﬂryla'jf'Blmu ﬂky?’d’
¥ i
Bﬂcyla,mu a akyla ,Brmu kald+B2Wm rkyla+

%
+Bk7nuB31‘yld+Blmu akyra_l"A‘ym,. akgl(,'Jf'Aému akylp'

(2.25)

Les identités qu’elles satisfont sont

i i *kj i 4 %% *%g
(2.26) 0= 5;Aﬁkfta, a + 573‘33‘ k:la,mu + 6;Aﬁlfnzu,ky + 6§Biz:mu,z;,, +

+ 8 A5t + 05 Bi i ta
Supposons maintenant que pour chague point # du voisinage U le cocycle
A1 T 1L B; soit un cobord; c’est ce qui arrive lorsque p>3, ¢>3 car d’aprés
la proposition 1, H*(g,,) = {0} dans ce cas.
Dapres les formules (1.26) et (1.27) il résulte qu’on peut exprimer le champ de
cobords A*® 1, + 1,& B* sur U sous la forme

8 A%, + 05 By, = (6 Nkﬁla+ S N, 1) — (85 Ny, + 015 N;,5,)
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N,,:, étant des fonctions définies dans U. Faisons ¢ = j dans cette équation; nous
trouvons que si a7 f

'Aﬁkvld =0, 'Nksla 05 Nlﬂk-y’ (“7& /3)

et done, pour «, § quelconques
(2'27) ‘Aﬂ ky .= 6: Nka 72 62‘ 'NIB ky + \6; Vk‘y Is

ot V, ,, sont des fonetions définies dans U et satisfaisant la condition d’antisymétrie

(2.28) Vieto="—" Vs,

tout comme A3} .. Quant aux fonctions B,}c ;, on en déduit de maniére analogue

(2.29) B?kvld = 61 6;Niakv—— 6;:V7‘1”v :

gy la
Observons maintenant que du fait que les traces des 1-formes A et B sont
nulles, les traces des 2-formes A* et B* en sont aussi comme on peut voir sur les
formules (2.23). En contractant dans (2.27) pour « = £ et dans (2.29) pour 7 = j

nous trouvons
0 =N, — Nlaky-'l—p-vlcv.lg? 0=deza”Nzak,_§lV

Iyls
ce qui entraine V, ; = 0 et de plus

(2.30) Nerw= N1, -

Aingi on aboutit & la forme générale de A* et B¥,

(2.31) { Aﬁk b 6“ kpla ™ 5“lekw

o 7/ 'la
BJ kyls 6 dyls 6 Joky *

Regardons dans ces conditions ce que deviennent les identités (2.26). On a
d’abord

A5 = 05 Nipts mu— 05V,

Bleyleymu g kys mu

ol nous avons posé
(232) Nkﬁld,ﬂ’bu a Nkﬁla+AﬁmuNkela+AdmuNkplg+Bkm“Nrpla+Blmu kate

et done aussi

g @ i
Bi kyla,my — a Jyld,ml,; 51 Nid ky, my "
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Remplagons dans (2.26); nous trouvons P’équation

6;.0:(va10,1%#_ va My, ld) —I- 6;2:(Nkﬁldsmu_ 'Nkﬂ mu,ld) —I— 6?:(de My by ’Nfaky,Mu) +
+ 5::‘;(Nzﬁm,,,ky_- Notm) + O (N 10— Nitor) + O, w,

mals, kv)

= 0.

sk, ls™

En comparant cette équation avee (1.28) et en tenant compte de la proposition 2
nous trouvons

(233) 'Nkpld,’mu = Nka Mg, la
done I'ensemble de fonctions Ny, , est symétrique dans tous ses trois indices. Nous
pouvong énoncer done le

LEMME 4. — Lorsque le champ de cocycles A*®1, + 1,R B*: U — Cl¥(g, ) défini
par les formules (2.21), (2.23) est un champ de cobords, ce qui arrive de fagon obliga-
toire st p>3, p>3, los 2-formes A*, B* sont données par les formules (2.31) ot N. by 1y
sont des fonctions locales satisfaisant les conditions de syméirie (2.30). Les fonotions
N, m, Obfinies alors dams (2.32) satisfont la condition de syméirie (2.33) et la condi-
tion de symétrie dans les deuw premiers indices qui découle de (2.30).

16. — Nous sommes en mesure d’établiv et d’étudier les systémes différentiels
desquels dépend la recherche des sections spéciales locales du fibré des repéres dont
les crochets [¢,, ¢, ] sont nuls (w,’s = 0).

En remplacant w}ﬁy donnés par (2.21) (sous I’hypothése que le tenseur Bg soit
nul) dans (2.6) et en supposant ’“’;ZL nuls, ces équations deviennent
(2.34)  8(T5s, + 45x,) + 05, + Bjy,) — 64(T7;, + 45,) — 65(Q%,, + By) = 0.

vis
Cette équatioﬁ pourrait §’écrirve
AT+ 4)®1,+ 1@+ B)]=0

ou, autrement dit, pour chaque point # du voisinage U la 1-forme sur 7, M ~
~ R*@ R & valeurs dans Dalgébre de Lie g,,, (F-+ 4).®1,+1,®(Q -+ B),
définie dans une base spéciale de T, M par la valeur en x du premier membre de
Péquation (2.34) représente un cocycle de I’espace CLY(g,,q)-

Les considérations faites au point 8 entrainent I'existence de deux 1-formes sca-
laires sur Pouvert U, g et u, permettant d’écrire

ggkv + Aoﬂ‘kv = 6;9197 + 6;,“76& ? Q;ky + B:k'y = - B;Qky —l_ 6?0”’51»
et, en tenant compte de la signification des 1-formes J et @, on aboutit au systéme

(2.35) 0y, Pp = — PJ(Afs, -+ Sfor, + OBuwy,) , 8,00 = — QB — & i, + Guy) -
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Le probléme est donc réduit & Pintégration de ce systéme ol les inconnues sont
P;, Qi, o, et u,: Explicitons d’abord les conditions d’intégrabilité

ala akv 'Pg - akv aldP; = [ela’ 6761:] (Pg) = w;:ky afg ‘Poﬁ‘ .

et leurs analogues obtenues en remplacant P; par Qj
En tenant compte du systéme lui-méme, nous obtenons apres avoir fait la nota-
tion

(2 36) [ ka’la - ald gk" + Qk,,A;la —[_ nyB;cla ’
uk.ﬁ’“ = alo ukﬁ 'Jf_ Upey A; la + us,s Blsc la?
les équations
A1 050k 10— ok, T 05 (g 10+ gy, — 05 (0, 0, + it Uy) =0,

(2.37) [ ) X ; )
B; kots T 03(0y 10— Oo,1,) T Oy, 1, + U, t0y,) — Oyt 2, + U5, %) =0,

ol A;,‘;‘yld et B;‘?c?,a sont données par (2.23). Plagons-nous dans les hypothéses du
lemme 4. En eomposant alors (2.37) avec (2.31) nous trouvons

(2.38) Oky,0 = Cloy By
ef
(239) ukp, s + Uy, ulﬁ == Nkﬂ s *

L’équation (2.38) traduit la propriété de la forme différentielle p & composantes
0r, Q’étre fermée. On peut écrire donc localement

(2.40) Oy = O, BB -

R étant une fonction définie dans un voisinage U'c U. Quant aux éguations (2.39)
elles impliquent la méme propriété pour la 1-forme « vu la symétrie (2.30) des fone-
tions N, ;. Il nous reste seulement & vérifier les conditions d’intégrabilité du
systéme (2.39) qui sont satisfaites grice aux équations (2.33).

En conclusion, si les conditions du lemme 4 sont satisfaites on peut trouver sur .
la variété M, au voisinage de chaque point, une section spéciale du fibré des repéres
formée de champs de vecteurs permutables (wi. = 0). Il suffit pour cela d’inté-
grer le systéme (2.39) afin de trouver la 1-forme % et de choisir une fonction R arbi-
traire; avec o = dR et w on forme ensuite le systéme (2.35) qui est complétement

intégrable et qui fournit une solution du probléme. Nous avons donec démontré la

PROPOSITION 4. — 8i p>3, ¢>3, une GL(p, R)® GL(g, R)-structure avec tenseur
de Bernard Bg nul est plate. '
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PARTIE 3

17. — Nous allons donner ici-la signification géométrique des calculs que nous
venons de faire. Pour cela, il faut établir d’abord la nature de P’objet géométrique
qui est représenté, dans chaque voisinage U muni d’une gsection spéciale sy du fibré
des repéres R(U), par la 1-forme A®1, 4+ 1,®B ot A, B sont les 1-formes a
composantes (2.8).

Si Pon observe que w’. représentent les composantes par rapport & la section sy
de la différentielle extérieure dw de la 1-forme fondamentale w du fibré des reperes,
on peut traiter ce probléme avec les méthodes générales de [4]; pour éviter de nou-
velles notations nous continuerons d’utiliser la méthode directe.

Supposons le premier tenseur de structure nul et considérons un voisinage U’
auquel nous associons la 1-forme 4A'® 1,4+ 1, B’ par les formules analogues &
(2.8) dans ce nouveau voisinage. Si U N U's~ @, 1a formule (2.6) nous donne la loi
de transformation des composantes de 'objet cherché dans U N U’', loi qui s’écrit
en faisant appel au cobord algébrique

(3.1) w—ow=—0FR1,+ 1,9
ou bien

(8.2) fA—A"+ NP1, + 1, (B— B+ Q)]=0.

Les considérations faites dans 8 nous disent qu’il existe dans l’intersection
Un U’ deux 1-formes o7 et ¢”+U de fagon que P'on ait

(3.3) [ pr— P A PQLPS + 170, P = Gon,” - o7

Bjy,— 6B, QP10+ 60,0 = — el + 9,7 -
Faisons les confractions « = # et ¢ = j; nous trouvons
(3.4) 2o, Pr =0 oY, 0,0 =—ae "+ i .

Les premiers membres représentent les dérivées logarithmiques des déterminants
Ap = det (Pg) et Ay = det (@}). Si 'on réduit alors les groupes de structure des
fibres B et F aux sous-groupes unimodulaires de GL(p, R) et G.L(g, R) respective-
ment, les modules des déterminants A, et A, seront égaux & 1 et on aura oV =
= ¢""¥ =0 dans U'N U. Ainsi, dans lintersection U’ U les 1-formes A, A’ &
valeurs dans sl(p, R) et les 1-formes B, B’ & valeurs dans sl(g, R) obéiront aux for-
mules de transformation

(3.5) — PeAL+ APy =dP;,  —Q;Bj+ B/Q;=dg;
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qui coincident avec les lois de transformation des formes de connexion pour les
fibrés F et F. Nous pouvons énoncer le:

LumME b. — Lorsque le tenseur de Bernard de la @, structure (2.1) est nul, on peut
associer de fagon canonique des connewions linéaires dans les fibrés vectoriels E, F dés
qguw’'on a réduit leurs groupes de structure & des sous-groupes unimodulaires.

COoNSEQUENCE. — Il en résulte par produit une connexion linéaire dans le sous-
fibré des repéres tangents & la variété M correspondant 3 la réduction du groupe
de strueture dans les facteurs. N’ayant pas de critére invariant pour rendre cette
réduction canonique nous sommes amenés 4 introduire des connexions dans les fibrés
en droites réelles F4?, F¢ (leurs fibres en chaque point # de M sont les produits
extérieurs de dimension maximum des fibres E, et F,).

18. — Soit yum, Yps. deux connexions linéaires des fibrés en droites E4?, F4¢
respectivement. Dans chaque voisinage U au-dessus duquel les deux fibrés E et F
sont trivialisés, ces connexions sont représentées par deux 1-formes scalaires pJ.,
et yu. qui obéissent dans Pintersection U N U’ de deux tels voisinages aus lois de
transformation suivantes

(3.6) dlog Ap== 34— Yo, dlog Ag = yFi— y3u

ot A, = det (P5), Ay = det (@}). De telles connexions peuvent étre obtenues par-
fois par le procédé suivant; on part d’une connexion linéaire y, du fibré E repré-
sentée dans chaque voisinage U de trivialisation locale de E par une 1-forme & valeurs
dans gl(p, R), y5: Les 1-formes scalaires trace yJ constituent alors les 1-formes d’une
connexion linéaire pour le fibré E4?. Nous dirons que cette connexion désignée tr y,
est induite par y, dans E.

En comparant (3.6) avec (3.4) on a aussi

Vi — Y = 0”0+ 970, yla— yhe=— 0”7+ o7
et on peut done déterminer les 1-formes o7V et o7 7 par

. 1 , .
(3.7 QU U= m [(VZAP— yfa’/m) - (Vgn - Vgxm)] ’

vo_ P4 (L o _1_U'_lU }_U
¥ P+ q[(pVEAP+ q')’zm p?’Eﬂ qh‘«

En remplacant dans (3.3) on trouve que les 1-formes locales A7, BY & valeurs
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dans gl(p, R) et gl(q, R) de composantes

&X

o 0% pg (1 1
A5, = A% T UAp - UAq oy ——1t— UAp - UAa
B8 Iy ﬁk,,""_p_l_q(YE R &) ,ky)+ Yp g p?’E ,kﬁ+q71a ks | s
(3.8) 5
) . H ) 1 1
B’f = B 3 UAP o Uqu é\zﬂ = UAP R UM .
5 oy i by P—I—Q(VE ey VE ,k,,)_{_ kp+q P E ,MTQVF v | 2

satisfont la loi de transformation (3.5) et représentent done des connexions linéaires
dans les fibrés vectoriels E, F. Nous avons obtenu le

LeEMME 6. — Si le tenseur de Bernard de la G, -structure (2.1) est nul, la connais-
sance de deuw connexions linéaires yyun €8 Y e, des fibrés en droites TP et F4* permet
de construire deux connexions linéaires A et B pour les fibrés B et B, définies locale-
ment par les formules (3.8).

OBSERVATION. — La formule (2.1) entraine pour le fibré en droites (7.M)** I'iso-
morphisme

(3.9) (TM')AM ~ (EAm)®a® (FA!I)®11 .

Aingi, dans lintersection U N U’ le déterminant A4, de la matrice de passage
de la section spéciale sy & la section spéeiale sy dont les composantes sont Xj.'; =
= P3Q! sera donné par la formule

(3.10) Ay = A%-45 -
Par différentiation logarithmique on a
{(3.11) dlog Ay = qdlog 4, 1 pdlog 4,,

ce qui prouve, aprés avoir comparé avee (3.6), que les connexions yg., et ¥, indui-
sent une connexion y,, dans le fibré (TM)1% qui est définie localement par la 1-forme
scalaire

(3.12) Vo= QV5m + PYFur -

Inversement, si ’on connait une connexion v, du fibré (TM)**? et une conne-
xion de P'un des fibrés E*® ou F“? on peut en déduire une connexion pour I'autre
fibré en résolvant localement I’équation (3.12).

Lorsque lon forme & partir des 1-formes A4 et B la 1-forme de connexion
A ®1,+ 1,8 B pour le fibré vectoriel TU, les parentheses qui contiennent les
différences yJ.,— v, se réduisent dans la somme; les autres parenthéses s’expri-

ment avec la connexion y, donnée par (3.12). On peut donc énoncer le

12 -~ Annali & Malematica
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LEMME 7. — 8i le tenseur de Bernard de la G, ~structure (2.1) est nul, une conne-
xion yu du fibré en droites (T M V422 permet de construire une @, ~connexion lindaire I’
sur TM ayant pour composantes locales spéciales

2, i A& % i 1 4, 1,
(8.13) Iisy, = 0;45,,+ 03 Bj,, P (85731, Oy, 3,)

avee Aj, et B}, donndes par (2.8). Cette conmewion est & torsion nulle. Cest Punique

G, -conmexion & tosion nulle qui ind_uise la. conmexion vy, dans le fibré (T M),
cest-d-dire telle que tr I' = yy.

Pour les connexions plates ce résultat a été établi dans [8].

19. - Nous sommes maintenant en mesure de comprendre le sens géométrique
des conditions d’intégrabilité (2.24) et (2.26).

Si U est un voisinage muni d’une section spéciale sy du fibré des repéres R(U)
et si le tenseur de Bernard est nul, on peut associer & ce voisinage une @, ,-conne-
xion linéaire Iy & torsion nulle en prenant pour composantes de la forme de con-
nexion

318 Iy, = 845+ B,

La courbure R, de cette connexion est une 2-forme sur U & valeurs dans g, ,
et ses composantes spéciales sont

(3.15) — Ray, = 03435 ., + 03B,

avee A3% . . B} ,, données par (2.23). Ainsi (2.24) représentent les premiéres iden-
tités de Bianchi de cefte connexion locale. Le tenseur dérivé VE, du tenseur de
courbure E; par rapport-a Iy a pour composantes spéciales
in i 4wk & ¥ki
- ;Bkvld:mu = azAﬂkﬁh,mu + 6ﬂB:ik:la g
les A**, ..., B** . étant données par (2.25). Les équations (2.26) traduisent les
identités de Bianchi de deuxiéme espece

i i i —
'Rip Eyls,my, + Ra'pla My, Ky + R.’Iﬁ pkyslo ™ 0

vérifiées par toute connexion & torsion nulle,

Lorsque les équations (2.31) sont satisfaites, ce qui arrive nécessairement si
P, 4>3, on peut modifier la connexion I, au voisinage d’'un point arbitraire de U
en une nouvelle @, .-connexion i torsion nulle I';, celle-ci étant & courbure nulle.
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Pour définir 'y = A®1,+ 1, B on prend les formes A, B & composantes locales
(316) ~z By = A; &y + 6? O, + (Szu;cﬂ ! ~;';70v = B:kv_ 6: Ck, + 61:;7%57

o et u étant des solutions des équations (2.31), (2.39). Ainsi, un champ de repéres
déduit par transport paralléle relatif & la connexion Iy, qui est une @, ,-connexion
sans torsion et & courbure nulle, & partir d’un repére appartenant & la G, -struc-
ture initiale, fournit localement des systémes de coordonnées locales adaptées 4 la
G, -structure. )

20. - Comme application, nous allons déterminer le pseudo-groupe des auto-
morphismes locaux d’une G, -structure plate.

8i la G, -structure (2.1) est plate, on peut munir la variété M de systémes de
coordonnées locales (U, 2%), U c M, de fagon que les champs locaux 0/oa" engen-
drent des sections spéciales du fibré des repéres R(U); de telles coordonnées locales
seront appelées adaptées & la structure. Le résultat final est le suivant:

PROPOSITION 5. — Le pseudo-groupe des automorphismes locauw f d'une @, ,struc-
ture plate est constitué par les homographies matricielles

a
b

(3.17) x = () [_f_—>m’ = (ax + b){cx + d)-!, ( ;)e GL(p + q, Ry

ot (2%) somt les coordommées locales adaptées o la G, ~structure.

Nous allons établir d’abord quelques propriétés du pseudo-groupe (3.17) néces-
saires par la suite. Ecrivons en composantes ses équations

(3.18) o (cta, + d8) — aial, - B (“

(4
) d)eGL(p +q,R).

Nous supposons que det (d°) == 0 de fagon que le domaine oit la matrice ¢z - d
est inversible, contienne toujours l’origine du systéme de coordonnées locales .
Par différentiation de (3.18) on obtient

dw (@] + 42) = (af — w} c?) dat,
ou bien
du} = (af — w]}ef) dagy( (e + d)71)2 .
~ Aingi, on trouve
ox*!

(3.19) ol

= PyQ;
avec

(3.20) Qi =di— o', Py = cjwj+ dj, (ps P§ = 63 -
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Proposong-nous de calculer le déterminant

oz
7
o)

Aﬂzdet( ):Ag, 2, Ap=det(P§), Ao=det(Q).

Le calcul suivant
et (Q)-det (p) — det G %G G =
ot (&) Pg) = 0 A -

at — 2960 o al— 2t oY a ¢
=det(’ - R dﬂj =det |1 8 g =det|
— 0,0+ ¥, % dg g T % U

monfre que

a ¢ “ a ¢ a ¢ 5 s
(3.21) Ay = det (b d)/det (p§) = det (b d)-AP = det (b d)/det (a5 + erap) .

Done

(3.22) AM = [det (Z ;)] p. [det (O{E _I_ d)]_(p+,1) .

Considérons maintenant le systéme (2.35) et ses conditions d’intégrabilité. Une
homographie matricielle (3.17), étant un automorphisme local de la @, -structure
plate de R?® Re comme le montrent les équations (3.19), elle doit satisfaire ce
systéme ol les formes A4, B sont identiquement nulles.

Le caleul qui nous a conduit aux formules (3.4) nous donne alors

0log A olog A
o F = — POk, — Uny ”Bm’; = q0x, ~— Ug, -

(3.23)

Mais la formule (3.21) donne dlog A, = dlog A, et par conséquent g, = 0.
Quant & Péquation (2.39) elle devient

auk "

(3.24) 5ot

+ukaulﬁ:O'

Si on prend comme nouvelle fonction inconnue F = ¢ ou u, = ago/am’; cette
équation devient

o oF ¢F oF oF

Aingi, nous avons prouvé le
LeyME 8. — La fonction
(3.26) det (ex - d) = A3

est une solution de Uéquation auw dérivées partielles (3.25).
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21. — Soit f un automorphisme local de la @, structure plate de la variété M.
Supposons que son domaine de définition contienne l'origine d’un systéme de coor-
données locales o%, adaptées & la G, -structure. Déterminer de tels automorphismes
revient & intégrer le systéme (2.35) olt A3, = 0, Bj,, =0 et g, u, sont des solu-
tions des équations (2.38), (2.39). Observons d’abord que en multipliant les éléments
des matrices (P§) et (Q) par e® et ¢~ respectivement, ou OR[0xf = g, (for-
mule (2.40)) nous pouvons supposer que g, = 0 dans les équations (2.35).

Pour intégrer done ce systéme il ne reste qu’s trouver une solution de (2.39).
Cette équation est équivalente & (3.25) dont on a trouvé une solution (3.26). Mais
toute solution de (3.25) est du type (3.26). En effet, toute solution ¥ de (3.25) est
affine dans les variables qui apparaissent sur une ligne ou sur une colonne de la
matrice (z%) car

0*F o:F
iy 0 " Gapeap
Aingi, F est un polyndme de degré <min (p, q) par rapport aux variables fc; De
plus, il est déterminé par sa valeur en un point, disons 0, et par les valeurs de ses
dérivées partielles du premier ordre en 0. Ainsi

F—k-deb (5; + zk;wg) = k-det (5; + Zkémé)
" e

est la solution de I’équation (3.25) satisfaisant les conditions initiales

FO)=F%, (aa_flg)ozk-kg.

En conclusion, trouver la forme générale d'un automorphisme local d'une @, -
structure plate revient & intégrer les systémes d’équations aux différentielles totales

owy
(3.27) fa =i
et
o p dlogdet(es + Ihpm) o, 2 logdet (& + X Kgay)
(3.28) Zf— ’ Y _ o .
ok v owf T Oak e o]

Soit d = (dg) une p X p-matrice non-singuliere que nous allons plendle comime
valeur en 0 de la transposée de la matrice (pj) = (P“‘)g. Donec

(3.29) POy =di,  P§0)= @i,
En prenant pour matrice p = (p;) la suivante

= >+ SHel) = al+ da, =Sk
Q Q



182 THEODOR HANGAN: Sur Dintégrabilité des structures tangentes, ete.

nous trouvons la solution du premier systéme (3.28) qui satisfait les conditions ini-
tiales (3.29). En effet, en dérivant Pidentité p,P§ =03 nous obtenons

0 oP% oP%
ngﬁ’{"peaf:éng}%'}"z)Qaf-O
e

ce qui nous donne d’'une part
oPg

(3.30) o

——P; S oFs
4
et par contraction en a=f

2
> AP+ =—logds =0
e o,

ou

Ap = det (P) = (det (p})* = (det; (d5) - det (05 -+ gk;w;))_l
Ainsi
(3.31) S P2 = aa,clog det (95 + )) Kp)

e

et en remplacant dans (3.30) on trouve la premiére équation (3.28).

De facon analogue on trouve une solution pour le deuxiéme systéme (3.28). Pour
trouver finalement les fonctions  considérons les sommes si = (2 -+ 2x]).
On a, en tenant compte de (3.27)

0

o (2 (A% + eBaf)) = 03(Q5 + @'ef) .
T

Pour 4, « fixés la fonction s’ dépend donc seulement des variables 2%, j = p -1,
...y P -+ ¢ et on peut montrer qu’elle est affine. En effet, en tenant compte de (3.27)
(3.28) et (3.31) on trouve

a%st, 0 ; owy 0!
A ARt e i~ i

Ly
= 3 POl — Qi log det (3 + 3 kgag) = 3 POt — Qi 3 fPL = 0
. Q e e

et done on aboutit aux formules (3.18). La proposition 5 est démontrée.

22. — La géométrie différentielle des espaces projectifs de dimension supérieure
3 1 est basée sur le systéme différentiel d’Eisenhart [14], chap. VI,

o2t 1 (awialogd _E_)_w__“alogd)’ A=dt(aml>

- E ox*  fwl il

dwiowt g 41
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qui traduit la propriété d’un difféomorphisme local x> z" de classe C2 de R, ¢> 1,
de transformer les lignes droites dans des lignes toujours droites. Un systéme ana-
logue peut &tre déduit sur une variété munie d'une @, -structure plate. En effet,
par dérivation de I'équation (3.27) et en tenant compte de (3.28) et de (3.22) on
obtient le systeme

, oy 1 (ow;dlogd o} 0logd _ 0x'®
(332)  sres T T q(a_m_ sk T ok —a*w—) 4= de“(m) -

On peut réécrire ce systeme sous une forme mieux adaptée & la G, -structure et
& d’autres analogies en faisant intervenir le champ . Soit ¢ = (p 4 ¢) -y le

. . 1. .
« normalisé » de p; son tenseur contracté de type ( 1)’ 2 coincide avec le tenseur
de Kronecker car )

1
p+q

. 1 . .
uTp — — (6@5"‘9 + 6"&67:9) e

pF gt T p g e o O30+ O5-p) = 0= 0}

Yrn =
Le systéme (3.32) devient alors

o't . 0%’ ologA _ oa'!
(3.33) dwdaE = VE g s A= det(éaﬁ)-

PROPOSITION 6. — Les automorphismes locaux dune @, ,-structure plate vérifient
le systéme d'équations aux dérivées particlles de type d’Eisenhart (3.32) ou (3.33).

23. —~ Pour conclure, faisons la remarque suivante. On a vu que si le fibré tan-
gent T M d’une variété M est isomorphe & un produit tensoriel H & F de fibrés sur M,
la variété admet une G, ,-structure; la réciproque n’est valable gue localement.
En effet soit M une variété différentiable douée d’une @, .-structure G. Soit
U = {..., U,y ...},eq un recouvrement de M par des voisinages de trivialisation du
fibré G supposés convexes pour une métrique Riemannienne. Les fonetions de tran-
sition du fibré dans Pintersection U, N U, mettent en évidence des fonctions matri-
cielles M, ,: U, N U, — @&, c@L((pg, R) satistaisant dans U, N U, N U, +#* 0 aux
relations

(3.34) M,, oM, oM

Koy &gy Xy%g 117'1 :

Pour construire des fibrés , F sur M & partir du systéme {U,, M,,} afin de satis-
faire & équation TM ~ ER F on cherche les fonetions de transition

P U.0U, —~GLp,R) et  Q.: U,nU, 6L R
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des fibrés H, I relatives & U de facon que les équations
(3.35) Mo, = Pp,® Qus,

. . . . 7 . . 4 !
soient éatlsf:?lt,es. Peux solutions (}e cette équation, disons P, , @, , et P, , Q, ..,
sont déterminées, & un facteur prés,

r r 1
P"‘x“u - Q"‘1"‘0P0‘10‘n’ Q“l’xn - Qo‘l"‘uQ"‘xao )

Soit § ={..., Py, .-} €6 @=1{..,Q,,, ..} un systéme de solutions des équa-
tions (3.35). En remplacant dans (3.84) on trouve

(P2, Ps,0,0 P10 ) © (Q40,0Q0,,°9 ) = 1,0 1,
done, il existe 4,,,: U, N U, N U,,,g—»RX satisfaisant
(336) Po;oocloPoclzxZOPrxzocn: j’oc‘,lezxz']p ? ro,,leorolzxonalag: }'oc—oilacﬂq .

Aingi, les systémes &, @ représentent les systémes de fonctions de transition de deux
fibrés vectoriels B, F' seulement 8i 2, ., =1, Yoo, oy, @, U, N U, N U, =0, o
bien, plus généralement, si 'on peut trouver des fonctions Oyt UM Uy, - RX
de fagon que

Aresry ™= Ouxoer, Oy s Qosgary -
Les identités satisfaites par les 4, , . sont

Ry Py D A= 1.
Elles resultent de (3.36). A chaque recouvrement U les fonctions de transition du
fibré M associent donc un cocycle de dimension 2 du nerf de U & valeurs dans le
faisceau F des germes de fonctions réelles non nulles sur M. I’obstruction 3 Ia pos-
sibilité de représenter le fibré T M comme produit tensoriel réel lorsque M est douée
d’une G,,,q-structure se trouve donc dans la cohomologie H*M, F).
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