Sui problemi ellittici non lineari
con coeflicienti crescenti «rapidamente « o «lentamente » (*) (*+).

GIULIANA PALMIERI (Bari)

Summary. — We study boundary value problems in variational form for monlinear elliptic
operators in the case the nonlinearity is not of polynomial type. We give some examples of
applications of abstract theorems for homogeneous problems obtained by other authors (e.g.
Donaldson, Gossez) to homogeneous «infermediate » and « mized » problems. Furthermore we
prove some existence theorems for non homogeneous problems.

Introduzione,

In questo lavoro ci oecuperemo di problemi al bordo, in forma variazionale, per
operatori del tipo:

Au= Y (— 1) D*4,(®, u, ..., V™ u)

fa]<m

definiti su un aperto £ di R», con coefficienti crescenti « rapidamente » o « lenta-
mente » rispetto ad # ed alle sue derivate.

Problemi di questo tipo sono stati studiati per la prima volta da M. I. VISIK
in [23], [24], [25], utilizzando il metodo di Faedo-Galerkin e spazi di Orlicz, se i coef-
ficienti 4, non crescono come una potenza. Successivamente vari autori hanno stu-
diato tali problemi utilizzando le teorie degli operatori monotoni e pseundomono-
toni. Per il caso A di tipo polinomiale, almeno per |x|=m, citiamo i lavori dI
F. E. BROWDER [2], [3], [4], [5], di J. LERAY e J. L. Lrons [19] e di P. Hzuss [15].
Se le funzioni 4, non hanno il comportamento di un polinomio, caso che conside-
reremo in questa nota, sembra naturale studiare tali problemi in spazi di Orlicz-
Sobolev, W=IL,(2), dove M & una N-funzione (o una k-upla di N-funzioni) dipen-
dente dal comportamento delle A,.

Le maggiori difficoltd si incontrano se le A4, crescono «rapidamente » o «lenta-
mente »: in tali casi lo spazio W= Ly, (Q2) in cui il problema risulta appropriatamente
formulato non & né separabile neé riflessivo. Inoltre se le A, crescono pit velocemente
di ogni potenza l’applicazione corrispondente all’operatore 4 non e ovunque defi-

(*) Entrata in Redazione il 28 novembre 1979.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G-N.A.F.A. del C.N.R.
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nita ed il suo dominio non ¢ chiuso rispetto alla topologia debole. Se le A, crescono
lentamente, ed in genere se la funzione complementare ad M, M, non verifica le
A,-condizione, non sembrano concretamente applicabili teoremi in cui si faccia I'ipo-
tesi che P'applicazione corrispondente ad A sia coercitiva. T. K. DoNALDSON ha
dimostrato, in [7], teoremi di esistenza per problemi al bordo omogenei, validi anche
nel caso A, crescenti « rapidamente », estendendo la teoria degli operatori mono-
toni nell’ambito di spazi complementari, supponendo che I’applicazione corrispon-
dente all’operatore A sia coercitiva e che I verifichi la A,-condizione. Cid implica
che M cresca pilt velocemente di qualche potenza (cfr. [16], [20]), resta percid escluso
il caso As crescenti « lentamente » ad esempio come un logaritmo.

Il metodo di monotonia viene utilizzato anche nei lavori di G. P. Gossgz {10],
G. P. Gossez ¢ P. Huss [14] e di A. FouGEREs [9]; rileviamo che negli ultimi due
lavori citati i comportamenti all’infinito delle A, non sono legati tra di loro e quindi
WnLy(£) & anisotropo.

Successivamente G. P. GossEz ha esteso, in modo astratto, la teoria degli ope-
ratori pseudomonotoni nell’ambito di spazi complementari e cid gli ha permesso
di dimostrare teoremi di esistenza per problemi al bordo omogenei validi sia nel
caso A, crescenti « rapidamente », sia nel caso A, crescenti « lentamente ». L’ipotesi
di coercitivitd viene inoltre sostituita con condizioni e¢he sono verificate, in casi con-
creti, anche se M non soddisfa le A,-condizione (efr. [11], [12], [131).

Nei lavori citati o si considerano problemi di Dirichlet e di Neumann omogenei o
si dimostra lesistenza di una soluzione we ¥ c Wn L, () dell’equazione

Au=f, feZ

sotto l'ipotesi che Y e Z formino una coppia di spazi complementari, ponendo, natu-
ralmente, adeguate condizioni su 4 ed 7. Quindi se B, & un operatore definito sulla
frontiera, I, di 2 e ¥ = {ve WnLy(): Byv=0} si ha Desistenza di una soluzione
per il problema \ :

Au=7f, Bpu=0, feZ

purché Y individui una coppia complementare. Rileviamo che da un punto di vista
astratto sono completamente caratterizzati i sottospazi ¥ di W»ILu(Q) ai quali si
pud associare Z in modo che ¥ e Z formino una coppia complementare (cfr. [8] e [11]).
Cid porta alla seguente definizione: il problema al bordo Au=f{, Byu=0 si dice
ammissibile se ' )

Y={ve WrLyR2): Bpv=10}

individua una eoppia complementare.

Per i problemi di Dirichlet ¢ di Neumann Y & uguale, rispeftivamente, a
WaLu(Q) e W™ Ly(2) che, sotto condizioni abbastanza generali, individuano unga
coppia complementare. :



GIULIANA PALMIERI: Sui problemi ellittici non lineari, ecc. 119

Un altro esempio di problema al borde ammissibile, dato da M. T. LAcCROIX
in [18] @& il seguente: Au=f, u|,=0, A di ordine due, I"cI'con I"e I", sufﬁoien-
temente regolari ed 2 limitato, nell’ipotesi restrittiva che M(f)= |t{" M (t), p>1
dove M, é una N-funzione.

Non sono noti, a quanto mi risulta, altri esempi di problemi al bordo ammissibili.

Nel § 1, avvalendoci dei teoremi di traccia e di rilevamento dimostrati in una
nota precedente (cfr. [21]) vedremo che sono ammissibili problemi al bordo «inter-
medi» e « misti», sotto ipotesi di regolaritd di I' e della sua eventuale partizione,
purché o M oppure M verifichi la A,-condizione, ipotesi in genere verificata nei casi
concreti. Nello stesso paragrafo daremo inoltre teoremi di rilevamento per gli opera-
tori, B, corrispondenti a tali problemi.

Nel § 2 dimostreremo teoremi di esistenza di soluzioni per problemi al bordo
non omogenei, problemi sino ad ora frattati solo nel caso 4, di tipo polinomiale.
Tali teoremi si possono applicare, ad esempio, al problema

oy,
> (=1 Dp(D*u) = f,

[of<m onr | " ST ’

1<r<k<m, INc I, Iy sottoinsieme di I" con bordo sufficientemente regolare, con p
continua, monotona crescente, dispari, tale che p(f)— oo, per t— -+ oo, e, posto
t

M) :fp(s) ds, o M o M verifichi la A,-condizione (tale ipotesi non & necessaria per
0

il problema di Dirichlet). Funzioni p che soddisfano le ipotesi sopra dette sono, ad
esempio

”tlp—l
1+’

signtlog (1 4+ ft|), [tfr2log(1 + [t]) + (p>1), te¥.

Per comoditd del lettore riportiamo alcune definizioni che useremo in seguito.
Per definizioni e proprieta degli spazi di Orlicz-Sobolev rinviamo ai festi di R. A.
ApaMS [1], M. A. KRASNOSELSKII e YA. B. RUTICKII [16], A. KUFNER, O. JOHN
e 8. Fudix [17].

DEFINIZIONE 1. — Due spa#i di Banach Y e Z in dualitd si dicono complementari
se esistono due sottospazi chiusi Y,c ¥ e Z,cZ tali che Y,=Z ¢ Z,= Y. In tal
cago si dice anche che (Y, Y,; Z, Z,) 6 un sistema complementare.

Se M, sono N-funzioni ed M, le N-funzioni complementari, allora gli spazi
HL HL— ) sono complementa,rl, ciod HLM, I1E,:; 1Lz, [1 B

t=1

smtema complementare.

PropostzIONE 1 (efr. [7], [11]). ~ Se QcR* & un aperto dotato della proprieta
del segmento, W Ly(Q) e Wi Ly() generano un sistema complementare in ([ L,

M2 Mo [1E3) [[12a= ]] 2]
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Ricordiamo che il sistema complementare generato da Wg.L,(Q), definito come
la o([]L,; [185) chivsura di D(Q), & (WyLy, WeB,; WLy, WnEg) dove
WrE,(Q) & la chiusura di D(Q) in WmLy(Q), :

WLl @) = {1 D@ 1= 3 (DD, foe L)

faj<m
Worlig(@) = {fe D(@: f= 3 (— 19D, foc (D).
algm
DEFINIZIONE 2. — Sia (Y, Y,; Z, Z,) un sistema complementare e V un sotto-
spazio denso di ¥,: Un’applicazione T: Y — 27 §i dica pseudomonotona rispetto a V se

i) T & finitamente continua da V in 2%, Z munito della ¢(Z, V) topologia
(cioé Ty & un insieme non vuoto, ¢(Z, V)-compatto e connesso in Z per ogni yeV
e T & semicontinua superiormente su ogni sottoinsieme finito dimensionale di V,
rispetto alla o(Z, V) topologia).

ii) Per ogni rete (y;,#;) tale che z;&Ty,, y,€ V, y, limitata, y;,-—>y c ¥ nella
(Y, Z,) topologia (cioé nella topologia debole di Y), z;,—>2e Z per la o(Z, V) topo-
logia di Z e Him <y, 2,> <y, 2D, risulti ze Ty e {y;, 2> — ¥, ). :

DerinNizioNe 3. - Sia (Y, Y,, Z, Z;) un sistema complementare. Una famiglia
ad un parametro di operatori T':[0,1]X Y —27 & detta omotopia pseudomonotona
rispetto a V, sottospazio denso in Y, se

i) 7. ¢ finitamente continua da [0,1]1x V in 2%, con Z munito della o(Z, V)
topologia;

ii) per ogni rete (t,, ¥, #;) tale che 2, T, y;, t,—>t e y,€ V limitata, y, (Y, Z,)
convergente ad ye Y,z (%, V) convergente a z€Z e Lim < y;, 2,><<y,#> risulti
zely e {Yuy 2 —> <Y, 2).

Per lo studio di tali operatori si veda [11].

Siano £ un aperto di R” con frontiera, I, dotata della proprietd di Lipschitz
locale forte (vedi [1]), esistono allora un ricoprimento aperto {U,} di I, ed una
successione di trasformazioni, {®,}, lipschitziane con le loro inverse (con costante
di Lipschitz indipendentemente da j), tali che

@,(U;)={weR": |r,|<1, t=1, ..., n}
O(U,NQ)={xcR: |z]|<, i=1,.,0—1,0<2,<1}.

Poniamo o= (¢, #,) & Q= O,(U;NI") = {@'c R |u| <1, i=1,..,n— 1}
Sia {w,} una partizione dell’unita corrispondente al ricoprimento scelto, si definisce:

LIy = {u132> 0: ZfM(Z.wwo@,’l(w’, 0))do' < + oo}
. ! Q :

con la norma di Luxemburg naturale e analogamente si definisce Ey(l').
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DEFINIZIONE 4. — Posto A= {(,9)e 2XQ: [v—y|<1},

_ (@) — u(y)
(Oyu)(z, y) = To—yi

chiamiamo

W Ly (Q) = {u € WeLy(Q)Na e N7,

o =k, 30> O:J‘M(A(évl?"‘%)(w, y) HW | oo}
A

le—y|*

e analogamente definiamo W**E,(fQ).
Se £ ha frontiera, I', dotata della C*-l-regolaritd uniforme, si definiscono, in
modo ovvio, gli spazi W L,(I") e W**Ey(I"). Per lo studio di tali spazi si veda [21].
Riportiamo una proposizione che utilizzeremo frequentemente.

PROPOSIZIONE 2 (cfr. [21], Th. IXX e 2.7). — Sia Q un aperto con frontiera [limi-
tatal, I, dotata della C%'-regolaritd uniforme [di classe C¥1|. Se M werifica la Ay-con-
dizione globale [A,-condizione] allora Vapplicazione y:

o'
on r

() = (yotty .., Yelh), YU o=

k-1
definisce un isomorfismo ed omeomorfismo tra W* Ly (£)|W*L,(Q) ¢ [[ wr--ro Ly(I).
r=0

Inolire per qualsiasi N-funzione M esiste un operatore lineare e limitato

k-1

R: ] Wet=r Ly (I") — WeLy(£2) ,
r=0

k-1
tale che se ge [[ Wit Ly(I") allora y(Rg)= g.
r=0
Tali risultati continuano a valere con Ky in luogo di L.

Rileviamo che & stato un esempio di funzione appartenente a W Ly,(£2) la cui
traccia non appartiene a W% Ly(I") (cfr. [20]).
§ 1. — Come abbiamo accennato nell’introduzione, per assicurare che il problema

1) du=f, Buu=g

ammetta soluzione, si deve supporre che lo spazio Y= {uec WmLy(2): Bju=0}
individui una coppia complementare. Pili precisamente: se la forma semilineare

(1.2) fl > Ax(®, Uy ..., Vu) Dovda

x| <m
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definisce un’applicazione, non lineare, T': ] Ly, — H Lz, (dove N, sono N-funzioni),
posto Yo=Y N ][] By,

Yy= {DELTV.,,: Cuy vy =0, Vue X,} e Z=HL1_V.:¢/Y;'L7

Y e Z devono formare una coppia complementare. Condizione necessaria e suffi-
ciente affinché cid sia vero & che Y sia o([] L, , []Es)-chiuso ed uguale alle
o(J1 Ly,, T]Lz,)-chiusura di ¥, (cfr. [8], [11]); risulta Z,= || B5 /Y;.

Tali condizioni sono verificate dagli spazi W Ly,(2) e Wi L,(£2) se £ ha la pro-
prietd del segmento e N,= M, Vx, oppure N, soddisfano a condizioni pit generali
che preciseremo in seguito. In tali casi i problemi di Neumann e di Dirichlet sono
ammissibili.

In questo paragrafo daremo condizioni sufficienti affinché problemi al bordo
« intermedi » e « misti » siano ammissibili, vedremo inoltre sotto quali ipotesi Pequa-
zione Bru== g ammette soluzioni in W= L,({2), con B, operatore corrispondente ad
uno dei problemi menzionati. Consideriamo inizialmente il caso No= M per ogni «.

TEOREMA 1.1. — Siano 2 un aperio di R* con frontiera, I', [limitata) dotata della
Omi-regolarits, wniforme [di classe C™*] ed M una N-funzione. Se M oppure M verifica
la Ay-condizione globale, [ Ay-condizionel, lo spazio Y formato dalle funzioni u e WmLy(Q2)
tali che '

‘ i w
(1.2)/ Bru = 0: Br = (Bo, caey Bk), B,y = a—j'—‘ 9
' \r
b1y ey Ty Onteri compresi tra 0 ed m— 1, é o([] Ly, [] Ez) chiuso, inoltre ¥ é uguale

alle o(T] Ly, [1Lz) chiusura di Y,= ¥ N WnE,(Q).

DIMOSTRAZIONE. — Se M & una qualsiasi N-funzione e I' & dotata della Cn'l-re-
golaritd, uniforme si vede, con una semplice generalizzazione del teorema provato
da G. P. GossEz nel § 3 di [13], che Papplicazione traccia & continua da WL, (Q)
in Wr=tLy(I'), muniti delle rispettive o(]] L, HE;,) topologie. Ne segue che Y &
o([1 L, J] E5) chiuso. Se M verifica le 4,-condizione globale WnL,(2) = WnEu(Q)
quindi ¥,= Y e la tesi & provata. Se I" & limitata, M soddisfa le A,-condizione,

ma m& = 4- oo allora non & pit detto che W=E,(Q) coincida con W=L,(£2). In
questo caso considériamo un ricoprimento aperto di I, {U,}, formato da insiemi

N
limitati, un aperto U,c {2 tale che d(U,, I")>0 e |J U,2£2 ed una corrispondente

=0
N

partizione dell'unita su Q, {w,} La funzione ;= 3 w,u ha supporto limitato, per-
i=1

ci0 appartiene a W=H,(Q) inoltre w— u,= w,ue Wi L,(£2), quindi si pud determi-

nare una successione, {«,}, di funzioni appartenenti a D(2) e o([] Ly, [ Lz) con-

vergente ad wou (cfr. [11], Th. 1.3). La successione {u, -+ u,} risulta o] Ly, [] Lz)-
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convergente ad % ed & formata da elementi di Y,, dato che u,+4 u,e W»Eyu(2) e
B {(u, + %,) = Bru. _
Supponiamo ora che M, ma non M, verifichila A,-condizione globale, resta da
provare che Y, & o(]] Ly, [1] L;) denso in Y. Per la proposizione 2, se ue W Ly (L)
m—1

allora yue H Wm-1-00 [ (I"). Sia R Doperatore rilevamento costruito nel teorema 2.7
i=0

di [21]; poniamo R(yu)=17i; uc Y e u—ue WyLy(Q). Ma D(Q) & o([] Ly, []Lz)
denso in W2 L,(R) percid se riusciamo a costruire una successione {w,} formata da
elementi di Y, e o([] Ly, HL;,) convergente ad % la tesi & provata.

Siano {U,} unricoprimento di I, {w,} una partizione dell'unita su I', di classe C*, al-

lora, per costruzione, %= Y v;, dove v;sono funzioni di W= L,(£)tali ¢he supp v,cc U;
i>1
e y, ;=% w;, quindi v,€Y.
Fissati ad arbitrio >0 ed f= (f,)|s<n€ HL;,, si pud determinare h in modo
che supp( > 'v,-) cQ—B, r=rf), B.={zeR": |z|<r}, e

izh+1
f _D“Ujfadm = z D“'vj ;f(xdw < & V(X: |“]<m .
izh+1 izh+1
Q 2B,

h
Chiaramente > v;€ Y basta percid approssimare, nel modo voluto, le funzioni v;,
i=1
aventi supporto compatto contenuto in U, Q. Utilizzando carte locali e la costru~
zione delle funzioni v; ei si riporta al problema seguente: siano @ = {#'e R*1: |z;} <1,
i=1, ., n—1}= 02N T), P={weR" jg;|<l—&,,i=1,.,2—1,0 <z, <1}

m—1

W= (Woy oo, Wy_y) € [ W2 Liy(@) tale che supwcc@ e w;, =0 per r=1,..., k.
=0

Posto f= R(wq, ..., Wn_1), dove R & il rilevamento di w in P costruito nel lemma 2.5
di [21] (D% flo= w;) si deve determinare una successione {f.}, o([] Ly, ] L)-con-
vergente ad 7, f,e€ WnE,(P) e tali che D} f,lo=0,r=1,.., k.
Consideriamo una successione di funzioni regolarizzanti, {p,}, p,€ D(R*1), ¢,>0,
Supp @sC Byjs, f @, dr=1 e le corrispondenti successioni
: Rr-1

(@)= [0y p@—y)dy, i=0,..,m—1.
Rn-1 .

Se 1/s << d(suppw, 0Q), w, € D(Q) quindi anche a W7 -*"E,(Q), ne segue che
R(wosy ooy Wy_yys) = fo€ WnEy(P) inoltre w; ,= D¥ flo=10, r=1,..., k Vs.

Ty 8
Vediamo che, per s — - co, f, converge o([] Ly, [] Lz ad f.
Ricordiamo che:

B(wgy ..oy wy_y) = Bywy - Rl(wl‘" D, (Byw,) |Q) +
-+ Ry[w, — D:H(Rowo)la“ D?u,,Rl(wl— Dz,\(Rowo)le)lQ] e

ed analoga espressione ha E(wg,, ..., Wn_1,)-
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Studiamo inizialmente R,w, e Ryw, ., dove

Row(e', 2) = [ 9@ wn(o'+0,2) ¢,
2" <1

N

con @ D(R*1), >0, supppc B, e f(p(_m’) de’=1. @ & limitato percid L,(Q)c
Rn-1 -

c LY(Q) allora w,,—>w, in L', ne segue che D R,w, ,—> D®R,w, q.0. in P per |B|<m
e, D} Rywy,lo— Di Rywely in LYQ) per ¢=0, ..., m—1.

Inoltre si pud determinare 1> 0, indipendente da s, in modo che le funzioni
M (ADﬁRofwo,s(m)), per 0<i<Z e |B]<m, siano maggiorate da una funzione
di IL(P).

Ma se f,—f g.0. in £ e per qualche 1 M(Af.)<ge L' allora f € Ly(2) ed f,—7,
o(Ly, Ly) (cfr. lemma 1.4 di [11]).

Siamo percid sicuri che

B, Wo,s — Ryw, , O‘(H Ly, H LJ;I) .
Posto

! 1
wy = w,— D, Ryw, o © Wy,s= Wy g— DmnRowo,sla y

per quanto visto precedentemente, w1,8+w1 in LY(Q) e procedendo come per R,
8i ha che

le;,s'—)lell ’ G(H L,, HLEI)

e Dfa"Rl(w;,s) lo— D, Ryw,|, in LYQ)per i=1, ... m— 1 e, per costruzione, Row o=
!
=R, w]q=0.
Ripetendo lo stesso ragionamento per R,, ..., B, _, otteniamo F(wy s, ..., Wp_y,s) —
~> R(Wyy ooy Wns)y (] Lgy T Lz)-
La dimostrazione & cosi completata.

N.B. - L’ipotesi fatta su M serve solo a garantire che

m—1
yue H Wmn—1—is0 (]T).

i=0

LeMMA 1.2. ~ Se £ ha frontiera dotate della Cm* regolarita uwiforme, Bp é Popera-
tore considerato nel teorema precedente, g,€ Wr—t—'L (I, r=1, ..., k, allora esiste
% v

una trasformazione lineare ¢ continua RB: || Wm41—i”°LM(F) —> W Ly(2) tale che, posto
r=1

B(gyy ..., gr) = u, si abbia B,u=g,, r==1, ..,k
Analogo risultato con Ey in luogo di Ly.
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DIMOSTRAZIONE. — Siano ji, ..., jm—s gli interi compresi tra 0 ed m— 1 e diversi
da i,, =1, ..., k. Per la proposizione 2 si pud determinare una funzione u &€ W Ly ({2)
0 wir o=

=Bwuw=g,, r=1,..,k e szo s=1,..,m—k.

Ne segue la tfesi.

Prima di considerare il easo di condizioni al bordo assegnato su uno o piu sot-
toinsiemi di I" introduciamo alcune definizioni. Supponiamo che I” sia dotata della
C*'-regolaritd uniforme [di classe C®* se & limitata] con k>0, ke N. In tale ipotesi
(cfr. [1]) esistono un ricoprimento aperto {U,-} di I" ed una successione di trasfor-
mazioni, {®,}, di classe (™! con le loro inverse, dotate di derivate sino all’ordine %
equilimifate e con la costante di Lipschitz corrispondente alle derivate di ordine %
indipendente dai j, tali che:

O(U)={weR": |z,|<1,i=1,.., 0}

D(U,NQ)={weR": |v|<1,i=1,..,n—1,0<w,<1}.

Poniamo @ = @,(U,NI") = {we R*: |z,|]<1,i=1,..,n—1}.

Diciamo che la «superficie » ad »— 2 dimensioni contenuta in [, individuata da
f: R=2 1T, & localmente lipschitziana se, detto r; Voperatore di restrizione ad U,
D;o 7,0 f ha immagine, in @, localmente lipschitziana. Si possono ciod determinare
un ricoprimento dell’immagine di @,or;0f, in R*-1, e dei sistemi di riferimento in
modo che essa sia individuata da @,_,= f;(#y, ..., Z.—) con 7, lipschitziana. Se sipud
determinare una costante di Lipschitz indipendente da j diremo che la superficie &
dotata della proprieta di Lipschitz locale uniforme. Queste definizioni hanno senso
perché non dipendono dal ricoprimento scelto e le @;, per l'ipotesi fatta su I
hanno costante di Lipschitz indipendente da j. Analogo significato daremo alle
espressioni: di classe (™', di classe O™'-unmiforme per he N, h<k.

TEOREMA 1.3. — Supponiamo che M ed L2 verifichino le tpotesi del teorema 1.1;
sta Iy un sottoinsieme di I'y aperto in I' ed avente frontiera localmente lipschitziana.
Il sottospazio Y di WmLyu(Q) formato dalle funzioni, u, tali che

Otr

(1.3) Bru =0; Br, = (Bp, .., B’ﬁl), Bru = s |
N,

Y

G1y ey G interi compresi tra 0 ed m—1; ¢ o] Ly, [] Eg)-chiuso, inolire
YN WrE Q)= Y, ¢ o([] Ly, []Lz) denso in Y.

D1mMoSTRAZIONE. — Si vede, come nel teorema 1.1, che, se I'; & un qualsiasi aperto
in I, Y & o(]] Ly, [] L) chiuso, per qualsiasi M. Se M verifica la A,-condizione
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la dimostrazione si completa come nel Th. 1. Se M wverifiea la 4,-condizione globale e
questo non & vero per M, si deve provare che Y, & o] Ly, []Lz) denso in Y.

Indichiamo, come nel teorema 1.1, con {U,} un ricoprimento di I" a {w,} una
corrispondente partizione dell’unitd su I. La dimostrazione si discosta da quella
del teorema 1.1 solo quando si considerano i rilevamenti di yuow,, con j tale che
supp (Pu-w;) Ny 6 e supp (yu-w,) N (IN\J3) #0. In questo caso, sempre utiliz-
zando le notazioni del teorema 1.1, Q risulta suddiviso in due sottoinsiemi @,, @.,
con @, corrispondente ad U, N I}. Si deve approssimare, ¢([[ L,, [[Lz) il rileva-
mento, f, in P, di (g, ..., Wa_i) = we [ W20 L,(Q), tale che supp wcc @ e w; [o.= 0
per #=1, ..., k, econ una successione di funzioni, f,, appartenenti a W=H,(P) e
soddisfacenti le seguenti condizioni:

(1.4) Di folo,=0 perr=1,..,k.

Per l’ipotesi fatta su I3, esistono un ricoprimento finito {V,} di 0@,NQ=F e
vettori y, non nulli tali che se 2’ V,N Q,Nsuppw allora 2’ ty,€Q, per 110, 1[.
Per semplicitdh supponiamo che esista un vettore che goda di questa proprieta per
ogni z'e @, N suppw.

Poniamo w; (¢') = wy(s'+1y) e wy= (Wo,z, ..., Wm_ns); 8i vede facilmente che
stz i0< [Wilmosse € t<d(suppw, 0Q)/ly|, allora Rw,= f,e€ WmLy(P) e, per
costruzione DY f/lo/= 0, r=1, ..., k con @, 0Q,, @, avente per frontiera F -ty = F,.
Inoltre w; ;—w; in IL}(Q) per t 0 e 4= 0, ..., m—1, al-
lora, proseguendo come nella dimostrazione del teorema 1
si ottiene che f,—f o([] Ly, [] Lz). B sufficiente, percid,
4 determinare una successione di funzioni f,& W»E,(P),
soddistacenti le (1.4) e o([] Ly, ] L;) convergenti ad ;.

Regolarizziamo, tramite funzioni p,e D(R"~1}, supp ¢,C
CB;,S, le tracce w,, di f, su Q. Se 1/s < min {d (suppw,
0Q), d(F,, F,)}, allora, peri=0,..,m —1, w, ;% @,=
=, ;,, hanno supporto contenuto in @ inoltre sew; |, = 0
anche w; 4 .lo, =0 & w07 (Q).

Ne segue che le funzioni f,= R(w,,) € W E,(P) e soddisfano le condizioni (1.4).
Infine dalla dimostrazione del teorema 1 segue che f,—7f; o([] Ly, HL;I)

F P

o

COROLLARIO 1.4, — Siano 2 un aperto con frontiera dotata della Cm-regolaritd
uniforme, I'c I, I'; aperto in I' ed avente frontiera di classe O~V uniforme, By ope-
ratore considerato nel teorema precedente, g,€ W i—r0L, (), r=1, ..., k.

k

Allora esiste una trasformazione lineare e continua R: H Wm—1=ir® L (1) — W Ly (£2)
r=1
tale che, posto R(g, ..., gx) = u si abbia Bpu=g,, r=1,..., k. Analogo risuliato si

ha con By in luogo di Ly.

DIMOSTRAZIONE. — Per le ipotesi fatte sul bordo di I" ed il teorema di esten-
sione II di [21], possiamo prolungare g, su tutto I’ con funzioni, Fy,, appartenenti a
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e

Wn—1=irf L (I") e tali che Eg,(x') = g.(#') se a’'el}: Siano j;, ..., jm: gli interi com-
presi tra 0 ed m—1 e diversi da i,, r=1, ..., k. Per la proposizione 2 si pud de-
terminare ue WnL,(£2) tale

yi,u=Hg,, r=1,..,k v, =0, s=1,.,m—k.
Ne segue la tesi.

COROLLARIO 1.5. ~ Se 2 ed M verificano le ipotesi del teorema 1, S é una « super-
ficie» ad n— 2 dimensioni contenuta in I, localmente lipschitziana, che divide I’ in
due sottoinsiemi I'y, I'y (disgiunti ed aperti in I'), allora il sottospazio Y di WmLy(8Q).
formato dalle funzioni, u, tali che

Qire 4|

(15)  Bpu=0, Bp=(Bh,..,BY), Bhu=_-" e=1,2
R a’ﬂi'-‘ r,

Gypgy ooy By, imieri compresi tra 0 ed m—1, ¢ o] Ly, [[E5) chiuso ¢ Yo=Y N
N WrEu(Q) ¢ o([] Ly, []Lz) denso in Y.

DIMOSTRAZIONE. — La dimostrazione & simile a quella del teorema 3. Sia « la
funzione, di ¥, da approssimare, U,N I 50 e U,N ;5= 0; passando a carte lo-
cali, @ risulta suddiviso in due sottoinsiemi @, e @, aventi una parte di bordo in co-
mune, ¥, localmente lipschitziano. Indicata con w la trasformata di yu-w, suppo-
niamo, per semplicitd, che esistano due vettori y, ed y, tali che se '€ @, N suppw
allora @'+ ty,€Q, per t€]0, 1], se ¥’'€Q, N suppw, '+ ty,€Q, per te]0, 1[.

Se condizione necessaria affinché v sia la trasformata di una funzione apparte-
nente ad Y ed avente supporto contenuto in U, & D; v|o, = 0, si costruiscono le
regolarizzate di w(a’+ ty;) = w;, mentre se deve essere D v|, = 0 si costruiscono
le regolarizzate di wia’ -+ ty,). Se Dinulo non deve soddisfare a nessuna condizione
si costruiscono, ad esempio, le regolarizzate di w,: Siano F, = F 4 ty,, Fr,= F - ty,
con ¢ scelto in modo che 0 < i< min {1, d (suppw, 0Q)/|v:|, d (supp w, 0Q)/|y,|} allora
suppw;,CCQ, e=1,2,i=10,...,m—1,

wf,t(w’) = w(#' +,) , ”wie,t”m—1~—c‘,0< 1404l m—1-4,0

e w;,—w,; in L'(Q). La dimostrazione si completa come nel teorema 1.3.

COROLLARIO 1.6. — Siano 2 un aperto con frontiera dotata della Cmi-regolaritd
uniforme, S una « superficie» n— 2 dimensionale contenuta in I' di classe COm'1-yni-
forme, che divide I' in due sottoinsiemi Iy, Iy, By, e=1,2 gli operatori definiti nel
corollario precedente. }

Sia W lo spazio formato dalle g, ,c W" 1~ L (T), e=1,2,r=1,..., k,, tali che
86 1= lyy allora g, xp + Gpoxr,€ W7 Ly(I), x5, funzione caratieristica di I',,
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allora esiste una trasformazione lineare € continue R: W — WnLy(£2) tale che, posto
B(g1,1y +v1 Jrpp) = Uy S abbio, Bru=4g,,.
Amnalogo risultato vale con By in luogo di Ly.

La dimostrazione & sostanzialmente uguale a quellas del corollario 1.4.

OSSERVAZIONE. — Il corollario 1.5 pud essere esteso al caso di operatori B, del
tipo (1.5) assegnati su p, p>3, sottoinsiemi di I, aperti in I', aventi frontiera local-
mente lipschitziana, purehé la suddivisione di I' e le condizioni al bordo caratteriz-
zanti Y siano tali che il sottoinsieme I di I' su cui
deve essere 0'u/on'|= 0 sia a frontiers localmente
lipschitziana.

Per Pipotesi fatta sulla suddivisione di I" 'ultima con-
dizione & sicuramente verificata se p = 3 oppure ge una
medesima derivata normale deve annullarsi necessaria-
mente solo su sottoinsiemi aventi tra loro distanza
positiva.

Lia dimostrazione & simile a quella del corollario 1.5.

Illustriamo con un esempio un caso critico. Suppo-
niamo che condizione necessaria affinché una funzione, v, sia la trasformata di una
funzione appartenente ad Y ed avente supporto compatto in un aperto U; del ri-
coprimento di I, sia che

D vlg,ue,=0 (vedi disegno)

e w sia la trasformata di yu-w;, weY funzione da approssimare.

In questo caso non si possono determinare un ricoprimento {V.} di (09, 9Q;) N
Nsuppw e dei vettori non nulli y, tali che se #'e (@, V@) NV, allora x'--ty,€
€@V @, per 110, 1[. Percid se, w;lg ,o,7 0 € suppw, non ha distanza positiva da
Q.Y Q, non siamo in grado di costruire delle funzioni regolarizzate di w,, aventi
supporto contenuto in @, @,.

Se I' & limitata si pud enunciare ’analogo del corollario 1.6 purche le frontiere
di I'; e I' siano di classe """ e se 4, ,= i, allora

gr,e%e —l" gs,'i Xie Wm*im—l,oLM(I’eU I'@) .

Basta osservare che se p; (y,u= (0u'/on’)|;) risulta assegnata in due o pilt
sottoinsiemi, aperti in I', aventi frontiere prive di punti comuni si pud costruire una
funzione appartenente a Wm—1-2°[,(I") estensione delle funzioni assegnate. Infatti
Pestensione di una funzione appartenente a W*°IL,(A), A aperto di R, si puod
sempre costruire in modo che sia nulla in R™\ 4;, 4,= {xrc R": d(», 4) < 8} .Basta
scegliere J minore della pill piccola tra le distanze degli aperti in questione e consi-
derare la somma delle estensioni costruite. Se £ non & limitato bisogna allora sup-
porre che, se y, risulta assegnata in due o pid aperti di I" disgiunti, la loro distanza
si mantenga positiva.
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Sino ad ora abbiamo dato esempi di operatori al bordo ammissibili se la (1.1)
definisce un’applicazione T': || Ly, — [[ Lz-

Prima di esaminare il caso generale richiamiamo un teorema di immersione do-
vuto a T. DoNALDSON e N. TRUDINGER (cfr. [8]) e precisiamo il significato di alcuni
simboli che utilizzeremo.

Siano B; e B, due N-funzioni, si scrive: B,< B, se esistono K >0 e £,> 0 tali
che B,(f) <By(Ki), Vi>1,; B;<<B; se Ye> 0, By(t)/By{et) 0 per t— - co,

Se B,< B, e B,< B, allora B, e B, si dicono equivalenti.

Da B1<Bz[<<] segue B, > B [>>]

Sia C, una N-funzione e sia f Oy ()i dt<—]— (esiste sempre una funzione

equivalente a ¢, che soddisfa questa 1p0tes1 se fC’ Hit T dt = + oo definiamo

una nuova N-funzione ponendo O7( f ot 1“’” dr. Per ricorrenza si defini-
scono O,, O, .... Indichiamo con ¢(C,), <#, il primo intero tale che
-+ oo

fG;l(t)/t””" dt <+ co.

1

PROPOSIZIONE 1.7 (cfr. [81). — Siano Q un aperio imitato di R con frontiera dotata
della proprietd di cono, C, una N-funzione ed we WnL,(2). Se m— q(C,)<laj<m
allora D*we Ly e Uimmersione ¢ continua, inolire se O* ¢ una N-funzione e
0*<< Cpyeya) @llora D*ue By, ¢ Vimmersione é compatta. Se || <m— ¢(C,), D*ue C(£2)
¢ Vimmersione é compatta Infine se we WnE,, D*ucE,  se m— q(C)<l|a|<m.

Ricordiamo che, se f OF Y &)1t ™" dt = + oo allora Cy<< O, (cfr. [11], lemma 4.14).
1

TEOREMA 1.8. — Siano dati:
i) Un aperto limitato, Q, di R con frontiera, I', di classe O™;

ii) M, N, (N-funzioni) ed M < N, < M,_, s¢ m— q(M)< |oc[<m,iesuppomamo
che M o M verifichi la Ay-condizione;

iii) una portizione di I' in insiemi disgiunti, aperti in I, Iy, i=1,...,p con
frontiera localmente lipschitziana;

iv) gli operatori (1.5) e=1, ..., p;

inoltre se p >3

v) I, € B, stano tali che il sottoinsieme I'" di 1" su cui deve essere 0"u/on'|,=0,
r=0,..,m—1, sia a frontiera localmente lipschitziana. Allora il sotto-
spazio Y di W Ly(Q2) formato dalle funzioni, u, tali che Bpu=10,i=1,...,p,
¢ o([[ Ly, T]1H5,) chiuso ¢ Yo=Y N[ By = YN WrEy(Q) ¢ o(]] Ly,,
TTZLz,) denso in ¥.

9 - dnnali di Matematica
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La dimostrazione & una semplice generalizzazione del corollario 1.5. Osserviamo
che Pipotesi fatta su M, sulla frontiera degli aperti in I', I'; e la v) servono solo per
dimostrare che Y, & o(]] Ly,, [ [ L3,) denso in ¥. Analoga osservazione si pué fare
per il eorollario 1.6.

§ 2. - Consideriamo ora problemi al bordo non omogenei, in forma variazionale,
per operatori A4 della forma (2.1)

Au= 3 (—1)D*A (=, u, ..., Vou) .
[#|<m
Se Papplicazione, non lineare, generata da A bha dominio contenuto in W= Ly(£2),
per risolvere il problema '

A(P:fy BI"(Pzg

si devono determinare we WnLy(2) ed we Y= {ve W»Ly(2): B,o=0} tali che
Brw=g ed A(u+w)=7f; si deve ciod trovare una soluzione weY di 4,(u)=/,
con :

Ay(u)= A(uw-+w), w fissato in WnL,(2).

Vediamo che, sotto opportune ipotesi sui coefficienti 4., ’operatore A4, definisce
un’applicazione pseudomonotona tra una coppia di spazi complementari.

Indichiamo con s,, (risp. s;n) il numero delle derivate rispetto ad z di ordine <m
(risp. d’ordine=m) ¢ identifichiamo R’ con il campo di m-getti; quindi se
E={&: acN" Ja|<m}e R ed u & funzione derivabile, &) = {D*u: ac N, |x|<m}.
Analogamente se { = {{s: x€ N*, |a|=m}eR®» ed = {ns: e N*, || <m}e R,
¢(u) ed n(u) denoteranno, rispettivamente, le derivate di w di ordine massimo e quelle
di ordine inferiore. '

Q(Ey; r) denota Pinsieme della e L, aventi distanze (secondo la norma di Or-
licz) da E, minore di r. Ricordiamo che F(Ey;1)c £, (cfr. [16], pag. 82).

Sia Qc R» aperto, supponiamo che i coefficienti 4, dell’operatore (2.1) verifi-
chino le seguenti condizioni:

(2.2)  Condizione di Carathdodory: ogni A«(z, &) sia una funzione definita in 2 x R™
a valori reali continua rispetto a & per ogni xe Q fissato e misurabile ri-
spetto a @ per ogni £e R*™ fissato.

(2.3) Esistano: una N-funzione M, a(z)e By, b, ce R tali che,

se lo|<m, xe, fcR™:

[4a(z, &)|<alw)+b 3 M- M(ckp)) -

1Bl<m
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(2.4) Per ogni 22 e per ogni &, e R™:

S (Ao, &) — Au(w, &) (E—E)>0.

1Bl<m

Sia Y un sottospazio di W»ILy(Q), o(]] L,, [] Ex)-chiuso, dove M & la N-fun-
zione che compare nella condizione (2.3), tale che

(2.5) Y = o([] Ly, ] Lg)-chiusura di ¥,,

Yo=Y N WnE,(2). In tali ipotesi, come abbiamo ricordato nel § 1, ¥ genera un
sistema complementare, (¥, Yy; Z, Z,), in ([ Ly, [1Ex; T1ZLzs I Ex)-

TEOREMA 2.1. — Siano A un operatore della forma (2.1) soddisfacente le condizioni
(2.2), (2.3), (2.4), we WrHy(Q), Y un sottospazio di WmLy(2), o(]] Ly, [ B5)-chiuso,
soddisfacente la (2.5).

Loperatore T, da

D(T,)= {ue Y: Ax(E(u+w)) € Ly(Q2), Yae N*, tale che |x|<m}
in Z, definito da

v, Tol)y = l > A& +w))Dxvde  Yve ¥,
x|<m
2

¢ pseudomonotono rispetio ad ogni sottospazio V denso in Y.

DIMOSTRAZIONE. — Per le ipotesi (2.2) e (2.3) Papplicazione: 2= (2g)pj<m—
— (4,(2))jsj<n manda [[E, in [JL; ed & finitamente continua in [] Lz munito
della o(]] Lz, [ E,) topologia (cfr. [11]). Quindi ogni sottospazio V denso
in ¥, & contenuto in D(7,) e T, & finitamente continuo da V in Z munito della
a(Z, V) topologia.

Sia u, una rete contenuta in V, limitata, o(Y, Z,) convergente ad ucY, tale
che T,(u;) ~feZ, o(Z, V) (ciod nella o(Z, V) topologia), inoltre

(2.6) lim sup (ugy To(wa)> <<ty F -

Dimostriamo che uwe D(T,), T,(u) =1 e {usyTu(u,)> — {u, f> passando, se neces-
sario, ad una sottorete. Dalla condizione (2.4) segue che per ogni 2z = (2g)181<m € H By,

2.7) f S A, - w)) (a— Dow) d <
o

<3 {Aa(Eu,+ ) Do, Aole) Do} dn— [[3 An(e) (Do — 29) d
2 2]
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il primo integrale che compare a secondo membro & limitato per le ipotesi fatte
Su u; e 2, il secondo integrale non dipende da ¢, quindi ogni An(E(u, + w)) é limitato
in Ly(Q). Ne segue che Ax(&(u;+w)) —hoc Ly , (L5, B,) (passando eventualmente
ad una sottorete) percid la forma lineare fe Z pub essere 1dent1ﬁcata, con h,x Je H I,
infatti

<?J,f>=f2ha1)“vdx, YoeV,
g

¢

ma V & denso in ¥, e ¥, & o([[ Ly, []Lz) denso in ¥, quindi la relazione prece-
dente vale Vye¥.
Se ze [[ L ha supporto compatto in 2, per la (2.3), Au(z) € B5(2) inoltre

4

o([1 Ly, T] Ez) induce o(Y, Z,) su ¥, allora passando al limite nella (2.7 ) 8i ottiene:

(2.8) f S (ha— Aa(®) (Dt +w) — 25) do0, Ve [[L°

& supporto compatto in 0, ne segue (cfr. [7], lemma 1.3 e [11], lemma 4.5)
As(D*u+w)) = he  per |a|<m .

Detta y, la funzione caratteristica di Q2,= {wxe Q: |z|<k, |D¥(u+w)|<k}, e po-
860 2o= D*(u -+ w) xk, dalla (2.7) segue, V&

hmmffZAa (&(w; + w)) D*u; dw>
> [ 3 [A4e(8tu+ 1)) — Ao(O D w-10)— Detu-+-10) ] dr
'|‘fZAa HD*(u + w) — D+ w) 32} dw -
0

+[[3 Aa(Eu+ ) (Do(u + ) 1, — D} do
o
quindi passando al limite per & — 4~ oo

> [3 da(é(u-t+w) Do o

Da questa diseguaglianza e dalla (2.6) segue che

lim {u;y Tolug))y = <uy f> .

OSSERVAZIONE 1. — L’ipotesi we WnE,(Q) si pud indebolire se M verifica la
A;-condizione. Infatiti & possibile dimostrare che se D#w e F(By;1/e) per x| <m, dove ¢
¢ la costante che compare nella (2.3), T, & finitamente continua da [| B, in [] Lg,
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munite della o([] Lz, [] E,) topologia. Inoltre se M wverifica le J,-condizione
ze [[ L°(2) ed ha supporto compatto in 2, we [] §(Hy;1/e), allora Ax(z 4 £(w)) € By
e dalla (2.7), riscritta nella forma seguente: '

fE Ax(E(u; + w)) 24 dwgfz Au(&(w; +w)) D*u;— fz Aa(z + Ew))(D*u;— 24) do |
o fol 0

segue

[3 (ha Autet £0)) (D20 — 22) dw>0.

Q

Utilizzando questa relazione in luogo della (2.8) si perviene alla tesi.

Concludendo: se M verifica le 4,-condizione globale, 'ipotesi su w nel teorema 2.1
pud essere sostituita con we [] T(By; 1/e) N W Ly(Q2). Se poi 2 & limitato ed ha
la proprietd di cono, basta che D*we F(Hy; 1/c) per |«|= m perché per la propo-
sizione 1.7, se |y|<m, D"we Hy.

OSSERVAZIONE 2. -- Dalla dimostrazione del teorema precedente segue che se u; &
una rete limitata di ¥, u,—~wu, o(Y, Z;) ¢ T,u,—f in Z, munito della topologia
forte, allora 7',(u)=f. Rileviamo inoltre che 7, & monotono e fortemente quasi
limitato in Y, rispetto a qualsiasi elemento, %, di ¥,, dato che D(T,)2 B (u, X,),
Ye>0, Vue Y,, con B (u, Y,) sfera in ¥, di centro % e raggio e. v

Ricordiamo che un’applicazione §: Y —2% si dice fortemente quasi limitata su
VcY rispetto a §V se Ve, ¢,>0 esiste &(e,, ¢;) >0 tale che se ze8(y), yeV,
Iz <61y <y— G, 2> <y allora |2] <k(ey, ¢;). Un’applicazione monotona S:¥ —>27 ¢
quasi limitata in V rispetto ad yeV se il suo dominio contiene B (¥, V) per qualche
e¢>0 (cfr. BRoWDER-HESS [5]).

Se Q & limitato e dotato della proprietd di eono vale la proposizione 1.7, allora
lipotesi (2.3) su A pud essere indebolita e si pud aggiungere un operatore di ordine
inferiore.

La condizione (2.3) sui coefficienti dell’operatore (2.1) pud essere sostituita dalla
seguente

(2.3') Esistano: una N-funzione M, delle N-funzioni N _>M  soddisfacenti
N, < M,_, per m— q(M)<l|x|<m,a,c E5,(Q), g,€ C(R™*), b, ce R", tali che per
ref2, £e R*", con componente &7 in R*™--1:

oo B <a@) + 0.6 +D 3 N7 N y(okp) -
Bl<m

(se || <m— g(M) Dipotesi su a, pud essere sostituita con a,eL'(£)).
Consideriamo il seguente operatore di ordine inferiore

(2.9) . Oy =3 (— 1D C (w, u, ..., Vo lu)

[yl<m~1
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e supponiamo che i coefficienti O, verifichino le seguenti condizioni:

(2.10) Ogni 0 (w, ) verifichi le ipotesi di Carathéodory in Q2 xR™.

(2.11) Esistono delle N-funzioni P, soddisfacenti P, << M, _., per m— g(M)<
<pl<m—1,4d eEM , de I, g € C(R°"), ceR+ tali che YzeQ e Vye R,
con componente n* in R*™-<, sia:

se m— g(M)<[yl<m—1
|0, (z, n)| < g,(n)[d,(») + > P7'P(en,)]

se ly|l<m—gq(M)—1
|0, )| < g,(n")[d() + S Paena)].

m—e<]e|<m—1

Siano M ed N. le N-funzioni che eompaiono nella condizione (2.3"), Y un sotto-
spazio di WnLy(R), o(]] Ly,, ][] Es.)-chiuso tale che

(2.12) o([1 Ly, T1L5,) chiusura di Y,,

dove Yo= YN[ E,,= YN W"E, (2), ed (Y, ¥y; Z, Z,) il sistema complementare
generato da Y in ([] Ly, [ ®w; 1Lz, [1E5)
Vale allora il seguente

TEOREMA 2.2. — Siano Qc R* un aperto limitato dotato della proprieta di cono, A
un operatore della forma (2.1) soddisfacente le condizioni (2.2), (2.3"), (2.4) ¢ C un ope-
ratore della forma (2.9) soddisfacente le condizioni (2.10), (2.11), Y un sotfospazio
o(T1 Ly, [1 Esz,)-chouso per cui vale la (2.12) e we W Ey(Q). Sia T, Vapplicazione da

D(T,)= {ue Y: Ax(é(u+w)) € Lz , Yoe N~ tale che |a|<m}

in Z, definito da

oy =[] 5 adswsmpeo s 3 00000 4w) v}

rj<m—1
2

Yoe ¥y. Allora T, é pseudomonotono rispetto ad ogni sottospazio V denso in Y,.

DIMOSTRAZIONE. — Indichiamo con T, e T, le applicazioni individuate, rispet-
tivamente, da 4 e da O, allora T,= T, -+ T,,. La dimostrazione della pseudo-
monotonia dell’operatore 7', ¢ analoga a quella del teorema 1. Inoltre T,, & com-
pletamente continuo anche per we WnLy(Q), cioé T,, ¢ definito su Y e continuo
rispetto alla topologia forte di Z su ogni sottoinsieme di ¥ limitato munito della
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o(Y, Z,) topologia. Questo segue banalmente dal teorema 4.15 di [11] e dal lemma 1.4
di [7]. Ne segue che T, & psendomonotono rispetto ad ogni sottospazio denso in ¥,
(efr. [11]).

OSSERVAZIONE 3. — Se le N, verificano la A,-condizione Pipotesi su w fatta nel
teorema precedente pud essere sostituita con we[] S(Ey,; 1/e) N WmLy(£2), dove ¢
& la costante che compare nella condizione (2.3") (vedi osservazione 1).

OSSERVAZIONE 4. — Se u; ¢ una rete limitata, contenuta in Y, u, - u, ¢(Y, Z,) e
T.u;—f in Z,, rispetto alla topologia forte, allora T,u ==7.

Se 2 é limitato e dotato della proprietd di cono, utilizzando la Proposizione (1.7)
si pud indebolire la condizione di monotonia, (2.4), per loperatore A.
Supponiamo ora che i coefficienti A, soddisfino la condizione (2.2) ed inoltre

(2.13) Esistano delle N-funzioni M ed N> M, No< M per |u|=m, N, << M, _|u
per m— q(M) < |x| < m, axe Bz (2) per |x|=m, ax€ Lz (2) per |a|<m, una
N-funzione P<< M, g.c O(R*™0) ¢ ¢,e RT tali che Yoe 2, VEe R™ con
componente £ in R’m-®0-1 gia:

se la|=m
A (m, &)|<g,(EY]a, NN Py
Ao D00t S NNl S PN
8@ Joo| <m

|Aa(w,f>|<ga(5°)[aa(w>ﬁm§ NPk + 5 NNk

m—e(M)<|B]<m

(2.14) DPer ogni xR, ne R, {, ['e Rew con &40
3 (As(@, &y n)— Aalw, &y M) &= ) >0

[5[=m
(2.15) Per ogni zeQ, ', " R*»
| 12 (Aalw, &, m) — ENEu— L) >+ oo

per [{]—+4 oo in Rs’m, uniformemente per # e {’ limitati.

TEOREMA 2.3. — Siano Qc R" un aperfo limitato con frontiera dotata della pro-
prieta di cono, A un operatore della forma (2.1) soddisfacente le condizioni (2.2), (2.13),
(2.14), (2.18), Y wn sottospazio di WnLy(Q), o(]] Ly_, [] Es,)-chiuso soddisfacente la
(2.12) ¢ we WnLy(2) tale che D*we §(Hy; 1/ey), per || = m dove ¢, é la costante ohe
compare nella (2.13). Sia T, Papplicazione da ‘

D(T,)= {ue¥: Au(é(u-+w)) € Lz , Yac N tale che |x|<m}
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in Z, definito da

o, Toluw)) =fl IZ Au(E(u + w)) Drvde  Vve Y,
» 3 <m

allora T, é sequenzialmente pseudomonotona rispetio ad ogni sottospazio V denso in Y,:

Ricordiamo che sequenzialmente pseudomonotona significa che la condizione ii)
della definizione 2 vale per successioni.

\

La dimostrazione & simile a quella del teorema 5.3 di [11].

OSSERVAZIONE 5. — Se le A, dipendono da ¢, sono continue rispetto a (£, ?) per
ogni x fissato e le condizioni (2.13), (2.14), (2.15) sono soddisfatte uniformemente
rispetto a ¢, allora A, definisce un’omotopia sequenzialmente pseudomonotona ri-
spetto ad ogni sottospazio V denso in Y.

Osserviamo infine che se w, €Y, u;,—>ucY, 6(Y, Z,), T,(u;) —>f€ Z, in norma al-
lora T'(u)=7.

I teoremi 2.1, 2.2, 2.3, uniti ai teoremi sugli operatori pseudomonotoni (vedi
GossEz [11] e [12]) permettono di enunciare vari teoremi di esistenza di soluzioni.

TEOREMA 2.4. — Siano 2 un aperto di R*, A un operatore della forma (2.1) soddi-
sfacente le condizioni (2.2), (2.3), (2.4), Y un sottospazio di W Ly(2), o(]] Ly, ] E5)-
chiuso verificante la (2.5), we WrEy (). Se per qualche ue Y, (T, (4), 4 — U) =+ oo
per ul] =+ oo, ue Y, allora Yf<Z, esiste almeno una soluzione apparienente ad Y
dell’ equazione A(uw -+ w)==f.

TEOREMA 2.5. — Se Q é un aperto limitato dotato della proprietd di cono e Uopera-
tore A definito dalla (2.1) verifica le condizioni (2.2), (2.3'), (2.4) oppure (2.2), (2.13),
(2.14), (2.15) Poperatore C definito dalla (2.9) verifica le condizioni (2.10), (2.11), Y ¢é
un sottospazio di WrLy(Q), o([] Ly,, |1 E;)-chiuso, soddisfacente lu condizione (2.12)
we WnEy(2), inoltre per qualche we Y (T ,(u), w—uy/|u] —+ oo per |u] - oo,
ueY,, allora per ogni f€ Z, esiste almeno una soluzione in Y di A(u-+ w)+ Clu +
+w)=1.

Questi teoremi sono un’immediata conseguenza dei teoremi 2.1, 2.2, 2.3 e del
teorema 3.1 di [11].

Analoghi enunciati si hanno sostituendo la condizione di coercitivith con la se-
guente: per qualche %€ Y, '

inf {Cu— @, To(w) |u]| =+ [ Ta(w)[} =+ oo
per |u] —-- co, ue D(T,) ed esiste h: R"— R* continua tale che
int {Cu— %, Tu(u))}> — b{|u])

weV sottospazio denso in Y, e ju] > R, B> 0 opportuno.
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Questo segue dai teoremi 2.1, 2.2, 2.3 e dal teorema 3.5 di [11].

TEOREMA 2.6. — Siano Q un aperio di R", A un operatore della forma (2.1) verifi-
cante le condizioni (2.2), (2.3), (2.4), we WnEu(Q) Y un sottospazio o([] Ly, T] Ez)-
chiuso soddisfacente le (2.5). Se Vf € Z, esistono un inforno U(f) in Z ed una costante K
tali che Yge U e per ogni soluzione appartenente ad Y dell’equazione A(u+tw)= g,
te[0,1] st abbia |u] <K, allora A(u-tw)={ ammette almeno una soluzione in ¥
per ogni t€[0,1] e per ogni feZ,.

DIMOSTRAZIONE. ~ L’applicazione 7, da:

[0, 11X D(Ty) = [0, 1] x {u e ¥: As(w, &(u + tw)) € Ly(Q2), Yac N tale che |a|<m},
in Z, definita da

oy Tow(w)y =) 3 Au((w +tw))Dovde  Yve¥,

laj<m

& un’omotopia pseudomonotona rispetto ad ogni sottospazio V- denso in ¥, la dimo-
strazione ¢ analoga a quella del teorema 2.1. Inoltre T,, ¢ monotona e 7, inter-
seca Z,, infatti T,(0)€ Z,. Per il corollario 1 di[12] si ha allora R(T,,) D Z, per

ogni te[0, 1].

TEOREMA 2.7. — Siano Qc R™ un aperto limitato dotaio della proprietd di cono, A
un operatore della forma (2.1) verificante le condizioni (2.2), (2.3'), (2.4), C un opera-
tore della forma (2.9) verificante le condizioni (2.10), (2.11), Y um sottospazio &i
W Lu(Q), o([1 Ly, 11 Es,)-chiuso verificante la (2.12), we WnExy(RQ). Se Vfe Z, esi-
stono un intorno U(f) in Z e una costante K >0 tali che per ogni soluzione ueY
di A(w+tw) +1C(u +tw) =g, t€[0,1), si abbia |u|<K, allora A(u+tw)4-10(u+
+itw) =1 ha almeno una soluzione w in Y, VfeZ, ¢ Yic[0,1].

8i dimostra come il teorema precedente: basta osservare che T, ¢ monotona e
R(T,) interseca Z,.

OSSERVAZIONE 6. — Se M verifica la A,-condizione globale e m2 < + oo nei
teoremi precedenti, (2.4), ..., (2.7), Vipotesi su w pud essere sostituita con la se-
guente: we Wrnly(02) e D*we F(Ey;1/c) per |xz|=m dove ¢ & la costante che com-
pare nelle (2.3), o (2.3'); se mQ= + oo, con we WnLy(2)N [] F(Exy; 1/0).

TEOREMA 2.7'. — Siano Qc R" un aperto limitato dotato delle proprietd di.cono, A
un operatore della forma (2.1) verificante le condizions (2.2), (2.13), (2.14), (2.15), C un
operatore della forma (2.9) verificante le condizioni (2.10), (2.11), ¥ wun sotiospazio
di WLy (), o([] Ly, [1Bx,)-chiuso soddisfacente la (2.12), we WnLy(LQ) tale che
Drwe §(Ey; 1]e,) per |a|= m, dove ¢, ¢ la costante che compare nella (2.13). Poniamo
inoltre A= A'+ A" con A’ monotona all’estermo di qualche sfera di Y,. Se Vfe Z,
esistono un intorno U(f) in Z ed una costanie K > 0 tali che per ogni soluzione ue Y
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dellequazione A'(u -+ tw) + tA" (u + tw) + Clu + tw) = ¢, t€ [0, 1], si abbia |u| < K, al-
lora A'(u - tw) -+-1tA" (w4 tw) + O(u -+ tw) = f ha almeno una soluzione in X per ogni
f€Z, e per ogni t<[0,1].

Rileviamo che 7, ,, & un’omotopia sequenzialmente pseudomonotona, 7', & mono-
tona all’esterno di qualche sfera e R(T,,) interseca Z,.

OSSERVAZIONE 7. — Se le condiz‘ioni'(2.4), (2.14) sono sostituite con

'S

z [Atx(wy E) — Aa(x’ 5’)](50,‘_' 5‘;) > O

lol<m

Yze 2 e V& E'e R™ con &£, allora lapplicazione T, & strettamente monotona e,
nelle ipotesi dei teoremi precedenti, la soluzione v ¥ di A(u -+ w) =7, fc Z, & unica.

Sino ad ora abbiamo considerato aperti £ c R* molto generali, ma naturalmente
perché abbia senso considerare un operatore B, definito sulla frontiera, I, di £ si
devono fare ipotesi di regolaritd su I'. Nel seguito considereremo problemi al bordo
« intermedi » e « misti» e supporremo I [limitata] dotata della C™'-regolariti uni-
forme [di clagse C™'] e, per m=1, I' dotata della proprietd di Lipschitz locale
forte. In tali ipotesi da ue WLy () segue yu € Wr=rLy(I") (Y= (Vo5 vy Y1)y Yt =
= 0*u/on*|;), (cfr. [21], Th. 2.2) e si possono applicare i teoremi di rilevamento
proposizione 2, lemma 1.2, Corollario 1.4, Corollario 1.6).

Es. - Sia
Au= 3 (— 1) Dap(Daw)
lol<m
con p: R— R non decrescente, continua, dispari, tale che p(-+ o0) = + co. Posto
1
M(t)= f p(r) dr le ipotesi (2.2), (2.3), (2.4) sono verificate. Supponiamo inoltre che £
0

abbia frontiera, I", dotata della C™'-regolaritd uniforme.
Consideriamo il problema di Dirichelet

AlQ)=F, [eWrEl(Q),
m—1

Bro=g, Bp= (Yo;.s¥Vmu)y JE H W10 L(I) .
i=0

- Come abbiamo gia ricordato in questo caso ¥ = Wy Ly(Q), Y= Wi Eu(2) inol-
tre Z e Z, possono essere identificati, rispettivamente, con W—mLy,(Q) e W-Eu(2) e
quindi se fe %, f= 3 (— 1) D=}, fue B5(2). Scelta ¢> 0 in modo che

lxl<m

[Htae<e, VeeN, |aj<m,
2
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consideriamo Pintorno di f in Z = W-m=L,() seguente

U(f):{h: (ha)€2: [H(2ho) dw<o+1, Ve Ve, |oc|<m}.
02

che contiene sicuramente l'intorno di f di raggio 1/6.

Determinata w e WnLy(Q) tale che Brw=g, ¢ questo & possibile per la propo-
sizione 2, vediamo che ogni possibile soluzione appartenente ad ¥ di A(w + fw) = h,
te[0,1], & limitata in Y se he U(f) e we [| F(Ey, 1) N W Ly(2).

Sia infatti # una tale soluzione, allora

pr(D“(u -+ tw)) D*v do :J‘z hoD*vdz, VvelX,
2 2

e, per la (2.5), anche YveY e quindi
[3 p(04(u+ tw) Do do = [ShaDeudo .
2 Q
Ne segue:
f{z M(D*u+ tw)) + ﬂ(p(])“(u -+ tw)))}dm :—.pr(D“(u + tw)) D*(u - tw) =
2 2

- f S {ha D + tw) — the D*w -+ tp( D 4 tw)) D*w} dos <
o .

per la diseguaglianza di Young,

< f S {M(2ha) + M (3 D*(u+ tw)) + tM (ha) + t M(D*w) +
2

+ 1M (p(D*u -+ tw))) + tM(D=w)} der

allora

33 (Do + tw)) do<2[[3 {H(2ha) + tM(Dew)} do
2 2]

e il secondo membro & limitato se we [| T(By, 1) N W Ly(8).
Ne segue che 7,}(U) & limitato in ¥.
Definiamo:

FWOB vy = {ve WLy inf [u— 2];o <7}

2EWkS By

e indichiamo con R: Wn—1-° L,(I") — W L,() V'operatore lineare limitato tale che
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B(Rg) =g ed osserviamo che se

ge T] W= Lu(I') O\ §(Wr=i= B (T'); 1/ | R])

=0

allora

w=Rge WLy ()N ] F(Bu;1).
5=0

Per il teorema 2.6 il problema di Dirichlet considerato ammette almeno una
m—1
soluzione Yge [] W0 By (I').
{i=0 (1)

Rileviamo che per la definizione di M(t), V>0, Ya> 0, M((1+ «) t) >fp(7:) dr>
t

> atp(t), inoltre M (t) = M(— ), ViR, quindi M(p(w)) <1/aM((1 + «)u)— M (u), Yo > 0;
ne segue: {u e Ly: p(u) € Lz} F(Hy; 1). Procedendo come nell’osservazione 1 si ot-
tiene che A(u -+ tw), t€ [0, 1] definisce un’omotopia pseudomonotons Yw e Wm L, (2) N

N ] F(Eu; 1) se M verifica 1a 4,-condizione globale [A,-condizione se mf2 < + oo].

Dal teorema 2.6, e dall’osserv&zione 6, segue che A(u -+ tw)=7F ha almeno una
soluzione in ¥, Vfe Z,, Ywe W L,(Q H (By; 1), Ve [0, 1], se J verifica la Ay
condizione globale e per M qualsmm se 02 ¢ hmlta‘ﬁo (cfr. Th. 2.7).

Se p & strettamente crescente allora la soluzione & unica.

Siano B, uno degli operatori considerati nel § 1, ¥ = {u e WmLy,(2): Bpu=0} e
Y, = YN W»E,(Q). Come abbiamo visto, se I' e la sua eventuale partizione sono
sufficientemente regolari ad M oppure M verificano la A,-condizione globale allora ¥
individua un sistema complementare, (Y, Y,; Z, Z,) in ([[ Lu, [] Ew; [[ Lz, T] Exa)-

In questi casi non ci si pud aspettare una semplice caratterizzazione di Yo= Z,
ma si vede facilmente che Vfe Z esiste (vi) €[] Ly tale che

(2.16) luy :f ]Z Druvsdr Yue¥,
x|<m
e

I} = n;in il Mz I, = {7? = (va) € [ [L5: <u, 1> =f > Druvadr  Vue Yo}.

lal<m

Se feZ,, sottospazio di Z formato dai funzionali lineari o([] By, HE’— -con-
tinui, allora esiste v= (va)€ =[] E5 tale che valga la (2.16) e |f] _mm HDHIIL_

I = {v = (va) €] [Bz: <uy > =f Z Deywsde  VYue Yo}.

|al<m

Fissata fe Z, indichiamo con (fx) l’elemento di I} avente norma minima, sce-
gliamo ¢> 0 in modo che fﬂ (3f) dz << ¢, allora un inforno di f in Z pud essere
Q2
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identificato con un sottoinsieme di

U= {h: (ho) € T Zz: [ F(2ha) dw<c+1} .
0 .

Se A & loperatore considerato precedentemente:

Au= 3 (—1)p(Du),

lof<m

per quanto visto, ogni soluzione appartenente ad Y di A(u+ tw) & limitata in ¥,
Yte[0,1] se we WmLy(Q2)N §(Ey; 1).

Utilizzando le proposizioni del § 1 siamo in grado di dare condizioni sufficienti
affinché i problemi al bordo Ag=f, B,g =g, dove B, & uno degli operatori del § 1,
abbia almeno una soluzione in Y. Consideriamo ad esempio ’operatore (1.3) ed il
corrispondente problema al bordo

(—Dllp(D*u) =f feZ

|al<m
(2.16") v, _

e |, =g, geWrn 1L (I} r=1,..,k<m
i1y wv, 4, interi compresi tra 0 ed m— 1. Sia I' dotata della (™'-regolaritd uni-
forme, il bordo di I sia una «superficie » su I" di classe 0" >* uniforme [localmente
lipschitziana se ¢,== 0, r=1, ..., k] ¢ w= Rg, R operatore di rilevamento conside-

rato nel corollario 1.4. Se M oppure M wverificamo la Ay-condizione globale [A, eon-
dizione se I' & limitata] ¢ g, F(W™ '~ Hy(I}); 1/|R|) il problema (2.16') ha al-

meno wuna soluzione, la soluzione & unica se p(f) & strettamente crescente. Analoghi
enunciati si hanno per gli altri operatori al bordo considerati nel § 1.

EseMpIo 2. — Sia

Au= 3 (—1)llp,(D=u)

|el<m
con p, monotone, non decrescenti, dispari, continue, tali c¢he pa(z)-— - co per
t
7>+ oco. Posto Ny(t) = f pa(7) dz supponiamo che esista una N-funzione M tale
0

che M < No< M,,_|, per m— q(M)< || <m, M < Ny per |u|<m— g(M). Se 2 & li-
mitato e la sua frontiera, I', & di classe O™ sono verificate le ipotesi del teorema 2.2,
con (= 0. Se B, & uno degli operatori considerati nel § 1 supponiamo inoltre che M
oppure M verifichino la A,-condizione e che I'eventuale partizione di I" sia suffi-
cientemente regolare. Procedendo come nell’esempio precedente si vede che se
we WnLy(R2) e D*we §(By, 1) per |a|= m, fissata fe Z, esiste un intorno U di f
in Z tale che Vhe U ogni eventuale soluzione, v, appartenente a ¥ di 4(u 4 tw)= b,
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t€[0,1] soddisfa alla limitazione |D*(u-tw)[, <cost e quindi |u--fw], < cost
dove abbiamo indicato al solito con (Y, Yy Z, Z,) il sistema complementare gene-
rato da ¥ = {ue W»Ly(2): Byu=0} in ([] Ly,, ] Ey; 11 Ls,, [1Es)-

Possiamo allora dare eondlzmm su g, analoghe a quelle v1ste nell’esempio pre-
cedente, che assicurano Pesistenza di una soluzione dei problemi di Dirichlet, « mi-
sti» e «intermedi» non omogenei. La soluzione & urnica se le p, sono strettamente
crescenti.

Sia che 4 & un operatore della forma (2.1) verificante le condizioni (2.2), (2.3),
(2.4) ed inoltre

(2.17) Esistono: bye Ly (2), be LY(2) e de R tali che per ogni 2 2 e £e R*™ sia:

S (Aa(@, &) — ba(w )5a>d S M(oks) + b(a)

lel<m [l <m

dove ¢ & la costante che compare nella (2.3).

Ripetendo le considerazioni precedenti si pud dimostrare il seguente corollario
che permette di dare condizioni sufficienti per Pesistenza di una soluzione di problemi
al bordo non omogene1

COROLLARIO 2.8. ~ Sia 2 un aperto di R*, A un operatore della forma (2.1) verifi-
cante le condizioni (2.2), (2.3), (2.4), (2.17), ¥ un sotiospazio di WnLy(2), o(]] L,
HE’I,)-chiuso verificante le (2.5), we W E, (). Allora per ogni e Z, esiste almeno
wna soluzione in Y dell’equazione A(u -+ w)=f.

Se M wverifica la Ay-condizione globale, oppure Q é limitato, ha la propriets di cono,
ed M ¢ una qualsiasi N-fumzione il teorema vale Ywe WrLy(Q) N §(Hy; 1/¢'), ¢ =
= max {¢, 2bs,, d-}, dove b e d sono le costanti che compaiono nelle (2.3) e (2.17).

Diamo ora condizioni sufficienti a garantire I’esistenza di soluzioni per problemi
al bordo non omogenei nel caso £ limitato.

Sia A un operatore della forma (2.1) soddisfacente le condizioni (2.2), (2.14),
(2.15) e, in luogo della (2.13),

(2.13") Esistano: due N-funzioni M e P, P<< M, funzioni ax€ By, due costanti
61, 6,€ R, tali che Voe Q e V&e R™ sia,

ge Joo| =
!A“ (x, & [ ax(2) 4 ¢ z ﬂ-lM(ozfﬂ) +6 2 P-—IM(%E&)
18l=m |Bl<m
se || <m
[Aa(@, &)| <as(@) -+ 6 2 M~ P(ey&s) + z M~ M(cy&5)

1Bl=m |8} <m
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inoltre supponiamo che:

(2.17") Esigtano funzioni b,e K5, be L', una costante d > 0, tali che:
M ? )

D [Aa(, &) — ba(@)1Ea>d Y M(c,Es) — b()

jal<m |8l<m

per ogni we Q2 e £ R™ (& sufficiente bye Ly, per |a| < m).

COROLLARIO 2.9. —~ Siano 2 un aperto limitato dotato della proprietd di cono, A un
operatore della forma (2.1) verificante le condizioni (2.2), (2.13%), (2.14), (2.15), (2.17"),
Y un sottospazio di WmILy(Q), o(]] Ly, HEN“)-chiuso verificante la (2.12), we
€ WnLy(2) tale che D*we F(Hy; 1/c), ¢ = max {¢;, 2¢, 8,4} dove ¢, ¢ d sono le costanti
che compaiono nelle (2.13') e (2.17'). Allora per ogni fe Z, esiste almeno una solu-
zione in Y dell’equazione A(u -+ w)=1. '

Per ogni ¢te[0,1] sia T, 'applicazione da
[0, 11X (T 0) = [0, 11X {w€ Y: Aa(w, &u+tw)) € Ly, Yae N, [a|<m}
in Z, definita da:

<ty Trw(u)> =| 3 {Au(é(w + tw)) — (1 — )b} Dovde  Voe ¥,

laj<m

dove b, sono le funzioni che compaiono nella (2.17').

Dall’osservazione 5 segue che T,, & un’omotopia sequenzialmente pseudomo-
notona rispetto ad ogni sottospazio denso in Y,. Vediamo che fissata ad arbitrio
f€Z, si possono determinare un intorno di f in Z, U(f), ed una costante k> 0 tali
che Vhe U(f), Vie[0,1] e per ogni soluzione di <(w, T,.(u)> = <{v, k), Yoe ¥, sia
|u]j<k. Come abbiamo osservato precedentemente, se feZ, si pud determinare
f= (fa)e [] Bz in modo ehe ||f| =z e 0= £ 1 > Deofy dw, Yoe Y, (e quindi

a|<m

YveY). Fissato A>max{1,1/c,, 4/d}, dove o, e d sono le costanti che compaiono
nella (2.13) e (2.17), scegliamo ¢> 0 in modo che fﬂ((lz—;-l)fa) dx < ¢, allora un
(2]

intorno di f in Z si pud identificare con un sottoinsieme di

U= {h: (ha)e]—[Lgl:fM(Azha)dw<c+l}.
Q

Se ueY e T,,(u)="h per qualche t<[0,1] si ha:

f 3 [An(E( -+ 1)) — (1 — £)ba) D0 d = f SheDwde, Voe¥
n ) Q2



144 GTULIANA PALMIERI: Sui problem:i ellitéici non lineari, ece.

da cui

2.18) [ 3 Au(E(u+10)) — boDou + t0) dwr = [ 3. {a Dat 4 t0) —
J ;

2
— tha D*w + [ As(E(u + tw)) — (1 — 8)ba] D%w + tha D*(u + tw)} do .

Per la (2.17') il primo membro ¢ maggiore di:

af 3 M{eDx(u+tw)) do—
02

e per la (2.13"), applicando la disugudglia,nza, di Young, si ottiene che il secondo
membro della (2.18) ¢ maggiorato da

costb —l—f > {2/3A M (e, DP(u + tw)) + 2/{AM(DP(u + tw)[A) } das
2

la costante include anche gli integrali di M(c, D?w) e M(2¢,/dD?w). Per la scelta di 4,
ne segue che [u#--#w| < cost. Inoltre, per la (2.17'), T,, ¢ monotona all’esterno di
qualche sfera di Y, sono percio soddisfatte tutte le ipotesi del teorema 2.7 (in questo
caso & A'= A— 3 (— 1)l Dep,).

Utilizzando le proposizioni enunciate nel § 1 ed il teorema 2.7 di [21] otfeniamo,
ad esempio: se Poperatore A soddisfa le ipotesi del teorema precedente il problema
al bordo di Dirichlet:

Alg) =1 , | eW™Eu(Q)

ar(p — m—1—1,0
iy g.€W Ey(I')

ha almeno una soluzione.
Se M oppure M verifica la A,-condizione, 8 & una « superficie » di classe O™ !
che divide 1" in due sottoinsiemi I}, I, il problema al bordo:

Alp) =f y €4
aif.e qg
onfre |5

=G0, e=1,2, g,,€ Wr—1=me0F,(I,),

i, compresi tra 0 ed m— 1, yr.g, 1+ r,gs 26 W* 7" By (I) 86 i, 1= s 5, dove yp, &
la funzione caratteristica di I',, ammette almeno una soluzione. Analoghi enun-
ciati si ottengono chiaramente per gli altri operatori B, precedentemente consi-
derati. Osserviamo che se si studiano problemi omogenei, basta che la superficie §
sia localmente lipschitziana, inoltre nella (2.17') la costante ¢, pud essere sostituita

eon una qualsiasi costante positiva.
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Se Q ha 'uniforme proprietd di cono oppure & limitato ed ha la proprietd di cono
8i possono indebolire le condizioni (2.17) e (2.17') utilizzando le seguenti disugua-
glianze: valide per ogni intero j tale che 0<j<m, VAi>0 e Yue WnLu(Q):

(2.19) > fM(ZD“u(m))dm<f{ > M(AKDBu(z)) + M(ZKu(w))}dw
lol=i 1Bl=m
2 2

(2.20) 2 HD“MIIM,Q<EI’ME 1D w0 + K]0,

o] =3 =m

con K = K(m, Q), dimostrate in [22].
Nel cago Q illimitato supponiamo che i coefficienti A, verifichino le condizioni
(2.2), (2.4) ed inoltre:

(2.21) Bsistano: una N-funzione M, ac Hy(f), b, ce R tali che per ogni we £,
EeR™ ed acN", |xj<m

|4a(, §)|<alz)+ ?ﬁg M~ M(ck) + b~ M (cky) .

(2.22) Esistano: bse Eg(Q), be L(Q), de R™ tali che per ogni ze 2 e EcR*™ sia

S [Aa(@, &) — ba(@)]éa> d{I 3 Mok + M(et)} -+ (o)

lo|<m

dove ¢ é la costante che compare nella (2.21).

COROLLARIO 2.10. — Siano Q2 un aperto dotato dell’uniforme proprietd di cono, A un
operatore della forma (2.1) verificante le condizioni (2.2), (2.4), (2.21), (2.22), Y un
sottospazio di WmLy(Q), o ([] Lu, HE;{)-chiuso verificante la (2.5), we WnE,(Q).
Allora per ogni fe Z,, esiste in Y almeno una soluzione dell’equazione A(u -+ w)==f.
8¢ M wverifica la Ay-condizione globale il risuliato continua « valere per ogni
we W Ly(2) N [ §(By; 1/e,), ¢,= max (¢, 3s,,b/d), dove ¢ e d sono le costanti che
compaiono nella (2.22).

Mediante questo corollario si possono dare, ad esempio, condizioni sufficienti per
Pesistenza di una soluzione di un problema al bordo non omogeneo, ammissibile,
per Poperatore:

Au= (— 1) ¥ D*p(D*u) -+ p(u)

|} =m

con p: R—R continua, dispari, monotona non decrescente, tale che p(t) -+ oo

per t— -+ oo. In questo caso non & chiaramente verificata la condizione (2.17) del
corollario 2.8.

DiMOSTRAZIONE. — Procedendo come nella dimostrazione del corollario prece-
dente ed utilizzando la (2.19) si vede che Yfe Z, esiste un intorno U(f) in Z tale

10 - Annali di Malematica
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N

che se u & soluzione di A(u - fw)=h per qualeche he U(f) e per qualche t&[0, 1]
allora

Hu—i—tw”M—{!— [2 | D*(u -+ tw) |1 < cost .

Per la (2.20) ne segue che |u - tw],<cost e, per il teorema 2.6, si ottiene la tesi.
Nel caso & limitato, dotato della proprietd di cono, si possono indebolire le ipo-
tesi (2.4) e (2.21): supporiamo in questo caso che A sia un operatore della forma
(2.1) verificante le condizioni (2.2), (2.14), (2.15), (2.22) ed inoltre:
(2.23) Esistano: asc Ez(2), ¢;, ¢, R*, una N-funzione P<< M tali che per ogni
xe 2, Ee R™ sia:

per |o|=m

[Aa(z, &)|<as(z)+ 0 z M—IM(O&T) + e z M_lp(czfﬁ) + c1JW"1-ZH(0§0)

8] =m RS
per |x|<m

[Aa(, &)| < ax(®) + ¢ z M_I-P(czéﬁ) -+ 01M~1M(050)

|Bl<m

dove ¢ ed M sono la costante e la N-funzione che compaiono nella (2.22).

COROLLARIO 2.11. — Siano Q un aperto di R limitato ¢ dotato della proprietd di
cono, A un operatore della forma (2.1) verificante le. condizioni (2.2), (2.14), (2.15),
(2.22), (2.23), Y un sottospazio di WnLy(Q), o(]] Lu, [] Ex)-chiuso ¢ verificante la
(2.5), we WmLy(2) tale che D*w e §(Hy; 1/e;), per |a| = m, ¢;= max {¢, 6¢,s,,/d}. Al-
lora per ogni fe Z, esiste in Y almeno una soluzione dell’equazione A(u--w)=f.
(¢, 1, @ sono le costanti che compaiono nelle (2.22) e (2.23)).

Y

La dimostrazione & analoga a quella dei corollari precedenti.
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