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S u m m a r y .  - We study boundary value problems in variational form for nonlinear elliptic 
operators in the case the nonlinearity is not of polynomial type. We give some examples of 
applications of abstract theorems ]or homogeneous problems obtained by other authors (e.g. 
Donaldson, Gossez) to homogeneous (~ intermediate ~) and (~ mixed ~ problems. ~urthermore we 
prove some existence theorems for non homogeneous problems. 

I n t r o d u z i o n e .  

In  questo lavoro ci occuperemo di problemi M bordo, in forma v~riazionale, per 
operatori  del t ipo:  

A u =  ~, (--  1)I~'D~A~,(x, u, ..., V'~u) 
Ir 

definiti su un  aperto $2 di R ~, con coefficienti crescenti (~ rapidamente  ~) o (~ lenta- 
mente  ,~ r ispet to ad u ed alle sue dcriva~e. 

Problemi  di qnesto t ipo sono stati  studiati  per la prima volta da )I. I. VISlK 
in [23], [24], [25], utilizzando il metodo di Faedo-GMerkin e spazi di Orlicz, se i coef- 
ftcienti A~ non crcscono come una potenza. Successivamente vari  autori  hanno stu- 
diato tMi problemi utilizzando le teorie degli operatori  m o n o t o n i e  pseudomono- 
toni. Per  il caso A~ di tipo polinomiMe, almeno per [~l = m, citiamo i lavori d! 
F. E.  BI~OWl)EIr [2], [3], [4], [5], d i g .  ~ERAY e g. I~. LIo~s  [19] e di P. HESS [15]. 
Se le funzioni A~ non hsnno il compor tamento  di un polinomio, caso che conside- 
reremo in quests  notu, sembra nsturMc studisre tall  problemi in spszi di Orlicz- 
Sobolev, W'~JL~(Y2), do~-e M ~ una N-funzione (o una k-upla di 2f-funzioni) dipen- 
dente  dM compor tamento  delle A~. 

Le maggiori difficolt~ si incontrano se le A~ crescono (~ rapidamente  ~) o (( lenta- 
mente  ~: in r casi lo spazio W~L~(Y2) in cui il problems risulta appropr ia tamente  
formulato non ~ n~ sepsrsbile n6 riflessivo. Inol t re  se le A~ crescono pifl velocemente 
di ogni potenza  ] 'spplicazione corrispondente all 'operatore A non ~ ovunqne deft- 

(*) Entrata in Redazione i l  28 novembre  1979. 
(**) Lavoro eseguito nell'ambito del G.N.A.F.A. del C.N.R. 
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ni ts  ed il sac dominic non 6 chiuso risl0et~o alla topologia debole. Se lc A~ crescono 
lentamente,  ed in genere se la funzione COml01ementare ad M, .M, non verifica ]e 
A,-condizione, non sembrano cone~etamente apl01icabiii teoremi in eui si faccia l'ipo- 
tesi che l'apl)licazione corrispondente ad A s i a  eoercitiva. T . K .  D o ~ D s o ~  ha 
dimos~rato, in [7], teorcmi di esistenza per loroblemi al bordo omogenei, validi anche 
nel caso A~ creseenti <~ ral0idamente ~>, estendendo la teoria degli opera%ori mono- 
toni nell 'ambito di sloazi complementayi, SUlOponendo che l'applicazione corrispon- 
dente all 'operatore A s i a  coercitiva e ehe _~ verifichi la A2-condizione. 0ib implica 
che M eresca pi~ velocemente di qualche potenza (cir. [16], [20]), testa percib escluso 
il caso A~ crescenti << lcn~amentc ~> ad esempio come un logaritmo. 

I1 metodo di monotonia viene u~ilizzato anche nei lavori di G. P. GossEz [10], 
G. P. Gossv.z e P. HEss [14] e di A. l ~ o ~ E s  [9]; rileviamo che negli ult imi due 
lavori ci~ati i coml0ortamenti all'infinito delle A~ non sono legati tra di loro e quindi 
W'~5~(~2) ~ anisotropo. 

Successivamente G. P. GOSSEZ ha es~eso, in modo astrat to,  la teoria degli ol0e- 
ratori  pscttdomono~oni nell 'ambito di spazi complemcntari  e cib gli ha permesso 
di dimostra~e teoremi di esistenza per loroblemi al bordo omogenei validi sia nel 
easo A~ erescenti <~ ~aloidamente ~>, sia nel caso A~ crescenti <, lentamente ~>. L'ipotesi 
di coerci~ivit~ viene inoltrc sostittdta con condizioni che sono verificate, in casi con- 
ereti~ anche se M non soddisfa lc A,-eondizione (cfr. [11], [12], [13]). 

Nei lavori ci~ati o si considerano problemi di Dirichlet e di Iqeumann omogenci o 
si dimostra l'esistenza di una soluzione ~ ~ Y c W"Lu(~2) dell'equazione 

A u = / ,  / e Z  

sotto l'ipotesi che Iz c Z formino una coppia di spazi complementari,  poncndo, natu- 
ralmente, adeguate eondizioni su A ed 1. Quindi se B r ~ un opcratore definito sulla 
frontiera, / ' ,  di ~2 e Y = {v e W~L~(~2): Brv ~- 0} si ha l'esistenza di una soluzione 
per il problema 

A u - ~ / ,  B r u - ~ 0  , ] e Z  

purch~ :Y individui una coppia complementare, l~ileviamo che da un 10unto di vista 
as t ra t to  sono complctamente caratterizzati i sottospazi Y di W~L~(~2) ai quali si 
pub associare Z in modo che Y e Z formino una COl0pia complementa~e (cfr. [8] c [11]). 

Cib l~ort~ alla seguente definizionc: il probleraa al bordo A U = / ,  Brqz-~ 0 si dice 
ammisvibile s e  

: r  = {v e W ' ~ 2 b ( 9 )  : Brv = 0} 

individua una coppia complementare. 
Per i problemi di Dirichlet e di Iqeumann I z ~ uguale, r ispett ivamcnte,  a 

W~JSu(D) e W~/~M(~) che, sotto condizioni abbast~nza generali, individu~no un~ 
coppia complement~rc. 
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Un altro esempio di problema al bordo ammissibile, dato da IV[. T. I~ACI~OIX 
in [18] ~ il seguente: A u =  ], Ulr.= O, A di ordinc due, F c F  con T' e F', sufficien- 
t emente  regolari ed ~ limitato, nell ' ipotesi rcs t r i t t iva  che M(t)= Itl~M~(t), p >  1 
dove M~ ~ una ~V-funzione. 

Non sono noti,  a quanto mi risulta, altri esempi di problemi al bordo ammissibili. 
~e l  w 1, awa l endoc i  dei teoremi di tr~ccia e di r i levamento dimostrat i  in una 

nora precedente  (cfr. [21]) vedrcmo che sono ammissibili problemi al bordo (( inter- 
medi ,) e (~ misti  ,), sotto ipotesi di regolarit~ di T' e della sua eventuale partizionc, 
purch~ o M oppure M verifichi la A~-condizione, ipotesi in gcnere verificata nei casi 
concret i . /~el lo stesso paragrafo d~remo inoltre teorcmi di r i levamento per gli opera- 
tori, Br,  corrispondenti  a tali  problcmi. 

Nel w 2 dimostreremo teoremi di esistcnza di 
non omogenei, problemi sino ad ora t r a t t a t i  solo 

soluzioni per problemi al bordo 
nel caso A~ di tipo polinomiale. 

Tali teoremi  si possono ~pplicare, ad escmpio, al problema 

= g ~ ,  O < i ~ < m - - 1 ,  (--1)I~ID~p(D~u) = ], ~n ~ r, l~]<m 

1 < r < k < m, /'1 c I', F~ sottoinsieme d i / "  con bordo sufficientemente regolare, con p 
continua,  monoton~ crescente, dispari~ tale che p(t)--~ ~ per t--~ + ~ ,  c, posto 

t 

M(t) ~ fp(s )  ds, o M o .M verifichi la A~-condizione (tale ipotesi non ~ neeessaria per 
o 

il problema di Dirichlet). Funzioni  p ehe soddisfano le ipotesi sopra det te  sono~ ad 
esempio 

- -  t e  . sign t log ( l  + lt]), I t l , - 2 1 o g ( l +  ] t ] ) + l §  ( p > l ) ,  

Per  comodit~ del let torc r iport iamo alcunc definizioni che useremo in scguito. 
Per  definizioni e propriet~ degli spazi di Orlicz-Sobolev r inviamo ai testi  di 1~. A. 
ADAMS [1], ~ .  A. KI~AS:NOSELSKII e YA. B. Rv~IcI~II [16], A. KUFNE~, O. JOHN 
e S. FU~IK [17]. 

DEFINIZlONE 1. -- Due spazi di Banach Y e Z in dualits si dicono eomplementari 
se esistono due sottospazi chiusi :Y0c Y e Zoc Z tall che ]7 o = Z e Z o = :Y. In  tal  
caso si dice anchc che (Y, Yo; Z, Zo) ~ un sistema eomplementare. 

Se M~ sono •-fnnzioni ed 2 ~  le N-funzioni complementari ,  allora gli spazi 
k k 

un sistema complementare.  

PI~OPOSlZlONE 1 (cfr. [7], [11]). - Se #2 c R ~ ~ un aperto dota to  della propriet~ 
del segmento, W'~Z~(~) e W~'ZM(~) gencrano un sistem~ eomplementare in (l-[ L - ,  



120 G ~ N A  P •  S~i problemi ell#tici q~on ~ineari, eee. 

l~icordiamo che i] sistema complementare generato da W~LM(~), definito come 
]a a ( r I z ~ ,  ]-~E~) chiusura di ~(s 6 (W~L~,WoE~;  W-%5~,W-~E~) dove 
W~/~(s 6 la chiusur~ di ~D(s in W~L~(s 

[a]~<m 

DEFINIZIONn 2. -- Sia (~g, Xo; Z, Zo) un sistema coml~lemen~are e V u n  sotto- 
spazio denso di ~go; Un'applicazione T: ~g-~ 2 ~ si dica pseudomonotona r ispetto a V se 

i) T g finitamente cons da V in 2 ~, Z munito della g(Z, V) topologia 
(cio6 Ty g u n  insieme non vuoto~ (~(Z~ V)-comI)atto e connesso i~ Z per ogni y ~ V 
e T 6 semicontinua suloeriormente su ogni sottoinsieme finito dimensionale di V~ 
rispetto alla a(Z, V) topologia). 

ii) Per  ogni ~ete (y~, z~) tale che z ~  Ty~, y ~  V, y~ l imitata, y~-~y ~ ~g nella 
g([g, Zo) toloologia (clog nella tol~ologia debole di [g), z~-~ z ~ Z per la g(Z~ V) ~oI)o- 
logia di Z e lim<y~, z~>< <y, z), risulti z~ Ty e <y~ z~>--~ <y, z). 

DE~m~iz~o~n 3. - Sia (3(, ](0, Z, Zo) un sistema complementare.  Una famiglia 
ad un 10arametro di oIoeratori T,: [0, 1]74 I7-->2" 6 det ta  omotopia pseudomonotona 
risloetto a V, sottosl~azio denso in Iro~ se 

i) 1'~ g finitamente continua da [0, 1] • V in 2 ~, con Z munito della a(Z, V) 
topologia; 

ii) l~er ogni rete (t~, y~, z~) tale che zi~ T~,y~, t~-+t e y~e V limitata, y~ a(Y, Zo) 
convergente ad y~  ~,z~ a(Z, V) convergente a z ~ Z  e lim<y~,z~><<y,z> risulti 
z e T~ y e <y~, z~> -~ <y, z>. 

Pe~" lo studio di tall operatori si veda [11]. 
Siano D u n  aPerto di R ~ con frontiera, F, dotata  della Ioroloriet~ di Lipschitz 

locale forte (vedi [1]), esistono allora an  ricoprimento aloerto {Us} di F~ ed uaa  
successione di trasformazioni~ {q)~}, lipschitziane con ]e ]oro inverse (con costante 
di Lipschitz indipendentemente da j),  tall che 

t j ( U j ) :  {x~R~:  Ix i l<l ,  i : 1 ,  ..., n} 

r  I x d < l ,  i = l , . . . , n - 1 , 0 < x ~ < l } .  

Poniamo x =  (x', x~) e Q = q) j (u jnF) -=  {x'~R~-l: ]x~] < 1, i = 1, ..., n,-- 1}. 
Sia {co,.} una partizione dell 'unit~ corrispondente al ricoprimento seelto, si definisce: 

Q 

con la norma di Luxemburg  naturale e analogamente si definisee E~(_P). 
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DEFINIZIO~S 4. -- P0St0 A = {(x, y) ~ 9 X f 2 :  Ix-- y] < 1}, 

u ( x ) -  u(y) 
(d~u)(x, y) -- i x _ y p _  ~ 

chiamiamo 

WZ~,~L~(r2) = {u e WkL~(f2)/u ~ N", 

= k ,  o: M(X((~D~,u)(x, y ) ) t x _ y l ~ _ ~ <  + c~ 
A 

e analogamente definiamo Wk'~EM(Q). 
Se D ha frontiera, /~ dotata  della Ck-m-regolaritg uniforme, si definiscono, in 

mode ovvio: gli spazi Wk"ZM(F) e W k ' ~ ( I " ) .  Per lo studio di r sloazi si ~eda [21]. 
l~iportiamo una loroposizione che utilizzeremo frequentemente.  

PI~0POSIZIONE 2 (err. [21], Th. I I I  e 2.7). - Sia #2 un aperto con /rontiera [limi- 
tara], F, dotata della C~'~-regolaritd uniforme [di classe Ck'~]. Se 2~ verifica la zJ2-con- 
dizione globale [A~-eondizione] allora l'applieazione ~: 

~u  
7 ( u ) = ( T o U , . . . , y ~ u ) ,  y ~ u = - ~ n  v 

k--1 

de/inisce un isomor/ismo ed omeomor/ismo tra WkiLM(~)/W~oLM(~ ) e YI Wk-z-'%L~(F)" 
r=O 

Inoltre per qualsiasi N-]unzione M esiste un operatore lineare e limitato 

k--1 

R: ]-[ w~-~-.o.~,(r)-~. WkL.(9), 
~=0 

k - - 1  

tale chese g e I~ Wk-I-"~ allora y(ttg)-= g. 
r = 0  

Tali risultati continuano a valere con EM in luogo di .LM. 

Rileviamo che ~ s tate  un~ esempio di funzione appartenente a W1.LM(t?) la cui 
traceia non appartiene a W~176 (cfr. [20]). 

w 1. - Come abbiamo aceennato nell 'introduzione, per assieurare che il problema 

(1.1) Au  = ] , Bru  =- g 

ammet t a  soluzione, si deve supporre ehe lo spazio Y =  {us  W~L~(~):  B r u =  O} 
individui una eoppia eomplementare. Pifi preeisamente: se la forma semilineare 

(1.2) fl ~. A4x, u, ..., V~u)D~vdx 
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definisee un'applieazione, non lineare, T: I:[ Z~,--> I-[ Ly, (dove ~ sono N-funzioni), 
posto I7o = Iz n 1-[ E ~ ,  

~/ e Z devono formate una coppia complementare. Condizione necessaria e suffi- 
ciente affinch6 cib sia vero 6 che Y sia a ( y [ z ~ ,  I-[E~)-ehiuso ed uguale Mle 

~(I] ~ . ,  1-[~)-ehius.~a di ro (e~. IS], [11]); risulta Zo= [ I ~ o / r k .  
Tali condizioni sono verificate dagli spazi W~Su(J2) e W~Z~(J2) se ~ ha la pro- 

priet~ del segmento e ~---- M, Ya, oppure N~ soddisfano a condizioni pifi generali 
ehe preciseremo in seguito. In  tali  easi i problemi di ~ e u m a n n  e di Diriehlet sono 
ammissibili. 

In  questo paragrafo daremo condizioni suffieienti affinchb problemi al bordo 
(~ intermedi >> e (~ misti )> siano ammissibili, vedremo inoltre sotto quali ipotesi l 'equa- 
zione B r u :  g ammet te  so]uzioni in W~LM(I-2), con B r operatore corrispondente ad 
uno dei problemi menzionati. Consideriamo inizialmente il caso _ ~ :  M per ogni :r 

T ~ o l ~ t ~  1.1. - Siano fJ u~ aperto di R ~ eon /rontiera, F, [limitata] dotata della 
C~'~-regolaritd uni]orme [di classe C ~'~] ed M una N-]unzione. Se M oppure M verifiea 
la A~-eondizione globale, [ z~-eondizione], lo spazio Y ]ormato dalle ]unzioni u ~ W'~Z~(~) 
tali ehe 

(1.2)' B r u  = 0: Br ~ (Bo~ ...~ B~)~ B~u = ~n~--- 7 , 

i , ,  ..., i~ interi eompresi tra 0 ed m - -  1, b a(l-I L~, 1-[ E~) chiuso, inoltre Y ~ uguale 

DIlVIOSTRAZIONE. -- Se M ~ una qualsiasi N-funzione e F 6 dotata  della C'~-l'l-re - 
golarit~ uniforme si vede, con una semlolice generalizzazione del teorema provato 
da G. P. GossEz nel w 3 di [13], che l'applicazione traccia 6 continua da W~Z~(~2) 
in W~-IZM(F), munit i  delle rispettive a (y  I z~ ,  YI E~) topologie. Ne segue che Y 6 
a(]-[ L~, ]-I E l )  chiuso. Se M verifiea le A~-condizione globale W~Z~(/2) = W~EM(~) 
quindi :Yo~- 2- e la tesi ~ provata. Se / '  6 limitata, M soddisfa le A~-condizione, 
ma m f 2 ~  ~-0r allora non 6 pifl detto che W'~E~(~) coineida con W~LM(D). In 
questo caso consideriamo un ricoprimento aperto di F, {Uj), formato da insiemi 

N 

limitati,  un aperto U0c~2 tale che d(Uo, F ) >  0 e U u j ~  ed una con'ispondente 
5 = 0  

9artizione dell 'unit~ su Q, {o~). La funzione qh=  ~ o~ju ha supporto limitato, per- 
5=1 

eib appartiene a W%EM(~) inoltre q~-- ul = o~ou E W~L~(f2), quindi si pub determi- 
nare una successione, {u~), di funzioni appurtenenti  a ~ (~ )  e a(l- I Z~, 1-[ Z~) con- 
vergen~ ~d ~0~ (ar. [111, ~h. 1.3). ~a ~.eees~io.e {~, + ~,} ~i~.lta ~([I Z~, y[ zz)- 
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convergente ad u ed ~ formata  da elementi di Y0, dato che u~ + u~e W'~EM(g2) e 

Br(u 1 + u~) = Bru.  
Sltpponiamo ora che M, ma non M, verifichi la A2-condizione globule, resta da 

provare ehe Yo e a(]-[ L~, YI z~)  denso in Y. Per  la proposizione 2, s e u  ~ W'~I~M(O) 
m--1 

allora 7u e I]  Wm-~-~'~ Sia R l 'operatore r i levamento costruito nel teorema 2.7 
/ = 0  

di [21]; poniamo R(yu)----u; u e X e u - - ~ e  W~LM(O). Ma ff)((2) ~ a ( I ] L ~ ,  YI L~) 
deliso in W~ZM(~Q) percib se riuseiamo u costruire una successione {~} formats  du 
elementi di I7o e a( l -  [ L~, l-[ L~) convergente ad ~ la tesi ~ provata.  

Siano {Uj} un ricoprimento di F, {wj} ulia partizione dell 'unit~ su F, di classe C ~, al- 
lora, per costruziolie, ~----- ~ v~, dove vj sono Iunzioni di W,~I,,(O)tali che supp v s c  U~- 

e ~ , v j=  7,u.oJj, quilidi vie Y. 
Fissati  ad arbitri0 e > 0  ed ] =  (/~)1~1<~ ]- IZ~,  si pub determinare h in modo 

' ~ > / h + l  " 

sgJ i ~ > h + l  
D--Br 

h 

Chiaramente ~ v~ e IT basra percib approssimare, nel modo voluto, le funzioni vj, 
5 = 1  

aventi  supporto compat to  contenuto in U~ n ~ .  Utilizzalido carte locali c la costru- 
zionc delle s vj ei si r iporta al problema seguelite: siano Q -~ (x'e R"-z: ]x~] < 1, 
i =  1, ..., n -  1 } =  r c~ r ) ,  ~ =  {xe  ~ - :  ]x~] < 1 -  x~ ~ = 1, ..., n -  ~, o < x , <  1} 

~ - -  1 

w =  (Wo, ...~ w.~_~)el-Iw'~-~-~'~ t~le che sup w c c Q  e w i - ~ o  per r - ~ l ,  ..., k. 
/ = 0  

Posto ] =/~(wo,  ..., w~_~), dove R ~ il r i levamento di w in P costrui*o nel lemma 2.5 
di [21] (D~,] i~= w~) si deve determili~re una successione {]~}, ~(]-I 3~ ,  l-[ L~)-con- 
vergente ad f, / ~  WmEM(P) e tMi che D~,~" f~I~---- 0, r = 1, ... , k .  

Colisideriamo una successione di fulizioni regolarizzanti, {9,}, % e  ff)(R'~-~), % >  0, 
supp 9~ C B~/~,J, ~ dx = 1 e le corrispondenti  successioni 

w~(y') 9,(x'--  y') dy ' ,  i ----- 0, ..., m - -  1 W~,s(X ~) 
.R~,-  x 

Se 1/8< ~(snppw, ~Q), wi,s~ ~(Q) quindi anehe a W'~-~-~'~ lie segue che 
R(w0.~, ..., wm_~,~)= ]~e W~E~(_P) inoltre w~,,8= D~ ]~Ia= O, r =  1, ..., k, Vs. 

Vediamo che, per s - - > +  c~, /~ converge a (y  I L~,  I I  35~)) ad ]. 
l~icordiamo che: 

~(w0, ..., w~_l)= Ro~o + Rl(wl-  D~.(Ro~o)IQ)+ 

+ R~[~- DL(~o~o)lo- DI.RI(~I-- Do.(Ro~o)lo)[o~ +-.. 

cd an~loga espressione ha R(Wo,s, ...7 wm_l.~). 
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Studiamo inizialmente RoWe e RoWo,~, dove 

tr xn) = j q~(z')Wo(X' + X n ~  ~) dz' , 

[z'l<~ 

con ~0E it)(R*-~), ~ > 0 ,  supp q)cB~ e j _ ~ ( x ' )  d x ' =  1. Q ~ l imitato percib L~(Q) c 

cZ~(Q) allora wo,~-->wo in Z~, ne segue che D~RoWo,~-+D~RoWo q.o. in P per Ifl[<~m 
e, D~Rowo,~[o-+D~Rowol ~ in ZI(Q) per i =  0, ..., m - 1 .  

Inol t re  si pub determinate  ~ > 0, indipendente da s, in mode ehe ]e funzioni 
M(),D~RoWo,,(x)), per 0 < 2 ~ < ~  e Ifl]<m, siano maggiorate da una funzione 
di L~(P). 

Na s e / ~ - + /  q.o. in D e per qualche 2 M(2/,)<~g~f~ ~ allora / eZ~u(zQ) ed/~-->/,  
a(L~, ~ )  (cfr. lomma 1.4 di [11]). 

Siamo pcrcib sieuri che 

Posto 

W1= w 1 -  D~X~oWo[ Q e wl , s~  wl, s -  , 

! l 
per qu~nto visto precedentemente,  w ~ , ~ w ~  in L~(Q) e procedendo come per /~o 
si h~ che 

! ! 

e D~Rl(Wl,s)~ ' IQ--> D ~. Rlw,[ ~'  in/51(Q)per i = 1, ... m -  1 e, per costruzione, Rlwl,~IQ-=' 
o. 

l~ipetendo 1o stesso ragionamento per R~, ..., R,~_~ ot teniamo R(wo,~, ..., w~_~,~)-+ 

R(Wo, .. . ,  1-I 
IJa dimostr~zione ~ cosl completat~. 

N.B. - L' ipotesi  Ia t ta  su M serve solo a garantire che 

m--1  

ru ~ I-[ W'~-~-"~ (F). 

LEiVI~IA 1.2. - Se ~2 ha ]rontiera dotata della C m'l regolarit5 uniforme, B r ~ l'opera- 
tore considerate nel teorema preeedente, g,~ W~t~--l--ir'O~M(I~), r ~ 1, . . . ,  k ,  allora esiste 

k 

una tras]ormazione lineare e continua 1~ : ]-I W~-I-i'~ --> W*~Z~( ~2) tale ehe, posto 
r = l  

-R(gl, ..., g,) ~ q~, si abbia B~u-= g,, r-= 1, ..., k. 
Analogo risultato con EM in luogo di -bM. 
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Dn~0ST~AZX0~E. -- Siano j l ,  ..., j , ~  gli in~eri coml~resi t ra  0 ed m - - 1  e diversi 
da i~, r---- 1, ..., k. Per  la l~roposizione 2 si pub determinate  nan funzione u e W~Z~(9)  

F ~is ~ F u*" -----Bru=g~, r = l ~  k e - -  = 0  s = l , . . . , m - - k .  
3n~ ..., 3n ~, 

l~e segue 1~ ~esi. 
P r ima  di considerate il caso di condizioni ~1 bordo assegnato su uno o pifl sot- 

toinsiemi di F introdueiamo alcune definizioni. Supponiamo che F sin dota ta  della 
C~'~-rego]arir uniforme [di classe C ~'~ se ~ ]imitata] con k >  0, k e N. In  r ipoCesi 
(cir. [1]) esis~ono un  ricol0rimenr aloer~o (U~} di F e d  unu successione di Crasfor- 
mazioni, {~5~}, di classe C ~'~ con ]e loro inverse, dosage di derivar siao all 'ordine k 
equilimita~e e con la costan~e di IApschitz corrispondentc alle derivate di ordine k 
indipenden~e dai j ,  Sali che: 

e 

r = {xe ~ :  Ix~[ < ~ ,  i =  ~, ..., ~} 

r  ~ )  = {xean: Ix~l< x, i = x ,  ..., ~ -  ~, 0 < x ~ < ~ } .  

Poniamo Q : q~j(U~, n F )  = {x ~ R~-x: lx,I < 1, i :  1, . . . ,  ~ -  1}. 
Diciamo c h e l a  <( superfieie ~> ad n - -  2 dimensioni con~enuta in F, individuata da 

]: R'-~-->F, ~ localmente lipschitziana se, de%o re ropera to re  di resSrizione ad Uj~ 
r162 rio ] ha immagine, in Q, localmente lipschitziana. Si possono cio5 4eterminare 
un r icoprimento dell~immagine di ~bjo rio ], in R ~-~, e dei sistemi di r iferimento in 
modo che essa sin individuata  da x._x=]r ..., x._~)con ]j lipschitziana. Se s ipub 
determinate  uaa  costante di Lipschitz indipende~te da j diremo che la sapcrficie 
dota~a della proprietd di Iipschitz locale uni/orme. Queste definizioni ha~no senso 
perch~ non dipcndono dal ricoprimenr scelto e le qir per l'ipo~esi fa~ta su F~ 
hanno costan~e di Lipschitz i~dipendenr da j.  Analogo sigaifica~o daremo alle 
espressio~i: di classe C ~'~, di classe C~'~-uni]orme per h e N ,  h<~k. 

T]~O~E~_ 1.3. - Supponiamo che M ed • veri]ichino le 
sia F1 un sottoinsieme di F~ aperto in F ed avente /rontiera 
II sottospazio 3~ di W%SM([2) ]ormato dalle ]unzioni, u, tall the 

Br. u = 0 ; Br ,  = (B~I, , B~I) , B~l u ~" u I (1.3) 
~bir FI 

i , . . . , i~  i~te~i co~p~e~ t~a 0 ed m - - l ;  ~ "(1-[~, 1-I ~)-chi~o,  

ipotesi del teorema 1.1; 
localmente lipschitziana. 

inoltre 

D]:h~0STI~AZIONE. -- Si red% come nel teorema 1.1, che, se F1 g u a  qualsiasi aperto 
in F, :Y ~ a(l-- [ Z~, YI Js~) chiuso, per qualsiasi M. Se M verifiea la A~-condizioae 
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la dimosr si eoml01e$a come nel Th. 1. Se 2~ verific~ 1~ A,-condizione globMe e 
ques*o non b veto per M, si deve provare ehe Yo ~ a (y [  L~,  YI z~) denso in Y. 

Indichiamo, come nel teorem~ 1.1, con {Uj} uI1 ricoprimen~o di F a {cb~} una 
corrisponden*e partizione dell 'unit4 su F. l ,a  dimos*razione si diseosta da quella 
del ~eorema 1.1 solo quando si considerano i rilevamen*i di yuocor con j ~ale che 
supp (7u.co~) n F ~ #  0 e supp @u.co~.) c~ (F \F~)  # O. In  ques*o case, sempre utiliz- 
zando le notazioni del teorema 1.1, Q risulta suddiviso in due sottoinsiemi Qz, Q,, 
con Q, corrispondente ad  U~ (3/"1. Si deve approssimare, a(1- [ Z~, I-[ Z~) il rileva- 
men*o, ], in P, di (wo, ..., w,~_~)= w e YI W'~-~-~'~ *ale the supp w c c Q  e wJo  = 0 
per r - - 1 ,  ..., k, con una successione di funzioni, /, ,  appartenenti  a Wm-E~(P) e 
soddisfacenr le segueati eondizioni: 

(1.4:) D ~ : / A , =  o p e r  r =  ~, . . . ,  ~ . 

Per l'ipocesi fa t t a  su /"1, esistono un ricoprimento finite {Vk} di ~ Q I n Q =  F e 
vettori  yk non nulli tali  c h e s e  x ' e  V~ (3 Q~ n supp w allor~ x ' +  ty~ ~ Q~ per t e ]0, 1[. 
Per semplieit~ supponiamo che esis~a un re%ore che goda di questa prol0riet~ per 
ogni x ' e Q ~ n  suppw. 

Poniamo w~,t(x')= w , (x '+  ty) e w , =  (wo,~, ..., w~_~,,); si vede faeilmente che 
I]w~,,]l~_~_,,0< []w~l]~_~_~,o se t <  d(suppw,  ~Q)/]Yl, ~llora t~wt=/~e  W~ZM(P) e, per 

! 
cos~ruzione D r ~ L , -  0, r = 1, k con Q~ 3Q~, Q' ~,nt~, - ..., ~ aven~e per fron~iera /7 + ty = _Ft. 

Iaoltre wi, ~ ~ W i in Z~(Q) per t -~  0 e i----- O, ..., m- -  i ,  M- _.v /v,  

�9 lore, proseguendo come nella dimostmzione del teorema 1 
si ot~iene che/~-~f  a (M z~ ,  YI z~).  ]~ sufficiente, pereib, 
determinate una  successione di funzioni ] ~  W~EM(P), 
soddisfacenr le (1.4) e a (y  I ~5~, 1-I z~)  convergenti ad ],. 

l~egolarizziamo, ~ramir funzioni 9~e D(R~-~), supp 9~ c 
cB~z~, le traece w~,~ di ], su Q. Se 1/s < min {d (SUlOpW~, 
~Q), d(/7~,/7~)}, allora, per i = 0, ..., m -- 1, w~,~. ~0~: 

Q = w~,~.~ hunno supporto contenu~o in Q iaoltre se w~]o, --- 0 

2r segue che le funzioni ]~ = R(w~,A e W~EM(P) e soddisfano le condizioni (1.4). 
In f i , e  da~L~ dimostrazione del teorema 1 segue ehe / , -+ / ,  e(I- [ L~, I-[ Z~). 

C0~OLT,AI~IO 1.4. -- Siano Q q*n aperto con ]rontiera dotata della Cm'l-regolarit(~ 
~ni/orme, F l c  I ~, I"1 aperto in I ~ ed avente ]rontiera di classe C ~-1'1 uni]orme, Brl l'ope- 
ratore considerate nel teorema preeedente, g,~ W'~-I-*'~ r = 1, ...,/~. 

k 

A llora esiste ~na tras]ormazione lineare e continua R: [I  W~-I-~"~ I~M( F~) -+ W~ LM( ~)  

tale ehe, posto R(g~, ..., gk)= ~ si abbia B~,u----g,, r =  1, ..., k. Analogo risultato si 
ha con EM in luogo di -5M. 

DI~0STI~AZIONE. -- Per le ipotesi fa t te  sul bordo di /" ed il teorema di esten- 
sione I I  di [21], 9ossiamo prolungare g, su tu t to  F con funzioni~ Eg,, ~ppartenenti  
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W~-~-~"~ e tal l  che Eg,(x') ~- g~(x') se x 'eF~:  Siano j~, ...,j~_~r gli interi  com- 
presi  t r~ 0 ed m - -  1 e diversi da  i,, r ~  1, ..., k. Per  la proposizione 2 si pub de- 
t e rmina te  u e W~.SM(~2) ~ale 

?~ u-~- Eg~ ~ r~- 1~ ...~ k~ ? ~ e : O ~  s ~ - l ~ . . . ~ m - - l ~ .  

~ e  segue la tesi. 

CO:~OLLXl~IO 1.5. - Se ~ ed M veri/ieano le ipotesi del teorema 1, S ~ una ~( super- 
]ieie >> ad n - - 2  dimensioni eontenuta in F, loealmente lipsehitziana, ehe divide F in 
due sottoinsiemi Fx~ F~ (disgiunti ed aperti in F)~ allora il sottospazio ~ di W'~IM(Y2) 
]ormato dalle ]unzioni, u, tali ehe 

(1.5) Br, u = O , Br. = (B~,, ..., B~:) , 

i~.~ . . . , i~, ,  interi compresi tra 0 ed m - - l ,  

B ~ u  = 8nr I r. e = 1, 2 

1-I e 

DIMOSTRiZIO~E. -- Za  dimostrazione ~ simile ~ quella del t eo rema 3. Sia u la 
funzione, 4i :g, da appross imare ,  U j n F ~ # O  e U j n F 2 # O ;  passando a car te  lo- 

call, Q r isul ta  suddiviso in due soStoinsiemi Q~ e Q2 avent i  una  pa r te  di bordo in co- 
mune,  /7, localmente  lil)schitziano. I nd i ca t a  con w la Crasformata di ?u.o~j suppo- 
niamo, per  semplicit~, che esistano due ve~tori y~ ed y~ tall  che se x ' r  s u p p w  

allora x ' + t y ~ Q ~  per t ~ ] 0 ,  1[, se x ' ~ Q ~ n  suppw,  x ' + t y ~ Q ~  per  t~]o,  1[. 
Se condizione necessaria affinch~ v sia la r  di una  funzione appar te -  

nente  ad  Y ed aven te  suppor to  contenuto  in U~ ~ D~v la ,=  O, si costruiscono le 
regolarizzate di w~(x '§  w~,t ment r e  se deve essere D ~ v l ~ =  0 si costruiscono 
le regolarizzate di w~(x'+ty~). Se D~u[~ non deve soddisfare a nessuna condizione 
si costruiscono, ad  esempio, le regolarizzate di w~: Siano F, . I=  F + ty,, F~.~= F + ty= 
con t see]to in modo ehe 0 < t < min  {1, d (supp w, 8Q)/]y~l, d (supp w, aQ)/lY~I} allora 
suppw~.tccQ, e =  1, 2~ i =  o~ ..., m -  1~ 

---  I]w, 

e w~,t-->w~ in I~(Q). La  dimostrazione si comple ta  come nel t eo rema  1.3. 

COI~OLLilCIO 1.6. -- Siano ~ un aperto con /rontiera dotata della C"l-regolarit5 
uniforme, S una (( super/icie >~ n - -  2 dimensionale eontenuta in F di elasse Cm-l'l-uni - 
]orme, ehe divide F in due sottoinsiemi FI, 1"2, Br, , e ~- 1, 2 gli operatori de]initi ~el 
eorollario preeedente. 

Sia W lo spazio ]ormato daUe gr,~e Wm-I-~"*'~ e = 1, 2, r -~ 1, ..., k~, tall ehe 
se i~,1= i,,~ allora g~,lZr,~ g~,2gr, e Wm-l -~ ' " '~  )~z', ]unzione earatteristica di F~, 
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allots esiste una tras]ormazione lineare e continua R: W--~ W~ZM(Y2) tale che~ posto 
tt(gl.1, ..., gk~.~) ---- u, si abbia B~ u---- g~,e. 

Analogo risultato vale con EM in luogo di LM. 

La dimostrszione ~ sostanziulmente uguule s quells del corollsrio 1.4. 

O S S E R V A Z I 0 ~ E .  - -  I1 corollsrio 1.5 pub essere esteso sl caso di operatori  B r del 
t ipo (1.5) sssegnsti  su p, p ~> 3 7 sottoinsiemi di I1, sper t i  in I", svent i  f ront iers  local- 
monte lipschitzisn% purch~ la suddivisione di F e le condizioni sl bordo carstteriz- 

zanti  :g sisno tali  ehe il sottoinsieme _P ~ di F su eui 
~, - de,To essere ~u/~n~[r,= 0 sis s f ront iers  loeslmente 

lipsehitzisna. 
Q~ Per  l ' ipotesi fu t t s  sulls suddivisione di F l 'ul t ima con- 

dizione ~ sicuramente verif icsts  se p = 3 oppure so u n a  
medesima der ivs ta  normale dove annullsrsi  neeessaris- 
monte solo su sot%oinsiemi avent i  t r s  loro dis tsnzs  

Q positiva. 
Ls  dimostrazione g simile a quells del corollario 1.5. 
I l lustriamo con un  esempio un  caso eritieo. Suppo- 

nismo ehe eondizione neeesssria sffineh5 u n s  funzion% v, sis Is t ras formsta  di uns  
funzione sppar tenente  ad :Y ed sven te  supporto compat to  in un sper to  U~ del ri- 
coprimento di F~ sis che 

D~ Vlo~oo ---- 0 (vedi disegno) 

e w sis la ~rasformats di ?u.eo~, u e  Y funzione ds approssimsre. 
In  questo esso non si possono determin~re un r icoprimento {VT~} di (8QxL) 8Qs) (~ 

(~suppw e d e i v e t t o r i  non nulli y~ tsl i  che se x ' e ( Q ~ u Q s ) n  V~ allora ~ '+ ty~e  
eQ~uQs per t e ] O , l [ .  Percib s% w~[o , .~#0  e suppw~ non ha distsnza posi t ivs ds  
Q~w Qa non sismo in grsdo di costruire delle funzioni regolarizzate di w~, svent i  
supporto eonr in Q~uQ~. 

Se p g l imi ts t s  si pub enunciate l 'snalogo del coroll~rio 1.6 purehg le frontiere 
di F~ e F s sisno di classe C ~-~'~ e se i~,e= is, ~ allots 

g,.,~g+ + g~,~ g~e wm-i"'-~'~ U Fi) . 

Basts  osservsre ehe se y~ (y~u = (Ou~/On~)lr) risults  assegnsta in due o pifi 
sottoinsiemi, apert i  in F,  svent i  ~rontiere 10rive di punt i  comuni si pub costruire uns  
funzione sppsr tenen te  a W~-~-"~ estensione delle funzioni sssegnate. In fs t t i  
restensione di una  funzione Slopartenente s W~'~ A sperto di R ~, si pub 
sempre eostruire in modo che sis nulls  in R r \ A ~ ,  A ~ =  { x e R ~ :  d(x, A ) <  (~} .Bssta  
seegliere ~ minore dells pifi piceols t ra  le distanze degli sper t i  in questione e consi- 
dersre ls somma delle estensioni eos~ruite. Se t9 non 6 l imits to bisogna al lots  sup- 
porre che, se y~ risulta sssegnata in due o pifi apert i  di F disgiunti, ls loro distsnza 
si mantengs  positivs. 
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Sino ad ora abbiamo d~to esempi di operatori al bordo ammissibili se la (1.1) 

defmisce un'applicazione T: I-I J5~-~ 1-I ~ -  
t)rim~ di esaminare  il c~so generale richiamiamo un teorema di immersione do- 

vuto a T. D o ~ D S O ~  e N. T~VI)I~GE~ (cfr. [8]) e precisiamo il significato di alcuni 
simboli che utilizzeremo. 

Siano B1 e B2 due N-funzioni, si scribe: BI-~B2 se esistono K > 0  e t o > 0  tall 
che B~(t) <B~(Kt), Vt > to; B~-~-( B~ se Ve > 0, B~(t)/B~(et) --> 0 per t -~> -]- c~. 

Se B~-,(B~ e B2-~B~ allora B~ e B~ si dicono equivalenti. 
Da B~..<B~[-~.<] segue /~  N/~[>'>-] .  

1 

Sia Co una N-funzione e sia fr ~ (esiste sempre una funzione 
0 §  

equivalente a Co the  soddisfa questa ipotesi), se fvo~(t)/t~+~l~dt= + ~ deflniamo 

una  nuova N-funzione ponendo r162 Per ricorrenza si defini- 
o 

scono ~ ,  C~, .... Indichiamo con q(Co), < n ,  il primo intero tale the 

-t-oo 

1 

PI~Ol)OS~Z~O~E 1.7 (cfr. [8]). - Siano D u n  aperto limitato di R ~ con ]rontiera dotata 

della proprietd di cono, Co una ~-]unzione ed u e  W'~Lvo(~2). Se m - - q ( C o ) < I ~ t < m  
allora _D~u~Zc~_,~, e l'immersione ~ continua, inoltre se C* ~ una N'-/unzione e 
C*~.~ C~_I~ I allora D~u ~ Ec.  e l'immersione ~ compatta. Se l~] < m - -  q( Co), D~u ~ C(~) 

e t'immersione ~ "compatta. ln f ine  se u ~ W ~ E c ~  D~u~Ec~_~ se m--q(Co)<[o~[<m. 
§  

l~icordiamo che, se fCo~(t)/t ~+11~ dt = -~ co allor~ Co-~< C~ (cfr. [11], lemma 4.14). 
1 

TE01~EYIA 1.8. -- Siano dati: 

i) Un aperto limitato, ~2, di R ~ con ]rontiera, F, di elasse C~'~; 

ii) M, N -  (~-]unzioni) ed M ~, ~ (  M~_ [~I se m -- q(M) <~ IotI < m,le supponiamo 
the M o M verifichi la A~-condizione; 

iii) una partizione di 1" in insiemi disgiunti, aperti in I ~, F~, i =  1, ..., p con 
]rontiera localmente lipschitziana; 

iv) gli operatori (1.5) e = l ,  . . . , p ;  

inoltre se p > 3 

~) F~ e Br, siano tall che il sottoinsieme 1~ ~ di 1" su eui deve essere ~'uf~n~lr,= O, 
r =  O~ ..., m - - ] ,  sia a ]rontiera localmente lipschitziana. Allora il sotto- 

spazio ~ di W~ZM(~) ]ormato dalle ]unzioni, u, tali the Br~u -~ O, i = 1, ..., p, 

a ( I - I ~ o ,  l - I ~ o )  ehiuso e ~ o =  r n I ] ~ o =  r n W ~ ( ~ )  ~ ~(1- I~o,  
I-I de.so in r .  

9 - A n n a l i  d i  M a t e m a t i c a  
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La dimostrazione ~ una semplice generalizzazione del corollario 1.5. Osserviamo 
ehe ripotesi  fa t ta  su M, sulla frontiera degli aperti  in F , / '~  e la v) servono solo per 
dimostrare ehe XZo ~ a (y  I z ~ ,  YI z ~ )  denso in Y. Analoga osservazione si pub fare 
per il eorollario 1.6. 

w 2 .  - Consideriamo ora problemi al bordo non omogenei~ in forma variazionale, 
per operatori A della forma (2.1) 

A u  = y .  ( - -  ~)I~I.D~A~(x, u, ... ,  Vo'u). 

Se l'applicazione, non lineare, generata da A ha dominio contenuto in W~ZM(/2), 
per risolvere il problema 

si devono determinare w e  W~I,M(~) ed uE Y----{veW~/~(/2):  B r v =  O} tali ehe 
Brw = g ed A(u + w) = ]; si deve eio~ trovare una soluzione u ~ Y di Adu) = ]~ 
c o n  

A~(u) = A(u A- w),  w fissato in W~L~(~) .  

Vediamo ehe, sotto opportune ipotesi sui coefficienti A~, l~operatore A1 definisce 
un~applicazione pseudomonotona tra una eoppia di spazi complementari.  

Indichiamo con s m (risp. s~) il numero delle derivate rispetto ad x di ordine ~< m 
(risp. d~ordine ~ m) e identifichiamo R 8~ con il campo di m-getti; quindi se 
4=  {~: ~ e N  ~, I ~ l < m } e R  s~ ed u b funzione derivabile, ~ ( u ) :  {D~u: : t e n  n, ]a]<m}. 
Analogamente se $ = {~:  a e N  ~, I~l = m } z R  ~'~ ed ~ = { ~ :  ~ e N ' ,  I~ I < m } e R  ~-~ , 
~(u) ed V(u) denoterann% rispett ivamente,  le derivate di u di praline massimo e quelle 
di ordine inferiore. 

9"(J~; r) denota l'insieme della U eLM aventi  distanze (secondo la norma di Or- 
liez) da E~ minore di r. l~ieordiamo che ff(EM; 1)C s (err. [16], pag. 82). 

Sia ~ c R  ~ aperto, supponiamo che i coeffieienU A~ dell~operatore (2.1) verifi- 
chino le seguenti condizioni: 

(2.2) 

(2.3) 

Condizione di Carath~odory: ogni A~(x, ~) sia una funzione definita i.n ~ X R s~ 
a valori reali continua rispetto a ~ per ogni x e /2  fissato e misurabile ri- 
spetto a x per ogni ~ ~ R sm fissato. 

Esistano: una N-funzione M, a(x)e E , ,  b, e e R  + tall  ehe, 

se tal<m, xet2, ~RS~: 

IA~(x, ~)l<~ a(x) -4- b Z M-~(m(e~)) �9 
l~l<m 
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(2.4) Per ogni xes e per ogni ~, ~ ' eR~:  

y. (A~(x, ~)-- A~(x, ~')) (~-- ~ ' )>0.  

zione che compare nella condizione (2.3), tale che 

(~.5) Y = ~  1~ Z~)-chiusura di Yo, 

Yo= Y(~ W~E~(/2). In t~li ipotesi, come ubbiamo ricordato nel w 1, :Y genera un 
sistema complementare, (Y, Yo; Z, Zo), in (l-IZ~, I-[E~; y I z ~ ,  1-[E~). 

TEOI~F_~_ 2.1. - Siano A un operatore della ]orma (2.1) soddisfacente le eondizioni 
(2.2), (2.3), (2A), w e W~EM(/2), Y un sottospazio di W~/~M(/2), o,(H L~, l~ E~)-chiuso, 
soddisfaeente ta (2.5). 

Z'operatore T ,  da 

D(Tw) ---- {u 6 Y: a~(~(u § w)) ~ L~(~), W e N '~, tale ehe ]~] <m) 

in Z, de]inito da 

;v, T.(u)} = ~  ~ A~(~:(~ §  

D 

Vve Yo 

pse~domonotono rispetto ad ogni sottospazio V dense in Yo. 

D]~0S~AZIO~E. - Per le ipotesi (2.2) e (2.3) l'applicazionc: z :  (z~)l~l<~-~ 
-~ (A~(z))t~i< ~ manda ~ E~ in 1-[ Z~ ed ~ finitamente continua in 1~ Z~ reunite 
della a(1-[ / ~ ,  1-[ E , )  topologia (cfr. [11]). Quindi ogni sottospazio V dense 
in :Yo ~ concenuto in D(T~o) e T~ ~ finitamente continue da V in Z reunite dcllu 
a(Z, V) topologia. 

Sin u, una rete contenuta in V, ]imitatu, a(Y, Zo) convergente ad u e Y, tale 
che T~(u,)--~]eZ, a(Z, V) (cio~ nellu (r(Z, V) topologia), inoltre 

(2.6) lim sup (u~, T~(u~))< (u, ]~ . 

Dimostriamo che q~ e D(T~), T,~(u) -~ / e <u~, Tw(u~)> --> <u,/> passando, se neces- 
sari% ad una sottorete. Dslla condizione (2.4) segue che per ogni z----- (z~)l~l< ~ e 1-[ EM 

(2.7) f A4 (u, § w))(z=-- D:w) dx< 

z2 12 
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il primo i~tegrale che compare a secondo membro ~ limitar per le ipotesi ~r  
su u~ e z, il secondo integ~ale ~on dipende da i, quindi ogni A~(~(u~ + w)) ~ limitar 
in ~5~(t9). ~ e  segue che A~(~(u~ + w)) ~ h~e Z~, (~(.5~, E~) (passando even~ualmente 
~d una sottorete) percib la forma lineare f e Z pub essere identificata con (ha) e l-I ~5~ 
in~atti 

(v, ]) -~ f ~ h~D~v dx , Vv e V ,  
~9 

ma V ~ denso in :fro e :Yo ~ ~r(I-[ 2~,  I I  E~) denso in 17, quindi la relazione prece- 
denCe vale Vy ~ :Y. 

Se ze l - I  ~ ha supporr eompa~to in ~ ,  per la (2.3), A~(z)eE~(~)inolr 
a(rI :L~, l-I E~) induce a(Y, Z~) su :g, allora passando M limite nellu (2.7) si ottiene: 

(2.8) f~(h~--A~(z)) (D~(u-~qz)_z~)dx~O,  VzeyI .L  ~ 
D 

a supporto eompatto in ~ ,  ne segue (oft. [7], 1emma 1.3 e [11], lemma 4.5) 

A~(D:(u+w))=h~ per I~l<~- 

Detta X~ la funzione earatteristic~ di Y2k: {xe Y2: [xi<~k, ID:(u~ - w)i<k}, e po- 
sto z~:D~(u-~w)z~,  dMla (2.7) segue, Vk 

> f ~  [A~(~(u + w) Z~) -- A~(0I][D~(~ + ~) -- ~ ( u  + w)Z~] a~ + 
$2 

+ f ~  A~(Ol{2)~(u + w) - D~(u + ~1 z~) ax + 

quindi passando M limite per k-->-~ c~ 

> ] 5  A~(~(~ + w)) 1 )~  dx 
Q 

Da questa diseguaglianza e dalla (2.6) segue ehe 

lira <u,, r~(u,)> = <u, 1>. 

OSS]~VAZIO~E 1. - I~'ipotesi w E W'~EM(Y2) si pub indebolire se M verifica la 
A~-condizione. Infatti  ~ possibile dimostrare che se D~'w ~ ~(EM; t/v) per ]~1 < m, dove v 

la eostante ehe compare nella (2.3)7 T .  ~ finitamente continua da 1-[ E~ in I ]  L ~  
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munito della a ( ~ L ~ ,  [ IE~)  topologia. Inoltre se M verifica le A,-condizione 

e dalla (2.7), riscritta nella forma seguente: 

Y2 9 

segue 

f ~_, (h~-- A~(z @ ~(w))(D~u - z~,) dx>O . 

Utilizzando questa relazione in luogo dell~ (2.8) si perviene all~ tesi. 
Coneludendo: se M verifica le A~-eondizione globule, l 'ipotesi su w nel teorem~ 2.1 

pub essere sostituita con w e  l-[ ff(EM; 1/c)~ W"ZM(/2). Se poi /2 6 limitato ed h~ 
la propriet~ di cono, basr che D:w~r 1/c) per ]~[= m perch6 per 1~ propo- 
sizione 1.7, se [~[ ~ m, D'w ~ EM. 

0SSE~V• 2. -- Dalla dimostrazione del teorema precedente segue che se u~ 6 
una rete l imitata di Y, u~--~u, (~(Y, Zo) e L'wU,---~/ in Zo munito  della topologia 
forte~ allora T~(u )=  ]. /~ileviamo inoRre che T~ 6 monotono e Iortemente quasi 
l imitato in Yo rispe%o a qualsiasi elemento, ~, di Yo, dato che D(T~)DB~(~, Yo), 
V ~ O ,  V ~  Yo, con B~(~, Yo) sfera in Yo di centro ~ e raggio s. 

l~icordiamo che un'applicazione S: Y-+2 z si dice fortemente quasi limit~t,~ su 
V c Y  risloet~o a y ~ V  se Vc~, c ~ O  esiste k(cl, c2)~O tale che se z ~ S ( y ) , y ~ V ,  
][zH<v~ , (y ,~ ,z}<~c~ allora ][zlI~k(v~,c~ ). Un'~pplicazione monotona S: Y--~2z 6 
quasi l imitata in V rispetto ad ~ e V s e i l  suo dominio eontiene B,(y, V) per qualche 
s > 0 (err. ]3~OWDE~-ttESS [5]). 

Se /2 6 limitato e dotato della propriets di cono vale la proposizione 1.7, allora 
l 'ipotesi (2.3) su A pub essere indeb01ita e si pub aggiungere uu operatore di ordine 
inferiore. 

La  condizione (2.3) sui coeffieienti dell 'operatore (2.1) pub essere sostituita dalla 
seguente 

(2.3') Esistano: una N-funzione M, delle hr-funzioni N ~ N M  soddisfacenti 
7 ~ (  M~_I~ I per m--  q(M) < ]a] < m, a~ E E~=(/2), g~e C(R~T~-'), b, e ~ R +, tall che per 
x ~ ~ ,  ~ e R 8~, con componente ~q in R ~ . . . . .  : 

[A~,(x, ~)l<a(x) @ gc,(~q) @ b X N-~N~(C~) �9 

(se Io~l<m'q(M)  l 'ipotesi su a~ pub essere sostituita con a ~ Z ~ ( ~ ) ) .  
Consideriamo i l  seguente operatore di ordine inferiore 

(2.9) C(u) = ~ ( -  1)l~19~G(x, u, ..., W~-lu) 
b,l<m-1 
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e SUpl~oniamo ehe i coeffieienti Cr verifichino le seguenti condizioni: 

(2.10) 

(2.~) 

Ogni (7~(x, ~) verifiehi le ipotesi di Carath~odory in D •  '~-'. 

Esistono delle hr-funzioni Pv soddisfaeenti ~v-~-~M~_lv I per m - - q ( M ) <  
g,e(7(R ) , e e R  +, tali ehe Vxe~2 e V~eR ~=-', 

con componente ~ in R *~-'-', sia: 

se m--  q(M)<[yl<m--  1 

se  [r[ < m -  q ( M )  - -  

l(Tgx, ~)l <ggV~)[d(x) + Z ~ ( ~ ) ]  �9 
m-q<lal<m-~ 

Siano M ed ~Y~ le ~Y-funzioni che compaiono nella condizione (2.3'), Y un sotto- 
spazio di W~Z~(Y2), a (y  I Z~=, l~/~=)-chiuso talc ehe 

(2.12) Y = a(l-[/~=, ]-I JS~=) Chiusura di Yo, 

dove Yo= lz(3 I ~ E ~ = :  Y(3 W'~E~=(~2), ed (:Y, I7o; Z, Zo) il sistema eomplementare 
ge.e  to da r in 1-[Z o, yIE ~ 

Vale allora il seguente 

TEOlCE~_~ 2.2. - Sia~o ~2 c R '~ un aperto limitato dotato della propriet4 di cono~ A 
un operatore della/orma (2.1) soddisfaeente le eondizioni (2.2)~ (2.3t)~ (2.4) e (7 un, o.pe- 
ratore della forma (2.9) soddis]acente le eondizioni (2.10), (2.11), :Y un sottospazio 
o ( ~  Z~=, I~ E~=)-eh?uso per eui vale la (2.12) e w ~ WmEM(~2). Sia T~ l'applieazione da 

D(T,) = {ue I7: A~(~(u§ W e N  ~ tale ehe ]~l<m} 

in Z, de]inito da 

[~[<m--1 
9 

~y(V(u § w))D~v}dx 

Vv ~ Yo. A~lora T~ ~ pseudomonotono rispetto ad ogni sottospazio V denso in Yo. 

Dn~OST~AZIO~E. - Indichiamo con T~,~ e T~,~ le applicazioni individuate~ rispet- 
tivamente, da A e da C, allora .T~-~ Tl,w- ~ T2,w. ~Aa dimostrazione della pseudo- 
monotonia dell'operatore TI,~ ~ analoga a quella del t eoren~ 1. Inoltre T~,, ~ eom- 
pletamente eontinuo anehe per w ~ W'~Lu(D), eio~ T~,~ ~ definito su Y e continuo 
rispetto alla topologia forte di Z su ogni sottoinsieme di Y limitato munito della 



G~UL~A~A P.~L3~_E~T: Sui problemi ellittiei non lineari, eee. 135 

a( Y, Zo) topologia. Questo segue banalmente dal teorema 4.15 di [11] e dal lemma 1.4 
di [7]. Ne segue ehe T~ ~ pseudomonotono rispetto ad ogai sottospazio denso in Yo 

(eft. [~3). 

OSSElCVAZZONE 3. -- Se ]e N~ verificano la zJ~-condizione ]'ipotesi su w fa t ta  nel 
teorema precedente pub essere sosti~ui~ con w e  I ]  9"(E~,; 1/e)t3 W ~ . ~ ( ~ ) ,  dove c 

la eostan~e che compare nella condizione (2.3') (vedi osservazione 1). 

OSSV,~VAZZO~E 4. -- Se u~ ~ un~ rete l imi t~a ,  congenuta in ~7, u~ --> u, (~(Y, Zo) e 
T,~u~--~] in Zo, rispetto ~lla r forte, allora Twu-=/.  

Se /2  ~ limitato e dotato della proprietg di cono, utilizzando la 1)roposizione (1.7) 
si pub indebolire la condizione di monotonia, (2.4), per l 'operatore A. 

Supponiamo ora che i coefficienti A~ soddisfino la condizione (2.2) ed inoltre 

(2.13) :Esistano delle N-funzioni M ed N~ >-M, N~-< M per ]a] ~ m, N ~ - ~ (  M~_I~ t 
per m -- q(M)<-< ]o~] < m, a~, e E ~ ( ~ )  per [~1 ---- m, a~ e ~5~(~) per I~[ < m, un~ 
N-funzione P - ~ M ,  g~G(R~m-~(m-~), e, e ~ R  + ~ali che V x ~ ,  V ~ R  ~ con 
componente ~ in R ~'-~-~, si~: 

(2.~) 

(2.~5) 

se I~l = m 

se I~ l<m 

l[J] =ca m - q ( M ) < I f l  [ < m  

Per ogai x e ~ ,  ~TeR '~-', ~, ~'eR",~ con ~ee~' 

Z (A~(x, ~, ~ ) -  A~(x, ;', ,7))(~--  ~'~) > o .  

Per ogai x ~ 2 ,  ~', ~"eR"2 

I~I=~ 

per l~]-+ q-c~ in R ~'~, uniformemente per ~ e ~' limitati. 

Tv.o~E:~.~ 2.3. - Siano [2 c R ~ un aperto limitato con ]~vntiera dotata della pro- 
prieth di cono, A ~n operatore della ]orma (2.1) soddis]acente le condizioni (2.2), (2.13), 
(2.14), (2.15), X z un sottospazio di W'~JSM(~), a(1-[ JS~, 1-I E~)-chiuso soddis]aeente la 
(2.12) e w e W'~JSM(/2) tale che D~w ~ $(E. ;  1/e~), per ]:e I : m dove Cl ~ la costante ehe 
compare nella (2.13). Sia T~ l'applicazione da 
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in Z, de]inito da 

Vv~ Yo 

allor a T~ ~ seq~enzialmente pseudomonotona rispetto ad ogni sottospazio V denso in Yo. 

l~icordi~mo che sequenzialmente pseudomonotona significa che la condizione ii) 
della defmizione 2 vale per successioni. 

La dimostrazione ~ simile a quella del teorema 5.3 di [11]. 

OSSEnVAZlO~E 5. -- Se le A~ dipendono da t, sono continue risloetto a (~, t) per 
ogni x fissato e le condizioni (2.13), (2.14), (2.15) sono soddisfatte uniformemente 
rispetto a t, allora A t definisce un 'omotopia  sequenzialmente pseudomonotona ri- 
spetto ad ogni sottospazio V denso in Y0. 

Osserviamo infine che s e u ,  e Y, u~--> u e Y,  (;( Y,  Zo), T,(u~)-~ / e Zo in norma al- 
lora T(u) = / .  

I teoremi 2.1, 2.2, 2.3, uniti  ai teoremi sugli ol0eratori 10seudomonotoni (vedi 
GossEz [11] e [12]) permettono di emmciare vari teoremi di esistenza di soluzioni. 

TEO~E~A 2.4. -- ,.~iano Q un aperto di R ~, A u n  operatore della forma (2.1) soddi- 
s]acente le eondizioni (2.2), (2.3), (2.4), ~ un sottospazio di W-3LM(~Q), a(l- I Z~,  YI ER)- 
ehiuso verifieante la (2.5), w e W~EM(Q). ,ge per qualehe ~ e Yo <T~(u), u -- ~)  -+ + oo 
per l ]ul]-++ 0% u e  Yo allora V/ e Zo esiste almeno una soluzione appartenente ad Y 
dell'equazione A(u  + w) = ]. 

T E O I ~ A  2.5. - Se [2 ~ un aperto limitato dotato della p~vpriet5 di eono e l'opera- 
tore A de]inito dalla (2.1) veri/iea le eondizioni (2.2), (2.3'), (2.4) oppure (2.2), (2.13), 
(2.14), (2.15) l'operatore C de]inito dalla (2.9) veri]iea le eondizioni (2.10), (2.11), :Y 
un sottospazio eli W~JSM(~), a(1 ~ jS~=, 1-I .E~)-ehiuso, soddis]aeente la eondizione (2.12) 
wE W"~EM(~), inoltre per qualehe ~ e  Yo<T+(u), u - -  -++  ~ per l[ull- + ~ ,  
u ~  :Yo, allora per ogni ] e  Zo esiste almeno q~na soluzione in ~ di A ( u + w )  + C(u + 
+w)=/ .  

Questi teoremi sono un ' immediata  conseguenza dei teoremi 2.1, 2.2, 2.3 e del 
teorema 3.1 di [11]. 

Analoghi enunciati  si hanno sostituendo lu condizione di eoercitivit~ con l a  se- 
guente:  per qualche ~ e  Y0 

inf {<u -- ~, T~(u)> ][ u ][ -~ + [! r,o(u)It } + 

per ]lu][-->+ c% u e D ( T ~ )  ed esiste h: R+-->R + continua tale ehe 

i . ~ { < ~ -  ~, T=(~)>}> -- h(llull) 

u e V  sottospazio denso in Yo e [[ulI >/~,, R > O  o99ortuno. 
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Questo segue dM teoremi 2.1, 2.2, 2.3 e dal teorema 3.5 di [11]. 

TEOI~E~L~ 2.6. -- Siano ~ un aperto di R ~, A un, operatore della ]orma (2.1) veri]i- 

cante le condizioni (2.2), (2.3), (2.4:), w e~W~~ [Y un sottospazio (~([I ~ ,  YI ET~)- 
chiuso soddis]acente le (2.5). Se V/e  Zo esistono un intorno U(/) in Z ed una costante K 

tall che Yg e U e per ogni soluzione appartenente ad Y dell'equazione A(u  + tw) = g, 
te[O, 1] si abbia []ul]<K , allora A (u  + t w ) - ~ f  ammette almeno una soluzione in 

per ogni t e [0, 1] e per ogni / e  Zo. 

DII~IOSTRAZIONE. - L'alOlOlic~zione T ~  da: 

[O, 1] • = [0, 1] • {u e Y: A~(x, ~(u + tw)) e LM(9), Va e N ~' ~Me the  ]a] < m } ,  
in Z, definita da 

~9 

un'omor pseudomonotona r ispetto ad ogni sottospuzio V denso in Yo, ]a dimo- 
s~r~zione ~ ~nalog~ ~ quell~ del r 2.1. Inol t re  Ttw ~ monotona  e To in~er- 
seca Zo, infat~i To(0)eZo.  Per  il corollario 1 di [12] si ha Mlora R(T t , )DZo  per 
ogni t e [0, 1]. 

TEO~EM.t 2.7. -- Siano ~2 c R ~ un aperto limitato dotato della propriet5 di cono, A 
un  operatore della ]orma (2.1) verifieante le vondizioni (2.2), (2.3'), (2.4), C un opera- 
tore della ]orma (2.9) veri/icante le condizioni (2.10), (2.1i), Y un sottospazio di 
W~L~(/2), a(I~ ~ ,  [ I  E~-%)-chiuso verificante la (2.12), w e W~E~([2). Se V]e Zo esi- 
stono un intorno U(]) in Z e una costante K > 0 tali che per ogni soluzione u e ~ 

di A ( u + t w ) + t C ( u + t w ) = g ,  t e l 0 ,  1], si abbia ]lull<K, allora A ( u + t w ) + t U ( u +  
+ t w )  ~-]  ha almeno una soluzione u in ~ ,  V]eZo e Vte [0, 1]. 

Si dimos~ra c o m e  il teorem~ precedente:  b~sta osservare che To ~ monotona  e 
R(T0) intersec~ Zo. 

OSSEI~VAZIONE 6. -- Se 1]~ verified la A~-condizione globMe e m Q <  + oo nei 
teoremi preccdenti ,  (2.4), ..., (2.7), l ' ipotesi su w pub essere sostituit~ con la se- 
guente:  w e  W~_~([2) e D : w e  ff(E~; 1/c) per [~] = m dove c ~ la costante che com- 
pare  nelle (2.3), o (2.3'); sc m r 2 = +  0% con w e W ~ _ 5 ~ ( Q ) ~  [ I  cJ('E~;1/c) �9 

TE0t~EI~IA 2.7'. -- Siano Q c R ~ un aperto limitato dotato delte propriet5 di cono, A 

un operatore della/orma (2.1) veri/icante le condizioni (2.2), (2.13) I (2.14), (2.15), C un 
operatore della ]orma (2.9) veri]ieante le condizioni (2.10), (2.11),  Y un sottospazio 

di W'~LM(~2), a([ I  L ~  , I ]  E~)-chiuso soddisfacente la (2.12), weW~LM(D) ta l e  ehe 
D~w e ff(EM; 1/el) per lal = m, dove cl ~ la costante che compare nella (2.13). Poniamo 
inoltre A = A ' +  A ~ con A '  monotona all'esterno di qualvhe sfera di Yo. Se V]eZo 
esistono un intorno U(]) in Z ed una eostante K > 0 tali ehe per ogni sotuzione u e X 
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dell'e~uazione A'(u + tw) -]- tA"(u + tw) + C(u + tw) = g, t e [0, 1], si abbia ]lu]t < K,  al- 
lora A '(u + tw) + tA '~(u + tw) + C(u + tw) = ] ha almeno una soluzione in ~[ per og~i 
] e Zo e per ogni t e [0, 1]. 

l~ileviamo che T, , .  ~ un 'omotopia sequenzialmente pseudomonotona, To,o 6 mono- 
tona all 'esterno di qualche sfera e -~(To,o) interseca Zo. 

OSSE~VAZlONE 7. - Se le condizioni (2.4), (2.11) sono sostituite con 
a~ 

[A~(x, ~ ) -  A~(x, $')](~--  $'~) > 0 
I~l~<m 

Vx a /2  e V~, ~'e R s~ con ~ r ~', Mlora l'applie~zione T~ ~ s t ret t~mente monoton~ e, 
nelle ipotesi dei %eoremi precedenti, l~ soluzione ~ e :Y di A(u + w) = ], ] e Z0 ~ unic~. 

Sino ad or~ abbiamo eonsiderato ape r t i / 2  c R" molto generali, ma naturalmente 
pereh~ abbia senso consider~re un operatore B r definito sull~ frontiera, F, di /2 si 
devono fare ipotesi di regolarit& st~ F. Nel seguito considereremo problemi al bordo 
<~ intermedi ~> e <~ misti ~> e supporremo F [limitata] dotata  della C~'l-regolarits uni- 
forme [di classe C m'~] e, per m =  1, F dotata  della propriet~ di Lil0schitz locale 
forte. In  tal i  ipotesi da u a W"~5~(/2) segue yu e Wm-~ZM(F) ( y  = (~'o, . . . ,  Ym-x), Yz U-~- 
= 3~u/~n~Ir), (cfr. [21], Th. 2.2) e si possono applieare i teoremi di rilevamento 
proposizione 2, lemma 1.2, Corollario 1.4, Corollario 1.6). 

Es. - Sia 

I~t<m 

con p: R-->R non deereseente, continua, dispari, tale ehe p ( +  c~)=  + co. Posto 

M(t) = f p ( r ) d r  le ipotesi {2.2), (2.3), (2.4) sono verificate. Supponiamo inoltre ehe /2 
o 

abbia frontiers, /7, dotata  della C~'~-regolarit~ uniforme. 
Consideriamo il problema di Diriehelet 

A(9) = I ,  l e W~F~(/2) , 
m - - 1  

Brq) = g, B r =  (Yo, ..., Y~-~), ga 1-[ W~-~-~'~ " 

Come abbiamo gis rieordato in questo easo :Y= W~/~M(/2), I7o= W~EM(/2) inol- 
ire Z e Zo possono essere identifieaU, r ispett ivamente,  con W-raZe(/2) e W-mE~(/2) e 
quindi se ]eZo,  ] =  ~ (--1)l~lD~], f~eE~(/2). Seelta c > 0  in modo ehe 

fM(3]~) d x < c ,  Y ~ e N  ~, [~]<m,  
9 
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consideriamo l'intorno di / in Z = W-'~I~(tg) seguen~e 

U(]) = {h-~ (h~)eZ: f/~(2h~)dx <e + 1, ~t~e N ~, I~] <m}.  

che contiene sicuramente Fintorno di / di raggio 1/6. 
Determinata w ~ WmI~(~2) Cale che B~w = g, e questo ~ possibile per la propo- 

sizione 2, vediamo che ogni possibile soluzione aploartenente ad Y di A(u + tw)= h, 
t e [0, 1], ~ limitata in Iz se h e U(/) e w ~[ I  $(E~, :~) ~ W'~Z~(tg). 

Sia infatti u una tale soluzion% allora 

Vv e 17"o 

e, per la (2.5), anehe Yv e I r e quindi 

f V.p(D~(u + tw))D~u dx 
.Q 

= f ~, h~.D~u dx . 
.Q 

Ne segue: 

~ f2 

= f Z {h~'D~( u + tw) -- thc, D~w + tp(D~(q~ + tw))D~w} dx< 
Y2 

per la diseguaglianz~ di Young, 

< f ~  {M(2h~) -~ M(�89 D~(u ~- tw) ) + tM(h~) + tM(D~w) + 
D 

allora 

e i l  secondo membro ~ limit~to se w e  I- I ff(E~, 1)(~ W':/~(Y2). 
l~e segue che T~-~(U) ~ limitato in :Y. 
Definiamo: 

ft~W~oaEM 

e indichiamo con R: W~-l-i'~ ") ~ W~I~(Y2) l'operatore !ineare limit~to tale che 
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B(t~g)----g ed osserviamo ehe se 

ge  11 W'~-~-"oI~(F) n ff(W~-l-~'~ 1/U.BII ) 
/ ,=0 

a11ora 
m 

w =/~ge W ~ ( ~ 9 )  n H ~(~; 1)- 
k = 0  

Per il teorema 2.6 il problema di Diriehlet eonsiderato ammette almeno una 
~ - - 1  

soluzione Vge 1-[ W~-I-"~ �9 
[ 4 = o  ~(1+~) 

l~ileviamo ehe per la definizione 4i i ( t ) ,  Vt > 0, Ve > 0, M((1 + ~) t) > fp(v) dr> 
t 

> ~tp(t), inoltre M(t) = M(--  t), V teR  , quindi _M(p(~e)) < l / eM((1  + e)~)--  M(~), V:c> 0; 
ne segue: {~e JS~: p(u)e  Z~}~ ff(E~; 1). Procedendo come nell'osservazione 1 si ot- 
tiene ehe A(u  + tw), t ~ [0, 1] definisee un'omotopia pseudomonotona Vw e W~Z~(D) n 
n H ff(E~; 1) se _M verifiea la A2-condizione globale [A2-condizione se m D <  + or 

Dal teorema 2.6, e dals 6, segue che A(u  + t w ) =  J ha almeno una 
soluzione in :Y, V] e Zo, Vw e W'~LM(Q) n l--[ ff(EM; 1), V$ E [0, 1], se _~ verifiea la A~- 
eondizione globale e per M quMsiasi se D ~ limitato (eft. Th. 2.7'). 

Se p ~ strettamente crescente allora la soluzione g uniea. 
Siano B r uno degli operatori considerati nel w 1, ~ =  {ue W"~L~(D): B r u =  0} e 

Yo= :Y n W~E~(D). Come abbiamo visto, se /~ e la sua eventuale par~izione sono 
suffieientemente regolari a4 M oppure M Verificano la A~-condizione globale allom :Y 
individua un sistema eomplementare, (Y, I7o; Z, Zo) in ( H  L , ,  1-[ E , ;  1-[ L~, H E~). 

In questi casi non ei si pub aspettare una sempliee caratterizzazione di Yo = Z, 
ma si vede facilmente che V]e Z esiste (v~)e 1-[ L~ tale che 

(2.16) (u, j )  = ~ ~. D~uv~dx Vu e ;go 
J 1r 

e 

xr dl~l<m 
D 

Se J eZo,  sottospazio di Z formato dai funzionali lineari a(I- [ E~, I-[ E~)-eon- 
tinui, allora esiste v =  (v~)e 1-[E~ tale che valga la (2.16) e 1]/]1 = min llVllli~ i) 

/ 
Fissata / e Z o  indichiamo con (/~) l'elemento di 17 avente norma minima, see- 

gliamo e > 0 in modo che S_M(3/~)dx < e, allora un intorno di ] in Z pub essere 
/2 
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identifieato con un sottoinsieme di 

U= {h= (h~,)e ~ Zz,: f.M(2h~)ax<e+ 1}. 
t? 

Se A ~ l'o]peratore considerato ]precedentemente: 

Au = ~ (-- 1)I:l~(/)~u) , 
I~l<~ 

per quanto visto, ogni soluzione a]p]partenente ad Y di A ( u ~  tw) ~ l imitata in Y,  

VtG [0, 1] se wG W~LM(tg)rh r 1). 
Utilizzando le proposizioni de] w 1 siamo in grado di dare condizioni suflicienti 

affinch~ i ]p~oblemi al bordo A~ = ], B r~  ~-- g, dove B~ ~ uno degli o]peratori del w 1, 
abbia almeno una soluzione in Y. Consideriamo ad esempio l'o]peratore (1.3) ed il 
corris]pondente ]problema M bordo 

(2.16') 

I s ~  (--1plp(Dxu) = t i ezo 

r = 1, ...~ k < m  

i~, ..., i, interi com]presi tra 0 ed m - - 1 .  Sia P dotata  della C~,~-regolarit~ uni- 
forme, il bordo d i / '1  sia una (< su]perficie >> su /~  di elasse C ~-:'~ uniforme [loealmente 
li]pschitziana se g~ ~ O, r -~  1, ..., k] e w ~ Rg, 1~ operatore di ri levamento eonside- 
rato nel corollario 1.4. Se M oppure M veri]icano la A~-eondizione globale [zJ2 con- 
dizione se F ~ limitata] e g,G~(W'~-:-~"~ 1/]IRII) il ]problema (2.16') ha al- 
meno una soluzione, la soluzione ~ unica se p(t) ~ stret tamente crescente. AnMoghi 
enuneiati  si hanno per gli altri o]peratori al bordo considerati nel w 1. 

: E s E Y 2 I O  2 .  - S i a  

A u  = ~: (-- 1)l~llD~,(/)a~, ) 
k,l<~ 

con p~ monotone, non decrescenti, dis]pari, continue, tMi che p~(~)-+-~ ~ per 

~ - [ - ~ .  Posto N~(t)-~fp~(~)dr supponiamo che esista una N4unzione M tale 
0 

che M~(  2r Mm_i~ ] per m - -  q (M)< I~[<m, M -KLV~ per [o~ ! < m - -  q(M). Se E2 ~ li- 
mi ta to  e la sua frontiera, _P, ~ di classe C ~': sono verificate le ipotesi de1 teorema 2.2, 
con C ~ 0. Se B r ~ uno degli operatori considerati nel w 1 supponiamo inoltre che M 
oppure 2ll verifichino ]a zJ~-condizione e che l 'eventuale partizione di F sia suffi- 
cientemente regolare. Procedendo come nell'esempio ]precedente si vede che se 
w G W'~ZM([2) e D~wG '$(EM, 1) ]per [~l ~ m, fissuta I GZo esiste un  intorno U di ] 
in Z tale che Vh G U ogni eventuale soluzione~ u, appartenente a I r di A ( u  -[- tw) ~ h, 
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t e [ 0 , 1 ]  soddisfa alia limitazione ]ID~(u+tw)[]~<cost e quindi Hu+tW]]r<COSt 
dove abbiamo indicate al solito con (Y, Yo; Z, Z0) il sistema eomplementare gene- 

Possiamo allora dare eondizioni su g, analoghe a quelle viste nell'esempio pre- 
cedence, che assieurano l'esisr d i u n a  soluzione dei problemi di Diriehlet, (( mi- 
sti )~ e (~ intermedi ~) non omogenei. La soluzione ~ uniea se le p~ sono stret tamente 
creseenti. 

Sia ehe A ~ un operatore della forma (2.1) verifleante le eondizioni (2.2), (2.3), 
(2.4) ed inoltre 

(2.17) Esistono: b~e~5~(~2), b~5~(~)  e d ~ R  + tall  che per ogni x ~  e ~ e R  ~ sia: 

(A~ix , ~ ) -  b~(x))~>d ~ i ( e ~ )  -~ b(x) 

dove e b la 6ostante che compare nella (2.3). 

l~ipetendo le considerazioni precedenti si pub dimostrare il seguente corollario 
che permette di dare condizioni sufficicnti per l'esistenza di una soluzione di problemi 
al bordo non omogenei. 

COI~OLZAI~IO 2.8. - Sia 0 un aperto di R ~, A un operatore della/orma (2.1) veri]i- 
eante le eondizioni (2.2), (2.3)~ (2.4), (2.17), :Y un sottospazio di WmLM(O), a(1- I LM, 
I] E~)-ehiuso veri]ieante le (2.5), w e  W~EM(~). Allora per ogni ] E Zo esiste almeno 
q~na soluzione in Y dell'equazione A(u + w ) ~  f. 

Se M veri]iea la A2-eondizione globale, oppure ~ ~ limitato, ha la propriet5 di cone, 
ed M ~ una qualsiasi IY-funzione il teorema vale Vwe W~LM(Q)(~ ff(EM; lie'), e'-~ 

max {e, 2bs d-~}, dove b e d sono le eostanti ehe compaiono nelle (2.3) e (2.17). 

Diamo era condizioni sufficienr a garantire l'esistenza di soluzioni per problemi 
al horde non omogenei he1 case Q limitato. 

Sia A un operar della forma (2.1) soddisfacente le condizioni (2.2), (2.14), 
(2.15) e, in luogo della (2.13), 

(2.13' ]~sistano: due ~-funzioni  M e -P~ / ~ - (  M, funzioni a ~ E ~ ,  due costanti 
Cl, e2~R +, tali  ehe VxeQ e V~eR '~ sia, 

se l l= 

s e  

IA (x, + + 
l~l = m I~! < m  
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inoltre supponiamo che: 

(2.17') Esistano funzioni b ~ e / ~ ,  b e Z  ~, una costante d >  O, tali  che: 

[A~(x, ~ ) -  b~(x)]~> d ~ M ( e ~ ) -  b(x) 

per ogni x e ~  e ~ e R  ~ (6 suffieiente b~eZ~ per [~[<m).  

COROLL~R~O 2.9. -- Siano ~ un aperto limitato dotato della propriet5 di eono, A un 
operatore della forma (2.1) veri]ieante le eondizioni (2.2), (2.13'), (2.14)~ (2.15)~ (2.17')~ 

un sottospazio di W'~LM(~), (~(YI L ~ ,  [I  E~)-ehiuso veri]icante la (2.12), w e 
e W~.SM(~) tale che D~w e ff(E~; 1/c)~ e-~ max {e~, 2e~ s~d} dove e~ e d sono le eostanti 
ehe eompaiono helle (2.13') e (2.17'). Allora per ogni ] e Zo esiste almeno una solu- 
zione in ~ deU'equazione A(u-~w) = ]. 

Per ogni t e [0, 1] sia Tt,. l 'applicazione da 

[0, 1] • D(Tt,~) = [0, 1] • {u e Y: A~(x, ~(u + tw)) e Z~, Vo: e N ~, [~[ <m} 

in Z~ definita da: 

<v, T,,~(u)} =f,q~. {A~(~(u n L tw))--(1-- t )b~}l)~vdx 
~J 

Vve :Yo 

dove b~ sono le funzioni che compaiono nella (2.17'). 
DMl'osservazione 5 segue che Tt,. ~ un'omotoloia sequenzialmente pseudomo- 

notona rispe~to ad ogni sottospazio denso in :go. Vediamo che fissata ad arbitrio 
] E Zo si possono determinare un intorno di ] in Z, U(]), ed una costante k > 0 Cali 
che Vh~ U(]), Vte[0, 1] e per ogni soluzione di <v, Tt,,~(u)}= <v, h>, Vv~:g, sia 
I]ul] <k .  Come abbiamo osservato precedentemente, se ]~Zo si pub determinate 

[---- (f~) e r I  E9 in modo the [1]]iII ~ =  ]lJI]z~ e <v, ]> = f  ~ Dav]~ dx, Vv e :Yo (e quindi 

Vve:Y). Fissato ~>max{1,1/c~, 4/d}, do~e e2 e d sono le costanti ehe compaiono 
nella (2.13') e (2.17), seegliamo e > 0  in modo ehe jM((22~- l ) ]~)dx<e~ allora nn 

intorno di ] in Z si pub idenr con un so~toinsieme di 

U = {h=  (h~) ~ II .L~: f M()~h~) dx < e-~ l } . 

Se u~:Y e :/ 't,~(u)= h per qualche t~ [0 ,1 ]  si ha:  

f + tw)) - (1 - t)b ]D v dx = f  dx ,  Vv~ Y 
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da cui 

(2.18) ~ A~(~(u + t~)) - b~D~(u -F t~,) ~x =~  ~ {~,.D~(u + tw) - 

-- th~D~w -[- tEA~(~(u -]- tw)) -- (1 -- t)b~]D~w Jr tb~D~(u -~ tw) } dx . 

Per 1~ (2.17') i1 primo membro 6 maggiore di: 

d t Z M(c~D~( ~ + tw)) dx--  k~ 
/2 

e per la (2.13'), applicando la disuguaglianza di Young, si ottiene che il secondo 
membro della (2.18) 6 maggiorato da 

cost -F f ~, {2/3tM(c~DP(u -F tw)) -~ 21iM(Df;(u --F tw)/1)} dx , 

la costante include anche gli integrali di M(c2 Daw) e M(2c2/dDaw). Per la scclta di 2, 
ne segue che IIu + twll <cost .  Inoltrc, per la  (2.17'), To.o 5 monotona Ml'esterno di 
qualche sfera di Y, sono percib soddisfatte tu t t e  le ipotcsi del teorema 2.7' (in questo 
c~so ~ A ' =  A - -  ~ (-- 1)l~lD:b,). 

Utilizzando le proposizioni enunciate ne] w 1 ed il teorcma 2.7 di [21] otteniamo, 
a4 esempio: se l 'operatere A soddisfa ]e ipotesi del teorema preccdentc il problema 
al bordo di Dirichlet: 

A ( + )  = t , t e W - + , E : ( ~ )  

~n---;" = g" ' g" ~ W~-~-"~ E~( F) 

ha almeno una soluzione. 
Se M oppure M verifica ]a A2-condizione, S ~ una <~ superficie ~> di classe C ~-~'~ 

che divide F in due sottoinsiemi F~, F2~ il problema al bordo: 

A ( ~ )  = ] , 

~""~;  = g,,~, 

] e Zo 

i~,e compresi t ra  0 ed m- -  1, xrlgr,1 -F xr~gs,u~ wm-I-~"I'~ se i~,i= is, u, dove Zr, ~ 
]a ~unzione car~tteristica di Fe, ammet te  almeno una soluzione. AnMoghi enun- 
ciati si ottengono chiaramente per gli Mtri opcratori B r prccedentemente consi- 
derati. Osserviamo c h e s e  si studiano problemi omogenei, basta c h e l a  superficie S 
sin locMmcnte lipschitziana, inoltre nella (2.17') la costante c~ pub essere sostituita 
con una quMsiasi costante positiva. 
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Se Q ha l 'uniforme propriet~ di cono oppure 6 l imitato ed ha la propriets  di cono 
si possono indebolire le eondizioni (2.17) e (2.17') util izzando le seguenti disugua- 
glianze: valide per ogni intoro j tale ehe 0 < j  < m, V2 > 0 e Vue W~ZM(f2): 

(2.20) ~ IlD~ O< K Z IID%IiM, o + KHuIIM, o,  

con K :  K(m,  I2), dimostrate  in [22]. 
I~el caso f2 illimitato supponiamo che i coeffieienti A~ verifichino le condizioni 

(2.2), (2.4) ed inoltre: 

(2.21) 

(2.22) 

Esistano: una N-funzione M, a~E~(f2) ,  b, c e R  + tali  ehe per ogni x e l 2 ,  
~ R  s" ed a ~ N  ~, [a[<m 

]Ac,(x, ~) l < a(x) + b Z -~-I  M(@a) + bi~l-~ M(@o) . 
I~1 =m 

Esistano:  b~eE~(/2), beZ~(~2), d E R  + tall  che per ogni x e f 2  e ~ E R  ~" sia 

l~l<m 

dove C_ ~ la eostan~e ehe compare nella (2.21). 

COEOLLA]~IO 2.10. -- Siano ~2 un aperto dotato dell'uni]orme propriet~ di cono, A un 
operatore della ]orma (2.1) verificante le condizioni (2.2), (2.4), (2.21), (2.22), ~Y un 
sottospazio di W~_bM([2), (~ ( [ I  ZM, I ]  ]~7x) "chius~ veri]icante la (2.5), w ~ W~EM(~).  
Allora per ogni ] ~ Zo, esiste in Y almeno una soluzione dell'equazione A ( u + w ) =  ]. 
Se M veri/iea la A2-condizione globale il risultato continua a valere per ogni 
w e  W"ZM(T2) (3 YI ff(EM; 1/cl), C1= max(c,  3s~b/d), dove c e d sono le costanti vhe 
compaiono neUa (2.22). 

Mediante questo corollario si possono dar% ad esempi% condizioni sullieieati per 
l 'esistenza di uaa  soluzione di ua  problema al bordo non omogeneo, ammissibile, 
per l 'operatore:  

A u  = (-- 1) ~ ~ D~p(D~u) + p ( u )  

con p :  R-->R continua, dispari, monotona  non decrescente, tale che p ( t ) - + +  co 
per t - ->+  c~. In  questo caso non ~ chiaramente verificata la condizione (2.17) ~1el 
corollario 2.8. 

DI~0ST~AzI0~E. - Proeedendo come //ella dimostrazione del corollario prece- 
dente ed utilizzando la (2.19) si vede che V]~ Zo esiste u a  intorno U(]) in Z tale 

1 0  - A n n a l i  di  Malemat iea  
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che se u ~ soluzione di A(u + t w ) =  h per qualche he  U(]) e per qualehe t e [0, 1] 
allora 

II +tWtlM+ H.D~ 
t~I=m 

Per  la (2.20) n6 segue che I lu+twllr<cost  e, per il teorema 2.6, si o t t iene  la tesi. 
I~el c~so [2 limitato, dotato della propriet~ di cono, si possono indebolire le ipo- 

tesi (PA) e (2.21): supponiamo in questo easo che A sia un operatore della forma 
(2.1) verificante le condizioni (2.2), (2.14), (2.15), (2.22) ed inoltre: 

(2.23) Esis*ano: a~e E~(Q), e~, e ~  R +, una Zr-funzione P-<<: M tali  ehe per ogni 
x e ~ ,  ~:~R s'~ sia: 

per = 

I~l=m @<m 

per I~] < m 

IB[ <.<m 

dove e ed M sono la costante e la N-funzione che compaiono nella (2.22). 

CO~OLLAmO 2.11. -- Siano Q un aperto di R ~ limitato e dotato della propriet5 di 
vono, A un operatore della ]orma (2.1) veri]ieante le eondizioni (2.2), (2.14), (2.15), 
(2.22), (2.23), :Y un sottospazio di W~LM(Q), a(~] .5M, YI EYx)'ehius~ e veri]ieante la 
(2.5), wE W~.~M(~2) tale che D~we ff(E~; 1/c3), per  I~l ~- m, ca= max{e,  6else~d}. Al- 
lora per ogni ] e  Zo esiste in Y almeno una soluzione delPequazione A(u + w ) = / .  
(e, el, d sono le cost~nti che compaiono helle (2.22) e (2.23)). 

Za dimostrazione ~ analoga a quella dei corollari precedenti .  
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