Courbure de Ricci et géométrie conforme (*) (*+).

OLAUDIO BUZZANCA

Alla memoria della mia adorata madre

Résumé. — On connait Dintérét porté sur les liaisons entre courbure de Ricei el géomélrie con-
forme d’une variété riemannienne. Ici on étudie une fonctionnelle attachée aux déformations
conformes du tenseur d’Hinstein d'une variété riemannienne compacte (M, g) de dimension
n > 2, en obienant certains résullats globawxr concernant la géométrie et la topologie de (M, g),
en particulier une condition pour que (M, g) soit isométrique & une sphére euclidienne. On
étudie, ensuite, la courbure de Ricci du fibré tangent en cercles T,V d’une variété rieman-
nienne (V, g) de dimension 2, fibré muni de la métrique g° de Sasaki, en oblenant, d’'une part,
des resultats, soit locaux soit globaux, sur la géométrie conforme de (T,V, ¢°) et, & autre part,
des conditions disomélrie, soit de (V,g) soit de (T,V,g"), & certaines variétés stamdard.
Certains des résultats de ce travail ont ét6 annoncés dans une note aux Comptes Rendus de
U Académie des Sciences de Paris.

Introduction.

Dans la partie I de ce travail on trouve certaines liaisons entre la courbure de
Ricei et les déformations conformes g,=e™*'g (f € OF(M)) d’une variété rieman-
nienne (M, g) compacte, orientable, C®, de dimension » > 2: soit S, le tenseur
@’Einstein relatif & la métrique g, (C£. I, §1); on éfudiela fonctionnelle F: Cg(M) — R,
définie, en terme de produit scalaire global, par F(f) = {|8;|%, ¢">, ol |-]; est la
norme locale asgociée & ¢,. Ceci permet de rouver un systéme en f d'équations inté-
grales caractérisant les métriques g, qui sont d'Hinstein (théoréme 1).

On analyse ensuite les points eritiques de F' en liaison avec les propriétés géomé-
triques et topologiques de M. Bi dim M = 4, on trouve que la mélrique g,= ¢'%g
(p € OR (M)) est & courbure scalaire constante si et seulement si @ est un point critique
de F (théoréme 2). D’auntres propriétés intéressantes de F, icl prouvées, sont les
suivantes (théoréme 3): considérons 1 comme élément de Cg(M); on a:

1) pour que la courbure scalaive R de g soit constante il faut et il suffit que
d, F=0, ou d, est la différentielle de Fréchet au point 1;

(*) Entrata in Redazione il 4 ottobre 1983.

(**) Travail exécuté d’aprés le programme du « Gruppo Nazionale per le strutture alge-
briche e geometriche e loro Applicazioni, C.N.R. Italia ».

Indirizzo dell’A.: Dipartimento di Matematica ed Applicazioni, Via Archirafi 34 - 90123
Palermo, Italia.
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2) si
{ny Ric (b, dbY> ><R, A, Yhe OZ(M),

alors 1 est un point critique dégénéré de F si et seulement si (M, g) est isoméirique
la sphére euclidienne (S"(\/fn(n — 1)/R), cam) de rayon \/n(n — 1)/R.

Soit T,V le fibré tangent en cercles de rayon ¢ d’une surface (V, g), fibré muni
de la métrique de Sasaki. Dans la partie IT de ce travail on frouve certaines liaisons
entre Popérateur de Ricei sur AT, V) (Of. II, § 2) et les propriétés géométriques
ef topologiques de la surface, en particulier sa géométrie conférme, liaisons qu’on
expose en défails dans Pintroduction & cette deuxiéme partie.

I. - UNE FONCTIONNELLE ATTACHEE AUX DEFORMATIONS CONFORMES
DU TENSEUR D’EINSTEIN

1. — Notations et préliminaires.

Nous notons: (M, g) une variété riemannienne compacte, ¢, connexe, orientable,
de dimension n > 2; F;, 4, E;, =R, BE= g“ﬁR“ﬁ, respectivement, les composantes
covariantes du tenseur de courbure R, eelles du tenseur de Ricei « Ric » et la cour-
bure scalaire de (M, g); § = Ric — (&/n)g.

Les symboles {|) et | | désignent, respectivement, le produit scalaire local et la
norme associée définis par g, en chaque espace tangent de M, sur les tenseurs
de méme ordre; si T, Z sont deux tenseurs sur 7T, M d’ordre », on a done
(T!Z) = Tocl...ocrlzmlmar'

Nous notous 7, (,> = f ()n et | - |, respectivement, ’élément de volume rieman-

M

nien, le produit scalaire giobal et la norme L? associée, relatifs & g. Pour tout
fe CR(M), on désigne par: g, la métrique riemannienne, conforme 4 g, définie par
gr= e®rg;s A f la fonction |df|>= g 0,f 05f. Nous notons avec un indice f les
différents tenseurs de courbure relatifs & la métrique g;.

Les énoneés suivants résultent de théorémes connus:

TuaRorREME I [5]. — Soit (M, g) une variéié &’ Hinstein compacte, C°, de dimension
n>2. 8i A, est la plus petite valeur propre du laplacien sur Cg (M), alors

R

L>n~1.

TakoriME II [2]. - Soit (M, g) une variété riemannienne compacte C*, & courbure
scalaire constante, de dimension n>2. Soit T(k) le tenseur sur M défini par

h
T(h) =V dh +%g, (he CROM)) -
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8%il existe b mon constante annulant T, alors (M, g) est isoméirique & la sphéve eucli-
dienne de rayon \/n('n —1)/R.

TakorEME III [1]. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte, orientable.
8i dim M = 4, alors

(1) R[> = 4|Ric|*— [B]*+ 82y (M)

o y(M) est la caractéristigue d Euler-Poincaré de M.

§ 2. - LeMME 1. — Pour tout fe Cg(M), on a
<I8sl7, > = F(f)
ou F: CR(M) — R est la fonctionnelle définie par

(2) F(f) = 27%n(n — 2)*[n(n — 1) [ Aif|[*— dn(n + 2)<f, Af) + 24(n — 1) [ 4f*] —
— 24(n — 2)[{n*(n — 4), Ric (df, @f))> + 2B, n 4, — 2(n — 2) A>] + | 8]2.

PREUVE. - Soit f'= (n/4)f. On a (cf. [4])
f
Rlzxﬂﬁ = 62/’(1?’/105/15 + gxﬂf},ﬁ'— glyfccﬁ + gﬂﬁfocy_ g«xﬁflﬂ)

olt
Fop =V, 0 = 0,7 3+ § Mf -4, -
On obtient
(3) Ric, = Ric~<n~2>f+(4f'~”2“2 Alf') y
et, par suite,
(4) B, = gj;“’lf%a,g =¥ {B + (n —1)[24f'— (n — 2) 4,']}
et
iy} = oo | Ricls+ (n — 2 +
o -

+(3n~—4)(df’~ 3 2A1f’)2+2R(Af’- 5 2A1f’)——2(n-2)(Ric[f)].
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Puisque
Fof
18,[F = 8,,,8% = |Ric/|i— (Bn)2n
on obtient

(5) W Fed = 18|+ (n—2)[flr— 2(n — 2)(Ric |f) —

{(n

- 2)F e (B —2)
- R RAf — (- 2) Ay

Eroaf—(n—2) 4],

7

En appliquant la formule de Stokes, on voit aisément que
‘ Wi g b A s I
{6) [l = |Vaf Hzﬁ"lﬂﬁlfﬂz—"2<4‘f>ﬁl]€>=

En appliguant !a méme formule ¢t la formule

V'R, ~44,R,

u

on voit aussi guo

(Rie, fy = §<R, 4if — 4f") — Q, Rie (df', df'))

o~
=3
~——

Substitaons (nj4)f & f'. Compte tenu des formules (6) et (7), on aboutit, par
intégration des deux membres de (5), & la formule (2).

REMARQUE. ~ D’apres la définition de F, on a
1) F(f)y=0 pour tout f € Og(M);

2} F(fy == 0 si ot seulement si la méirigue g, = e"?g est A’ Hinstein.
Htant donné fe O (M), Papplication

i F(if), (teR)

28t une fonction poiynomiale de 4eme degre:
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@, = 27%n(n — 2)[(n — 1)(n — 2)| 4f|2— {n(n — 4), Rie (df, df)) — 2({R, 4,f>],
ay= 27%(n — 2)*(R, 4f>,
ay= | 8|2
Le lemme 1 fournit une autre démonstration du théoréme I, de Lichnerowiez,
déja cité:

COROLLAIRE. — Soit g d’Einstein. 8i A, est la plus petite valeur propre du lapla~
cien A sur Cg(M), alors

(8) : Jn> -

PREUVE. - Soit f € OR(M). On a, par hypothdése, § = 0 et, par suite, R = Cte.
Par conséquent, a,= a,= 0.

Puisque F(if) >0, Yt e R et que Ric (df, df) = (B/n) 4,f parce que 8§ =0, il s’en
suit que

ay = 27'n(n — 2)*[(n — 1) Af|*— <R, 4,{>]>0.
Par suite,

(9) 141]*> ~—<1 4 f>=————<f, a5 .

Si Af = 2f, avec 1= Cte et f £ 0, les relations (9) entrainent Pinégalité

R

1 o= .
2 n—1

THEOREME 1. — La mélrique g, = e™27g est & Finstein st ef seulement si | vérifie
les équations suivantes:

(10)  n(n—2)[n(n — )[4, f]2— 2(n + 2){4f, 4] +
+ 24{n, Ric(df, df)> — <R, 4,/] =0,
A1) (n—2)(n —1)[n*| 4, f|2— 22| Af|*] + <2*n?, Ric (af, df)> —<2°R, 4. f> +

28
n(n —2)

+ |8] =0,
(12)  2(n—2)<{R, 4f) 4 {n*, Ric(df, df)> — (nB, A f) —I-—"—MSHz: 0.

PREUVE. - La suffisance du théoréme est évidente: en fait, si f vérifie le systéme
d’équations (10), (11) et (12), alors le ler membre de 1’égalité (2), i.e. F(f), est nul.



6 Craupio Buzzanca: Courbure de Ricci et géoméitrie conforme

Inversement, supposons g, d’Einstein. En utilisant les formules (3) et (4), on
obtient

{g; est d’Binstein} < 8§, =0 = 8, (df', df') =0 <> Ric (df', df') —;?-Alf’—l—

+(n——2)7£n—1} (Alf’)2—~n—_2

(af'ld(dy 1)) — 22

9 0 Af'AlfIEO

d’ol1, aprés substitutions de (n/4)f & f' et intégration, ’équation (10). Cette équa-
tion équivaut 4

(10") 2a,+ @y + 2-5n(n — 2)[<{n, Ric (df, df)> — (R, 4,151 = 0.
Léquation (11) equivaut

(11 o+ y— @y -+ 2-2n(n — 2)[{(n, Ric (df, df)> — (B, 4,5 = 0.
Lréquation (12) équivaut a

(12) as+ 2a,+ 2730 (n — 2)[<n, Rie (df, df)y — <B, 4,151 = 0.

Compte tenu de ’équation (10'), les équations (11') et (12') s’écrivent, respec-
tivement,

(11n Gy — Gy— 34— 2a,= 0,

(12" ay+ 20,— 2a,— a,= 0.

Prouvons done (11") et (127). Puisque F(f) = 0, 1t = 1 est un zéro de F(tf).
Comme F(if)>0, Vi e R, on a, nécessairement,

F(tf) = ap(t — 1)*[(t — )*+ 2], (o, fER).
Par conséquent,
A= 30— 20, + 645 5= 200+ Gy — 204,

d’onr (11") et (12") et, par suite, (11) et (12).

§ 3. — Les notions de différentiation au sens de Fréchet et an sens de Gateaux
sont bien connues (cf. [6]).
~ Si E, V sont deux espaces vectoriels normés, alors, si une application @: U — V
(U = ouvert de H) est différentiable au sens de Fréchet en m e U, elle 'est aussi,
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en ce point, au sens de Gateaux et les deux différentielles, de Fréchet d,® et de
Gateaux, sont égales; on a donec’

D(m -+ th) — D(m)

d,, @{h) =1lim : , YheE.
>0
teR*
Considérons maintenant lespace vectoriel normé (Cg (M), |-]), ou || est la

norme L2
On voit que la fonctionnelle F: OR(M) — R est partout différentiable au sens
de Fréchet. Par conséquent,

(13) 4,F(h) = lim
teRe

Calculons cette limite. On trouve que

B(f + th) — F(j) = 2-n(n — 2)2{n*(n — 1)<, df, dhy —
— n(n + 2)[2LAf-df, Ak + (A, ABY] 4 23(n — 1)<Af, ABY} +
+ 2-3(n — 2)1[(2R, (n — 2) Ah — n(df|ah)> — (n*(n — 4), Rie (df, dh)>] + 0(1)

ol

lim —0—(?—)

t>0 T
teR*

=0.

Par conséquent,
LeMME 2. — La différenticlle de Fréchet de F est donnée pay
(14) & F (k) = 2-n(n — 2)2{n*(n — 1)(A,f-df, dh)y —
| — n(n + 2)[2{4f-df, dh) + {4}, AW] + 2%(n — 1){4f, An)} +
-+ 273(n — 2)[2R, (n — 2) Ah — n(df|dh)> — {n*(n — 4), Ric (df, dh)>] .
8i f e OR(M), soit R, le tenseur de courbure de (M, g,).

THEOREME 2. — 8i dim M = 4, les conditions suivanites sont équivalenies:
1) la métrique g,= ¢*%g (p € CR(M)) est & courbure scalaive constante;

2) p est un iboint critigue de

¥
CR(M)——> R

fro——18l;-



8 OLAUDIO BUzZANCA: Courbure de Ricci et géométrie conforme

3) ¢ est un point critique de

Cf{(M)—-(—;——> R
fooi— [ R]3.

PREUVE. — Pour n = 4, les formules (4) et (14) montrent que la différentielle
dR; et la différentielle de Fréchet d,F sont données, respectivement, par

(15) AR, = e~¥{d[R + 6(4f — A1) + 2[6(4.f — 4f) — R1 df}
(16) @ F(h) = (B + 6(d4f — A,f), Aky + 2{(6(d:f — Af) — R} df, dh) .

Il en suit gue d,F(h) = {e*-dR,, dh).

Par conséquent, R;= Cte entraine d,F = 0. Réciproquement, si d,F = 0, alors
d,F(R,) = 0 et, par suite, B;= Cte. On a donec 1) < 2).

D’aprés la formule (1), d’Avez, on a

G(f) = 4F(f) + 8= y(M)

par conséquent, les fonctionnelles ¢ et F ont les mémes points critiques. Il en ré-
sulte que 2) < 3).

§ 4. — Avec la méme méthode utilisée i)our caleuler dF, on trouve
LEMME 3. — La différentielle seconde de F est donnée par
17 A2F(h, W) = 2-5(n — 2)¥n(n — 1)[{A,f-dh, db"> + 2{(df|dh), (df|dh')>] —

— 2n3(n -+ 2)[{Af-dh, AWy 4 {Ah-df, A"y -+ (AW -df, dB)] -

+ 28m(n — 1)<Ah, AW} 4 2-2n(n — 2)[<n(d — n), Ric (dh, ')y — 2R dh, dh'>] .

COROLLAIRE. — Supposons dim M = 4 ¢f B = Cte. Considérons 1 comme élément
de Cg(M). BSoit A, la premiére valeur propre de A sur Cx(M). Pour que A, >R[3 il

faut et il suffit que
&F(h,h)>0, VheOg(M).
PrREUVE. — D’aprés les hypothéses faites, la formule (17) entraine
dyF(h, h) = 2[8] Ah|*— (B, 4;1)] .

Soit {4,} le spectre de A et {h;} les fonctions propres correspondantes normées.
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Le développement de h en série de Fourier selon les h; s’écrit
h= > eh;, c,eR.

On en déduit

diF(h, h) == 2 z /1503(32.,--— R) .
i=1

La conclusion est alors immeédiate.

THEOREME 3. — Considérons 1 comme élément de Og(M). On a:
1) pour que R soit constanie il faut et il suffit que d, F = 0;
2) si ' '
(18) {n, Ric (dh, dh)) ><{R, A,k>, VYhe Cx(M)

alors 1 est un point oritique dégénéré de F si et seulement si (M, g) est isométrique a
la sphére euclidienne (Sn(\/n(n — 1)/R), can) de rayon \/n(n —1)/R.

PREUVE, - 1) D’aprés'la formule (14), on a
4, F(h) = 2-4(n — 2)3(R, 4k) ;
par conséquent,
BR=Cte => d,F=0
et, réciproquemept,
@ F =0 = d,F(R) =0 = R=Cte.
2) D’aprés la formule (17), on a
(19)  d@F(h, h) = 2-*n(n — 2)[(n — 2)(n — 1) Ah]*+
+ {n(4 — n), Ric (dh, dh)> — 2(R, A,k)];
d’aprés 1'inégalité (18), on a alors

EF(h, 1) >2-n(n — 2)(n — 1) Ah*— (n, Ric (ah, dhyy] — 2-*n(n — 22| T(H)[
ou

T(h):th+%g.
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Si 1 est un point critique dégénéré de F, on a, par suite,
i) B = Cte;

ii) 3 e Og(M), non constante, telle que T(h) = 0.

Daprés le theoréme II, de Bishop et Goldberg, les eonditions i) ef ii) sont simul-
tanément vérifiées si et seulement si (M, g) est isométrique a (S“(\/n(n — 1)/R), ean.)

Inversement, si (M, g) est isométrique & (S”(‘/n(n—l)/R), can), alors (M, g)
est une variété d’Einstein et, d’autre part, il existe h vérifiant la condition ii).
Puisque g est d’Einstein, la formule (19) entraine

diF(h, h) = 2-3n(n — 2)2[ T(h)]2.

11 g’en suit que diF(h, k) = 0.
Par conséquent, 1 est un point critique dégénéré de F.

II. - LE FIBRE TANGENT EN CERCLES DES SURFACES
ET LA GEOMETRIE CONFORME

Introduction.

Soient: (V, g) une variété riemannienne €, de dimension 2, connexe; (T,V, g°)
le fibré tangent en cereles de rayon ¢ (¢ = Cte > 0) de (V, g), muni de la métrique ¢°
de Sasaki [6]; C(T.V) le sous-espace de ANT,V) des 1-formes cofermées; @:
AYT,V) — AYT,V) Popérateur de Ricei, i.e. P'opérateur linéaire sur AYT,V)
associé, par dualité, au tenseur de Ricci de ¢°.

Le théoréme 1 affirme qu’il y a équivalence entre les conditions 1), 2) et 3) suivanies:

1) @ est wn endomorphisme de C(T,V);
2) (T,V, g°) est localement conformément plate;

3) (V,g) est & courbure gaussienne K =0 ou bien K =1[c%

Dans la proposition successive, on prouve que, si (V, g) est compacte et & courbure
gaussienne constante, alors le groupe conforme complet de (T.V, g°) coincide avec le
groupe complet des isoméiries.

Enfin, on donne, dans le théoréme 2, des conditions métriques et cohomologiques
caractérisant les fibvés (T,V, g°) qui sont, respectivement, un tore plat T® ou un espace
projectif véel P3(R), & courbure sectionnelle constanie 1[4c®.
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§ 1. ~ Notations et préliminaires.

Soit (M, g) une variété riemannienne, de dimension n. Nous notons (|) et | |,
respectivement, le produit scalaire local sur les tengeurs et la norme associée. Si B
est la courbure scalaire de (M, g), on désigne par S le tenseur Ric — (E/n)g et on
note O(M) et I(M), respectivement, le groupe conforme complet et le groupe complet
d’isométries de (M, g).

On 2

THEOREME A [2]. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte telle que R soit
constant > 0 et que |Rie| soit constant. 8i O(M) = I(M), alors (M, g) est isomdlrique &
une sphére euclidienne. :

Nous notons y?(M, w) Pespace des formes différentielles sur M harmoniques de
degré ¢, 0 <g<<n. On sait que 31 M est compacte et orientable, alors y*(M, R), muni
du produit scalaire global, est un espace vectoriel euclidien de dimension finie et
que ’ensemble x¢(M, Z) des formes w e A°(M) harmoniques & périodes entidres est
un réseau de y4(M, R) (cf. [3]). On sait aussi que si *: A(M) — Av(M) est Iopé-
rateur de Hodge et 8i (3" (M, Z))* est le résean dual de 1M, Z), alors [3]:

* (y/(M, ) c (M, Z)*,

cette inclusion étant, en général, stricte.
On a

THEOREME B [3]. — La condition
* (ZQ(M’ Z)) = (X"_Q(M: Z))* y  (0<g<mn)

est satisfaite si:
a) M est un tore T»;
b) M est de dimension 2;

¢) M est un espace projectif complexe, ou quaternionien ou bien le plan projec-
tif des octaves de Cayley;

d) M = 8™Xx 8m, carré de la sphére de dimension m.

Dans la suite (V, g) désigne une variété riemannienne 0, de dimension 2, con-
nexe, de dérivation covariante V; T,V, c= Cte >0, désigne le fibré tangent
en cercles de rayon ¢ de (V,g). La métrique de Sasaki g° sur T,V est
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definie [6] par

do?(w, v) = ds?(x) 4+ ¢,:(x)VoiVoi

ds? = ¢,; da’ da’ .

Puisqu’il 0’y aura pas d’ambiguité, nous notons aussi V la dérivation covariante
induite par g°. Soit (8%(e), can) la sphére euclidienne bidimensionnelle, de rayon e.
On a

THEOREME C ([5] et [8]). — La varidté (T,8%¢c), can®) est isométrigue & espace
projectif réel P¥R) & courbure constante 1[4c?,

Soit Y le champ géodésique sur (T, V, g¢°), i.e. le générateur infinitégimal du flot
géodésique sur (7.7, ¢*). On a

TEEOREME D [1]. — Le rotationnel du champ géodésique P sur (T,V, g5) vérifie
Péquation

rot = —¢.
On sait qu’on peut munir V de cartes locales (U; %!, 2?) isothermes, i.e. telles que

ds*= e[ (dnt)? + (dn?)?], (4 e C°(U;R)).

Dang une telle carte, on a

(ILy) gus = €404
(IL,) Vi = 0,A0;+ a]Aéz— VtAgig'
(IL,) K = — A, A ¥ div-grad A = ¢ (0%, 4 + 03,4)

ol y,, K désignent, respectivement, les symboles de Christoffel et la courbure gaus-
sienne de (V, g) et & le tenseur de Kronecker. Si ve T, V,xe V, et si g,; 00" = ¢?,
on peut poser

v=cetcos B, ©v'=cesinf

et munir, par suite, T,V de cartes locales (%, 2%, 0). Les composantes covarian-
tes G, ; et contravariantes @*# de g°, les symboles de Christoffel I, et les composantes
R,; du tenseur Ric de Ricei de (T, V, g°) sont donnés par les formules (2), (3), (4)
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et () de [4] qu’on utilisera systématiquement ainsi que la formule

ol R est la courbure scalaire de (T,V, g¢).
On a, en particulier ([1], [4]),
= e+ ¢"(0,4), Gp=—c"0,40,4,
(IL) Ga= — " 0,4, Gy = €+ 0°(0,4)*,
Gpo= 0,4, Gyy= ¢

Nous notons @ Poperateur de Ricci sur AYT,V) i.e. endomorphisme de AYT,V)
défini par:

(Qu), = ngﬁ , YoeAYT,V).

§ 2. — Cherchons les composantes locales, covariantes et contravariantes, de .
Si on explicite les conditions

dat . v

_dT:(Ul’ '&T:_ij")j'”k’ guv'v'=c ,
on obtient: _
da? da? . dot _
(IIs) —d;—;—: ce-A‘OOSG, _ﬁzce—dslna’_gt_:__y}kvylvk

Ia 3éme des équations (II;) entraine:

a0

i ce 40, A cos — 0,4 5ind) .

11 g’en suit que les.équations des géodésiques sur (7,V, g°) sont:

st dx?

= ge4 & L ce4gi
o g = ¢ cos §, g = ¢ sin @,
(IL) i

i ¢"4(0, A o8 0 — 0, A sin ).

D’aprés (1L), les composantes contravariantes de u sont

(1L pr=cetcosl, y'=ce“sind,
7

9® = c¢74(0,4 cos O — 0,4 sin 0) .
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D’aprés (I1,) et (II;), les composantes covariantes de p sont
(1Ls) wo=cetcos B, = ece'sing, =0,

LEMME 1. - La  — forme Qu esi cofermée si et seulement si (V, g) ‘est & courbure
gaussienne constanite,

PREUVE. - 81 weAYT, V), on a

— 3Qw) = wﬁV“Rﬁ + RV 0, = wﬁVﬂR/z -+ R“ﬁvamﬁ:

= (2 — czK)wﬁVﬁuK/z -+ R“ﬁvawﬁy
ol § est 'opérateur de codifférentiation. Soit =: T,V — V la projection de Pespace
fibre T,V.

8i pe T, V, choisissons sur V un systeme de coordonnées normales en z{p). On a
alors en p:

1) szf}: 5ocﬁ7 si (o, ) # (3, 3), Gy = 0%

2) l’ggz 0, & 'exception de
I,=cdKi2, It =—dK2, I¥=-04,
I, = (0 A —0,4)2, I=0,4.

A 12

Un ealeul local aisé montre que, dans la carte choisie, on a en p:
y ’ b

i K (1—d)m

§ Vi, =9, Vﬂ/}a:—z—Sln[@q'—————— ’

2
! i K . — 4
(L) C V= 0(02 — 1) sin [6 -+ =9z 5 @)n] ,

‘j V3'(p3=0, (1<'if, j<2).
Par suite,

—3(Qy) = (2 — *K)yVPK[2 + ¢(1 — ¢*K)(0,K cos § + 0,K sin §)/2,
$0it
— 3(Qy) = (3]2 — *K)p*0 K .
On a done, dans les coordonnées isothermes en n(p),

— 3(Qu) = ee™4(3/2 — ¢*K)(0, K cos 0 + 0,K sin 6) .
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11 en résulte:

0(Qy) =0 <= {(3)2—*K)0,K =0,i=1, 2} <> K= Cte.

LevmMe 2. — 8t K = Cte, on o
() | Ric = (:K*2)g + E(1 — ¢*K)a*g .

PrREUVE. ~ Résulte aisément des formules (5) de [4] relatives aux composantes
covariantes du tenseur de Rieci et du fait que

(7*9) s = G5 s (1<, §<2), (n*g)sm: 0, Vo.

THEOREME 1. — Les conditions swivantes sont équivalentes:
1) Vopérateur de Ricoi est un endomorphisme de C(T,V);
2) (L,V, g°) est lecalement conformément plaie;

3) (L,V,g°) est a courbure sectionnelle constanie;

4) (V,q) est o courbure gaussienne K =0 ow bien K = 1/c.
PREUVE. ~ a) On va montrer que 4) = 3) = 2) = 4),
Limplication 4) = 3) découle immédiatement du lemme 2 et Pimplication

3) =- 2) est, évidemment, triviale. Montrons que 2) =- 4). Puisque dim 7,V = 3,
la condition 2) équivaut &

(I1,,) Vo Ryy— V, By, = (Gy, 0,R — Gy, 0,R)4, Vo, 0.

Puisque 0,B = 0, les équations (II,,) entrainent

(L15) ViByy— VB = G aiR/4 ’ (t=1,2)

les formules (4) et (3) de [4], concernant I, et B, ;, entrainent que, dans la carte
particuliére choigie, on a

(1113) vz’Rss = 3e' K azK/2 y V:st‘a: ¢t K azK/4f , (7’ =1,2);

puisque d, B = 0,K(2 — ¢*K), les équations (IL,) et (II,,) impliquent

BEGBeKE—1)=0, (i=1,2).
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Il en résulte K = Cte. On a alors, d’apros (IT,) et d’aprés les formules (4)
de [4],

(I1,4) VoRy=0, V,R,= KK —1)/2.

D’apreés (11}, on a VR, — V,R,,= 0 et done, d’aprés (II,), X = 0 ou bien
K =1[e, i.e. 4).

b) Montrons que 4) <> 1).
I’implication 4) = 1) résulte immediatement de limplication 4) = 3). Inver-
sement, supposons vraie 1). A partir des formules (II,) et (IL;), on prouve sans

difficulté que ¢ vérifie I’équation

(IL15) rot ¢ = *%q)

qui est la version évidente, sur (I,V,g®) du théoréme I; par conséquent la
1-forme p est cofermée (propriété, on le sait, prouvée par Liouville). Ceci étant, il
en résulte, d’'aprés le lemme 1, I’implication 1) = K = Cte.

On a vu, d’autre part, que si K = Cte alors

~ 3(Qw) = R“ﬁV“wﬂ , VYoedA (T, V).
Par suite, si dw = 0, on a, d’aprés le lemme 2,
— (@) = K(1 — ¢ K)(n*g)*V ;= K(1 — ¢ K) ¢ (Vy0, -+ Vym,) .
Par conséquent,
(I1,) {bw = 8(Quw) = 0, K = Cie} = K(L — K)(V,0, + V,0,) = 0 .
Puisque Péquation (IT,,) doit 8tre vérifiée pour toute w e C (T, V), il en résulte

que K =0 ou bien K =1/¢? i.e. 4). Em effet, supposons, par Pabsurde, le con-
traire. On a alors, d’aprés (I1,),

(1) Viw, + Vew, = 0, VYo e A T, V)

Si ’on choisit des coordonnées normales en m(p), on & alors, en p, VP =0 et
par suite,

(IL,e) 0,0%=0  pour toute we C(T,V)
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et, en particulier, pour toute w coexacte i.e. telle que

w==xdy, @ecA|(T,V),

% est 'opérateur de Hodge. Puisque
= xdp < o =" (dp),,,
Ia condition (II;) entraine immédiatement que
(Cra@e)(P) = (Cnsp)(p), V€ AYTL,V)
ce qui est absurde. On a donec 1) = 4).
REMARQUE. — L’équivalence 3) <= 4) est un résultat non publié de A. AvEz.

COROLLAIRE. — 8% (V, g) est compléte et orientable, alors les conditions 1), 2) et 3)
du théoréme 1 sont équivalentes & la condition

4') (V, g) est plate ou bien isométrique & la sphére euclidienne (82(c), can) de
rayon c.

PrREUVE, - Découle immédiatement du théoréme 1 et de la classification des
surfaces.

ProPOSITION. — Supposons (V, g) compacte. Si K = Cte, alors le groupe conforme
complet de (T,V, g°) coincide avec le groupe complet d’isoméiries.

PREUVE. — On a K = Cte <> R = Cte. La proposition est surement vraie si
R<0. En effet, on sait (voir, par exemple, [91) que si (M, g) est une variété rie-

by

mannienne compacte & courbure scalaire constante <0, alors O(M) = I(M). Soit
done B> 0. Puisque K = Cte, on a, d’aprés le lemme 2,

(IT) 8 = K(*K — 1)[(2/3)g*— m*g]
ot 8 = Ric — (B/3)g*. On trouve aisément que
(g°la*g) = |r*gl:=2.
Par conséquent,

(IXy) [S]2=(2/3) KK — 1)2.
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On a done
K = Cte = |§| = Cte.
D’aprés le théoreme A, siPon avait O(T,V) 5= I(T,V) alors (V, g) serait isomé-

trique & une sphére euclidienne et, en particulier, une variété d’Einstein. D’autre
part, on a vu que

{(T.V, g°) est A’Binstein} <> {K =0 ou bien K = 1/c?}.

Ni pour K = 0, ni pour K = 1/¢* le fibré (T,V, ¢*) est isométrique & une sphere,
parce que si K =0, alors (7,V, g°) est localement plat et si K = 1/c® alors le reve-
tement & deux feuillets de (V,g) est (8%c), can) et l’on sait bien [7] que 7,8%(c)
est homéomorphe & S8O(3). Par conséquent, O(T,V) = I(T,V).

THEOREME 2. — Suppesons (V, g) compacte et orientable, Si (T,V, g) est localement
conformément plate, alors

1) * (g"(T, V), Z) = (p*—(T,V,Z))*, Vre{0,1,2,3}
si et seulement si (T,V, g°) est un tore plat;
2) Ir; % ((T.V, Z)) c ("(L.V, Z))*
(inclusion stricte) si ef seulement st (I, V, g°) est isoméirique o Iespace projec-

tif réel P3(R) & courbure consianie 1[4c2.

PreUvE. ~ 8i (I,V, %) est localement conformément plate, alors, d’aprés le
corollaire du théoréme 1, (V, ¢) est plate ou bien isométrique 4 la spheére euclidienne
(82(¢), can). Puisque (T,V, ¢°) est alors une variété compacte & courbure section-
nelle constante et que B = 2K — ¢2/(?/2, il 8’en suit que

{(V, g) est plate} <= {(T,V, ¢°*) est un tore platy;
on sait aussi, d’aprés le théoréme C, que (7,8%(c), cans) est isométrique & I'espace

projectif réel P(R), & courbure sectionnelle constante 1/4¢®. D’autre part, si la
condition

(IL,,) #* (ZT(Tc v, Z)} = (XS—T(Tc v, Z))k , Vr,

est satisfaite, alors (T,V, ¢g°) ne peut pas 8tre un espace projectif réel, tandis que
le tore 7% vérifie, ’aprés le théoréme B, la condition (II,), d’olt la conclusion.
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