
Courbure de Ricci et g6om6trie conforme (*)(**). 

C~AW)~o ~ZZA~C~ 

Alla memoria della mia adorata madre 

R 6 s u m 6 .  - Ou eonua~t l'intdr~t portd sur les liaisons entre eourbure de l~ieei et gdomdtrie con- 
]orme d'une varidtd riemannienne. Ici on Jtudie une ]onctionnelle attaehge aux dd]ormations 
con]ormes du tenseur d'Einstein d'une varidtd riemannienne compacte (M, g) de dimensioq~ 
n > 2, e~ obteuant eertains rJsultats globaux coq~cernant la ggom~trie et la to29ologie de (M, g), 
e~ partieulier une condition pour que (M, g) soit isomgtrique h une sphere euelidienne. O~ 
dtudie, ensuite, la eourbure de Rieci du ]ibrd tangent en cereles T~V d'une varigtd rieman- 
nienne (V, g) de dimension 2, ]ibrd muni de la mdtrique gS de Sasaki, en obtenant, d'une part, 
des resultats, soit laeaux soit globau:v, sur la gdomdtrie eonforme de (T~V, gS) et, d'autre part, 
des conditions d'isomdtrie, soit de (V,g) soit de (T~V, gS), ~ eertaines varidtds standard. 
Certains des rJsultats de ee travail out dtJ annoncds darts une note aux Comptes t~endus de 
l'Acadgmie des Sciences de Paris. 

I n t r o d u c t i o n .  

Dans  la par t i e  I de ee ~ravail  oa  t r oave  eer~aiaes l iaisons ent re  la courbure  de 
l~icci et  lea d6format ions  conformes gl ~ e(~J2)fg (] ~ C~(M))  d ' tme  vari6t6 r ieman-  

nienne (M,  g) compacte ,  or ientable ,  C ~, de dimension n > 2: soit Sf le t enseur  

d ' E i n s t e i a  re la t i f  ~ la m6t r ique  gf (Cf. I ,  w 1) ; on 6tudie ]a fonct ionnel le  _F: C~(M)  --~ R, 

d6finie, ea  t e r m e  de p rodu i t  sealaire global,  pa r  F(]) = (]Sfl~, o's}, off ].ly est la 

no rme  locale associ6e ~ gf. Ceei permet  de trouver un  syst~me en ] d~dquations intd- 

grales earaetdrisant les mdtriques gl qui sent d~Einstein ( th6orbme 1). 

On analyse  easui te  les points  cr i t iques d e / ~  en liaison avec les propri6t6s  g6om6- 
t r iqaes  et  topologiques de M. Si d im M = 4, on t rouve  que la mdtrique g~ = e2~g 

(q~ ~ C~ (M))  est ~ courbure scalaire eonstante si et seulement si q~ est u n  poin t  critique 

de _~ ( th6orbme 2). D ' a u t r e s  propri6t6s in t6ressantes  de F,  iei prouv6es,  sent  lea 
suivautes  ( th6orbme 3): consid6rons 1 comme 616ment de C~(M);  on a: 

1) pour  que la eourbure sealaire R de g soit constante il ]aut et i! suMit que 

d lF - - -O ,  off dl est  la diff6rentielle de Fr6che t  au po in t  1; 

(*) Entrain in Redazione il 4 ottobre 1983. 
(**) Travail ex6eut6 d'apr~s le programme du (( Gruppo Nazionale per le strutture alge- 

briehe e goometriehe e lore Applicazioni, C.N.R. Italia )~. 
Indirizzo dell'A. : Dipartimento di Matematica ed Applicazioni, Via Arehirafi 34 - 90123 

Palermo, Italia. 
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2) si 

{n, t~ie (dh, dh)} > {R, A~h}, Vh e C~(M), 

alors 1 est un point critique ddgdndrd de .~ si et seulement si (M, g) est isom~trique d 

la s#~re euclidienne (S"(~ /~g  -2- 1)/R), can) de rayon ~ / n ( n -  1)/R: 
Soit T~V le fibr6 t angen t  eu eereles de rayon e d 'une  surlaee (V, g), fibr6 muni  

de la ra6trique de Sasaki. Duns l~ part ie  I I  de ce t ravai l  Oll t rouve certMnes liaisons 
entre l 'op6rateur de l~ieei sur A~(T~V) (CL I I ,  w 2) et les propri6t6s g6om6triques 
et topologiques de 1~ sarfae% eu partieu]ier sa g6om6trie conform% liaisons qu'on 
expose eu 46tails d~us l ' in t roduet ion ~ eette deuxi~me partie.  

I. - UNE ~ O N C T I O N N E L L E  ATTACHI~E AUX D~FORMATIONS CONFORMES 
DU T E N S E U ~  D~EINSTEIN 

1.  - N o t a t i o n s  e~ p r 6 1 i m i n a i r e s .  

Notts riotous : (M, g) une varigt6 r iemaunienne eompacte~ C ~, connexe, orientable, 
de dimension n > 2 ; R;~,r R~z =-- Rx~z~., 1;2 ~ g~ZR~a, respeetivement,  les composantes 
eovariantes du tenseur  de eourbure 2~, eelles da  tenseur  de ]~ieei (( l~ie ,  et la eour- 
bure sealaire de (M, g); N = I~ie -- (R/n)g. 

Les symboles (I) et ] ] d6signent, respeetivement,  le produi t  scalaire local et la 
norme assoei6e d6finis par g, e~ ehaque esp~ee tangent  de M, sur les tenseurs 
de mgme ordre; si It, Z sont deux tenseurs sur T,.~M d'ordre r, on a done 

. . . . . .  . z  . . . . .  . 

Nous riotous ~1, {,} ~ f([)~ et I1" 1[, respeetivement,  l'61~ment de volume rieman- 
M 

nien, le produi t  sealaire global et la norme L ~ assoei6e, relatifs s g. Pour  tou t  
] ~ C~(M), l 'on dgsigrte par:  gf la m6trique r iemannienne,  eonforme ~ g, d6finie pa.r 
g~-= e(~/~)~g; A J  la fonet ion ld][~-~g~'ZOJ ~J. Nous notons avee an  i n d i c e ]  les 
diff6rents tenseurs de eourbure relatifs ~ la m6trique g~. 

Les 6none6s suivants r6sultent  de th6orgmes eonnus: 

T t ~ O ~ ) I E  I [5]. - Soit (M, g) une varidtd d'Einstein compaete, C | de dimensio~ 
n > 2 .  Si ~1 est la plus petite valeur propre du laplaeien sur C~(M)~ alors 

R 
21> - -  

n--i 

T ~ o ~ . ~ E  !1 [2]. - Soit (M, g) une varidtd riemannienne eompacte C ~, ~ eourbure 
scalaire constante, de dimension n>2.  Soit Z(h) le tenseur sur M dd]ini par 

z]h 
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S'i l  existe h no~ eonstante annulant  T, alors (M, g) est isomdtrigue d la sph&e euvli- 

dienne de rayon %"n-(n--1)/R. 

TIn,  oRIOlE : [ I I  [1]. - Soit (M, g) une varidtd r@mannienne comTacte , orientable. 
Si  d i m  M = 4, alors 

O) iI~ll ~ =  411~iell 5_  ilRil~ + 8 ~ z ( ~ )  

oi~ z(M) est la varaetdristia~ue d'Euler-_Poineard de M. 

w 2.  - L v , ~  1. - -Pour tout ] e C~(M), on a 

<l~'d-, e~9 = 2 ( i )  

eli _~: C~(M) --> R est la ]onetionnelle dd]inie par 

(2) 

off 

F(I) = 2 -~(n  - 2)"[n~(n -- z)fl~dll"- 4~(~ § ~)<I, 41> + 2~(~ - x)lldili "] - 

- -2~ (n -  2)[ (n2(n-  4), ]~ie (d/, d/)}+ (2R, n z I d -  2 ( n -  2)A/y] § ilSH ~ 

P~EVVE. - S o i t  i ' =  (n/4)i. On ~ (e~. [4]) 
Y 

On o b t i e n t  

(3) 

e~, pa r  sui te ,  

(4) 

et  

f ~ : =  V~ ~ d ' -  ~J '  ~n?'§ �89 Ad' .g=: .  

~ i e ; =  Rie - -  (n - -  2 ) / +  (d] '  n - 2 4 d , )  
2 "g 

f 

R,--- g ~ G ~  = e-~"{;r § (~ - 1 ) [ 2 ~ 1 ' -  (n - 2) AII']} 
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P u i s q a e  

on ob~ient  

(6) 

f f 
/ ~2 !Ssls ~- SazS a" {t~icsl~-- {Rs)~/n, 

,o ,~ ,e  = i s i  ~ ~- ',,,~ - ~ ) i / !  ~ -  ~(,~ - s ) ( m e  ,,/) - 

E n  app l iquan~  ~_a f o r m u I e  de S tokes ,  on vo i t  a i s6men t  que  

~l/i] ~ = !lVd]'ii ~ + ~,]&/'il ~ -  2 < A i ' ,  A,]'>, 

En ~pp l iqu~n t  ia m ~ m e  f o r m a l s  e~ i~ f o r m a l s  

[ 2 A ] ' - -  ( n - -  2) A , F ] .  

on voi~ aussi quc 

W'R~ = �89 a ,R  , 

(7) (Rio ,  / )  =- �89 J l i ' - - -  A] ' )  - -  (1,  t~ic (d]', d]'))~ 

~ u b s ~ c a o  ~s (.n/4)] ~ ] �9 O o m p t e  t c n u  4es f o r m a l e s  (6) e t  (7), on ~bou t i t ,  p~r  

int~gr2~tion des d e u x  m e m b r e s  de (5), s 1~ f o r m a l s  (2). 

~ s ~ A ~ q r s .  -- D ~ p r ~ s  la d6f in i t ion  de F ,  on 

I) F(~)>O pour tout ] ~ C~(M); 

2) F(]) -= 0 si et seulement si la mdtrique gs=  &,,i.,)Sg est d'Einstein. 

Etant, 4onn~ f e ~R(M), l'applioation 

est une fonotion polynomiale de J~me 4egr~: 

4 

_~'(t/) = ~ a i r ' - ' ,  
i = O  
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as = ~ - ~ ( n  - 2)[(~ - 1 ) ( ~ , -  2)113]11 s -  <~(~ - ~), Rie (d], dr)} - -  2 ( R ,  d~)r 

Le lemme 1 fourni t  une autre d6monstration du th6or6me I, de Liehnerowicz, 
d6j~ cit6: 

COROLLAIRE. -- Soit g d~Einstein. Si  2~ est la plus  petite valeur propre du lapla- 

vien A sur C~(M), alors 

R 
(8) ~ > ~_---s-~ �9 

PREUVE. -- Soit f e C~(M).  011 a, par hypoth6se, S = 0 et, par s u i t e , / ~ -  Cte. 
Par  cons6quent, a4 = a3 = o. 

Puisque E(t]) > 0, Vte R et que l~ic (d], d]) = (R/n) A~f puree que S ~- 0, il s~en 
suit que 

as = 2-~n(n - 2)s[(n _ 1)ll,~]ll~_ <R, 2 1 / > ] > o .  

Par  suite, 

R R 
(9) l]A/lls> n---~--1(1, A~]} - n - -  1 (/ '  A]} . 

Si A] -~ ~f, avec 2 ~ Cte et ] 5 0, les relations (9) entra inent  l 'in6galit6 

R 
- -  o 21>~ n - - 1  

Tn-~OR~E 1. - Za  mdtrique gf ~- e(~/2Vg est d'Einstein si et seulement si / vdri]ie 
les dquations suivantes: 

(lO) 

(11) 

(12) 

n ( n - -  2 ) In (n - -  1)]IA ~ / l l~ -2 (n  + 2)(A/, ~ / } ]  ~- 

+ 2 , [ (n ,  ]~ic (d/, d/)}  - (R,  A1/}]  = 0 ,  

( n -  . 9 ) ( n -  1)[n~ii&tjr ~ _  ~,][At]r ~] + (2'n~,  ~ i c  (d], d r ) } -  (2~R, Ad~ + 
2 s 

~-n(n--.2--~) I[SIr = o ,  

2 4 
2 ( n -  2)(R,  A]} -~ (n  ~, Ric (dr, d?)} - - ( n R ,  A~]} ~ - ~  IISII ~ -~ 0 .  

PREUVE. - L:~ suftisance du th6or6me est 6vidente: en fair, si ] v6rifie le syst6me 
d'6quations (10), (11) et (12), alors le l e r  membre de l'6g~lit6 (2), i.e. F(]), est nul. 
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Inversement ,  supposons gf d 'Einstein.  En  ut i l isant  les formules (3) et (4), on 
obt ient  

R 
{g~ est 4~Einstein} r S ~  0 ~ S~ (dr', d]') -~ 0 <=> Ric (d]', d ] ' ) - - h A l l  § 

, ( n - - 2 ) ( n - - 1 ) ( A i j , ) 2  n - - 2  n - - 2 A ] . A 1 j , ~ _ O  
T ~ - - - ~ - -  ( d t ' l g ( a ~ / ' ) )  

d~ofi, ~pr~s subst i tu t ions de (n/4)]  ~ ] '  et in tegrat ion,  l~qu~ t ion  (10). Cette ~qu~- 
t ion ~quiv~ut 

(10') 2ao § a~ § 2 - ~ n ( ~ -  2)[(n, m c  (~ t ,  d / ) ~  - (1r  A ~ t ) ]  = o .  

L~4quution (11) eqUiv~ut 

(11') ao § a4-- a~ § 2-~n(n -- 2)[(n, l~ie (d], dr)) -- (R ,  A~])] : O. 

L~qu~t ion  (12) 4quivuut 

(12') as § 2a~ § 2-3n(n -- 2)[(n, l~ic (d], d])) -- (R ,  zJj~] -~ O . 

Compte tenu  d6 l~quut ion  (10'), les 4quutions (11') et (12') s'~criven% respec- 
t ivement ,  

(11 '~) a~ --  a~-- 3ao-- 2a~-~- 0 , 

(!2") a ~ + 2 a 4 - - 2 % - -  a ~ = 0 .  

Prouvons doric (11") et (12"). Puisciue ~( ] )~-0~ t = 1 est un  z4ro de ~(t]). 
Comme l~(t])>O~ Vt e R, on ~, n~cessairement~ 

~ ( t ] )  = ao(t  - 1)~[(t - ~)~ §  (~, f ie  ~ ) .  

Par  cons~quent~ 

a s ~ - 3 % - 2 a  l §  a s ~ 2 a o §  

d'o~ (11") et (12") et, par suite, (11) et (12). 

w 3. - Les aotions de 4iff6rentiation au sens de Fr6chet  et au sens de Gateaux 
sont bien connues (el. [6]). 

Si E, V sont deux esp~ces vectoriels aortaes, a lors, si une application r  U -+ V 
(U ~- ouvert  de E) est diff4rentiuble uu sens de Fr4chet  en m e U~ elle l 'est  ~ussi~ 
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en co point ,  au sens de Gateuux et  les deux diff6rentielles, de :Fr6chet d~q) et  de 
Ga~eaux, son~ 6gales; on ~ d o n c  

d~q~(h) = lira r  + th) - -  qS(m) 
t-~o 
t~R* 

, V h e E .  

(14) 

off 

(13) dfE(h)  -= l im F({ + th) - -  F(])  

~R* 

Calculons cet te  l imite.  On t rouve  que 

~ ( l  ~- th) - -  ~(1) -~ 2-~n( n - -  2)~t{n~( n - -  1)<AJ .  dI, dh> - 

- -  n (n  -k 2 ) [2<A/ 'd l ,  dh> q- <A~/, Ah>] + 2a(n --  I)<A], Ah>} A- 

+ 2-a(n -- 2)t[<2R, (n --  2) A h  --  n(d/[dh)> --  <n2(n - -  4), l~ic (d/, dh)>] + O(t) ,  

lira O(t) 
~_~o - - / - -  = 0 .  

Pa r  cons6quen~, 

L ~ f ~  2. - Z a  di]]drentielle de _Frdchet de F est donnde par  

d , F ( h )  = 2 - ~ n ( n  - 2 V { n ~ ( n  - 1 ) < A d . d / ,  dh> - 

- -  n (n  ~- 2)[2<A].d],  dh> ~- <All,  Ah>] -~ 2~(n -- 1)<A/, Ah>} -~ 

-~ 2-a(n -- 2)[<2R, (n - -  2) A h  - -  n(d/ f lh)> - -  <n~(n - -  4), l~ic (d], dh)>] . 

Si ] e  C~(M) ,  sole gCf le tenseur  de courbure  de (M, gf). 

T~OlC]~IE 2. - Si dim M = 4, les vonditions suivantes  sont ~quivalentes: 

1) la mdtrigue g~ ~- e2r (q9 e C~(M) )  est d eourbure scalaire constante; 

2) ~ est u n  po in t  vritique de 

F 
r  ~ R 

Consid6rons muin~enant l 'espuce vectoriel  norm6 ( C ~ ( M ) ,  It'll), off II'!I est la 
n o r n l ~  L ~, 

On volt  que 1~ fonct ionnelle  F :  G~(M) ~ R est pur tout  diff6rentiable an sens 

de Fr6chet .  Par cons6quent,  
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3) (pest  un point eritique de 

G 
c ~ ( ~ )  - > 

Pg~wvE. - P o u r  n = 4, les formules  (4) et (1Q mor~trent que la diff6rentielle 
dR~ et la diff6rentielle de Fr6ehe t  d~_~ sent  donn6es, r e spec t ivement ,  pa r  

(15) a n ,  = e- -{a[g  + 6(Af - A~])] § 216(A1/-  At) - ~3 d/}, 

(16) d~F(h) -=- <R ~ 6(Af -- A~/), Ah) -~ 2([6(A~f - -  Af) -- R] d], 4h} . 

I1 s ' en  sui t  quo d1F(h) ~ (e~f'dRf, dh). 
P a r  eons6quent ,  Rt  =--- Cte ent ra ine  d~/~ -~ 0. R6e ip roquement ,  si d~F ~ 0, alors 

d~(R~) ~- 0 et~ pa r  suite,  ~ Cte. On a done 1) <:~ 2). 
D 'apr~s  la fo rm~le  (1), d 'Avez,  on a 

pa r  cons6quent,  les fonct ionnel les  G e t  F oa t  les m6mes  points  cri t iques.  I1 en r6- 

sulte que 2) r 3). 

w 4. - Avec la m6me  m6thode  utilis6e pour  ealeuler  dF, on t rouve  

L E ~  3. - La di]]~rentielle seconde de F esl donnde par 

(17) d2~F(h, U) = 2-6(n --  2)2{ns(n - -  1) [ (AJ .dh ,  4h ~) -{- 2((d/Idh), (d]]gh'))] -- 

-- 2n~(n + 2)[(A/ .dh,  dh') + (Ah.d],  dh') + (Ah"d] ,  dh)] + 

+ 2Zn(n -- 1)<Ah, Ah')} '~  - 2-an(n - -  2)[<n(4 - -  n), l~ie (dh, 4h~)) -- ( 2 R  dh, dh')] .  

CO~OLLAIg~. - Supposons dim M -~ 4 el R ~ Cte. Consid~rons 1 comme ~l~menl 
de C~(M). Soil ~ la premiere valeur propre de A sur C~(M). Pour que ~1>~R[3 il 

faut et il su]]it que 

d~F(h, h)>O, Vh e r 

P~EUVE. - D 'apr~s  les hypotheses  f~ites, 1~ formule  (17) entra ine  

d ~ ( h ,  h) -~ 21311Ahll 2 -  (R,  Alh)]  �9 

Soit (2~} le spectre  de d et  {hi} Ies fonet ioas  propres  correspondantes  aorm6es.  
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Le d6veloppement  de h e n  s6rie de Four ier  selon les h~ s'~crit 

h = Z cihi, v i ~ R .  
i=1  

On en d6dui t  

d~F(h, h) = 2 ~ ,~e~(3~-- R) .  
i = 1  

La conclusion est alors imm6diatc.  

T ~ o ~ .  3. - Considdrons 1 comme eldment de C~(M). On a: 

1) pour que _R soit constante il ]aut et il su//it que d~F=_ 0; 

2) si 

(18) <n, l~ic (dh, dh))> <R, A~h) ,  Vh ~ C~(M) 

alors 1 est un point eritique dggdngrd de F si et seulement si (M, g) est isomdtrique 

la sphere euelidienne (S~(V'n(n 1)/R), can) de rayon V J n ( n -  1)/R. 

FREUVE. - -  1) D'apr~s l~ formnle (14), on a 

par  cons6quent,  

et,  r6c iproquement ,  

d~F(h) : 2-'(n - 2)~<R, Ah> ; 

R - -  Cte ~ d~F-~ 0 

d lF  -~ 0 ==> d~F(R) = 0 :=> -R -- Cte .  

2) D'~pr~s la formule  (17), on a 

(19) d~F(h, h) = 2-3n(n -- 2)[(n -- 2)(n -- 1)][zJhn 2 + 

~- <n(4 -- n), l~ic (dh, dh)) -- 2<R, A~h> ] ; 

d'apr~s l ' in6galit6 (18), on a ~lors 

d~F(h, h)>2-3n(n -- 2)~[(n -- 1)I[AhlJ~_ <n, l~ic (dh, dh))] = 2-an(n -- 2)2[]T(h)II ~ , 

off 

T(h) = V dh + Ah - j g .  
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Si 1 est un point  cri t ique d~gdndr~ de ~ ,  on a, par suite, 

i) R =-- Cte; 

ii) 3h ~ C~(M), non constante,  telle quc T(h) = O. 

D'apr~s le theor~me I i ,  de B i shop  et Goldberg, les conditions i) et ii) sont simul- 

tan~ment  v~rifides si et  seulement  si (M, g) est isom~trique ~ (S"(%/n(n -- ! ) /R) ,  can.) 

In ersement, si (M, g) est isom trique a ca.), alors (M, g) 
est une variSt~ d 'Eins te in  et, d 'au t rc  par t ,  it existe h v~rifiant la condition ii). 
Puisque  g e s t  &Einste in ,  1~ formule (i9) entraine 

d~A~(h, h) = 2 -~ n(n -- 2) ~1[ T(h)11 ~ . 

I1 s 'en suit  que d~F(h, h ) =  O. 
Par  cons6qnent,  1 est un point  cri t ique d6g6ndr6 de 2 ~. 

I I .  - LE  FIBRt~  TANGENT EI~ CEI~CLES DES SURFACES 
ET I~A GI~OMI~TRIE CONFORME 

Introduction. 

Soient:  (V~ g) une vari~t~ r iemannienne C ~, de dimension 2, connexe; (ToV, g~) 
le fibr~ tangent  en cercles de rayon e (v ~ Cte > 0) de (V, g), muni  de la mdtr ique g' 
de Sasaki [6]; CI(T~V) le sous-espace de AI(T ,V)  des 1-formes coferm~es; Q: 
:A~(T,V)--~A~(T~V) l 'op~rateur de Ricci, i.e. l 'opdrateur  lin~airc sur A~(T,V) 
associd, par  dualitd, au tenseur  de Rieci de g~. 

IJe thdor~me 1 affirme quail y a 6quivalence entre les conditions 1), 2) et 3) suivantes: 

!) Q est un eudomorphisme de CI(T~V); 

2) (To V, g~) est loealement con]ormdment plate; 

3) (V, g) est ~t courbure gaussienne K ~ 0 ou bien K =-1/c ~. 

Dans la proposit ion successive, on prouve que, si (V, g) est eompacte et ~ courbure 
gaussienne eoustante, alors le groupe con]orme complet de (Tc V, g~) coincide avec le 

groupe complet des isomdtries. 
Enfin, on donne, dans le th~or~me 2, des conditions mdtriques et cohomologiques 

earact6risant les ]ibr6s ( Tc V, g~) ffui sout, respectivement, un tore plat T 3 ou un espaee 
projectif rdel P3(R), ~ courbure sectionuelle constante 1/4c 2. 
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w 1. - Notat ions  et pr61iminaires. 

Soit (M, g) une -r r iemannienne,  de dimension n. ~ous  notons (]) et I 1, 
respectivement,  le produit  scalaire local sur les tenseurs et la norme associ6e. Si _R 
est la courbure scMMre de (M, g), on d6signe par S l e  tenseur Ric -- (R/n)g et l 'on 
note C(M) et I(M),  respeetivement,  le groupe eonforme complet et le groupe complet 
d'isom6tries de (M, g). 

On a 

T ~ o ~ ) ~ E  A [2]. - Soit (M, g) une varidtd riemanniennc compacte telle que _R soit 
constant > 0 et que ]l~ic] soit constant. Si C(M) =~ I (M),  alors (M, g) est isomdtrique d 
une sphere euelidienne. 

57ous notons zq(M, w) l 'espuc e des formes diff6rentielles sur M h~rmoniques de 
degr6 q, 0 <q<n.  On suit que si M est compacte et orient~ble, Mors i f(M, R), mnni 
du produit  scalaire global, est un espace veetoriel euclidien de dimension finie et 
que l 'ensemble i f(M, Z) des formes (o e A~(M) h~rmoniques s p6riodes enti~res est 
un r6seau de zq(M, R) (cL [3]). On s~it aussi que si . :  Aq(M) --~A~-~(M) est 1'01)5- 
ruteur de Hodge et si (Z'-r Z))* est le r6seau dn~] de Z~-q(M, Z), alors [3]: 

, (zo( z, z)) c (Z,-o(M, Z))*, 

cette inclusion 6rant, en g6n6ra.1, stricte. 
On 

T ~ O ~ E  B [3]. - La  condition 

*(z~ = (Z'-~ *, 

est satisfaite si: 

a) M est un tore T"; 

b) M est de dimension 2; 

c) M est un espace pro]eeti] complexe, ou quaternionien ou bien le plan .pro]ee- 
ti/ des octaves de Cayley; 

d) M ~- S~X S ~, earrd de ~a sphere de dimension m. 

Duns la suite (V, g) d6signe une vari6t6 r iemannienne C ~, de dimension 2, con- 
nexe, de d6rivation covariante V; T~ V, e -~ Cte > 0, d6signe le fibr6 tangent  
en eereles de rayon e de (IT, g). IJa m6trique de Sasaki g~ sur T~V est 
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4efinie [6] pa.r 

o~ 

da'-(x, v) = ds~(x) + g . (x)Vv~Vv ~ 

ds ~ : g ,  d~ ~ dx~ . 

Puisqu' i l  n 'y  a.ura, p~s d 'umbiguit6,  nous notons a.ussi V 18 d6riva.tion eova.ria.nte 
induite  pa.r g*. Soit (S~(c), ca.n) lu sphere euelidienne bidimensionnell% de ra.yon c. 
On a. 

T ~ o ~  C ([5] et [8]). - La varidtd (T~S~(o), c~n ~) est isomdtrique ~ l'espace 
pro~ecti] rdel Pa(R) ~ eourbure constante 1/4c ~. 

Soit d~ le ch~mp g6od6sique cur (T~ V, g'), i.e. le g6n6r~teur infinit6sima.1 du riot 
g6o46sique cur (To V, g*). On 

T m ~ o ~ E  D [1]. - Le rotationnel du champ gdoddsique ~ sur (T~V~ g~) vdri]ie 
lYquation 

r o t  ~ = - ~ .  

On sa.it qa~oa peut  munir  V de ca.rtes loca.les (U; ~1, ~-) isothermes, i.e. telles que 

~zs~= c~[(4~) ~ + (~-)~], (a  e r R)). 

Da.ns une telle curte, on a. 

(111) 

(II~) 

(II~) 

gi~ = C2A~ij 

y~j = ~A(~ + ~ A ~  - WAg~ 

K = -- A~A d~_,. div.gra.d A = e -2~(~A d- ~ A )  

off ~ ,  K d6signent, respeetivement,  les symboles de Christoffel et la. courbm'e ga.us- 
sienne de (V, g) et  ~ le tenseur  de Kronecker.  S i v  ~ T~V, ~ ~ V, et si g ~ v ~ v J :  e 2, 
on pent  poser 

v 1-= ee - ~ e 0 s 0 ,  v ~ -  ce -as inO 

et munir~ pa.r suite, T~V de ca.rtes loca.les (xl~ x 2, 0). Les composa.ntes covaria.n- 
tes G~ et contravaria.ntes G ~ de gs, les symboles de Christoffel/'~Q et les composantes 
R ~  da  tenseur  Rie de t~ieci 4e (ToV, gs) sont 4onn6s pa.r les formules (2), (3), (4) 
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et (5) de [4] qu 'on  uti l isora sy s t6ma t iquemen t  ainsi  que la fo rmule  

R ~ - 2 K - - - -  
2 

oh R est  la courbure  scalaire de (T~V, g*). 

On a, en pur t icul ier  ([1], [4]), 

(II~) Gla-~  - -  c ~ ~2A , 

G12--~ --  c 2 8iA ~2A , 

G,~ = e 2~ q -  e'o(3~A) 2 , 

Nous notons  Q l ' ope ra t eu r  de Ricci sur A~(/'~ V) i.e. endomorph i sme  de A~(/'o V) 
d6fini pa r :  

(Q~)~ = R~%, Vo~ e A~(T~V). 

w 2. - Cherchons los composantes  locales, covariuntes  et cont ravar ian tes ,  de y. 
Si on explici te  les condit ions 

dg  ~ dv  i 
d t  ' dt  - -  y ~  v '  v ~ , g ,  v* v ~ ----- c , 

on obt ien t :  

d x  ~ dx2 dv  1 
(IIs) d--t- = ce -~ ' c~  0 ,  d--t : ce- '~ s i n 0 ,  d---[ -~ - -  Y ~  v~v~ 

1~ 36me des 6quations (II5) entr~lne:  

dO 
d---i -~ ce- '~(~2A cos 0 -  81A s i n 0 ) .  

I1 s ' en  suit  que les ,6qu~tions des g6od6siques sur ( T ~ V ,  gs) sont:  

( I I 6 )  

dg 1 dg 2 
_~ _ _  ~ e e - a s i n 0 ,  - ~  c e -a cos 0 ,  dt  

dO 
- ~  ~-  c e - ~ ( ~ 2 A  cos 0 -  ~IA sin 0). 

D'~pr6s (II6), les composantes  con t ravar ian tes  de y sont 

(II7) 
~-~-  Ce -'~ COS 0 ~ ~ ~ ee -~ Sill 0 

ya --~ e e - ~ ( ~ A  cos 0 --  ~IA sin O) . 
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D'apr6s ([I4) et  ( I I j ,  les composantes  covariantes  de ~ sont 

(iI~) ~,~= ce~'cos 0 ,  ~ = :  ce ~ sin 0 , V~-= 0 . 

LE~~rE L - La s -- ~o.rm~ Qy~ est co]ermde si et seulement si (V~ g) lest d courbure 
gaussienne constante. 

P~EUV~. -- Si ~,~ e A~(T~ V), on a 

os ~ est Fop6ra teur  de codiff6rcntiation. Soit ~: T~V -+ V l a  project ion de Pespaee 
fibr6 T0 V. 

S i p  ~ T~ V, choisissons sur V un  syst~me de eoordonn6es normales en ~(p). On a 
alors en p:  

1) G ~ =  ~ ,  si ( a , ~ ) #  (3, 3), G~---- c~ 

2) I~---- o, ~ l ' except ion  de 

i ~  - -  (%1 A - -  , - n 2 ~  = ~i2 A �9 

Un calcul iocM ~is6 mont re  que, dans la car te  choisi% on a cn p:  

e3K [ (i " 
V,% : 0 , V, v;. : --2-- sin _0 + - - 2  *--~)~] , 

V3~:c(C2 K 1) sin [O + (1-- ~] 
2 

VamPs---- 0 ~ (I</~ j<2). 

(119) 

soit 

Pa r  sllil~% 

-- 5(Q~) - (2 -- v2K)vgVgK/2 -i- c(1 -- v " K ) ( ~ K  cos 0 Jr ~,K sin 0)/2,  

On ~ 4on% dans les coordonn6es isothermes en 7~(p), 

-- a(Q~) = ce-~(3/2 - c2K)(~K cos 0 ~- ~ K  sin O) 
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I1 en r6sulte: 

a(Q~) = o <:~ ( ( 3 / 2  - c~K) ~ K  = 0, i = 1 ,  2}  ~ K ~ C t e .  

L ~  2. - Si  K ~ Ct% on a 

( I I l ~ )  1%ic : ( c 2 K 2 / 2 ) g s - ~  K ( 1  - -  c~ l ~ ) ~ * g  . 

Pl%EUVE. - -  l~6salte ais6meat des formules (5) de [4] relatives aux compos~ntes 
cowriantes du tenseur de tMcci et du f~it que 

(~*g) iJ:  g~J, (1<i~ i<2), (~*g)3~ 0, V~. 

T H ] ~ O ~ E  I. - Zes conditions suivantes sont dquivalentes: 

1) ~opdrateur de Ricci est un endomorphisme de C~(T~Y); 

2) (T~V, g~) est localement con]ormgment plate; 

3) (T~V, gO est d courbure sectionnelle eonstante; 

4~) (V~ g) est it courbure gaussienne K~- -0  ou bien K~--1/c  2. 

P~EUVE. - a) On va montrer que 4) ~ 3) ~ 2) ~ 4). 

L~implication 4)=> 3) d6coule immSdi~tement du lemme 2 et Fimplicution 
3) ~ 2) est, ~videmment, trivi~le. :~fontrons que 2) ~ 4). Puisque dim T~ V = 3, 
1~ condition 2) ~quiwut  

(~i~) v~R~o- v~R~- (e~ a R-- G~ ~R)/4, W, #, e. 

Puisque ~3R ~ 0~ les 6qu~tions (iIn) entr~Inent 

les formules (4) e~ (5) de [4], concernnnt Fie e~ ~ ,  entr~inent que, d~ns l~ carte 
p~rticuli6re choisie, on 

puisque ~ R  = ~ / C ( 2 -  e~K)~ les 4qu~tions (II~) et (II13) impliquent 

~ K ( 3 e ~ K - -  1) -~ 0,  (i = 1, 2).  
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I1 en r6sulte K - ~  C~e. On a alors, d 'aprgs  (II~o) e t  d 'apr6s les formules  (4) 
de [4], 

D 'aprgs  ( I In )  , on a V~R~a- -VaR~= 0 et~ donc~ d 'aprgs  ( I I~) ,  K ~ 0 ou bien 
K =--1/c s, i.e. 4). 

b) Montrons que 4) <=> !) .  

L ' impliea~ion 4) ~ 1) r~sulte i m m e d i a t e m e n t  de l ' impl iea t ion  4) ~ 3). Inver -  

sement ,  supposons vraie  1). A pa r t i r  des formules  (II~) et (IIs), on p rouve  sans 
diffienlt~ que t~ vgrifie l ' 6qna t ion  

(IL~) ro~d~ = 1 

qui est  la vers ion 4videat% sur (T~V,g ~) du th4or~me D;  pa r  consSquent la 

l - fo rme  ~p est  colerm4e (propri4t4,  oa  le suit, prouv4e par  Liouville).  Ceci 4tan~c, il 
en rgsult% 4 'apr~s le l e m m e  1, i ' impl ica t ion  i )  ~ J ;  ~ Cte. 

On a vu,  4 ' a u t r e  pa r t ,  que si K ~ Ore alors 

P a r  suite,  si dm = 0~ on a, d 'aprgs  18 l e m m e  2~ 

--  d(Qo) := K(1 --  e2K)(:~*g)~PVjg~ = g ( 1  --  dK)e-2"(V~o~ @ V2w~). 

P a r  eonsgquen~, 

(II~6) {do) = 5(Qm) - :  0, K = C~e~ ~ => h:(1 - -  e2K)(V~eh d- V2o~2) -~ 0 . 

Ptt isque l '~quat io~ (II~6) dolt  ggre v4rifi~e pour  to-ate co ~ et(5~og), il e a  rgsul~o 

que K ~ 0 on b ien  K--= 1]0 ~ i.e. 4). E n  effeg, supposons,  pa r  l ' absurd% le con- 
graire. On a aIors,  d ' aprgs  (II~G), 

Si FoR ehoisit  des eoordonn~es normales  an ~(p),  on a alors,  an p, Var9 3-~ 0 et 
par  suite,  

(Ills) ~so ~ = 0 pou r  ~ou~e eo ~ CI(T~ V) 
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et,  en par t icul ier ,  pour  route  o) coexaete  i.e. tel le que 

o~ = , d ~ ,  9 e A ~ ( T ~ V ) ,  

off 

. est  l ' op6ra teur  de Hodge.  Puisqtle 

o~ : . d 9 <==> ~o ~ ~ ~ r ( d g ) ~  , 

la condit ion (IIls) en t ra lne  i m m 6 d i a t e m e n t  que 

( ~ l ~ ) ( p )  -= ( ~ , ) ( p ) ,  V~ e A~(To V) 

ce qui est  absurde .  On a donc 1) ~ 4). 

R~.~AI~QVE. - L '6quivalence  3) r 4) est  a n  r6sul t~t  non publi6 de A. AVEZ. 

COl~OLI,).ncE. - Si (V, g) est complete et orientable, alors les conditions 1), 2) et 3) 
du thdor~me 1 sont dquivalentes ~ la condition 

4') (V, g) est plate ou bien isomdtriffue ~ la sphere euclidienne (S~(e), can) de 
rayon c. 

PnEI~VE. - D6coule imm6diu temen t  du th6or5me 1 et  de 1~ classification des 
surfaces.  

P]zoPosI~rlO~. - Supposons (V, g) eompacte. ~i K ~ Cte, alors le groupe con/orme 
complet de (T~V, gO eogneide avec le groupe complet d'isomgtries. 

PREUV]~. - On a K ~ Cte r R -~ Cte. La  proposi t ion est  su rement  vraie  si 
R < 0 .  E u  effet, on suit (voir, pa r  exemple ,  [9]) que si (M, g) est une var i6t6 rie- 

maun ienne  compac te  ~ courbttre scalsire cons tante  < 0 ,  alors C ( M ) ~  I (M) .  Soit 
donc R > 0. I)uisque K ~ Cte, on a, d 'apr6s le l emme  2, 

( I I~)  ~ = K(c2K -- 1)[(2/3)g ~ -  ~*g] 

off S : l ~ i c -  (R/3)g ~. On t rouve  a.is6ment que 

]?ur cons6quent ,  

(II~o) 

( g f l ~ * g )  = Iz*gl  ~ :  2 .  

ISl~= (213)K~(e~K - 1)~.  
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On ~ done 

K - ~  Cte ~ IS] -- Cte .  

D'apr~s 16 th6or~me A, si l 'on avait  C(T~V) :/: I(T~V) alors (17, 9) serait isom4- 
tr ique s un6 sphere euelidienne et, en particulier,  une vari6t6 d 'Einstein.  D 'autre  
par t ,  on a vu qu6 

((T~V, g~) est &Einstein} r (K ~ 0 ou bien K ~ 1/e~}. 

~ i  pour K ~ 0, ni pour K ~ l ie ~ le fibr6 (T~ V, 98) est isom6trique s une sphSre, 
parce que si K ~ 0, alors (T~ V, 9~) est loea]ement pla~ et si K -~ l ie ~ alors le revc- 
foment  ~ deux feuillets de (V, g) est ($2(c), can) et l 'on sait bien [7] que T~S~(c) 
est hom6omorphe s S0(3). Par  cons6quent, C(T~V)=  I(T~F). 

T ~ o ~ ] ~  2. - Supposons (V, g) compaete et orientable. Si (T~ V, 9~) est loealement 
eon]ormdment plate, alors 

1) , (z'(T~ V), Z) = (Z~-'(T~ V, Z))*, Vr a {0, i, 2, 3} 

si et seulement si (T~V, gs) est un tore plat; 

~) 3r; , (z~(zov, z)) c (x~-~(rov, z))* 

(inclusion stricte) si et seulement si (T~ V, g~) est isomdtrique ~ l'espace projec- 
t;/ rdel P3(R) ~ eourbure eonstante 1/~e ~. 

P ~ : V ~ .  - Si (T~V, g~) est loealement conform6ment plate,  alors, d'apr~s le 
corolla;re 4u th6or~me 1, (V, g) 6st plate ou bien isom6trique s la sphbre euclidienne 
($2(c), can). Puisque (T~V, g~) est alors une vari6t6 compuete ~ courbure section- 
nelle constante et que R - ~  2K--e2K~/2 ,  il s 'en suit que 

{(V, g) est plate} ~:> {(T~V, g~) est nn  tore plat} ; 

on sait aussi, d'apr6s Ie th6orbme C, que (T~S~(e), can *) est isom6trique g l 'espace 
projecti i  r6el P3(R), ~ courbure sectionnelle constante 1/4c =. D 'aut re  p~rt,  si la 
condit ion 

(ll,J , (z~(~v,  z)) = (z3- , (~v,  z))*, Vr, 

est satisfaite, alors (T~V, g~) ne pent  pas ~tre un espace projectif  r6el, tandis  que 
le tore T a v6rifie, d'apr~s le th6or~me B, la condit ion (II~l), d'ofl la conclusion. 
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