L’ensemble des points fixes d’une application holomorphe
dans un produit fini de boules-unités d’espaces de Hilbert
est une sous-variété banachique complexe (*).

MOHAMED ABD-AILLA

Résumé. — Dans cet article, nous montrons le vésuliat swivant. Soit B = B, X ... X B, un produit
fini de boules-unités d’espaces de Hilbert H;, et soit f: B — B une application holomorphe.
Alors, Uensemble des points fizes de | est une sous-variété banachique complexe de B, et est
rétracte holomorphe de B.

Summary. — In this paper, we prove the following result. Let B = ByX..xXB, be a finite
product of wnil balls of complex Hilbert spaces H,;, and let f: B — B be a holomorphic map,
then the set of fimed points of f is a complex Banach submanifold, and is a holomorphic
retract of B.

0. — Introduction.

E. VesENTINI ([10] et [11]) a étudié la notion de géodésique complexe d'un
domaine borné D d’un espace de Banach complexe F, et a montré dans un certain
nombre de cas que, étant donnés deux points 2 et y de D, il existe une et une seule
géodésique complexe pasgant par « et y. Il en déduif, en particulier que, si B est
la boule unité d’un espace de Banach complexe F tel que tous les points de la fron-
tidre 0B de B soient des points complexes extremaux de B, et si f: B — B est une
application holomorphe telle que f(0) = 0, alors I'ensemble des points fixes de f
est I'intersection de B avee un gcus-espace vectoriel complexe fermé F de E.

Dans le cas du bidisque 4 X 4, il y a en général une infinité de géodésiques com-
plexes passant par # et y. VESENTINI [11] montre cependant que, si # et y sont deux
points fixes de f: AX A - AX 4, il existe une géodésique complexe passant par x
et y formée de points fixes de f.

En utilisant des résultats de compacité, VIGUE [13] a généralicé ce résultat au
cas d’un domaine borné convexe D de C*. De plus, il a montré [14] que Pensemble V
des points fixes de f est une sous-variété analytique de D, et est rétracte holomorphe
de D.

(*) Entrata in Redazione il 7 gennaio 1986.
Indirizzo dell’A.: 10, Le Bosquet - 91940 Les Ulis, France.
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Soit maintenant B = B;X...X B, un produit fini de boules-unités d’espaces de
Hilbert H;. Les géodésiques complexes passant par deux points # et % ne forment
pas en général un ensemble compact. En utilisant la notion de centre asymptotique
d’une suite, VIGuk [12] a montré que, si f: B — B est une application holomorphe
ayant deux points fixes distinets # et y, il existe une géodésique complexe passant
par # et y et formée de points fixes de .

Le résultat principal de eet article est que 'ensemble V des points fixes de f est
une sous-variété banachique complexe de B, et que V est rétracte holomorphe de B.

Nous montrerons d’abord que si f(#,) = @,, /(%) v = v, (v 0), il existe une
géodésique complexe ¢: 4 — B telle que p(0) = 2y, que p'(0) soit eolindaire & v et
que son image g(4) soit formée de points fixes de f. On peut alors supposer que
Porigine 0 est un point fixe de f. Nous construirons une application holomorphe
p: B — B telle que %'(0) soit un projecteur de norme 1 de H = H,X...XH, sur
F,={zeH:{(0)-v=v}. Nous montrerons gue p(B N F,) est une sous-varieté ba-
nachique de B, et est rétracte holomorphe de D. Nous montrerons enfin que w(B N Fy)
est égale & Pensemble des points fixes de f, ce qui montre le résultat annoncé.

Je tiens a exprimer toute ma reconnaissance & Monsieur Jean-Pierre ViGuf qui
par son enseignement, par les nombreux entretiens qu’il m’a accordés et par ses
constants encouragements et directives a été Uingpirateur de ce travail.

L. — Rappels et définitions.

1.1. Géodésiques complexes.

Pour les définitions et les propriétés de la distance de Carathéodory ¢, et la mé-
trique infinitésimale de Carathéodory E, sur un domaine borné D d’un espace de
Banach complexe H, voir par exemple [3] et [7].

DEFINITION 1.1.1. — On dit qu'une application holomorphe gp: A — D de disque
unité 4 c C dans D est une géodésique complexe de D si g est une isométrie pour ¢,
et ¢p, clest-d-dirve si, Vi e 4, Vi€ 4,

GD((P(CI)y (P(Cz)) = ¢4(Cy, Ga) -

Dans [11], VESENTINI a donné la caractérisation suivante des géodésiques com-
plexes de D.

PRrOPOSITION 1.1.2. — Soit p: A — D une application holomorphe. Pour que g soit
une géodésique compleze de D, il fout et il suffit que @ satisfasse a& une des conditions
suivantes:

i) ¢l ewiste deuw points distincts i, (€ A tels que

CD(lP(Cl)y (P(Cz)) = 04(l1y &) 5
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ii) 4l ewiste (e A, et un vecteur ve C non-nul tel que
ED(‘P(Cl)y ‘p,(Cl)'v) = EA(CH v) .

Ainsi si f: D — D est une application holomorphe ayant deux points fixes dis-
tinets @ et y, si ¢: 4 — D est une géodésique complexe de D passant par z et y,
alors fop est une géodésique complexe passant par x et y. Si p est (& changement
de paramétre prés) I'unique géodésique complexe passant par » et y, alors fop = g,
et 'image g(A) de la géodésique ¢ est formée de points fixes de f (voir [11]).

1.2. Points fizes d’applications holomorphes.

DEFINITION 1.2.1. — Soit D un domaine d’un espace de Banach complexe F. On
dit qu'une partie bornée A de D est completement intérieur &4 D, (et on note 4 cc D),
si la distance de A & la frontidre de D est strictement positive.

D’aprés un résultat de EARLE et HAMILTON [2], sur les points fixes d’une appli-
cation holomorphe f d’un domaine borné D dans lui-méme telle que f(D) soit com-
plétement intérieure & D, on déduit le

THEOREME 1.2.2 ([121). — Soit D un domaine borné dun espace de Banach com-
plexe B, et soit M une variété banachique complexe. Soit f: M XD — D une applica-
tion holomorphe, et supposons que, pour tout z € M, ¢l existe un voisinage V(2), tel que
f(VXD)yccD. Alors pour tout 2 € M, Papplication

D—D

x —f(z x)
admet un point five unique p(z) € D, et Papplication

M -—>D

2 =9

est une application holomorphe de M dans D.

2. — Points fixes d’applications holomorphes dans un produit fini de boules unités
ouvertes d’espaces de Hilbert.

Rappelons d’abord le résultat suivant ([12])

THEOREME 2.1. - Soit B = B, X...X B, un produit fini de boules unités ouvertes
d’espaces de Hilbert H,. Soit f: B — B une application holomorphe ayant deux points
fimes distinets x et y. Alors il existe une géodésique complexe p: A — B passant par x
et y telle que son image @(A) soit formée de points fizes de f.
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Nous allons montrer maintenant le théoréme suivant

THEOREME 2.2. — So0it B = B, X...X B: un produit fini de boules unités ouvertes B,
despaces de Hilbert H,. Soit f: B — B, une application holomorphe telle qu’il emiste
weB et veH (v£0) tel que f(w) = w, f'(w)-0v =v. Alors il ewiste une géodésique
complexve p: A — B, telle que p(0) = x, 9'(0) soit colinéaive & v, et que p(A) soit formée
de points fives de f.

DEMONSTRATION. ~ Comme B est homogéne, on peut supposer que z = 0.

Quitte & muitiplier » par un scalaire, on peut suppeser que E,(0,v) = 1. Soit N
Pensemble

¥ = {peH(4, B): ¢(0) = 0, ¢'(0) = v}
N est non-vide et d’apres la proposition 1.1.2 (Vesentini), tout element de N est

une géodésique complexe de B. Ainsi pour tout ¢ € N, fope N.
Soit g e N,

¢ = ((Pu "-7(])1:): 4 "‘>B1X...><Bp
L = (@uD)y veey (D))

nous avons

p{0) =0, @0)=0v,, 1<i<p.
Quitte & changer Pordre d’indices, il existe un indice j, 1< j<p tel que
(2.1) 1= B,0,0) = o] = [o] = .o = [0} > o] > > [1s] -
Alors pour i<j,
gt A —>B, est telle que  Hg(p,(0), g,(0)) =1.
Ainsi ¢, (1<j) est une géodésique complexe de B,, et d’aprés Vesentini on a
pi(L) = L, .

D’aprés la proposition 1.1.2, fop: 4 — B e¢st une géodésique complexe de B et
pour tout ¢<j, nous avons

By (f09(0), (f09)'(0)) =1.

Alorg pour tout 4, ¢<j

(2.2) fi(C”l; ey L0y ‘P:‘+1(€)7 ) (P:o(é.)) = (v, Vied
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les seules conditions imposées 2 g, k>j + 1 sont
(2.3) P(0) =0,  @0) = v,.
Soit 'application

g = (917 ...791,): AXBH_IX...XBI,—%‘B]_X...XBI,

(C igay ey @) = f(C01, oory C05y Bygy ooy Bp)
et
Gilly Bigay vers @) = Fall01y o0ey $U;y Bipay ooy @), 1<i<p .
Maintenant il existe beaucoup d’applications (p,..,...,p,) telles que (2.3) soit

vérifié, il existe done un ouvert U de AX B, ;X... X B, tel que, pour tout ({, #,,4, ...,
..., 2,) € U, pour tout i<j

98y Tipny ooy @) = {05

Aingi d’aprés le théoréme de prolongement analytique, nous avens pour tout
i<j, pour tout ({, #;.4,...,4,) € AXB,; 1 X...XB,

(2“4) gz(C, L1y eney mp) = C’Ui .
Soit application
G:nog:AXB{+1><...><BJ,—>‘B7'+1><...XB1,

ot  est la projection canonique de B, X...XB, sur B, ;X...XB,.
Done G est telle que
a) G(0,0) = 0;

b) G'(0,0) (1,051, eery 0p) = (Dsg1y oevy Up).
De plus d’apres 'inegalité (2.1), on a

(05459 ooy Do) = max o, < 1.
iF1<i<op

Pour terminer la démonstration, il reste & montrer qu’il existe une application
holomorphe u: 4 — By, X...XB, telle que (0) =0, v'(0) = (v;,4, ..., V,), et que
pour tout { e A, G(Z, p(0)) = w(0).
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Nous allons le faire dans le théoréme suivant

THEOREME 2.3. — Soit B = By X...XB, un produit fini de boules unités ouvertes
d’espaces de Hilbert H,. Soit f: AXB — B, une application holomorphe telle que

10, 20) = @y, 10, %) (L,0) =0, (050, o] <1).

Alors il existe une application holomorphe v: A — B, telle que w(0) = w,, v'(0) = v,
et que pour tout L A, f(&, w(l)) = p(0).

DEMONSTRATION., — On peut supposer z, = 0 (car B est homogéne). Peur tout 2,
0<1 <1, soit Papplication holomorphe

fZ(C; ») = /U(L @) + (1 — Z)Z@

de AxB dans B.
On a

I£:0 <Ajf] + @ — D]
<l+-@—-A4=1 (car |[v]] < 1, par hypothése) .

Done, pour tout ¢ e A, il existe un voisinage V() tel que fo(VXB)cc B, et on
peut appliquer le théoréme 1.2.3. Ainsi Papplication

B >R

z — (g, ©)
admet un point fixe unique, ;({), et pour tout 1 < 1, Papplication

A -—->B
£ = ()

est holomorphe.
L’application f; est telle que

1) 14Z, wald) = wa(l), VL € 4;
2) 140, 0) = 0;
3) £,00,0)-(1,0) = }(0,0)-(1,v) + X — Ao =0

et nous avons done

(2.5) wa(0) = 0.
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On veut montrer que zp;(O) =o. Il faut donc montrer que, pour { assez petit,
|pa(5) — o] est infiniment petit devant |].
Au voisinage de (0, 0) nous avons

14, Tv) = 12(0, 0) 4 £3(0, 0)-2(1, v) + O(|¢]?)
= v 4 0(|Z]2)

ol O(|¢]?) désigne un infiniment petit de Pordre de [C|°.
D’aprés les inegalités de Cauchy, il existe une constante K telle que

[14(C, Lv) — Lol < K|Z]2,  pour [g|< 7.

On sait que

pa(8) = Hm [£2(Z, )] ({v) -

n—>w

D’aprés EARLE et HAMILTON [2], il existe une constante positive § <1, telle que
es([fa(, ) (Co) ,  [Fall, )]+ (C0)) <6 es(falC, ) -Lv, Lo) < O K, (]2

ol K, est une constante. On a done

K,
1 —

ol a(8), £0) = lim ea([[u(Z, )] ({v), o) <lim 3 0 I f2fs = Ky S o=

n=>0 n—>w0 =0

Slee.

Alors il existe une constante K, telle que

K,
1—46

lp2(0) — Io] < (4

Oeci prouve que
(2.6) P, (0) = .

Choisissons une suite de nombres {4,}; A, = 1, et notons ¢, = y, . Comme "image
de p, est contenu dans un sous-ensemble faiblement compact de Pespace de Banach
complexe H, d’aprés le théoréme 3.14.2 de [8], on peut extraire une sous-suite {y)nk}
de {y,} telle que ¥n, converge faiblement vers v, et que Papplication

& —y(l)

80it une application holomorphe de (.
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Maintenant pour tout € 4, il existe une boule faiblement fermée B() contenue
dans B, et telle que

v, (0)eB), VkeN
qui implique que y(¢) € B(0).
D’autre part

05(¥a,(0); H(&s 9,(0)) 5520

Comme dans VIGUE [12], on montre par récurrence sur p en utilisant la notion
de centre asymptotique, que

1 w(©) = (&), pour tout {ed

et d’apres les égalités (2.5) of (2.6), en passant au Hmite quand k —>o0, on a w(0) = 0,
' (0) = v. Le théoréme est demontré.

Nous allons maintenant énoncer et montrer le théoréme suivant, qui est le ré-
sultat essentiel de cet article.

THREOREME 2.4. ~ Soft B = By X...X B, un produit fini de boules-unilés ouvertes
d’espaces de Hilbert H,. Soit f: B — B, une application holomorphe, et soit 'V Den-
semble des points fiwes de f. Alors V est une sous-variélé banachique complexe connexe
de B, et, si V est non vide, V est rétracte holomorphe de B (c'est 4 dire, il existe une ap-
plication holomorphe w: B — V telle que y|, = Id|,).

Le théoréme 2.4 gers la conséquence d’une suite de propositions que nous allons
maintenant démontrer. Soit V Pensemble des pointe fixes de f. Pour toub z,e V,
Papplication linéaire f'(x,) est de norme <1 pour la norme Hylw,,-). Comme B est
homogéne, nous supposerons que #,= 0. Alors Ey(0,+) est égale & la norme |-].
Soit le sous-espace vectoriel fermé F, de H

F,={veH: {(0)v=1}.
On va montrer la
PROPOSITION 2.5. — Il ewiste un projecteur p: H — Fy de norme 1.
D¥MONSTRATION. — Considerons les applications
go=(Id -]+ - .. - f4)n, neN.

Nous avons

1) comme B est convexe, g, est une application de B dans B;

i) g,ly = Idf;

i) 9,(0),, = 1d|,,.



MonaMED ABD-ALLA: L'ensembie des points fixes, etc. 71

Maintenant {p.} est une suite d’applications holomorphes de B dans B. Soit U
un ulirafilire sur IV sans point adhérent. La suite g, eonverge faiblement selon U
vers une application ¢ de B dans B. En effet, pour toute forme linéaire continue o
sur H

OOPn rams s 0O

D’apres le théoréme de Montel, g, converge uniformement suivant U sur tout
compact de BN F, pour tout sous-espace vectoriel de dimension finie # de H.

Aingi @ est borné sur B et pour toute forme linéaire continue ¢ sur H, pour tout
sous-espace vectoriel de dimension finie ¥ de H, gep est une fonction holomorphe
sur BN F. D’aprés DovADY [1] et RaMIS [9], ¢ est une application holomorphe
de B dans B.

L’application holomorphe ¢ est telle que:

1) (vaz Id‘l/’;
2) @,(OHF,,: Id?r,,?

3) ¢'(0) est une application linéaire de norme 1.
Montrons que Im ¢'(0) c F,. Il suffit de montrer que
F(0)9'(6)v =o' (0)v, pour tout veH.
Pour tout ve H,
(2.7) @.(0)v —g@'(0)v  faiblement selon U . |

Maintenant pour tout ve H, on a

1(0) @a(0)v =

B

(£(0)0 + o 4 17(0)1) = @s(0)v + (7(0) 2 —v)jn..

Comme f'(0) est faiblement continue (car, pour tout forme linéaire continue o
sur H, oof'(0) est une forme linéairve continue sur H), nous avons

7(0)- . (0)0 =X F(0)-¢'(0)v
d’autre part,

(F*(0)v — v)jn —. 0.
Alinsi

7(0)-¢'(0)v =¢'(0)v, pour tout ve H.
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Mais comme ¢'(0)[,, = Id|, , nous avons Im ¢'(0) = F,, et p'(0) est un projecteur
de H sur F, de norme 1. C.q.f.d.

On a done wune décomposition directe de H
H=FKer¢(0)DF,.
Considérons maintenant la suite {y.},
Yo=¢", nelN.

De la méme fagon, y, converge faiblement selon U, vers une application holomor-
phe p telle que

a) yly=1d};

b) »'(0)]p,= Id], , et u'(0) est un projecteur de H sur F, de norme 1.

PROPOSITION 2.6. — w(B N Fy) est une sous-variété banachique complexe et réiracte
holomorphe de B.

DEMONSTRATION. ~ Soit p = ¢'(0) = ¢'(0). La restriction & BN F, de poy est
une application holomorphe de BN Fy dans BN F, telle que

powiBnFn(O) =0, (pOWIBnF.,)I(O) = IdylFo .
On déduit du théoréme d’unicité de H. CARTAN que
pOWIBnFOZ IdanFD .

Soit ¢ la projection sur Ker p, parallelement & F,. Alors (B N F,) est le graphe
de Papplication goy: BN F,— Ker p, et p(BN Fy) est donc une sous-variété ba-
nachique complexe directe de B. T’'application holomorphe ywop est une rétraction
holomorphe de B sur y(BN Fy).

Remarquons que Pon déduit facilement du théoréme d'unicité de H. CARTAN
que, pour tout ne N,

(2.8) po(PniBnm: Id{BnF., .
Pour terminer la démonstration du théoréme 2.4, il nous reste & montrer que
Pensemble de points fixes V de f est identique & (B N F,). Nous montrerons d’abord

que Vc (B F,), nous montrerons ensuite que V= p(B N Fy).

PROPOSITION 2.7. — L’ensemble des points fimes V de | est contenu dans yw(B O Fy).
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DEMONSTRATION. — Montrons d’abord que, si € V est proche de 0, il existe un
point y € BN F, tel que ¢"(y) =>». Soit y = p(z), et montrons que p™(y) — &

n—>o n->aw

Considerons la décomposition directe
H=FKerp ® F,.

On déduit des inégalités de Cauchy qu’il existe un voisinage W de 0 dans B et
une constante k assez proche de 0 fel que, pour tout x € W, pour tout » € Ker p

(2.9) (@)~ o] < ko] .

On en déduit que, pour tout # € W, pour tout v € Ker p tel que le segment [z, 2 4- v]
goit contenu dans W, on a

(2.10) lp(@ -+ v) — p@)| < ko] -

Soit maintenant » € VN W; @ — p(w) € Ker p, et d’aprés linégalité (2.10)
lo@) — e(p@)(| <kl — p@)]

et comme @(z) = 7, on a
lz — g(p(@))] <klo — ()] -

Montrons par récurrence sur # que

(2.11) o — p(p(@))] = lo"(@) — p"(p(@))] <k"|& — p()] .

La propriété est démontrée & Pordre 1. Supposonsg-la démontrée 4 1'ordre (n —1).
Montrons-la & 'ordre n. Par hypothése de récurrence, on a

| — gm=(p(@))]| <k*—]o — p(@)] -

D’aprés la remarque (égalité (2.8)), p((p"“l(p(m)) :p(m)), ee qui montre que
@ — @"1(p(x)) appartient & Ker p. On déduit de (2.10) que

lg(@) — g (p@)] = & — ¢"(p@))]| <F"|z — p()|

et le résultat est démontré. On en déduit que ¢°(p(w)) converge vers x, ce qui
prouve que VN W est contenu dans (BN F,). Remarquons que p(BNF,) et V
sont définis dans B par des equations globales. La proposition se déduit alors du
théoréme de prolongement analytique. C.q.f.d.
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Enfin, nous montrerons la proposition suivante qui termine la démonstration
du théoréme 2.4.

PRrOPOSITION 2.8. — L'ensemble des points fiwes V de f est égal & w(B N F,).

DEMONSTRATION, ~ Soit Papplication ¢ =7 — 1d: B - H, et considerons sa res-
trietion % & la variété connexe y(B N Fy), et il nous faut montrer que A = 0. Consi-
derons une carte # d’un voisinage W de 0 dans (BN Fy) sur un voisinage U de 0
dans un espace de Banach complexe F. Dans cette carte,  admet un développe-
ment en série de polyndmes homogénes,

(@) = 3, pal®)

n=1

ot p, est un polyndéme homogéne de degré n. Montrons par récurrence sur # que
pn= 0. Le résultat est démontré & Pordre 0, supposons-le démontré & ordre (n —1).
Montrons-le & 1’ordre n. Soit ¢: 4 -~ B une géodésique complexe telle que ¢(0) = 0
et que ¢(4) soit contenu dans Pensemble des points fixes de f.

Comme ¢(A4) est contenu dans V, Papplication uog est définie dans un voisinage
de 0 dans 4, & valeurs dans U. La fonction wop admet un développement en série

uop(z) = 3 ae".
k=1

11 est facile de vérifier que le développement de h{uog(z)) est de la forme suivante

h(uop(z)) = pa(ar)2" + X @z .

k>n

Comme houop =0, on en déduit: p,(a;) = 0.

D’autre part, d’aprés le théoréme 2.2, pour tout v e F,, on peut trouver une
géodésique complexe g: 4 — B telle que ¢(0) = @, et que ¢'(0) soit colinéaire & v,
et que g(4) soit contenu dans V. Ainsi p,=0, et le résultat est démontré par
récurrence. Nous avons montré que h est identiquement nulle sur un voisinage de 0;
le théoréme de prolongement analytique montre que g est identiquement nulle sur
w(B N Fy), ce qui achéve la démonstration de la proposition.

Ainsi, V est rétracte holomorphe de B. On peut par exemple prendre comme
rétraction 'application wop; il est d’ailleurs facile de montrer que v est aussi une
telle rétraction.

On a done le

COROLLAIRE 2.9. ~ V = (BN F,) = p(B).
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