
L'ensemble des points fixes d'une application holomorphe 
dans un produit fini de boules-unit6s d'espaces de Hilbert 

est une sous-vari6t6 banachique complexc (*). 

MOIIA~ED ~BD-~kLLA 

II@sum~. - D a n s  cet article, nous montrons le r6sultat suivant. Soit B = B 1 • ... • B~ un  produit  
]ini de boules.unit6s d'espaces de Hilbert H i ,  et soit ]: B --> B une application holomorphe. 
Alors, l'ensemble des points ]ixes de ] e s t  uue sous.varidt6 banachiquc eomplexe de B ,  et est 
r6tracte holomorphe de B.  

Summary .  - I n  this paper, we prove the ]ollowing result. Let B = B 1 • ... •  be a ]inite 
product of uni t  balls o /complex  Hilbert spaces H~, and let ]: B --> B be a holomorphic map, 
then the set o] ]ixed points o ] ]  is a complex Banach submani]old, and is a holomorphic 
retract o/ B.  

O. - Introduct ion .  

E. ~:ESENTINI ([10] e~ [11]) ~ 6tudi6 1~ notion de g6od6sique eomplexe d 'un  
dom~ine born6 D d 'un esp~ce de Banach  complexe E, e t a  montr6 darts un  certain 
nombre  de c a s q u e ,  ~t~nt donn6s deux points x et y de D, il existe une et une seule 
g~oddsique eomplexe passant  par  x et y. I1 en d6duit, en particulier que, si B e s t  
la boule unit6 d 'un  espaee de Banaeh  complexe E tel  que tous l e s  points de la fron- 
ti~re 3B de B soient des points complexes ex t rem~ux de B, et  si ]: B -> B e s t  une 
application holomorphe telle que /(0)----0, alors l 'ensemble dos points fixes de / 
est i ' intersect ion de B avee un sous-esp~ce vectoriel  complexe f e rm~/~  de E. 

Dans le c~s du bidisque A • A, il y a en g6n~ral une infinit6 de g4od~siqnes com- 
plexes passsmt par  x et y. VESE~mI~I [11] mont re  eependant  que, s i x  et y sont deux 
points fixes de ]: A •  -~ A •  il existe une g6od6sique eomplexe passant  par  x 

et y fortune de points fixes de ]. 
En  uti l isant des r6sult~ts de comp~cit6~ Y I G ~  [13] o~ g6n6rMis6 ce r6sultat  au 

cas d 'un  demaine  born6 eonvexe D de C'L De plus, il a montr6 [14] qne l 'ensemble V 
des points fixes de / est une  sous-vari6t6 analyt ique de D, e t e s t  r6traete holomorphe 
de D. 

(*) Entrata in Redazione il 7 gennaio 1986. 
Indirizzo dell'A.: 10, Le Bosquet - 91940 Los Ulis, France. 
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Soit ma in tenan t  B = B~• ... •  un  produi t  fini de boules-unit6s d'espaces de 
g i l b e r t  H~. Les ggodgsiques complexes passant  par  deux points x et  y ne forment  
pus en g6n6ral un ensemble compact .  En  uti l isant  la not ion de centre  asympto t ique  
4' tree suite, V m ~  [12] a montrg  Rue, si f:  B -~ B e s t  une  applicat ion holomorphe 
a yan t  deux  points fixes distinets x et y, il existe une g6odgsique eomplexe passant  
pa r  x et  y et  form~e de points fixes de ]. 

Le r6sultat  pr incipal  de eet art icle est que l 'ensemble V des points fixes de ] e s t  
uno sous-vari6t6 banaehique eomplexe de B, et que V e s t  r6 t racte  holomorphe de B. 

Nous mont re rons  d%bord que si ](xo)= Xo, ]'(xo)'v = v, (v CO),  i] existe une  
g6od4sique eomplexe ~0: d - ~ B  telle ClUB ~0(0) = xo, que ~'(0) soit colin6aire ~ v et  
que son image ~o(A) soit fortune de points fixes de ]. On pout  alors supposer que 
l 'origine 0 est un  point  fixe de /. Nous construirons m~e application holomorphe  
to: B - ~ B  telle que to'(0) soit un pro jee teur  de norme I de H =  H~•215  sur 
F o =  {x e l l :  ]'(O).v = v}. Nous montrerons  que to(B (3 _Fo) est nne sons-variet6 ba- 
naehique de B, e t e s t  r6 t rae te  holomorphe  de D. Nous montrerons  enfin que to(B (3 t~0) 
est 6gale ~ l 'ensemble des points fixes de ], ee q~i mont re  le r6sultat  annone6. 

Je t iens ~ expr imer  route  ma reconnaissance ~ Monsieur Jean-Pier re  VIGU]~ qui 
par  son enseignement~ par  les nombreux  entret iens qu'il  m 'a  aeeord@s et par  ses 
constants  encouragements  et  directives a @tg l ' inspirateur  de ee travail .  

1.  - R a p p e l s  et  d@finit ions.  

1.1. Gdoddsiques complexes. 

Pour  Ies d6finitions et  los propri6t6s de la dis tance de Caruth6odory cD et 1~ m6- 
t r ique infinit6simMe de Carath6odory ED sur ma domaine born6 D d 'un  espace de 
Banach  complexe ~E, voir  p~r exemple [3] et [7]. 

Ds 1.1.1. - On dit  qu '~ne ~pplic~tion holomorphe ~: A ~ D de disqne 
unit~ A c C duns D est une g~od~sique complexe de D si ~ est line isom~trie po~tr % 

et c~, c 'cst-~-dire si, Vr A, Y ~e  A, 

c~(~(~1), ~(~2)) = % ( ~ ,  ~)  . 

Duns [11], VESENTINI & donn5 la earact6risation suivante des g~od~siques com- 

plexes de D. 

P~oPosITION 1.1.2. - Soit ~o: A --> D u n e  application holomorphc. Pour que rp soit 
uric g~odgsi~ue complexe de D, il /ant et it su]/it que ~ satisfasse ~ une des conditions 

suivantes : 

i) il existe deux points distincts ~1~ ~2e A tels que 
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ii) il existe ~ 4 ,  et un vecteur v e C non-nul tel que 

~ ( ~ ( ~ ) ,  ~ ' (~ ) . v )  = E~(~ ,  ~) . 

Ainsi s i / :  D --~ D est une application holomorphe ayant deux points fixes dis- 
tincts x et y, si ~0: A --~ D est une g~od~sique complexe de D passant par x et y, 
alors /o~ est une g6od6sique complexe passant par x et y. Si ~ est (~ changement 
de p~ram~tre prbs) Funique g6od63ique eomplexe passant par x et y, a lors /o~ = ~, 
et l'image ~(A) de la g6od6sique ~0 est form6e de points fixes de / (voir [11]). 

1.2. _Points /ixes d'applieations holomorphes. 

])]~FI~ITIO~ 1.2.1. - Soit D u n  domaine d~un esp~ce de Banach complexe E. On 
dit qu'une pattie bo rn~  A de D est eompl~tement in%rieur ~ D, (et on note A c c  D), 
si la distance de A ~ 1~ fronti,gre de D est strietement positive. 

D'apr~s nn rgsultat de EA~LE et HAmLTO~ [2], sur les points fixes d'une appli- 
cation holomorphe / d~un domaine borng D dans lui-mgme telle que/(D) soit com- 
pl~tement in%rienre ~ D~ on d4duit le 

TI~01~]~E 1.2.2 ([12]). - Soit D un domaine bornd d 'un espaee de Banach com- 

plexe E, et soit M une varigtd banachique complexe. Soit /: M •  --~ D une applica- 

tion holomorphe, et supposons que, pour tout z ~ M~ il existe un voisinage V(z), tel que 
/ ( V •  coD.  Alors pour tout z e M~ l~application 

D -+ D 

x ~ / ( z ,  x) 

admet un point  /ixe unique qg(z) E D, et l'application 

M -+ D 

z - +  ~ ( z )  

est une application holomorphv de M clans D. 

2. - Points fixes d'applications holomorphes dans un  produit fini de boules unit~s 
ouvertes d'espaces de Hilbert. 

Eappelons d'abord le %sultat suivant ([12]) 

TH~OR:~E 2.1. -- Soit B = B1 • ... • By un  produit / in i  de boules unit~s ouvertes 
d'espaees de Hilbert H , .  Soit /: B -+ B une application holomorphe ayant deux points 

/ixes distincts x et y. Alors il existe une gdod~sique complexe qg: • ~-~ B passant par x 

et y telle que son image F(A) soit /ormde de points /ixes d,, /. 
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Nous gllons m on t r e r  mg in tenan t  le thgorgme sn ivant  

Tg~O~g3,rE 2.2. - Soit B -= B~• •  un produit ]ini de boules unit3s ouvertes B~ 

d'espaees de Hilbert Hi; Soit f: B -+ B, une application holomorphe telle qu'il existe 

x ~ B  et v ~ H  (v=/= O) tel que ](x) = x , / ' ( x ) . v  = v. Alors il existe une gdod~sique 
eomplexe F: zl --> B~ telle que F(O) = x, F'(O) soit colindaire it v, et que F(A) soit fortune 
de points ]ixes de ]. 

D~IONSTI~ATION. -- Comme B e s t  homoggne,  on pen t  snpposer  que x = 0. 

Quit te  g mul t ip l ier  v pa r  un sealaire, on peu t  suppeser  que E~(0, v) = 1. Soit iV 

r e n s e m b l e  

iV = {F e H ( A ,  B ) :  F(0)  = 0, F'(0)  = v} 

iv est  non-vide et d 'aprgs  la proposi t ion 1.1.2 (Vesentini), t ou t  e lement  de iv est  

une  ggod~sique eomplexe  de B. Ainsi pour  tou t  F ~ iV, ]o F ~ iV. 

Soit F ~ iV, 

F = (F1, . . . , % ) :  A . + B I • 2 1 5  

,~ -~  (F, ( r  . . . ,  ~ , ( r  

n o u s  8 ,u  

F~(o) = o ,  F~(o) = v ~ ,  l < i < p .  

Quit te  ~ changer  l 'ordre  d' indiees,  il existe un indiee j, 1~< j~<p tel  que 

(2.1) 1 = EB(0, ~) = [l~ll = ]l~lll . . . .  - ' l ~ J [ i  > II~J+~ll > . >  [1"%11 �9 

Alors pour  i~<j, 

%: A - + B i  est  telte que EB,(Fi(0) ,  F~(0)) = 1 .  

Ainsi Fi (i~<j) est  une g~od~sique eomplexe  de Bi,  et d '~pr~s Vesentini  on 

D~apr~s ta proposi t ion 1.1.2, /oF:  A - ~ B  est  une g@od6sique eomplexe de B e t  

pour  tou t  i ~ ] ,  nous avons  

Alors pour  tou t  i, i~<j 

(2 .2)  

E,,(I,o~(O), ( I , o ~ ) ' ( 0 ) )  - -  1 .  

1~(r . . . ,  Cv,, ~,§162 . . . ,  ~,(r  = r162 , Vr e A 
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les seules conditions impos6es 's ~ k > j + 1 sont 

~ ( o )  = o ,  ~ ; ( o )  = v~ .  (2 .3)  

Soit l'a.pplie~tion 

et 

g : (g~, . . . , gr ) :  A x B r  

($, x~+~, . . . ,  x~) - ~ l ( ~ v , ,  . . . ,  ~vr x~+,,  . . . ,  x , )  

g~(~, xr . . . ,  x~) = ]i(~v~, . . . ,  ~v~, x~+~, . . . ,  x~) , 1 <~i<p . 

M~intenant  il existe beauceup d'applic~tions (~+~, ...~ ~ )  telles que (2.3) soit 
v6rifi6, il existe done un  ouver t  U de A • Bj+~ •  • B~ tel  que, pour  to~t  (~, x~+~, ..., 
..., x~) ~ U, pour  tou t  i<~  

g~(~, x j+l ,  . . . ,  x~) = ~v~.  

&insi d'apr~s ]8 th6or~me do prolongement  ~n~lytiquc, nous ~vons pour  tou t  
i < j ,  pour  tou t  (~, xj+~, ..., x~) ~ A •215 • 

(2.~)  g~($, xj+~, ..., x~) = ~v~. 

Soit l 'application 

G = nog: A X Br X... X B~ --> B~+~ X... X B~ 

off z est  la project ion eanonique de B~ X.. .  •  sur Bj+IX...  x B~. 
Done G est telle q~e 

a) r  0) = 0 ; 

b) G'(0,  0 ) . ( 1 ,  v~+~, . . . ,  v~) = (vj+~, . . . ,  s~). 

De plus d'~prSs l'ineg~lit6 (2.1), on 

]](~j§ . . . ,  %)]] = m , x  ]]~,il < ! .  
j + l < i < ~  

Pour  tcrmincr  1~ d6monstrs t ion,  il reste  ~ mont re r  quail existe une ~pplie~tion 
holomorphe ? :  A - ~ B j + I • 2 1 5  ~ te]!e que ~(0) ---- 0~ ~'(0) --~ (vj+l, ..., %), et que 
pour  tou t  ~ e A, G(~, ~(~)) = ~(~). 
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Nous aHons te fairs dans le th6or6me suivgnt 

Tm~ong_~E 2.3. - Soit B = B1X ... X B~ un produit ]ini de boules unitds ouvertes 

d'espaees de Hitbert H~. Noit 1: d X B --> B, une application holomorphe tells qua 

/ (o ,  ~o) = ~o, / ' (0 ,  ~o).(1, ~) = v ,  (~ ~ 0, [lvll < 1 ) .  

Alors il exists une application holomorphe ~: fl -~ B, telle qua y;(O) = Xo, y/(O) = v, 

et que pour tout r e A, / (E,  Y~(r = Y~(r 

D]%{ONSTSCATZON. -- On peut  supposer xo---- 0 (ear B e s t  homog~ne). Pore" tou t  2, 

0-<< Z < 1~ soit l 'applieat ion holomorphe  

fz(~', x) = ~](r x) @ (1 -- ).)~v 

de A x B  dans B. 
On a 

llizll <~l l l t l  + (~ - ~)114 

Done, pour  tou t  ~ A ,  il existe a~_ voisinage V(~) tel  que ] z ( V x B ) c c B ,  et on 
pea t  appl iquer  le th6orgme 1.2.3. Ainsi l 'applieation 

B - +  B 

x - ' h ( 5  x) 

admet  un  point  fixe unique,  yJz(~), et pour  tou t  2 < 1, l'a, pplie~tion 

A ~ B  

est holomorphe.  
L'~pplic~tion fz est  tells qne 

~) I~(O, o) = o; 
! 

3) t~(o, o ) . ( 1 ,  s) = 2f'(o,  o ) . ( 1 ,  ~) + (1 - .~)~ = 

et  nou8 ~-r dOne 

(2.5) w~(o) = o .  
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On veut  montrer  que ~ ( 0 ) =  v. I1 faut  done montrer  que, pour  $ assez petit ,  
IIF~(r Sell est infiniment pet i t  devant  I$[. 

Au voisinage de (0, 0) nous aeons 

f~(~, ~v) = ix(0, 0) ~- f'~(0, 0)'~(1, v) -~ O(lr 

= r + 0(1r ~) 

off O(l~P) d6signe un infiniment pet i t  de l 'ordre de [~12. 
D '@r~s  les ineg~lit6s de Cauchy, il existe une eonstante K telle que 

On sait que 

[tfz(r ~z~) - ~vil < K [ ~ I  ~ , :pour 1r < ~ ,  

Fx(~) = lira [fx(~,')]"(~v) . 

D '@r~s EARLE et HAlglLTOI~ [2]~ il existe une eonstante positive 0 < 1 ,  telle que 

c~([f~(~,')]'+~" (~v), [/,~($,')]*" ($~))<0%(?~(~, ' ) '$v,  ~v)<O~K~l$[ ~ 

off K~ est une eonst~nte. On a done 

~(~(r  r = ~im ~,([f~(r162 r ~ O~K~Ir K~Ir ~ O~- K~ 

A_lors i l  existe une const~r• K~ telle que 

Ceei prouve que 

(2.6) ~(0)  = v.  

Choisissons une suite de nombres {~}; 2~ - ~  1, et notons ~ :  F~.  Comme l'imp..ge 
de ~ .  est eontenu d~ns un sous-ensemble fuiblement compact  de l 'espace de B~nach 
complexe H, d'apr~s le th6orSme 3.!4.2 de [8], on pent  extr~oire une sous-suite {~,} 
de {Fn} telle que ~,,  converge faiblement vers 9, et  que l '@plication 

-~ ~($) 

soft une application holomorphe de $. 
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?SMntenant pour  tout  r ~ A, il exiate une  boule fa ib lement  ferm6e B(~) eontenue 
dans B~ et telle que 

to%(~) ~ B(~) ,  Vk e N 

qui impl ique  que to(~)e B(~). 
D ' a u t r e  p a r t  

Comme dans V m u ~  [12], on mon t re  pa r  r6eurrenee sur p en ut i l isant  ta not ion 
de centre  a sympto t iqu% que 

/(~, to(r = to(C), pour  t ou t  ~ e 

et  d 'apr6s les 6gMit6s (2.5) et (2.6), en passan t  au  l imite quand  k -+0% on a t0(0) = 0, 

to'(0) = v. Le th6or6me est d e ~ o n t r 6 .  
Nous allons m~in tenan t  6noncer e t  m o n t r e r  le th6or6me suivant ,  qni est  !6 r6- 

suJtgt essentiel  de cet article.  

TItl~0iCt~IE 2.4. - Soit B -= B~ • X B~ un  produit ]ini de boules-unitds ouvertes 
d~sspases de Hilbert tt~. Soit ]: B ~ B,  une application ho~omorphe, et soit V Pen- 

semb~v des points ]ixes de f. Alors V e s t  une sous-varidtd banaehique complexe connexe 
de B,  st, si V e s t  non vide, V sst rdtraete holomorphe de B (dest ge dire, il exists une ap- 

plication holomorphe to: B ~+ V tells qus ~Iv-= Idly). 

Le th60r6me 2.4 sera 1~ cons6quence d 'une  suits  de proposi t ions  que nous ~llons 

mainte~_~nt d6mont re r .  Soit V ] ' ensemble  des points  fixes de f. Pour  tou t  x0 e V, 

Papp]icution lin6a~ire ]'(xo) est  de n o r m s  ~<1 p e a r  ia n o r m s  EB(xo,'). C o m m e  B e s t  
homog6n% nous suppose;~ons que x 0 =  0. Alors E~(O,.) est  6gale ~ ]a no rms  N']l. 

Soit le so~s-esp~ce vectorie]  ferm6 /~o de H 

F 0 =  {~ e • : / ' ( 0 ) . v  = ~}. 

On w~ m o n t r e r  la 

PROPOSITIO~ ~ 2.5. - Sl exists un  projssteur p: H ~-> Fo de norms ]. 

D]h3~0~ST~ATIO~. - Considerons les ~pplieations 

~Tous ~ v o n s  

i) s o m m e  B est  convex% % est  une appl icat ion de B daas  B;  

ii) % I v =  Idiv; 

iii) ' I 
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;v[aintenant {~o~} est une saite d'applications holomorphes de B duns B. Soit ell 
tm ul~rufiltre sur N sans point adh6rent.  I~a suite ~0, converge faiblement selon ~d~ 
vers unc application ~o de B ds~ns B. En  effet, pour route forme lin6aire continue a 
sur H 

z o ~ ~ o ~ .  

D'apr&s le th6or~me de Mentel, ~.  converge uniformement  suivant  ~ sur tout  
compact  de B n F,  pour tout  sous-espace vectoriel de dimension f in ie /~  de H.  

Ainsi cfest  born6 sur B e t  pour toute forme lin6aire continue a sur H, pour tout  
sous-espaee veetoriel de dimension finie /~ de H, ao~0 est une fonction holomorphe 
sur B n F.  D'apr~s DovADu [1] et RA~IS [9], ~0 est une application holomorphe 
de B d~ns B. 

L'application holomorphe ~0 est telle que: 

1) ~Ir = Idlr ;  

3) ~'(0) est une ~pplication lin6~ire de norme 1. 

~Iontrons que Im  ~0'(O)c/go. I1 suffit de montrer  que 

/'(0).~v!(0)V = ~'(O)v, pour tout  v e H .  

Pour tout  v e H,  

(2.7) ~0:(0)v -+ ~0'(0)v f~iblement selon ~th. 

~ a i n t e n a n t  pour tout  v e H ,  o n  

1'(0) .~'(O)v 1 (]'(O)v + + ]"~(O)v) = ~:(O)v + (1'~(0)'~ --  v)/~ 

Comme fl(O) est faiblement continue (ear, pour tout  forme lin6aire continue a 
sur H, aofl(0) est une forme lin6aire continue sur H),  nous avons 

! ! ! (0).~.(o)v ~ f'(o).~,(o)v 

d 'autre  part ,  

( ] ' ( O ) v  - v) /n  ~ O . 

Ainsi 

l'(O).9~'(O)v=-qJ(O)v , pour tout  ~ H .  
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.TVIgis eomrae ~o'(0)I,o= Idtr0, nous avons Im~or (0 )=  Fo, et  ~'(0) est un projee~eur 
de H snr Fo de norme 1. C.q.f.d. 

On ~ done une d6eomposition direete de H 

H = Ke r  ~'(0) |  

Consid6rons mainten~mt ]a suite {~}, 

V ~ - ~ o  ~ , h e N .  

De la mgme fagon, V~ converge faiblement  selon 9L, vers une appliegtion ho!omor- 

phe  V tel]e que 

a) ~]v= Idly; 

b) ~'(O)Ir~ IdI~~ et w~(O) est m~ projeeteur de H sur /7o de norme I. 

PI{OPOSITION 2.6. -- [(B 53 /7o) est une 8o~8-vari~t~ banaehiq~e ~omplexe ~t r~traet~ 

holomorphe de B. 

D~,I0~S~ATION. - Soit p = ~'(0) = q0~(0). L~ restr ict ion ~ B 53/70 de poyj est  
une ~pplie~tion holomorphe  de B 53/70 d~ns B 53 17o te!le que 

p o l i t i c o ( 0  ) : O ,  ( p o ~ [ ~ , o ) ' ( O )  = ~d!~ ~ . 

On d6duit  du th6or6me d~unicit6 de H. CARTAN que 

Soi~ g la. project ion sur K e r p ,  p~rall+lement ~/70. Alors ~o(B 53/70) cst le graphe 
de 1'application qo~: B 5 3 / 7 o - > K e r p ,  et ~ (B~ /7 0 )  est done tree sous-vari~% b~- 
naehique eomplexe direete de B. L'~pp!ieation holomorphe  ~2op est une r6tract ion 

holomorphe  de B snr ~(B 53/70). 
l~emarqaons qne l 'on d6duit  faei lement d~t thgorgme d'nnieit6 de tI .  C a ~  

que, pour  tou t  n e N~ 

Pore' t e rminer  la d6monstra t ion du th6or~me 2.4, il nous reste g mont rer  que 
l%nsemble de points fixes V de ] e s t  ident iqne g w(B th/70). Nous montrerons  d 'abord 
que g c w(B c~/70), nous montrerons  ensnite que V = v,(B n/70)- 

PBOPOSITION 2.7. -- L'ensemble des points [ixes V de f e s t  contenu dans w(B c~ /70). 
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D ] ~ I ~ O N S T I ~ A T I O N .  - l~Iontrons d ' abord  que, s i x  e V est  p roehe  de 0, il existe un 

point  y ~ B ~ ~0 tel  qae  ,~(~).~. ~_~--~ x. Soit y = p(x), et mon t rons  que V"(Y) ~ x. 

Considerons la d4composi t ion directe 

H = K e r p  |  

On deduit  des inggalitgs de Cauchy qu' i l  existe un voisinage W de 0 dans B e t  

une eons tante  k assez proche de 0 te l  que, pour  tou t  x e W, pour  tou t  v e K e r  p 

(2.9) Ilv'(x).~ll < kit~ll �9 

On en dedui t  que, pour  tou t  x ~ W, pour  tou t  v ~ K e r  p tel  que le segment  [x, x -~ v] 

soit  con tenu  dans  W, on 

(~.~0) Ilv(~ + ~) - v(~)l[ < ~[[~ll �9 

Soit ma in t enan t  x ~ g ( ~  W; x - - p ( x )  ~ Kerp~ et 4~apr~s l 'in~galit~ (2.10) 

]Iv(x) - ~(p(x)(II  < ~ l l x -  p(x)II 

et  eomme V ( x ) =  x, on a 

]1~ - v(p(x))II  < ~1[~ - ~ ( x ) l ] .  

Montrons  pa r  recurrence sur n que 

( 2 . ~ )  IIx - v'~(p(x))l! = Ilv"(~) - v~(p(~))l l  < ~ l l x  - p (~) l l .  

La propri6t~ est d~montr~e ~ ]'ordre 1. Supposons-la d6montr6e ~ l~ordre (n - -1 ) .  
Montrons-]a ~ l~ordre n. :Par hypoth~se de r~currenee~ on a 

D ' a p r ~  la remarque (~galit~ (2.S)), p ( V ~ - ' ( p ( x ) ) = p ( ~ ) ) ,  ce qui m o , t r e  q , e  
x--V~-l(p(x)) appa r t i en t  ~ K e r p .  On deduit  de (2.10) que 

IIv(~l - v~(p(xl)I = Ii~ - v~(p(~l)ll < k~Ilx - p(xlll 

et le resul t~t  est  d~montre.  On en d~duit que V~(p(x)) converge vers x, ce qui 
prouve  que V n W e s t  contenu dans  yJ(B (~/~0). Remarquons  que ~(B (~/~o) et V 

sont  definis da, ns B par  des equations globales. La proposi t ion se deduit  s lo ts  du 
theorgme de pro longement  analyt ique.  C.q.f.d. 
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Enfin, nous mont re rons  !a proposi t ion suivante  qui t e rmine  la d6monst ra t ion  

du th6or~me 2.4. 

PR01'OS~ION 2.8. - L'ensemble des points /ixes V de ]es t  ggal d F(B ~ Fo). 

D ~ O ~ S ~ T ~ o ~ ' .  - Soit l~applic~tion g = ] - -  Id :  B -> H~ et considerons aa res- 

t r ic t ion h g la vari6t6 eonnexe ~o(B ~ Fo), et il nous faut  m o n t r e r  que h ~ 0. Conai- 

derons nne c~rte u d~un voisin~ge W de 0 dans F(B ~ Fo) s u r u n  voi~in~ge U de 0 

dans un  espaee de B anaeh  comp]exe E.  Dana eet te  carte~ h a d m e t  un d6veloppe- 

men t  en s6rie de polynSmes  homeg6nea,  

co  

h(x) = Zp~(x)  

off p~ est un po lyn6me homog6ne de degr6 n .  Montrons pa r  r6currenee s u r n  que 
p,--= 0. Le r6sultnt  est  d6montr6 g Fordre 0, supposons-le d6montr6 g l 'ordre  (n - -  1). 
Montrons-]e g l~ordre n. Soit ~: A -> B une g6od6siqae eomplexe  telle que F(0) ~ 0 

et que ~(A) soit eontenu dans l 'ensemb]e des points  fixes de ]. 
Comme ~(A) eat con tenu  dans V, l ' appl iea t ion  uo~ est  d6finie dans un voiainage 

de 0 duns A, g valeurs  dans U. La  fonct ion uo~ a d m e t  un d6ve loppement  en s6rie 

co  

u o q ~ ( z )  = $ .  , ~ z  ~ . 

I1 est  facile de v6rifier que le d6ve loppement  de h(uoq~(z)) est  de lu forme suivante  

k > n  

Comme houo~ ~ O, on en d~duit:  p~(al)--= O. 
D ' a u t r e  par t ,  d 'apr5s  le th~or~me 2.2, pour  t ou t  V EFo,  on pea t  t rouver  une 

g6od~sique complexe  ~: A ~-> B telle que ~(0) ~- 0, et que ~'(0) soit eolin6aire g v, 
et  que ~o(zJ) soit con tenu  d~ns V. Ainsi p~-~ 0, et  le r6sult~t est  d6montr5  pa r  
r~currence. •ous avons  mont r6  que h e s t  iden t iquement  nu]le sur un voisinage de 0; 
le th6or~me de p ro longement  ~nalyt ique mon t r e  que g est  iden t iquement  nulle sur 

~(B (~/~o), ce qui uch~ve 1~ d~mons t ra t ion  de la proposi t ion.  
Ainsi, V e s t  r6 t rae te  ho lomorphe  de B. On peu t  pa r  exemple  prendre  comme  

r6t rae t ion  l 'applica.tion yJop; il est  d 'ai l leurs facile de m o n t r e r  que ~ est  aussi une 

telle r~tr~etion.  
On a done le 

COROLLA~E 2.9. -- V = ~ ( B ~ F o ) = ~ ( B ) .  
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