
Sull'esistenza delle soiuzioni delle equazioni differenziali ordinarie 
in forma implicita negli spazi di Banach (*) (*% 

GIOV~I~II~I EIVIM~IYJ~:L~E - BIAGIO ~ICCrEI~I (Catania) 

Summary. - This paper deals with the existence o/ solutions /or the implicit Cauchy problem 
~(t, x, &) = ~B, x(to) ~ xo in a Banaeh space B. By  using the Kuratowski and the Haus- 
dot N measure o] non compactness, we prove an existence theorem for the previous problem 
(Teorema 1.1) and its extension to non compact intervals (Teorema 2.1). These results 
generalize the previous ones by R. CoNmI [I] (in the case B ~ R), G. PuLvl~:~mI [2] and 
T. D o ~ r ~ v ~ z  B~N~.WD~S [3], [4] (in the general case). I n  particular, we relax a Zipschitz 
condition assumed by all of the above-mentioned authors. Some applications o/ Teorema 2.1 
are presented. 

Introduzione. 

Siano: B uno spazio di Banaeh~ reale o eomplesso; Xo, y o ~ B ;  t o ~ R ;  a~ b E R+; 
e ~ R + W {-~ co}. Poniamo:  

/~ -~ {(t, x, y) ~ R X B •  t o < t < t o +  a, I]x--xoIl<b,  [ [y-yol l  < e } .  

Sis, poi, 2v(t, x, y) nna funzione definita in R ed a valori  in B. Allo studio dell'esi- 
stenza delle soluzioni del problema 

F ( t , x ,  2) = ~  

(1) x(t0) = Xo, 

v% elemento nnllo di B,  sono stat i  dedieati  numerosi lavori;  per  il easo in eni 
dim (B) < -]- co si veda,  ad esempio, la bibliografia r ipor ta ta  in [2] e per il easo in 
cni dim (B) < -{- ~ qnella r ipor ta ta  in [4]. In  particolare,  T. DOPVffNGUEZ BE~AVlDES 

con il Theorem 1 di [4], che 6 ann versione l ievemente pifi generale de1 Theorem 3.1 
di [3], ha generalizzato il teorema di esistenza di G. PULVII~ENTI~ eontenuto in [2]7 
facendo nso delle misure di non compattezza di Kuratowski  e di Hansdorff.  I1 ei- 
t a to  Theorem i di [4] si riduee, poi, ad un risnltato di 1% Coz~z, [1], nel easo in cui 
B = R. Scopo dei lavori ora ei tat i  6 quello di dare nna valntazione dell 'ampiezza 

(*) Entrat~ in Redazione il 3 se~tembre 1980. 
(**) L~voro eseguito nell'ambito del G.N.A.F.A. del C.N.R. 
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4ell'intervallo in cui esistono le solnzioni, fatto, questo, generalmente non possibile 
se si pensasse di utilizzare teoremi di esplicitazione rispetto alla terza variabile e 
ricondnrsi in tal modo al classico problema di Catchy in forma normale. 

In p~rticolare, nel Theorem I 4i [4], si g s s m e  ehe per nn'opportnna trasfor- 
mazione # da B in B lineare, continua ed invertibile la fnnzione y-I-/~(.E(t, x, y)) 
sia, rispetto ad y, lipschitziana con costante L < 1 indipendente da t e da x. 

Vengono, in tal modo, a sfnggire easi estremamente semplici, tome, acl esempio, 
/~ ~v~B, ed altri (cfr. n. 3) non banali. 

Nel presente lavoro noi dimostriamo an teorema pifi generale del Theorem 1 
di [4], utilizzando nna teenica che permette di acquisire automaticamente per la 
soluzione 4el problema (1) anche l'ulteriore eondizione &(to) = Yo. 

Fra le ipotesi del nostro teorema di esistenza non figura quella di lipschitzianits 
di eui s'~ detto sopra~ la qnale viene sostitnita da una pifi generale. 

Tale risaltato, dunqu% generalizza quello gi~ citato di It. CoNmI, nel caso in 
cni B ----- R.  

I1 lavoro ~ diviso ia ire patti: nella prima viene dimostrato il teorema di esi- 
stenza delle soluzioni per il problema (1) (Teorem~ 1.1); nella seconds tale risultuto 
viene esteso al caso in cui a, b e R + U {-~ c~} (Teorema 2.1) ; nella terza, infine, ven- 
gono iatte uleune osservazioni e sono portati aleuni esempi di ul)plic~zione del Teo- 
rema 2.1. 

1. - U n  teorema di es is tenza.  

Per ogni x ~ B ed ogni r E R + poaiamo 

e S(x, + c~) : B. Sia X una parte limitata di B. Dicesi misura di non coml)uttezza 
di X seeondo K~atowski  il numero a(X) cosl definito 

e ( X ) = i n f  ~ > 0 :  3 X ~ , . . . , X . C X ,  ~ 2 g ,  : m x i = x  e 

diam (X~) < ~, i = 1, ..., n / o 

Se V g lma t~arte di B eontenente X dicesi misltra di non eompattezza di X seeondo 
Hausdorff relativamente a V, il nnmero ~v(X) eosl definito 

/c I" "t 

yv(X) > 0: V, U 
k 

j = l  
) 

Quando V ~ B si suole porre yv(X) ~ ~(X). Si verificu immediat~mente che si ha 

(2) v(x) < rv(x) <~(x) <2r(x).  

Inoltre, si ha 7(X) ~ 0 s e e  solo se X ~ relativumente compatto. 
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Si h~ il seguente 

T ~ o ~  1.1. - Valgano le ipotesi: 

1) siano ~(t ,  x, y) una ]unzione definita in ~ ,  a valori in B, con ~(to, Xo, Yo) = 
= ~z, Y(z) una ]unzione da B in B, con T(z ) -~  ~ s e e  solo se z = ~ ,  e d(s) una 
]unzione reale positiva definita in R +, con lira in] d ( s ) =  O, tall ehe, posto 

G(t, x, y) = y -~ T(~(t ,  x, y)) , Y(t, x, y) e ~ ,  

per ogni ~ > 0  esista un (~>0  tale che se ( t ' , x ' , y ' ) , ( f , x " , y " ) e l ~  e I t ' - t " l <  ~, 

It~'- ~"tl < 8, I iy'-  y"]] <~(~) allo~a ~s~lta 

IIG(t', x', y') - ~(t", x", Y")H <d(~); 

2) s e e  < ~-co risulti 

HG(t, x, y) - Yoit <v  V(t, x, y) e ~ ,  

s e e  = ~-co  la ]unzione G(t, x, y) sia limitata in 1~; 

3) detta M una eostante positiva talc ehe M > s u p  IIG(t,x, Y)[[ e posto (~*~- 

= rain (a, b/M) esistano una ]unzione o~(t, u, v) : [to, to ~ 8*[ • R + X R + --~ R +, non de- 
ereseente rispetto ad u, ed u~ numero ~ ~ 0 tall ehe 

i) per ogni t~Jto,  to-~ (~*[ Puniea funzione reale v(t) continua in [to, t] ed ivi 

soddis]aee~te re relazioni 
t 

o <v(t) < ~,  v(t) <~o(t, fv(~) ~ ,  v(t)) 
to 

noneh~ la vondizione 

V(to) = o 

sia la ]unzione identieamente nulIa i~ [to, t], 

ii) sia soddis]atta almeno una delle due seguenti eondizioni: 

al) per ogni t ~ Jto, to ~- 8*[, X g S(xo, b), X c_ S(yo, e), con ~ ( X ) <  p e O <  
< ~(:Y) < ~, si ha 

~(G(t, x ,  :~)) <~(t ,  ~(x) ,  ~ (~ ) ) ,  

a~) per ogni t e ]to, to q- (5*[, X c S(Xo, b), 17 g S(yo, e), con F(X) < ~ e 0 < 
< y(~) < ~ si ha 

~ - A n n a l i  dg M a t e m a t i c a  
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In  tall ipotesi, esiste almeno una ]unzione x(t) a valori in B, ]ortemente continua 
ass@me alla sun derivata prima (]orte) in [to, t o +  8*], ivi soddis]acente la relazione 

.F(t ,  x ( t ) ,  ~ ( t ) )  = G 

nonoh~ te eondizioni 

X(to) = Zo , ~(to) = yo . 

(3) 

DI~OSTI~AZlO~E. -- ]~ o w i o  che per acquisire la *esi basLa far vedere che il problema 

t 

y(to) = Yo 

ammet te  almeno una soluzione fortemente continua in [to, to + ~*]. Infa t t i ,  se y(t) 6 
t 

ann tale soluzione, allora l~ fmlzione x(t) = Xo +fv(,) & sodclisfa ai reqnisiti espressi 
to 

nella tesi. AIM scopo di dimostrare che il problema (3) alnlnette almeno una solu- 
zione fortemente continua in [to, to-4- 8*], ~ltilizzeremo ragionamenti  analoghi a quelli 
impieg~ti netla 4imostrazione 4el Teorema 2.1 di [5]. 5Iot~to che l a  funzione G(t~ x~ y)~ 
in virtfl dell'ipotesi 1), risulta tlniformemente fortemente contimla in /~, per ogni 
n ~ N~ poniamo: 

z.(t) = 

G(t, Xo, Yo) 

\ ;  n 1] 
to 

Vta to-}-~-- , to-}-8* . 

I~e fmlzioni della successione {z~(t)} sono eqnicontinne in [to, to+ c5"]. Infa t t i ,  
fissato act arbitrio ml s > 0 sin e* > 0 tale che d(s*)< s. In  corrisloondenza ad s* 
esiste, per ipotesi, tin ~ > 0 tale c h e s e  (t', x', y'), (t", $", y") e 22 e ]t'-- t " [ <  3, Hx'- 
- x"II < 8, l Iy ' -  r <~(~*) a n o ~  si ha 

(4) H~(t', x', v') - a(t", x", y")H <a(~*) .  

Posto (~'= rain (G 8IM, (~*) fissiamo un n e N  tale the  n > 2~*/8'. Per ogni k e N 
con 1 < k < n  poniamo, poi, 

I ~ = ]  t~  , t o + - ~ ]  

nonch6 

z~= I~c~ ]to, to+ a'[. 
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Tenendo presenti la (4), la definizione della funzione z~(t), il ratio che G(to, xo, Yo) =- Yo 
e la scelta di 8'~ segue subito ehe la relazione 

(5) Hy0-  ~o(t)H < a(~*) 

! 

6 vera in I~, per ogni k > 2  tale che I ~ #  0, non appena 6 vera in I,_~. Da cib 
! ! 

segue che per og~i fissato k,>~2 tale ehe I~r 0 la (5) g vera in 1~ non append lo 
sia in I~. 3{a se t ~ I~ allora, in virtfi della (4), si ha 

Hyo-z.(t)l] = ]la(to, Xo, ~o) - a(t, Xo, y0)[[ <d(~*),  

! 

e, quindi, la (5) 6 vera in I '  Da cib segue che se t~EI~(J {to} e t2eI~, con k>~l, 
allora si ha  

(6) 

Posto ~ = t3'/2, siano t', t" due q u a l ~ q u e  lounti di [to, toq- (3"], con t ' <  t" e t " - -  
- - t ' <  3, e sia k 'e  N tale ehe t ' e  Ik, u {to}. Con gli stessi ragionamenti  di prima si 

vede che si ha  

[[~.(t') - ~(t")[[ <a(~*) 

non a, ppena si abbia 

- -  z ~  t/ '  <~ d ( e * )  . 

E quest 'ul t ima relazione g vera in virt/1 di (6). In  eonel~sione, allora, in eorrispon- 
denza al prefissato s > 0 abbiamo determinato un ~ > 0 tale ehe se t ' ,  t"E [to, to-]- ~*], 
Ir162 ~ ca n > 0"/3 si ha 

]]z~(t') - ~.(t~)]] <a(~*) < ~ .  

Tenendo presente l 'uniforme forte contilmits in [to, to-[-~*] di ogni funzione zdt), 
con i = 1, ..., [~*/~], da quanto sopra segue subito l 'asserita equieontinuit~ in [to, 
t o t  ~*] delle funzioni della sueeessione {z~(t)}. Per  ogni n e 2V poniamo 

t 

(7) y~(t) = r Xo+fZ~(~) dr, z~(t)) , VteEto, t o t  ~'3.  
to 

O w i a m e n t e  le funzioni della successione {y.(t)} sono equicontinue in [to, to ~ ~*] e, 
inoltre, vale la relazione 

(S) l im Hy.(t) - -  zn(t)]] = 0 per ogni t e [to, to -~ ~*]. 
~---> r  
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Supposto ehe 4alla suecessione di funzioni (y.( t)}  se ne possa estrarre una eonver- 
genre in [to, to ~- 8 ']  verso una funzione y(t), ~ immediato verifieare, utilizzando (7) e 
(8), che tale iunzione ~ soluzione fortemente continua del problema (3) in [to, 

to § 
Posto,  per ogni t e [to, to ~- (~*], 

(9) :Y(t) = LJ y.( t)  nonch~ Z(t)  = z~(t) , 
~ = 1  ~,=1 

il nostro teorema, per quanto sopru, risulter~ eompletamente dimostrato non ap- 
loena avremo iat to  vedere che l 'insieme Y(t) ~ relat ivamente compat to  in B, per 
ogni t E[to, to-}-~*], potendosi applicare, in tal  caso, il teorema di Ascoli-Arzel~ 
alla suecessione di funzioni {y~(t)}. A tMe scopo supponiamo, ad esempio, ehe vMga 
la condizione a2) dell 'ipotesi 3). Da (8) segue faeilmente, intanto, che si ha 

(lo) r(y(t)) =r (z( t ) )  e Vte[to,to§ 

Dall 'equicontinuit~ delle funzioni della successione {y~(t)} segne, poi, la continuit~ 
delle funzioni y (Y ( t ) )  e 7s(,yo.r in [ to , to~  6"]. Consideriamo, ora, il numero 

> 0 4i cui Ml'ipotesi 3), e, posto Q*----rain (~/2, ~/(5"), consideriamo l ' insieme E 
cosl definito: 

E ~- { t e ] t o , t o +  (~*]: y(Y(~)) < ~* per ogni ~ e [ to , t ]} .  

Tale insieme, o w i a m e n t e ,  non ~ vuoto e det~one t* l 'estremo superiore si ha 1~ = 
= ]to, t*). Dieo che y (Y ( t ) )  = 0 Yt E E. Infat t i ,  snpponiamo, per assnrdo, ehe esista 
nn punto t ~ ]to, t*[ tale ehe y(:Y(i)) > O. Fissiamo, poi, nn qual~anque 9~nto t ~ ]to, t] 
tale che y (Y ( t ) )  > O. In  virtfl del 3 ~ asserto del Lemma 2 di [6] si ha 

(11) 
t t 

to to 

Da (10) e (11), tenendo presente la scelta di p*, segue the  

t 

to 

q e o < r ( z ( t ) ) < q .  

Possiamo, allora, upplicare la condizione a~) dell 'ipotesi 3), in virtfl della qllale~ te- 
nendo presenti  (2), (10), (11) ed il Iat to che w(t, u, v) ~ non 4ecrescente risoetto ad u, 
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si ha 
t 

t ) 
to 

t 

Q 

to 

to 

In  definitive, ullora, per ogni t ~ [to, t] si hu 

o <y8(~0,~)(Y(t)) < 2e* < q 

e 

to 

e du cib, in v i r t~  4ellu i) dell ' ipotesi 3)~ segue che ?s(vo,r ~ 0 Vte [to, t] e ci6 
in contrasto col f~tto che y(Y(t)) > 0. Dunque  si hu y(:Y(t)) : 0 Vt ~ E. Tenendo 
presente la definizione dell ' insieme E seg, ae sttbito che t* = to-I- 5" e, quindi, si h~ 
?(Y(t)) ---- 0, Vt~[to, t o ~  ~*], che ~ quanto volev~mo dimostrare.  Se, poi, valesse 

1~ condizione a~) dell ' igotesi 3) si ~cquisirebbe ~ncoru 1~ tesi con l~ medesim~ tecnica 
test~ asut~. E con ta le  osserv~zione il nostro teoremu ~ completumente dimostruto. 

2. - Es i s t enza  del le  so luz ion i  in  interval l i  n o n  ( n e c e s s a r i a m e n t e )  compatt i .  

Nel 10resente numero,  vogliarao estendere il Teoremu 1.1 ul caso in cni a, b e 
e R + w { ~  co). Si h~ il seguente 

TEO~V,~ 2.1. - Valgano le ipotesi: 

1) siano .F(t, x~ y) una /unzione de/inita net~'insieme It, ore a, b e R + u {-J- co}, a 
valori in B, con ~(to, xo~ Y o ) ~  zOB, e T(z) una funzione da B in B~ con T ( z ) =  ~B 
s e e  solo se z = ~ ,  tali ehe, posto 

G(t, x, y) -~ y ~- T(F(t ,  x, y)) V(t, x, y) ~ R ,  
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risulti  non vuoto l ' insieme A dei humer i  reali [ ~ ]to, to 4- a] per oui esiste una  ]un- 

zione d: R + - +  R +, con limin/~/(s)-----0, tale che per ogni s > 0 esiste un  6 > 0 tale 
e--> O + 

the se t ' , t "e[ to ,  t], x ' , x " e S ( x o ,  b), y ' , y " e S ( y . , c ) ,  e I t ' - - t " [ <  6, Hx'-x"U < 6, [[y'- 
- Y"l] <d(e) allora si ha 

Ha(t', x', y') - a(t", x", y')H <d(~);  

2) se c < 4- co risulti  

Ha(t, x, y) -yo l l  < c ,  v(t, ~, y) e :e ~on t ~ A u (to}, 

se o = 4- co esista una  funzione reale M(t)  non negativa e continua in  A ~J {to} tale the 

[[e(t, x, y)ll < ~(t)(1 +  il -xo]l), v(t ,x ,~)  e./~ con t e A u {to}, 

e v e  

0 se b <  4 - o o  

'~-- 1 se b = 4 - o o ;  

3) detto t* un punto di [to, sup _43 tale the t*--to<b/(]]yol] 4-o) ovvero tale the 
t* 

f M(t) dt <~ b seeondo the b, c < 4- co ovvero b < 4- co e o -~ 4- c% posto t* = sup A 
to 

se b = Jr-co e posto, in  ogni case, 

A . = ~  [to, t*[ se t * ~ A  

[ [to, t*] se t* ~ A 

$ + + + esistano un  numero Q > 0 ed una  ]unzione o)(t, u, v): A •  o XR o - + R  o , non decre- 

scente rispetto ad % tall the 

i) VteA*- -{ to ,  t*}, l 'unica funzione reale v(t) continua in [to,tJ e ivi soddi- 
s]acente le relazioni 

t 

0 < v ( t ) <  e ,  v(t)<co(t, fv(T) ar, v(t)) 
to 

nonch~ la condizione 

V(to) = o 

sia la /unzione identioamente nutla in  [to, t], 



GIOVANgI EN~r~tNIJELE - B~Aa~o t~ICCE~: SuIl~esistenza delle soluzioni~ ecc. 375 

ii) sia soddis]atta almeno una delle due seguenti eondizioni: 

a~) per ogni t ~ A * - -  {to, t*}, X c S(xo, b), Y c_ S(yo, o), con e(X) < ~ e 0 < 
< o~(Y)< ~, si ha 

~(~(t, x ,  ~))  < ~ ( t ,  ~ (x) ,  ~(~)); 

a2) per ogni t ~ A * - -  {to, t*}, X c S(xo, b), Y c_ S(yo, o), con ~(X) < ~ e 0 < 
< ~ ( Y ) <  ~, si ha 

~,~(~o.~)(o(t, x ,  y)) < ~,(t, ~,(x), ~(~~ 
In  tagi ipotesi, vaZe la tesi del Teorema 1.1~ ore in luogo di It0, to @ d*J va posto A*. 

DI3~0STI~XZI0:NE. -- Osserviam% anzi tuf t% che Pipotesi 1) assicura che per ogni 
e A * - -  {to} la funzione G(t, % y) ~ uniformemente ~ortemente continua in [to, tJ • 

• b) • e). l~issato ua  rmmero reale loositivo (~ (no~ maggiore di t*--to 
se t * <  @ oo) pol~iamo, per ogni n E N, 

~.(t) = 

G(t, xo~ y.) Vt E [to~ to -F ~] , 

t - -  din 

to 

Come di eonsuet% utilizzando il prineipio di induzione se t* = @ c% si vede su- 
bi to che tale posizione g a t ta  a definite la funzione z.(t) in tu t to  A*; ivi~ inoltr% si ha 

IIyoll + ~ ~e ~ < + oo 

to 

Tenendo presenti  l ' ipotesi 1) e la (12), con ragionamenti  analoghi a quelli utitiz- 
zati nella dimostrazione del Teorema 1.1 si verifica ehe, per ogni fissato t e A * - -  {to}, 
te funzioai della sueeessione {z~(t)} sono eqaieontinue in [to, t ] e  ehe, adot ta te  le 
posizioni (7) e (9) per ogni t e A*, l ' insieme Y(t) g relat ivamente eompat to  in B per 
ogni t e [ to , [ ] ;  coaseguentemente dalla sueeessione di Iunzioni {y~(t)} se ne pub 
estrarre una ehe converge uniformemente in [to,t~, verso ~ana ~unzione che ivi g 
soluzione del problema (3). Se, allora, t*~ A* il teorema, per quanto detto,  risulta 
dimostrato. Supponiamo, inveee, the  t*~ A*. Fissiamo una sueeessione ereseente di 
punt i  di A*--{to}, {t~}, con lim t~ = t*. Per  quanto sopra esiste una sueeessione 

]r r  

{{yk~(t)}~V}k~V di sueeessioni di funzioni tale the:  

bl) {yk~(t)}~e~v ~ ~zt'estratta di {yk_l.~(t)}~r per ogni k e N, avendo posto 

b~) {yk~,(t)}~iV eoaverge uniformemeate  ia [to, t~] per ogni k e N .  
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Consicleratu 1~ successione di Iunzioni (y,~(t)}~e~v ~ facile verificure che essu 
un'estr~ttu di {y~(t)}~ v e che converge uniformemente in ogni intervallo del t ipo 
[to, ~] con ~ e A * - -  {to}. ~osto 

y(t) = l imy~(t)  Vt e A*, 
k-->oo 

t 

la funzione x ( t ) =  ~o @fY(~:)dr soddisfa ai reqnisiti espressi nella tesi del teorem~ 
t~ 

in esame ehe, pertanto,  risnlta eompletamente dimostrato. 

3. - Osservazloni  ed esempi .  

Osservi~mo, ~nzi tu%o, c h e s e  dim (B) < ~ oo ~llor~ le ipotesi del Teorema, ~.1 
si riducono semplicemente a 1) e 2), poich~ non v'~ bisogno di verificare l ' ipotesi 3) 
non essendovi, in ta l  easo, insiemi lr _c B limitati  tall ehe ~(X) > 0 oppure y(Y) > 0. 
Osserviamo, inoltre, ehe dal Teorema 2.1 segue subito il seguente 

C0~0LLA~IO 3.1. - S i a  •(t, x, y) una ]unzione soddisfaeente alle ipotesi del Teo- 
rema 2.1, con c = -~ oo. Allora, condizione necessaria a/finch~ il problema (1) abbia 
una sola soluzione ~ the l'equazione ~(to, xo, y ) =  @B abbia come univa soluzione la 

Y = Yo. 

Per  eomodit~ di let tura,  r iportiamo adesso l 'ennneiato del Theorem 1 di [4], 
mantenendo le stesse notazioni da noi fin qui us~te. 

TEo~.I~JA 3.1 ( D o ~ G ~ z  BENAVIDES). -- Valgano le ipotesi: 

l )  sin F(t,  x, y) una ]unzione a valori in B, uni/ormemente ]ortemente continua 
in R, con a, b, v e R +, tale che T(to, Xo, Yo) -~ v~B; 

2) esista h ~ R + tale che risulti soddis]atta almeno una delIe due seguenti condizioni: 

a~) per ogni t e It0, to -~ a], X c_ S(Xo, b), y e S(yo, c) si ha 

r (F( t ,  X, y)) <hT(X) ,  

a~) per ogni t e [to, to -~ a], X c_ S(xo, b), y e S(yo, c) si ha 

~(~(t, x ,  y)) < h a ( x )  ; 

3) esistano una tras]ormazione # da B in B lineare, continua, invertibile ed una 
costante reale non negativa L, con L < 1 oppure L < �89 secondo che valga la a~) oppure 
la a~) di 2), tall the 

i) ]]y ' --y"§ #(/v(t, x, y') - -~ ( t ,  x, Y"))H <-LHY'--Yq , V(t, x, y'), (t, x, y'~) e t a ,  

ii) HY + tt(~( t, x, y)) - -  Y0H < c  V(t, x, y) e ~ .  
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In  tali @otesi, posto 

( 8 = min  a, Ilvolt + ~' - -  
a b 

secondo ehe valga la a~) oppure la a~) detl'ipotesi 2), esiste almeno una soluzione dd 
problema (1) ndl'interva~lo [t0, to -t- 8]. 

facile verif icare che le igotesi  di ta le  T eo rema  3.1 r i en t r ano  in quel le  del Teo- 
r e m a  1.1 e, quindi ,  ia  quel le  del Tco rema  2.1. I n f a t t i ,  le ipotesi  1) e 3) del  Teo- 
r e m a  3.1 impl icano  le ipotesi  1) e 2) del  T eo rema  1.1, p u r  di assumere  come fun- 
zione T la t ras form~zione  # e come ~ n z i o n e  d l ' identit/~ in R +. Suppon iamo ,  l?oi, 

che va]ga  ]a condizione a~) (rislo. a~)) del l ' ipotes i  2) del T e o r e m a  3.1. I n  R •  R + • Ro + 
eo.sideriamo la ~n~ione ~(t, % ~) = 2It~llhu + ~ (risp. ~(t, % ~) = II~]lhu + 2L~). 
TMe funzione,  qua lunque  sin Q ~ R +, soddisfa alla i) del l ' ipotesi  3) del Teo rema  1.1, 
poich~ L < 1 (risp. 15 < �89 e soddisfa alla a~) (risp. a~)) della ii) di ta le  ipotesi ,  in 
v i r t f l  della (8) (risp. (7)) del L e m m a  3.2 di [3]. 

P o r t i a m o  adesso due  esempi  di appl icazione del Teo rema  2.1, nei  q~ali  non  
possibile appl icare  il Teorem~ 3.1, poich6 di questo  non  ~ ver i f ica ta  la i) del l ' ipotesi  3). 

ES1~]~IPIo 3.1. - Siano:  n f i N ;  F = {1, 2, ..., n}; A~, B~, C,, i = 1, ..., n, 3n pa r t i  
non  v u o t e  di _P; F,(t), i = 1, ..., n, n fmazioni reMi con t inue  in 1l +, con yJ~(0) = 0, 

i = 1, ..., n; P,(t, s), Q,(t, s), i ~ 1, ... ,n ,  2n funzioni  real i  u n i f o r m e m e n t e  con t inue  
in R + • Ro + ed M*(t) una  funz ione  reale  non  nega t iva  e con t inua  in R0 + ta l l  che 

P~(o,o) = 1 ,  ]t',(t,s) i < l ,  Q,(O, o) = o ,  

V i = l , . . . , n  e V(t,s) eRo*• +. 

[Qi(t, S)]<~ M*(t)(il_ @ s) 

I n  ta l i  ipotesi ,  esis tono n funzioni  reali ,  x~(t), ..., x,(t), di classe C ~ in R + ta l i  che 

2dt) = sen @,( t )  + 
keA~ keB~ 

xdO) = 2,(0) = o Vi = 1 , . . . ,  n .  

V i = l , . . . , n  e V t e R  +, 

D~OST~tZIO~E.  - P e r  acquis i re  la tesi  app l ich iamo il Teo rema  2.1, facendo  le 

seguent i  scelte:  B = R n, con IIxt] = m a x  Fx,[, Vx ~ (xl, ..., x~,) e B ;  Xo= yo= #B; to= 0; 
i s / "  

a = b -= c = + co. Consider iamo,  poi,  la funz ione  2V che ad  ogni  (t, x, y) e _R, x 
=-(xl, ..., x~), y ~ (y~, ...,y~), assoeia il v e t t o r e  di B ] a  eui i -es ima eomponen te  
da t a  da 

k~A~ ~eB~ keC~ 
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Faceiamo ve4ere che tale fanzione F verifieg le ipotesi del Teorema 2.1. Eviden- 
~emente ~(0, v~s, v%)-~ v%. Con riferimento all 'ipotesi 1), scelta come funzione T 
l'iden~its in B, si ha, A = R+; in2a~ti, fissgti zd arbitrio un t e R  + ed un e 6J0, z/2], 
eonsiheriamo due humeri q ,  s~e]0~ ~r/2] tal l  ehe 

~ + sen T < ~" 

In  eorrispondenza ad e~, e~, in virt~ delle ipotesi fattc,  si pub trov~re nn ~ > 0 tale 
che per ogni t', t "e[0 ,  t], per ogni s', s " 6 R  +, con I t ' -- t"]< 6 e [s '--s"[< ~, e per 
ogni i = 1, ..., n, risulta 

IP~(t ', s 9  - -  P~(t", s") I < e~, IQ,(t', 83 - Q,(t", s")l < e~, i~o~(t') - .4,,(t") I < e.,.. 

Allora, per ogni t', t"e [0, i], x ' ~  (,xl,' ... , x~), x" ~ (x~, ..., x:), y '~- (y~,' ..., y,); y" =-- 
(yl, ..., y , ) a B ,  con [t '--t"[< O, I lx '-~"ll  < ~ e IlY'--Y"I] <~,  e pe~ ogni i = 1, ..., n, 

si ha 

V [  + ('" "2: - 

keA~ keB~ t keCt 

g2 ~f- ~ [~(/') - -~( t " ) l  q - H y ' -  Y"]I <2e~ q- 2 sen T < e .  < 2e~ d- 2 sen 2 

L'asserto segue scegliendo, ad esempio, come funzione d quella eosi dcfinita 

~(~) = ]; [ Se  ~ ~ - d i - O o  , 

Considerat, a la funzione M(t) -= M*(t) q- !,  6 subito visto che 

j/a(t, x, y)ll <~z(~)(1 + t1~11), v(t, x, y) ~ R ,  

e con cib anche l'ipotesi 2) r imanc verificata. Come precedentemente osserv~to, 
nel caso in esame (dim (B) = n < ~- oo) non occorre verificare l 'igotesi 3). Segu% 
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allora, l 'esis tenza 4i a lmeno nna  funzione x(t) -~ (x~(t), ..., x~(t)) a valori  in B, di 

classe C ~ in R +, ta le  che 

{ ~( t ,  x(t), ~(t)) = ~B Vt e R# 

x(0) = 2(0) = #~ .  

Le hmzioni  x~(t), ..., x~(t) soddisfano i requisit i  espressi nella tesi del presente  
Esempio.  l~acciamo vedere  adesso che la funzione F non soddisfa l ' ipotesi  3) del 

Teorema 3.1. Siano, per tan to ,  # tma t rasformazione da B in B l ineare ed invert ibi le  

ed L nna  costante  reale non nega t iva  e s t r e t t amen te  minore  di 1. Esistono, allora, 
dei nnmer i  reali  a~j, i~j : 1, ..., n, tal l  ch% per  ogni x ~ (x~, ...~ x~) eB~ la i -esima 

componen~e di tt(x) 6 da ta  da 

~ a i ~  �9 

Osserviamo ehe per  ogni fissato f l e  R la funzione reale (1 - -  L )z  -]-/~(sen z - -  ~) 
r isnlta crescente in 0. Da  ta le  osservazione segue ehe ~ possibile fissure a n  nnmero  

reale ~ ' >  0 ta le  che 

(1 - -  L ) ~ ' §  Z a , ~ ( s e n , ' - -  ~') > 0 
i ~ l  

Vi = i~ ...~ n . 

De t to  y '  il punto  di B ta le  che y ' ~  (~', . . . ,T ' ) ,  si ha. 

ieF J = 1 

Da cib segue Passerto.  

> z ~ ' =  ~ l l y ' l l  �9 

ESEMPIO 3.2. - Siano: B lo spazio 4elle successioni di mtmer i  reali  infinitesime, 

docato  d e l l ' ~ u a l e  norma llxll = m ~  ix=l, vx _ ~ { x ~ } ~ B ;  X o =  y o =  ~ ;  t o =  0; ~ = hen 
= b = + co; e = �89 h nna  funzione da N in N~ binnivoca e tale  che h(~) -= ~ per  

ahneno nn g e N ;  ~ nn  nnmero  reale posit ivo,  P(t) una  funzione reale non nega t iva  

definita in R +, l imi ta ta  in ogni sot tointerval lo  l imi ta to  di R+, e Q(t, x) ann  fun- 

zione a valor i  in B, nn i fo rmemente  cont inua in Ro ~ •  ta l l  che 

con ~ ( X ) <  e. 

Pos to  

Q(o, ~ )  = v%, 
1 tlQ( t, ~)H< V(t, x) ~ R t  x B 

~(Q(t, x)) <P(t)[~(x)]~, vx c B, 

= - ~ ~ v y - - - { y ~ } e B ,  H ( y )  { ( 1  y~(,~)y~(,~}, 
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considcriamo la ~nz ione  /7:/~--> B definita ponendo 

/7(6 x, y) = Q(t, x) § H(y) --  y V(t, x, y) e ]9. 

Dico che tale funzione /7 so4disfa Mle ipotesi del Tcorcma 2.1. l%iferendoci Ml'ipo- 
tcsi 1), 6 ovvio che /7(0, v~,, ~ , ) =  v~z. 

Scelta come funzione T l ' identitg in B, faeciamo vedere chc A = R +. Infat t i ,  
fissato ad arbitrio nn e e ]0, 2 .3  -:~] sia ~ > 0 tale che per ogni (t', x'), (t", x") e R + • B, 
con ] f - - t " ] <  (~ c [lx'--x"[[ < c~, risnlta 

ilQ(t', x') - Q ( G  ~")[I < ~. 

Con facili cMcoli si verifiea che per ogni ~', [ - - �89 �89 si ha 

l(l_z,~)z,_(l_z,~)z.]<(l l~'-~"l')l~,_~,, /" 

Da qucsta relazione cdM fatto ehe]a hmzione reMe (i- s~/4)s 6 erescente in 
[0, ~], seguc subito che per ogni y', y"~ S(~B, �89 si ha 

(13) [[H(y') --  tt(y")It< (1 nY'-4Y"t]~)ny'-y"[l . 

Dalla (13) seguc, in definitiva, ehe per ogni (t', x', y'), (t", x", y") e R, con I t ' - - t " l <  (~, 
b'-x"tl < ~ e lly'-y"ll < { / ~ ,  ~i ~a 

HG(e, x', y ' ) -  ~(t", x", y'~)II < IIQ(G *') - Q ( G  x')l[ + 
a ' - -  4e  

§ IIH(y')--H(y")[[ < e § f f 4e - -  T = ~ / ~ .  

L'asserto segue assumendo, per ogni t ~ R +, come funzionc d, ad esempio, quel]a 
cosi dcfinita 

l ~ / ~  sc ~ el0,  2 . a - q  

d(s) = 2supHG(t,x,y)! ] sc e e ]2 . a -~ ,  §  
/2 

Per ogni (t, x~ y) ~ R si ha 

lla(t,x,y)li<llQ(t,x)ll+llmy)II< + ~ - - 5  

E con cib Pipotesi 2) risulta verificata. Rifcrcndoci, infinc, MPipotesi 3) assumiamo 

oo(t, % v ) =  P(t)ua §  



GIOVAI~INI [ElvfMAI~LrELE - BIAGIO RICCElCI: Sull'esistenza delie soluzioni, eee. 381 

Se t e R + e v(t) ~ una ftmzione rcalc continua in [0, t] tale  the  
t 

0 

Vt e [0, ~] 

allora si ha 
t 

o<v(t).<< 4 s u p P ( t )  v(~:)d~: V t z [ o , i ]  
L te[o,T] .I d 

0 

e d~ qui segue ehe v ( t ) : O  Vt~[O,t].  
Tcnendo presenti  la (13) e le ipotcsi fa t t e  sulla funzione Q(t, x), si deduce subito 

che per ogni t ~ R  +, X c _ B ,  Yc_S(~B, �89 con a ( X ) <  ~, si ha 

o~( G(t, X ,  Y) ) < P(t)[~(X) ] 3 -~ ( l  - - ~ ) ~ (  Y) = co(t, ~(X), ~( , )  ) . 

E con cib l ' ipotesi 3) risulta verificata. 

Facciamo vedere adesso c h e l a  funzionc ~ in esame non soddisfa Filootesi 3) del 
Teorema 3.1. Siano, per tanto ,  /~ un~ trasformazione da B in B linear% cont inua 

ed invertibile ed L una  cos tan te  reale non negat iva e s t re t tamente  minore di 1. 
Allora esistono dei humeri  reali a~k, n~ k ~ 1, 2, ..., tall  che per ogni x ~ {x~}e B 
la n- esima compoaente  di #(x) ~ data  du 

k = l  

Senz~ ledcre la generalitY, possiamo supporre che 1'~ f igurante nelle ipotcsi de1 pre- 
sente Esempio 3.2 valga 1. Sin T' an  numero reale positivo non maggiore di �89 tale che 

(1 - -  L ) z ' ~  anT'~> 0 . 

Denot iamo con y'  il pun~o di B avente  pr ima componente  nguale a z '  e nulle t n t t e  

le altre. Allora si ha 

lly + y'))ll = 
I 

= max  l Y,' + 
neN I 

E cla cib segue l 'asserto. 

Yh(~z)) Ylc] [ ' ~ / - -  a l l  Tt31 > "~T' : ~ I lYl  tl Yn(~) 
k = l  
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