
Alcune osservazioni riguardanti i gruppi di Lie G~ e Spin(7), 
eandidati a gruppi di olonomia (*)~(**). 

STEF~NO ~L~I~OmAF~VA (Roms) 

Summary. - The Lie groups G, and Spin(7) can be considered as automorphisms groups o] eucli- 
dean vector s2aees (o] dimension 7, 8 res2.) endowed with a suitable vector product (c#. [12]). 
Here one put  in evidence several geometric properties o] certain special subspaces o] such 
euclidean spaces and the mani]olds o] special subspaces are determined as well known homo- 
geneous spaces. One considers also rieman~ian mani]olds with holonomy group G~ or Spin(7) 
establishing that in the analytic case the existence of a totally geodesic submani]old o] codi- 
mension 1 img}ly local reducibility. 

Introduzione. 

Fr~ i gruppi  di Lie semplici t he  t rovansi  nells l ists  di E. CA~T• hsnno  reeen- 
t emente  s t t i r s to  l ' s t tenzione dei geometri  differenzisli i gruppi G~ e Spin(7) (perMtro 
gi~ interesssnti  nells eostruzione di certi  spazi omogenei) in qu~nto un ormai noto 
teorems di clsssificazione [1] li present~ come possibili gruppi di olonomis (ecce- 
zion~li) per vsr iet~ r iemanniane non si~mnetriche di dimensione r i sp e t t iw m en te  7 e 8. 

D ' s l t r s  ps r te ,  sempre di recente,  alcuni autori  ehe si sono oc tups t i  dello studio 
di ts l i  gruppi hsnno indic~to come esso si inqu~dri in un eomune smbi to  geome- 
trieo generMe in relszione sd  uns  opportun~ nozione di (~ prodot to  vet tor is le  ~> in 

uno spazio vettoriMe euclideo; [9], [12]. 
I1 presente lsvoro ha come scopo d~ un l~to quello di spprofondire  lo studio 

di G~ e Spin(7) di per s~, con psrt icol~re r i fer imento ~ t~le ul t imo sspet to;  dsll 'altro,  
di fornire slcuni r isul ts t i  r iguardsnt i  ~ppunto il c i t s to  problems di stabilire l'esi- 

s tenzs o meno di v~riet~ r iemsnnisne  the  li ~mmettono come gruppi  di olonomi~. 
Nel primo ordine di idee si preeis~no e met tono  in luce s lcune propriet~ dei 

gruppi  G~, Spin(7) pensst i  come quei gruppi  di isometrie di R 7,/~s r i spet t ivamente  
che conservsno un  dsto prodot to  vettori~le. Ci oecupismo poi in dett~glio dello 
studio di cert i  sottospszi ~ speti~li ~> (the qui ehismiamo caratteristici), che ~ssu- 
mono an  ruolo ~nslogo s quello delle sezioni olomorfe nel c~so delle s t ru t ture  com- 

plesse e qusternionMi nel csrs t ter izzsre  ls geometr is  di /~7 o /~8 in re]~zione ~lle 
~zioni di G, o di Spin(7) r ispet t iv~mente.  

(*) Entrata in Redazione il 7 giugno 1981. 
(**) Lavoro svolto nell'ambito del (~ Gruppo Nazional6 Strutture Algebriche, Geometrich6 

e Applicazioni (Consiglio Nazionale d611e Ricerche),~. 
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In  particolare,  riusciamo a dcterminare  le var ie ts  dei sottospazi caratterist ici  
per ciasc~n gruppo mostrando ehe per G~ t ra t tas i  dello spazio omogeneo G~/SO(4), 

per Spin(7) della Grassmanniana G4.7= S0(7 ) /S0 (4 ) •  

I1 risultato r ignardo ~ G~ 9resenta interesse anche perch~ pc rmet te  di dare nna 
semplice interpretazione geometrica ~lla metr ica  G~-invariantc di G~/SO(4), in rela- 
zione ~lla q~ale tale spazio omogeneo compare t ra  gli spazi simmetrici  irridueibili 
compat t i  e semplicemente connessi classifieati d~ E. C ~ .  

Per  q~anto concerne lo stt~4io 4elle variet~ riema.nniane M con grngpo di olo- 
nomia G eontea~to in G~ o Spin(7) prendiamo qlfi in esame l ' ipotesi ehe ana  ta le  
variet~ ammet ta  ~na sottovariet~ to ta lmente  geodctica S di codimensione :[. 

Par ten4o dalle relazioni che in r i fer imenti  oppor tan i  vengono allora a4 essere 
w l i d e  per le componenti  del tensore di c~rvatara  e dei saoi 4erivat i  cov~rianti  a 
seguito della ipotesi sul grappo di olonomia di M e di qnella sull 'esistenza di S, 9er- 
veniamo a dimostrare che ne risr in ogni pnnto  della sot tovariets  S la ridnci- 
bilit~ del gr~p9o di olonomia infinitesim~Ae di M, isomorfo ad ~n sottogrnppo del 
prodot to  I •  ncl e~so ~ = ~, o ad un sottogruppo del prodot to  l •  nel 
caso G = Spin(7). 

~el le  ipotesi di analiticit~ per M e ~ se ne t rae  poi che l a  variet~ ~ loc~lmen~e 
rid~cibile, loc~lmen~e 9rodot to  r iemanni~no di nna var ie ts  k~hleri~n~ a earv~tnra  
di l~icci mfll~ e di un aperto della t e t r a  enclide~ se G = G~, di ~tn~ var ie ts  con 
grnppo di olonomia contenuto in ~ e di nn aperto della ret t~ enclidea se G = Spin(7). 

Desidero ringwaziare t]-2~CQUES ~AFONTAI~]~ per alc~ni ~tili comment i  rignar- 
danti  questo l~voro. 

l .  - Richiami  sulla noz lone  di prodotto vettoriale in R 7. 

ben noto che il gr~ppo 4i IAe scmpliee, compat to  e connesso, G~ p~b essere 
pensuto come gruppo 4egli a~tomorfismi dell 'algebra degli o t te t t i  di Cayley. 

l~ichiamiamo q~i brevemente  a ta l  proposito ~lc~ne nozioni r imandando ~lla 
bibliogr~fia 9osta in fine, ed in p~rticolare alla le t tura  di [9], per maggiori  ulopro- 
fondimenti .  

Sia C l 'algebr~ sni reali degli o t te t t i  di Cayley, pensata  al solito gener~ta dul- 

l 'nnits  reale 1 e da 7 elementi  pnramente  immaginar i  e~ (i e ZT) per i 9 rodot t i  dei 
qnali va]gono le 

e~ = - -  1; e~ "ei+~ = e~+3, e~+~ .ei+, = e , ,  e,+~ .e~ = e~+~ (i c Z,) . 

Ogni v~ C si scrive in modo nnico come o -~ a Jr X~ ~ - ... ~- x6e~ (a e R;  x ~  l~, 

i = 0, 1, ..., 6) o re  a = Re (e) ~ la parte reale di v e X~ ... ~- x6es= I m  (e) ~ la 
parte immaginaria. 

I4entif icati  gli o t t e t t i  immaginari~ della forma x = ~ x%,  con i ve t tor i  x = 
ieZ7 
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= (x o, ..., x 6) di R 7, 1~ norms N(x) = ~ (x~) 2 di an  tale o t te t to  coincide con la norton 
i eg7 

de1 vettore x = (x ~ ..., x ~) di/~7 dotsto del prodotto scalare canonico <x, y} = ~ x~y ~. 
ieZ~ 

Medisnte il prodotto in C risult~ allots definito in ~ (fscendo riferimento slla 
postu identifieazioae) nn  prodotto vettoriale P :  R ~ •  R ~, col porre 

P(x, y) ~- x ' y  + <x, y> ,  Vx, y r 

(5 immediato verificsre che P(x, y) ~ semlore un ot te t to  immaginario risnltando 
~ e  ( x . y )  = - <x, y>) .  

I1 prodotto P gode delle seguenti proprietY: 

1.1) P ~ bilineare 

1.2) P(x, y) ~ ortogonsle s entrsmbe i fs t tor i  x, y 

1.3) ls norms di ~P(x, y) uguagliu quel]a del bivettore xAy,  ovvero 

I~'(x, v) I~= 1~1 ~ !yl ~ -  <x, y>~. 

Se V 7 ~ uno spszio vettoriale resle 7-dimensionale dotato di un prodotto scslare 
definito 9ositivo < , ) ,  ogni prodotto vettoriale P:  VT• VT---> V 7 verifieante le 1,2,3) 
ottenibiIe ne$ modo anzidetto previa opportuna identifieazione di V 7 con t t  7. 

I a  corrispondenzs, il gruppo G~ pub anehe earatterizzarsi come it gruppo degli 
automor]ismi di j~7 ehe eonservano it prodotto t); e come rate lo penseremo appanto 
nel seguito. 

Cominciamo qni a mettere in evidenzs le seguenti propriet~ del prodotto P~ di 
cni faremo spesso uso pifi avsnt i ,  e ehe si ricavano a part ire dslle 1), 2), 3). 

1.4) 

~1.4.1) 

1.4.2) 

1.4.3) 

1.4.5) 

Per ogni x, y, z e ~7 risulta 

P(y, x) = --  P(x, y) 

<P(x, y), z) = (2(z, x), y> = _P(y, z), x> 

(P(t ,  x), P(t, y)> -~ ltl2 @, y)  --  <t, x)  <t, y> 

P(x, ~(x, y)) = <x, y > x -  <x, x>y 

P(x,  P(y, z)) 4- P(P(x,  y), z) -= 2<x, z}y  --  (x, y} z  --  (z, y } x  . 

DI~I. - Per la 1.3) ris~tltu sempre P(x, x ) ~ - 0  e la 1.4.1) segue dalls identit~ 
P(x + y, x + y) = 0 e dalla bilinearit~ 4i P.  

Ls  1.4.2) discende 4alla identit~ <Y(x~ y 4- z), y + z} = 0 tenendo eonto della 
bilinesrft~ di P e del prodotto scalsre. 
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L~ 1.4.3) si rieava tenen4o eonto che 

<P(t, x), P(t ,  y) ) -~ �89 ([P(t, x + y)I ~ -  iP(t, x)I ~ -  IP(t, y)t 2) 

e applieando la 1.3) per le norme a secondo membro. 
Per dimostrare la 1.4.4) osserviamo dapprima ehe, facendo asp della 1.4.2) e 

suecessivamente della 1.4.3), per ogni t ortogonale a x, y risulta 

<P(x, P(x ,  y)), t )  ~ (P( t ,  x), P(x ,  y ) )  = O . 

Dnnque P(x ,  P(x ,  y)) = ax q- by per opportuni a, b ~ / L  5Ioltiplieando sealarmente 
ambo i membri  4i qnest 'nl t ima prima per x, poi per y e utilizzando di nnovo la 1.4.2) 
si trov~ rispett ivamente:  alxI~ q - b<y, x )  = O , -  Ixl ~ ]yl2q - (x ,  y )~-~  a<x, y )  q- bIyl ~, 

dalle qnali si rieava a = <x, y)~ b = - -  Ixl ~. 
La 1.4.5) si t rae osservando che per la bilinearit~ di P 

f (x ,  P(y, ~)) + P(P(x,  y), ~) = P(P(x  + ~, y), ~ + z) - p (p(x ,  y), x) - P(P(z, y), z) 

e al~plieando la 1.4.4) ai termini  a secondo membro. 
facile mostrare, a par t i te  dalle 1.4, ehe 

1.5) s e x  ~ ~en Jissato versore di R ~, Pendomorjismo J y  = P(x ,  y) di R 7 dejinisee 

una struttura eomplessa nel sottospazio S~ ortogonale a x. I~wltre, per y, z ~ S ,  
risulta 

<Jy, J z )  = ( y ,  z}  . 

Osserviamo anehe qnanto segue. 
Una base ortonormMe (eo, ...,e~) di R 7 per la quale valgono le 

1.6) P(e~ ,  ei) = 0 , P(ei ,  ei+l) = el+3 (i ~ ZT) 

1~ diremo una base adattata di R 7 (rispetto al prodotto P). 
Evidentemente  ogni automor]ismo di G2 trasJorma basi adattate in  basi adattate; 

ma risulta anche, facilmente, che 

1.7) date eomunque in R 7 due basi adattate (eo, ..., e6), (]o, ..., ]e) l 'automorJismo di R 7 

ehe m u t a i  vettori ei della pr ima base nei corrispondenti ]~ deWaItra (i ~ ZT) appar- 
tiene a G~. 

t~iuseir~ anehe utile ricordare the (efr. ad es. [10]) 

1.8) data eomunque una terna ortonormale di vettori x, y, z ~ t~7 con z ortogonale a 
P(% y) i vettori e o = % el = y, e~--- z, e~ ~ P(x ,  y), e4 = P(el ,  e2)~ e5 = _P(e~ e3), 
e~ ~ P(e3, e~) costituiseono una  base adattata (eo~ ...~e~) di R 7. 
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2. - La varieth dei sottospazi earatteristici di R ~ in relazione all 'azione di G~. 

Diremo sottospazio earatteristieo di ~7 (rispetto a P),  ogni sottospazio tridimen- 
sionMe chiuso rispetto al prodotto P (~). 

Ogni assegnata coppia di vettori  indipendenti  x, y in R 7 appartiene ad un ben 
determinate so%ospazio carattcristico, quello generate dalla terna x, y, _P(x, y) (e 
che risulta effett ivamente chiuso rispetto al prodotto P,  come ~ facile verificare 
tenendo conto delle :1.1), 1.4.1), 1A.4) (~)). 

Indicheremo con V~ un generico sottospazio caratteristico; con V~ un sotto- 
spazio 4-dimensionMe ortogonMe ad un V~ caratteristico. 

Se x, y sono una coppia di vettori  ortonormMi appartenenti  al sottospazio carat- 
teristico V~ Mlora (x, y, P(x, y)) ~ una base ortonormMe per V~, che diremo base  
earatteristiea per tale so%ospazio. 

Evidentemente,  le basi earatteristiehe (x, y, P(x, y)) determinano una orientazione 
in ciaseun sottospazio earatteristieo V~ che diremo orientazione eanoniea. Cosi anchc 
ogni V~ risulter~ dotato di una orientazione csnonica, indot ta  da quella c~nonica 
dell 'ambiente R 7 e da quella canonica del sue ortogonale V~ (considerando cio~ 
in V~ quelle basi (e~, e~, e~ e~) che si ottengono come in 1.8) a part ire da basi car~t- 
teristiehe di V~). 

2.1) se V~ ~ it sottospazio ortogonale al sottospazio earatteristieo V~, per ogni x~ y e V~ 
risulta P(x, y) e V~. 

Scelta infat t i  una base adatta~a (eo, ...,es) con (e0, e~, e3) base caratteristic~ per 
V~ e (e2, e~, e5, e6) b~se per V~ (come ~ sempre possibile, in infiniti modi, tenendo 
eonto di 1.8)) dMle 1.6) risulta ehe per ogni coppia di indici s, t e (2, ~, 5~ 6), P(e~, e~) 

e con a e (0, 1, 3); poich~ P ~ bilineare ne segue ~ppunto la 2.1). 
In  particolare, 

2.2) l~ortogonale V~ di un sottospazio earatteristieo V~ non eontiene aleun sottospazio 
earatteristieo. 

]~ note che G~ ~ transitive sulle eoppie ortonormali di vettori di ~7 (cfr. [6], pag. 327) ; 
poich~ gli automorfismi di G2 conservano il prodotto P se ne t rae subito che G2 
transitive 8ulle terne ortonormali del ripe (x, y, _P(x, y)). 

(1) In [9] i sottospazi caratteristici vengono detti speciali ed in sense opportune al0paiono 
come una sponCane~ generalizzuzionc delle facectte e~ratteris~iche nel case complesso e qua- 
ternionale. 

(2) Ragionando analogamente risulta ehe ogni vettore x e 2~ 7 appartiene a infiniti sot~o- 
spazi earatteristici; questa ~ una differenza sostanziale rispetto al case delle faccette caratte- 
ristiche nel ease complesso o quaternionale. 
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Dalle 1.8), 1.7) segne poi che G~ ~ transitivo su~le terne ortonorma~i del tipo 
P(x, y)). 

Poich~ come si ~ gi~ messo in evidenza, in ogni so~ospazio caratterist ico V~ 
pub asscgnarsi nna base ortonormale del t ipo (x, y, P(x, y)), se ne ric~va in parti- 
colare she G~ ~ transitivo sui sottospazi caratteristici. 

1~os~riamo ora che 

2.3) il sottogruppo H delle tras]ormazioni di G~ che mutano in s~ un assegnato sotto- 
spazio caratteristieo V~ ~ isomor]o a S0(4);  tutti i sottogruppi H di tale tipo sono 
coniugati in G2 mediante automor]ismi interni. 

DI~. - 8i pensi il sottosio~.zio V~ e l~ortogonale V~ dotati  ciascuno della metrica 
indott~ da qnella di R 7 e con le rispettive orientazioni canoniche. Ogni elemento 
di H induce in V~ ann tr~sformazione di S0(3) e q~indi ann trasformazione di S0(4) 
nell'or~ogon~]e V~. Viceversa, nna trasformazione di ~q0(4) nell 'ortogon~le V~ pub 
senqi0re estendersi, ed in nn solo znod% ~d una trasformazione di G~ ehe mn~a in 
s~ V~. Infat t i ,  scegli~mo in R 7 una b~se ~dat ta ta  (e0, ..., es) per la qnale (so, e~, e3) 
costituiscono una base di V~, e qaindi (e2, e4, e~, es) una base per l 'ortogonale. Una 
trasformazione h di ~0(4) in V~ eorrisponde alla seelta in Y~ di nna nnova base 
ortonormale (f2, ]~, ]5, ]~) con ]~, ]~, is tern~ arbit.raria di ve~tori ortonormali:  d 'altra 
par te  per ogni scelta arbitraria di ]z, ]~, f5 e posto ]o-~ P(]4, ]5), tennto conto di 
2.1) e di 1.8) risulta determinata  nng base gdat ta ta  (10, ..., Is) di R 7 con ]o, ]1, Is base 
ortonormale di V~. La trasformazionc di G~ che mut~ la base (eo, e~, ..., es) inizial- 
mente  assegnat~ nella base (]o, ..., is) m nta in s6 V~ ed evidentemente induce sul- 
l 'ortogonale di V~ la trasformgzione h di S0(4) supposta assegn~ta. In  eonclusione, 
H ~ isomorlo g S0(4). 

Si~no ora V~, 'V~ s sottospazi caratterisCici e H,  H '  i so~togrnppi di G~ gd essi 
associgti come sopra. Scegliamo basi ada t ta te  (so, ..., es), (]0, ..., Is) in modo tale 
the (eo, e~, es), (/o, f~, ]~) eostituiseano basi ortonormali  di V~, 'V~ r ispet t ivamente.  
Sin g ] a  trasiormazione di G~ che muta  nna base nell 'altr~: evidentemente l 'auto- 
morfismo interno definito d a g  in G~ induce nn isomorfismo tra i gr~ppi H,  H' .  

D'al t ra  par te  1~ validit~ dell 'nltimg affermazione nell 'ennneiato della proposi- 
zione 2.3) pub anche ricavarsi d i re t tamente  d~ [8], o re  si stabilisce appunto che 
tu t t i  i sottogn~ppi isomorfi a S0(4) sono coniugati in G~. 

Possiamo conelndere ehe 

2.4) la varieth dei sottospazi caratteristici di t~  relativamente a~ prodotto P ~ 5o spazio 
omogeneo G2/S0(4), (quale viene considerato ad es. in [7]). 

I1 risttltato presenta interesse anche in base alle seguenti eonsiderazioni. 
(72/S0(4) dot~to di aug metrica G~-invariante, individnat~J a meno di omotetie,  

uno degli spazi simmetrici irridncibili cl~ssifie~ti da E. Caftan [cir. 19]. 
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Ora, tenendo eonto che i so~tospazi caratteristici di _R ~ hanno dimensione ire e 
da quanto abbiamo stabilito nella dimostlazione della 2.4), G~/SO(4) appare come 
un~ so~tovariet~ dell~ Grassmanni~na ~.~ : S0(7) /S0(3)•162 dei sottospazi tri- 
dimcnsionali di/~: .  Inoltre,  la metrics di Ga.~ ~ S0(7)-invariante e cosl quella indottu 
su G~/SO(4) 6 ovviamen~e G~-inv~riante, essendo G~ un sottogruppo di S0(7) che 
trasforma sottospazi speei~li in sottosp~zi speciali. 

3. - Varieth riemanniane con gruppo di olonomia G2 o uno dei suoi sottogruppi. 

Si~ V v una variet~ r iemanniana (~) con gruppo di olonomia eontenuto in G~. 
Poich6 G~ lasciu invariante il prodotto P :  R ~ •  ~ --~ 1~ risulter~ definito su V ~ lm 
prodotto vettoriale globale P.  Cio6, in ogni pmlto p di V ~ lo spazio tangente  T sar~ 
dota~o di un prodotto ve~toriale 2 :  Z~•  : / '  verificante le 1.1)~ 1.2), 1.3) va- 
riabile differenziabilmente; inoltre tale prodo~to sar~ conservato d~l tr~sporto per 
p~rallelismo. (Cfr. [15, pag. 113.) 

Diremo ri]erimento adattato in p u n  riferimento or~onormMe (e0, e~, ...,e~) di T~ 
per il quale i vet tori  e~ verificano le relazioni 1.6). 

In  un riferimento ad~t~ato l 'algebra di Lie di G~ coincide con l 'algebra delle ma- 
trici antisimmetriehe A = (A~), (i, j ~ Z:), soddisfacenti le relazioni 

A~+~,~+~ + A~+~.~+~ + A~+~,~+~--= 0 ( i e Z ~ ) .  

(Cfr. a4 es. [7], pag. 527). 
Poich~, come si sa, per ogni coppia di vettori  x, y ~ :T~ 1~ form~ di earvatm'a 

Y2~(x, y) 6 un elemento dell 'algebra di Lie di G~, [15], presi x = e~, y = e~ ne risul- 
ter$ che le componenti del tensore di cnrvatura verificano le relazioni 

3.1) -Rz~+l,+8 + / ~ l ~ + ~ + 6  + -R~m~+4i+5 = 0 

qualunqale siano l, m, i ~ ZT. (k) 
Inoltre (err. ad es. [15], pug. 133) per il derivato covariante k-esimo VR di /~ 

(k = 1, ...) v~rr~nno le 

3.2) V~ ...V~ 22~+~+~ + V~ . . . V j ~ l ~ + ~ i + 0 +  V~ . . . V ~ z ~ + 4 ~ + 5 =  0 

qaalunque si~no il, ..., ik., l, m, i ~ ZT. 
]~ noto che le 3.1), atilizzate assieme ~]le identit~ che in generale soddisfa il ten- 

sore di curvatar~ di una variet~ r iemanniana,  implicano che V 7 ~ a eurvatura di _~ieei 
nulla (cir. per es. [3], [5]). 

(3) Che supporremo sempre connessa e di cl~sse C ~ 
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Riuseirs uti le osserv~re a proposito 4elle 3.1), 3.2) che 

3.3) Ossv.~v~z~o~v,. - Per ogni ]issato indice i ~ Z~ le eoppie ordinate (ei§ ei§ , 
(e~+~, e~+~), (e~+e, e~+~) dei vettori della base (5) sono preeisamente quelle #a  i 
vettori eo, ...,e~ il eui prodotto ~ e~. 

3.4) OSSF_a~V• - Le coppie (ei+~ e~+a), (ei+t, e~+~), (e~+~, e~+~) sono eostituite dai 
vettori della base ortogonali a e~, ed ogni vettore della base il quale sia ortogo- 
hale a e~ vi compare esattamente una volta. 

In  relazione ad una fissata base adut ta ta  (eo, ..., e6) porremo p o i l a  seguente: 

3.5) CO~VE~zI0~E. - Se due indiei h, k ~ ( 0 ,  ..., 6) sono tal l  ehe _P(e~, e~,)= ~e~ 
diremo brevemente  c h e l a  coppi~ (h, k) ~ ~ assoeiata ~ alr indiee  i;  e quando 
oeeorra preeiseremo 4ieendo ehe 6 assoeiata positivamente o negativamente al- 
l ' indice i a seconda che l 'uguaglianza supposta verificata valga con il segno + o 
il segno --. 

4. - Sull'esistenza di sottovariet~ totalmente geodetiche di dimensione 6 in una va- 

riet~t riemanniana con gruppo di olonomia G2 o uno dei suoi sottogruppi. 

Sin V 7 nna variet~ r iemannian~ con gruppo di olonomia contenuto in G2: 
Osserviamo espliei tamente ehe ann tale V ~ ~ orientata, potendosi  r idurre  il gruppo 

strnt tur~le del fibrato tangente  ad un sot togruppo di S0(7). 
Indiehiamo al solito con P il prodot to  vet tor iale  ehe risulta definito su V 7. 
Rieordiamo ehe vale la seguente proposizione (err. [12]) 

4.1) PROP0SIZIO~E. - Sin V ~ una sottovariet~, di dimensione 6, orientabile, di V ~. 
Seelta una orientazione, V ~ risulta dotata di una struttura eomplessa J,  defini- 
bile a partire dal prodotto P; inoltre la metriea indotta da quella di V 7 su V 6 
hermitiana in relazione a tale struttura eomplessa. In]ine, se V 6 ~ totalmente 
geodetiea tale metriea ~ K~hleriana e i l  gruppo di olonomia di V 6 ~ contenuto 
in ~U(3). 

DI~. - Per  ogni punto  p ~V 6 pensiamo lo spazio tangente  T~(V 6) immerso in 
T~(VT). Scelta una orientazione di V 6 ~ possibile, in relazione alla orientazione di V 7, 
definire un campo differenziabile n di versori normali  a V 6 in V 7 ( n ~  T~(V 7) ~ un 
versore ortogonale a T~(V 6) per ogni p e V~). 

Per  ogni ve t tore  x e T~(V~) si pone allora J ~ ( x ) =  P(n~, x) definen40 eosl, in 
base a qnanto osservato al n. 1, una s t ru t tura  eomplessa J su V 6. 

Indicato con ( ,  }~ il prodot to  scalare in T~(V6), restrizione del prodot to  scalare 
in T~(VT), risulta sempre, te~lendo eonto della 1.5), (x,  y)~= (Jx ,  Jy}~, Vx, y e T~(V6)'~ 
siech~ V 6 ~ hermitiana.  
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Su V 7 ~ sempre V , P  = 0; se V ~ ~ to tMmente  geodetica per ogni x e T~(V e) si 
ha anche V~n ~ - 0  e danque sa V 6 V J - =  O. 

L'u l t ima  osservazione circa il grappo di olonomia di una  V 8 to tMmente  geo- 
detica in VT~ il qaMe in questo cusp 8 an  sot togruppo del gruppo di olonomia di V 7, 

si r ieava 9ensando che per ogni punto  p ~ V 6 il t raspor to  9arMlelo lwugo cappi 4i 
origine p contenut i  in V 6 d~ ]uogo ad automorfismi di T~(V 7) ehe lasciaao fisso n~ e 

ehe il so t tog rappo  degli aatomorfismi di G2 che lasciano fisso un assegnato ve t tore  
di T~(V') ~ isomorfo ~ SU(3). (Cfr. [12], prop. 2.1.) 

Se V ~ ~ una  variet~ k~hleriana con grappo di olonolnia contennto in SU(3) 
il prodot to  r iemanniano V 7 = V ~ x R ~ di V 6 per m~ aper to /~ '  delia r e t t a  eaclidea ~ 
evidentemente  nna variet~ r iemanniana con grappo di olonomia isomorfo a SU(3), 

dnnqae  un  sot tograppo di G~. 
1~ chiaro che an  ta le  esempio di var ie ts  con gruppo di olonomia eontennto  in ~ 

privo di interesse con r i fer imento al gruppo G~ stesso; cib che ha interesse invece 
nell 'ordine di idee in cai qui ci poniamo ~ la considerazione di varlet& V 7 con grappo 

di olonomi~ esattamente G~. 
Nel presente paragrafo mostreremo che l 'esistenza di ann sot tovariet~ total-  

mente  geodetica, 6-dimensionale, V 6 in ann V7 con gruppo di olonomia contenuto 
in G, impliea condizioni molto forti ,  e tMi da eomportare,  in oppor tune ipotesi sulla 
classe di differenziabilit~ delle v~riets in considerazione, la locale riducibilits di V ~ 

stessa. 
Pifi precisamente,  stabiliremo the  in generMe vale la seguente 

4.2) P~oPosIz~O~E. - S i a  V ~ una variet~ riemanniana, C ~, eon gruppo di olonomia 

contenuto in G2 e V ~ una sottovariet5 totalmente geodetiea, 6-dimensionale. I n  
ogni punto p e V 6 il gruppo di olonomia infinitesimale (~) % di V 7 ~ riducibile, 

isomorfo ad un sottogruppo di SU(3). 

Nel cusp anMitico il grappo di olonomia infinitesimMe coincide con il gruppo 
di olonomia (cfr. ad es. [15], pug. 145). Avendo presente che in generMe, la ridu- 
eibilit~ del grappo di olonomia implica c h e l a  variet~ sin Mmeno locMmente an  

prodot to  r iemanniano (eft. ad es. [15], pug. 148), dMlu 4.2) seguir~ sabito che 

4.3) Pl~oPosIzIo~E. - Ogni varietd V 7 riemanniana, analitica, eon gruppo di olo- 
nomia contenuto in G~ la quake ammetta una sottovarieth, di dimensione 6~ (ana- 

litiea), totalmente geodetica, ~ loealmente un prodotto riemanniano V 6 x R  ' di una 
varieth l~hleriana V ~ con gruppo di o~onomia eontenuto in ~U(3) e di un aperto 

R p della retta euelidea R. 

5 .  - Facciamo ora alcune coasiderazioai prel iminari  alia dimostrazione della 4.2). 
Sin danque V 7 una variet~ r iemanniana,  che per il momento  supponiamo solo C~ 

(4) L~ oui nozione verr~ richiamata pi~ ~vanti. 
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con grnppo 4i olonomiu contenuto in G~ e snpponiamo che V ~ conteng~ nnu sotto- 
vurietg ~otMmente geode~icu V s, di dimeasione 6. 

l~icordiamo che in tMi ipotesi il tensore di eurvatura ~ '  di V ~ e i suoi derivati co- 
(~) 

varianti Vi i '  (k ~ 1, 2, ...) si ottengono per restrizione dal tensore di curvatura R di 
(~) 

V ~ e dai suoi derivati covarianti VI~ (~ ~ 1, 2, ...) rispettivamente (~). 

Terremo spesso conto di ci5, anche senzu fgrne esplici~u menzione. 
Sig org p ~m p~mto fissgto di F0; n~e T, (V ~) il versore normMe in p ~ V s. In  

T~(V ~) scegliamo nng buse udu~tutu costi tni ta du ve~tori (eo, e~, ..., eo) con eo ~ :  
consideriumo poi il sistemg di coordinute aormMi 4i origine p, busuto sn (eo, e~, ..., eo). 

AVVEI~TE~ZE. - 1) Nelle relazioni che considereremo nel seg~ito omet teremo di 
indicure, sottointendendolo~ che le component i  dei r che vi  intervengono si 
pensano in effetti  cMcolute in p. 

2) Useremo sistematisamente lettere greehe per denotare indiei she si intendono 
variabili solo nd~'insieme (1, ..., 6) e lettere latine per indici variabili neIl~insieme 

(0, 1, ..., 6). 
Si ~ gi~ messo i~ evide~z~ M n. 3 che per ogni i~dice i ~ (0, 1, ..., 6) vi sono es~t- 

t amea te  t re  COl)pie 4is~iate 4i iadici ussociu~e a4 i. In  qu~nto segae ci si servirs ia  
modo esseaziMe dell~ seg~ma~e ulteriore 

1) OSSERViZIO~E. - Un~ copI)iu 4i iadici 4el til)o (7, O) ~ ussocia~ ~d a a  iadice 
~ (1, ...~ 6) e le Mtre due diss copl~ie di ia4ici ussociu~e nl medesimo ~ sono 

del ~ipo (~, #), (~, ~) per oppoi%~ni iridici ~, #, ~, ~ ~ (1, ..., 6). 

~o t i amo  or~ che per l~ sceltg di coordinate fut tu e 4Ml'essere V s to tMmente  
geodetic% in p risnlt.g 

5.1) 

e 

5.2) 

~ v o  ~- 0 , V~, fl, 7 ----- 1, ..., 6 

V~I...Vq/t~pro= 0 (o), e~ , . . . , e~ ,~ , f i ,  y = ] , . . . , 6 ;  k = l , 2 ,  . . . .  

Iaol tre ,  se ~ssieme Mle 5.1), 5.2) si t iene ~nche conto delle 3.1), 3.2), vMide in p 

per 1~ sceltu de11~ b~se (eo, ...~ ee)~ risultn ~ache 

5.3) 

e 

5.4) 

"~0~0 ~ 0 , V~, fl = 1, ..., 6 

Y~i, ..., ~ ,  ~,/? ~- i, ..., 6 .  

(~) Cfr. a4  es. [11], Vol. I I ,  p~g. 58. 
(6) L a  va l id i t~  delle 5.1), 5.2) po t rebbe  ~nche r i cavars i  tenendo eonto cite per  la  4.1) 

V 6 r i su l ta  4ota~a loeMmente  di lm~ s~rutfura khhler iana  e u~ilizzundo le  3.1), 3.2). 
(~) Le  5.3), 5.4) t)otrebbero anche r ieavars i ,  t cnu to  conto di quanto  r ieh i~mato  MFinizio 

di  quesfo numero ,  come conseguenz~ 4el l ' annul lars i  del la  cu rva fu ra  di  Ricci  di V 7 e di V 6. 
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In fa t t i ,  in base alla precedente  osservazione 1), le component i  del t ipo R~ozo pos- 

sono esprimersi~ ut i l izzando le 3.1), median te  component i  con nn solo indice uguale  

a O, cio~ 

/~ozo ---- - - / ~ o - -  ~ o  

per  oppor tuni  2,/~, ~, *, e queste u l t ime sono nulle per  le 5.1). 

Analogamente ,  ut i l izzando le 3.2), 

. . .  = - . . .  . . .  

per  oppor tuni  indici 2, #, ~, ~, ed uti l izzando le 5.2) se ne r icava  la 5.r 
Le 5.1), 5.2), 5.3), 5.4) esprimono l 'annul lars i  in p di alcnne component i  del ten- 

sore di cu rva tu ra  R e dei suoi der ivat i  covar iant i  o re  compare  una  o pifi vol te  l ' in- 

dice 0. Mostr iamo ora ehe pifi in generale  

L E y , ~ .  - 2Vel ri]erimento seelto in p risu~tano nulle tutte le componenti del tensore 

di eurvatura e di ogni suo derivato covariante k-esimo (k~ = 1, 2, ...) per le quali al- 

meno uno degli indici ehe vi compaiono ~ uguale a 0; eio~ 

se almeno uno tra gli indici i, j ,  l, m, rispettivamente s~, . . . ,s~, i~ j ,  t~ m b uguale a O. 

Dim. - L 'asserzione ~ senz 'al tro vera  per  le component i  di /~ poich~ sussistono 

le 5.1), 5.3). 

Veri]iehiamo ora la vaZiditd dd  lemma anehe per le componenti del derivato eova- 

riante primo di R (k = 1). 

I n  effett i ,  le 5.2), 5.4) per  k = 1 ei dicono in tanto  che sono nulle alcune delle 

de t te  component i  di V/~, cio~ 

5.5) V~R~,~ o = 0 , Vo.R~,oa o = 0 , V~, z, 15, ~' = 1, .... , 6 . 

Le al t re  component i  o re  a lmeno uno degli indici 5 ugllale a 0 sono dcl t ipo 

VoR,jhk: anche esse r isul tano nulle nt i l izzando le ident i t~ di Bianehi ,  le 3.2) e le 5.5). 

I n  effett i ,  usando Bianchi  e successivamente le 5.5) si ha  

V o - ~  = - -  V~/~o~--  V ~ / ~ o  = 0 ,  

Vo.R~,a~ o = - -  Va.Ro~,7o-- V~,.Rao~o = 0 .  

Infine,  nt i l izzando le 3.1) e le due precedent i  

VoB~,o~ o = ~ Vo.R~o--  Vo.R~o = 0 .  

1 7  - .dnnal i  d t  Matemaf fea  
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Proeediamo ora per induzione. Supponiumo ehe per O<q</~ si~no nulle in p 
(a) 

tu t t e  quelle componenti del derivato cov~riante q-esimo di /7, VR, ore uno degli 
indici almeno ~ uguale u 0 e mostri~mo che 1~ medesimu osserwzione ~ veru allor~ 
anehe per q = k + 1. 

Innanzi  tut to,  per le 5.2) e 5.4) si ha 

5.6) vo,.., v~,+ln~,0 = o ,  v~,.., vo,+,S~o~o = o .  

Notiumo looi the sempre in base all'oss. 1 le compouenti  del tipo V, . . .  V~+ R~ao0 e 
V~... V~+/~ozo sono esprimibili, f~cendo nso delle 3.2), medi~nte somme eli com- 
ponenti  del tiloo Vs~ ... Vs~+i~zr~: dnnque resta solo du mostrare ehe sono nu~e ~e 
oomponenti del tipo V~ ... V,~+/~zr~ se almeno uno deg~i indioi sx, ..., s~+~ ~ uguale a O. 

A tale seol)o cominciumo con l'osservare che, per Fipotesi induttiva fatta~ risu~ta 

sempre 

5.~) v~ , . . ,  v ~ V o ~  = o . 

Inf~tti ,  as~ndo d~pprima Bianehi e tenendo looi eonto delle 5.6) si ha 

vol.., v 0 ~ v 0 ~  = - v~, ... v ~ o v ~ 0 ~ -  v~ . . .  vo v ~ 0 , ~  = o .  

l~aeciamo or~ vedere c h e s e  # a  gli indiei st, ..., s~_~ ve ne sono r, l < r < / ~  + 1, 
�9 ~tguali a 0 allora V81... Vs~+ R~p~ pub esprimersi eome somma di eomponenti d d  tipo 

Vtl... Vt~+R~,~ con al pi~ r - - 1  tra gli indiei t~, ...,tk+~ uguali a O. 
Sia infat t i  a e (1, ... k + 1) il massimo intero per il quale i ---- 0. Us~ndo l'iden- 

t i t~ di l~ieei si pub scrivere 

V~ ... V~o_ VoV~o+~ ... V~+ R~n~ = V~ ... V~o_ V,o+ VoV~=+~ ... V~+/~-- 
6 

-- ~ V~... V~o_~(Ro~o+~,o+ff,V,o+ ... V~+ B~nv~ + ... + 
~=0 

+/i~o~o+,~ . . . . .  ~V,o+ ... V~,,+,,,,V~V~o+,,,+o... V~+B~,n~,<~ + ... + 

~ a  gli addendi che compaiono nella sommatoria a secondo membro sono tu t t i  espri- 
(r) (s) 

mibili mediante somme di prodott i  di componenti di derivati covarianti V/~, VR 
(o) 

di R con 0 < r < / c ,  0 < s < k  (VR ------R) in almeno una delle quali compare l 'indice 0 e 
qnindi nulla per l 'ipotesi indutt iva.  Dunque 

V~... V~o_ Vo V~o+~ ... V~,+ R~ ---- V~... V~o_ V~o+ V o V~o+ ... V~,+/~=n~e. 



STE~X~o MA~Om~AV~_: Aleune osservazloni rr162 ecc. 259 

I t e r a n 4 o  il r ag ion~mento  

V,, ... V,o_ VoV,o+, ... V,~+/~zr~ = V,, ... V~o_ V,o+ VoV,o+= ... V,~+,R~e,~ = 

= V~ ... V,o_ V~o+y~o+ VoV~o+ ... V,~+ R ~  . . . .  -~ 

D s  cui  

Ut i l i zzaado  l ' iden t i tg  di Bianchi  per  l 'espressione a secondo m e m b r o  si ha  

V** ... V,~+/iLz,~ = - -  V** ... V,o_ V,o§ ... V~,+ V ~ R o ~ - -  

- -  Vo~ .o. V~o_ Vo,+ ... V~+ V~R~o~ 

e facendo  uso delle 3.2) pe r  c iascuna 4elle c o m p o n e n t i  a secondo m e m b r o  

- -  V,, ... V,o_ V,o+, ... V,~§ ~ -  

- -  V,, .,. V,o_ V,:+, ... V,,+ Ve/~o,  # -  

- -  V,, ... V,o_ V,o+,... V,,+V~Rtor~ 

per  oppor tun i  indici  2,/~, @, z, e, U, r 0 e ( i ,  ..., 6). 

l~isulta cosl aplalmto che la compo~e~ te  V~I ... V~+ R ~  eve  r degli  indici  di 4e- 
r ivazione,  covur ian te  si sono snppos t i  co inc ident i  con 0 pub  essere espressa m e d i a n t e  

la so_rnma di componen t i  del  r ipe  Vt~ ... Vt~+/~x~r, eve  al  9ifi r -  1 4egli  indici  di 
der ivaz ione  cova r i an te  sono ngual i  a 0. 

Ora, applicando sueeessivamente it proeedimento sopra illustrate si potrd espri- 
mere ogni componente V~ ... Vs,+R~ve come somma di componenti del tipo V& ... V~_ . 
�9 VoV~o+~ ... Vx ,+ /~ r~  eve uno solo degli indici di derivazione covariante ~ uguale a zero. 

A~zi,  t enendo  conto  delle 5.8), m e d i a n t e  c o m p o n e n t i  de1 r ipe  V&... Vx~Volg~v~ con 
solo il /~ q- 1-esimo indice di der ivaz ione  cova r i an te  ugua le  a 0. Ma qnes te  compo-  
nen t i  sono t u t t e  nnl le  9oichb si 6 gig osservato  che hel le  ipotesi  in cui ci s iamo loosti 
va lgono  le 5.7). 

La  d imos t raz ione  (tel l e m m a  ~ cosl comple ta t a .  
R icord iamo era  che il gruHao di o lonomia  inf in i tes imale  a~ i~ un  9 n n t o  p 4i V 7 6 

an  so t tog rugpo  connesso 4el  g ruppo  di o lonomia  a~ e che,  in re laz ione  ad  nn  rife- 
r imen to  a d u t t a t o  fissato in p, l ' a lgebr~ di L ie  di a~ ~ generu ta  dagli  endomorf i smi  



260 SmEP• ~ C m A ~ A V A :  A~cune  osservaz ioni  r iguardan t i ,  ee& 

A = (A~) di T ~ ( V  7) per i quali 

ore/~ = O, 1, 2, ... e gli indiei rl ,  ... , r~,  l, m sono pensati  fisssti (arbi t rar iamente (8)). 
Poggiando nel lemms precedente,  se p e V 6 l 'algebra di Lie di a" risalta coin- 

cidere con quells generat~ dalle t rssformszioni  A----(A,j) per le qnali 

A~6 = 0 (i = O, 1 , . . . ,  6) e A ~  = V~,... V j ~ , ~  

con @1, ..., @k, X ,#~  (1, ..., 6) fissati. 
Poieh~, come si ~ r iehiamato all 'inizio di questo nm~ero, il tensore di carva- 

t a ra  'R di V s coincide con la restrizione del tensore di c a r v a t a r a / ~  di V 7, se ne de- 

dnce che l 'algebra di Lie di ~ ~ isomorfa all 'algebra di Lie del grnppo di olonolma 
infinitesimsle di V s in p;  ds  cni ~ immediato t ra r re  ls ~.2). 

6. - Cenno alia estensione di alcuni dei risultati preeedenti al caso di Spin(' /) .  

Richiamiamo qni brevemente  alcnne nozioni relat ive al gruppo Spin(7), r iman- 
dando ai ]avori [5], [9], [12], [14] citati  in bibliografia per qnelle dimostrazioni che 

qni vengono omesse del t n t to  o ehe non siano evidenti  con r ifer imento alle ana- 
loghe per G~. 

l~ieordiamo che Spin(7) pub essere presentato,  in modo anslogo a quanto visto 
per G2, come segue. 

Si pensi /~s identifieato con l 'algebra C mediante  la corrispondenza che al- 
6 

l 'o t te t to  v = a -~ ~ x~ei associa il ve t tore  x = (%, . . . ,  x s, x 7 = a) di /~s. 
i = 0  

Si eonsiderino i prodot t i  vet tor is l i  

definiti r i spet t ivamente  mediante  le 

6.1) 

6.3) 

?~(x, y, z) = - x(~z) § (x ,  y> z + (y ,  z> x - (z ,  x> y 

P~(x, y, z) = - (x~)z + <x, y} z + (y ,  z} x - (z, x> y 

I)er ogni x, y, z ~ R s ~ C. 

(s) Cfr. per es. [11], Vol. I, pag. 152. 
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Ciascuno di ~Mi prodott i  verifica le propriet~ seguenti: 

6.3) P~ ~ bilineare 

6.4) <['i(xx, x~, x~), x~> = 0 ,  j = ! ,  2~ 3 

6.5) 

Vieeverss~ se V ~ uno spazio vettoriMe reMe con prodotto scMare definite posi- 
t ive ogni prodotto vettoriMe P :  V •  VX V -+ V verifieante le 6.3), 6.4), 6.5), previa 
oppor~una identificazione con Its coincide con uno dei prodott i  / 5 .  

I1 gruppo Spin(7) pub earatterizzarsi come il gruppo degli automor]ismi di t t  s the 
eonservano uno (comunque scelto) dei prodotti _P~. 

Indicheremo nel seguito con /5 uno di tMi prodotti ,  supposto assegnato. 

7. - Ad ogni base normMe di C corrisponde uns  base (eo, e~, ..., eT) di ~s verifi- 
cunte le condizioni 

~(eT~ ei~ ei+l ) ~ ei§ ~ i s Z~ 

che diremo una base adattata di ~s (rispetto al prodotto P). 
Ogni automorfismo di Spin(7) muta  basi gdat ta te  in bssi sda t ta te  e viceversa. 
Come per G~ anehe in questo e~so l 'azione di Spin(7) su R s individus dei sotto- 

spazi earatteristiei, V 4 di dimensione reMe 4, caratterizz~ti dMl'essere chinsi rispetto e~ 

M 10rodotto P. 
Si pub vedere facilmente ehe, comunqne sin data  una terna ortonormMe x, y, z 

di vettori  di R s ls qngterna x, y, z, P(x, y, z) genera ~no di tMi sottospazi earatteristiei. 
Inoltre, l 'ortogonMe di un sottospazio carstteristieo ~ a sue volta un sottospazio 

csratteristico. 
Spin(7) ~ transitive sui sottospazi earatteristiei. 

3[ostrismo che 

7.1) PROPOSIZIO~E. - I I  sottogruppo H di Spin(7) she laseia invariante un ]issato 

sottospazio earatteristieo V~ b isomor/o a 89(1)xSp(1) XSp(1)/Z~, eve Zz = 

= {(1, 1, 1), (-- 1, - -  1, - -  1) }. Inoltre tutti taxi sottogruppi sono tra ~oro eoniugati 
mediante automor]ismi interni di Spin(7). 

DI~. - Ricordi~mo che fa t t a  come 4~uso l'identificazione Q ~ / ~  fra il corpo Q 
dei quaternioni e lo spazio Euelideo 4-dimensionMe /~4 (pensando il quaternione 
q -~ a -~ ib ~- jv -~ kg coincidente con il vettore (a, b, e, d), per ogni ~ssegnata cop- 
pin (a, q) di qusternioni di norms unitaria la tr~sformazione T~,~: Q - + Q  4efinita 
da z' -~ azq, Vz e Q, ~ un Memento di S0(4); inoltre T~,,~, ~ T~,~ se e solo se (a% q') = 
: ( ~  a, ~ q) e n e  risulta un isomorfismo S0(4) ~ Sp(1)• (essendo Sp(1) il 
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gruppo mol~iplitativo 4ei qusternioni di norma mlitaria e Z~ = {(1, 1), ( - -1 , - -1 )}  c 

c Sp(1) X Sp(1). 
Ora qui, per comodits di 4imostrazione, ptnseremo come in [18] gli elementi 

di C quali toppi t  4i qusternioni e = [zl, z~] ore  la somma e il prodotto sono definiti 

ponendo 

! ! f -! ! - I  
o + s ' =  [zl + zl, .z~ + z~], s . ~ ' =  [ z~z l -  z,z,, z~z~ + z, z~] 

per e = [z~, z~], o ' =  [z[, z~], e il toniugato d i e  6 g = [51,--z~]. 
Penseremo poi R s identificato con Q • Q ~-/~* x/~*. 

immediato verificare usan4o le 6(1 o 2) the il sottospazio di R s ~ C costituito 
dagli o t te t t i  del tipo [z~,0] 6 chiuso rispetto a ciascuno dei p r o d o t t i / 5 ,  e qnindi 

/ 4 earat~eris~ieo: lo indicheremo con V~ mentre con V~ 4enoteremo il suo ortogonale, 
costitnito dagli o t te t t i  del tipo [0, z~] e pur  esso earatteristico. 

nna semplice verifita diretta,  a pa.rtire dalla dtfinizione di t51 (risp. P~), the 
ogni automorfismo di /~s definito dalle 

z~ = a~z~q V[zl z,] e C isp. 7.1.1) , ~ 
Z~ ~ a 2 Z~ q 

zl = ~zlG 
7.1.2) , 

z~ ----= - -  a2 z~ g]  

ore al, a~, q sono quaternioni di norma unitaria,  lastis  invariati  V ~ ' * o, Vr e tonserva 
/51 (risp. P2). 

Dunq~e/ /eor~t iene  in ciaseun csso il sottogruppo delle trasformuzioni 7.1 (1 o 2 a 
seconda che appunto ci si riferista al prodotto Pl  o P~), il quale, come 6 facile ve- 
rificar% 6 isomorfo s Sp(1)•215 d~altra parte l 'asserito isomorfismo 
tra  H e quest 'ult imo segue poi tenendo conto cite un tale sottogruppo 6 un sotto- 
gruppo di Lie tonnesso massimale in Spin(7) (cfr. [8]). Inoltr% semi)re in base s 
quanto vie~e 4imostrato in [8]~ tl~tti i sot togmppi tif del tipo considerato sono co- 
niugati  mediante automorfismi interni di Spin(7). 

Risulta cosi che (cff. [19]~ pag. 284) 

7.2) L a  variet5 dei sottospazi caratteristici di 17 s (rispetto ad uno qualnnqne dei 
prodott i  /5i) ~ lo spazio omogeneo S 0 ( 7 ) / S 0 ( 4 ) •  ovvero la Grassman- 

n iana (74, 7 . 

8. - Sia /5 an  assegnato 3-prodotto vettoriale in /~8 e (e0, el, ...~eT) una base 

ortonormale adat ta ta .  
Identificata come d'uso l 'algebra di Lie di S0(8) con l 'algebra delle trasforma- 

zioni lineari antisimmetriehe di _R s, l 'algebra di Lie di Spin(7) coincide eon le tra- 
sformaziolli lineari antisimmetriche A = (A~j) verifieanti le relazioni (indipendenti) 

8.1) A ~ , +  A~+I, ,+  8 + A~+ 4 ~ + 5 - / A i + 2 , ~ + 6 -  0 (i e ZT) , 
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9 . -  Siu V s unu vuriet~ r iemanni~na con gruppo di olonomia contenuto in 

Spin(7); V: una  sot~ov~riets to tu lmente  geodetic~ di V s. 

Scegliumo in p e V v un~ b~se udutt~tu (eo, e~, ..., e~) di T~(V s) per lu quule ev 

coincide con il versore normule u V ~ in p stesso. 

Consicleriumo il s istemu normale  di coordinate di origine p basuto su (eo, ... ,e~). 

Usiamo let tere  la t ine per  indici v~ri~bili nell~insieme (0, 1, ..., 7); le t tcre  greche 

per  indici v~riabil i  nel l ' insieme (0, . . . ,6) .  
In p v~lgono le 

9.i) V~... Vj~z~7,+ V,... VJClm~+~+a + V~... VJ~z~+,~+~ + 

q- V , . . .  V~/~z~+2~+~ ~ 0 (/c ~ 0, ~, ...; l, m, i~, ..., i~---- 0, 1, ..., 7) . 

Inol t re  poich~ V 7 ~ suppostu to tu lmente  geodetica,  semi)re in p s i  h~nno le 

9.2) Ve. . .  VeR~y~--~ O, Y~,  ..., ~k, ~, fl, y = 0, ..., 6; k --~ 0, 1, . . . .  

Ragionando  come fa t to  al n. 5 nel l 'analogo caso per  G2, combinando le 9.1) e 

le 9.2), r isulta che 

9.3) nel ri]erimento scelto sono nulle in p tutte le eomponenti  del tensore eli eurva- 

tura e dei suoi derivati covarianti non appena uno degli indici  sia uguale a 7; 
eio~ 

V~ ... VJC~z,  ~ = 0 

se (almeno) uno degli incliei i~, ..., i~, r, s, l, m ~ uguale a 7. 

Ne discen4e, tenuto  conto che il so t togruppo degli automorf ismi di Spin(7) che 

lasciano fisso un assegnato ve t to re  g isomorfo a G~, che 

9.~) PROPOSIZIO~E. - I n  ogni punto p -~ V 7 il gruppo di olonomia in/ ini tesimale (~'~ 

di V s ~ ridueibile, isomor/o ad un  sottogruppo di G~. Se la varietd V s e la sotto- 

variet~ V 7 8ono analitiche allora V 8 ~ loealmente un  prodotto r iemanniano di 

un  aperto di V 7 e di un  aperto R ~ della retta euclidea R.  
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