Alcune osservazioni riguardanti i gruppi di Lie G, e Spin(7),
candidati a gruppi di olonomia (*) (**).

STEFANO MARCHIAFAVA (Roma)

Summary. — The Lie groups @, and Spin(7) can be considered as automorphisms groups of eucli-
dean vector spaces (of dimension 1, 8 resp.) endowed with @ suitable vector product (cfr. [12]).
Here one put in evidence several geometric properties of certain special subspaces of such
euclidean spaces and the manifolds of special subspaces are determined as well known homo-
geneous spaces. One considers also riemanniaon manifolds with holonomy group G, or Spin(7)
establishing that in the analytic case the existence of a totally geodesic submanifold of codi-
menston 1 imply local reducibility.

Introduzione.

Fra i gruppi di Lie semplici che trovansi nella lista di E. CARTAN hanno recen-
temente attirato 'attenzione dei geometri differenziali i gruppi G, e Spin(7) (peraltro
gid interessanti nella costruzione di certi spazi omogenei) in quanto un ormai noto
teorema di classificazione [1] li presenta come possibili gruppi di olonomia (ecce-
zionali) per varietd riemanniane non simmetriche di dimensione rispettivamente 7 e 8.

‘D’altra parte, sempre di recente, aleuni autori che si sono occupati dello studio
di tali gruppi hanno indicato come esso si inquadri in un comune ambito geome-
trico generale in relazione ad una opportuna nozione di « prodotto vettoriale» in
uno spazio vettoriale euclideo; [9], [12].

11 presente lavoro ha come scopo da un lato quello di approfondire lo studio
di &, e Spin(7) di per se, con particolare riferimento a tale ultimo aspetto; dall’altro,
di fornire aleuni risultati riguardanti appunto il citato problema di stabilire Vesi-
stenza o meno di varietd riemanniane che li ammettono come gruppi di olonomia.

Nel primo ordine di idee si precisano e mettono in luce alecune proprietd dei
gruppi G,, Spin(7) pensati come quei gruppi di isometrie di R?, R rispettivamente
che conservano un dato prodotto vettoriale. Ci occupiamo poi in dettaglio dello
studio di certi sottospazi «speciali» (che qui chiamiamo caratteristici), che assu-
mono un ruolo analogo a quello delle sezioni olomorfe nel caso delle strutture com-
plesse e quaternionali nel caratterizzare la geometria di B o R® in relazione alle
azioni di &, o di Spin(7) rispettivamente.

(*) Entrata in Redazione il 7 giugno 1981.
{(**) Lavoro svolto nell’ambito del « Gruppo Nazionale Strutture Algebriche, Geometriche
e Applicazioni (Consiglio Nazionale delle Ricerche) ».
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In particolare, rinsciamo a determinare le varietd dei sottospazi caratteristiei
per ciaseun gruppo mostrando che per G, frattasi dello spazio omogeneo G,/S0(4),
per Spin(7) della Grassmanniana G, ,== S0(7)/S0{4) X 80(3).

11 risultato riguardo a @, presenta interesse anche perché permette di dare una
semplice interpretazione geometrica alla metrica G,-invariante di &,/S0O(4), in rela-
zione alla quale tale spazio omogeneo compare tra gli spazi simmetrici irriducibili
compatti e semplicemente connessi classificati da E. CARTAN.

Per quanto concerne lo studio delle varietd riemnanniane M con gruppo di olo-
nomia G contenuto in &, o Spin(7) prendiamo qui in esame ’ipotesi che una tale
varietd ammetta una sottovarietd totalmente geodetica § di codimensione 1.

Partendo dalle relazioni che in riferimenti opportuni vengono allora ad essere
valide per le componenti del tensore di curvatura e dei suoi derivati covarianti a
seguito della ipotesi sul gruppo di olonomia di M e di quella sull’esistenza di S, per-
veniamo a dimostrare che ne rigulta in ogni punto della sottovarietd § la riduei-
bilita del gruppo di olonomia infinitesimale di M, isomorfo ad un sottogruppo del
prodotto 1 X SU(3) nel caso & = G, o ad un sottogruppo del prodotto 1 X @G, nel
cago G = Spin(7).

Nelle ipotesi di analiticita per M e S se ne trae poi che la varietd & localmente
riducibile, localmente prodotto riemanniano di una varietd kihleriana a curvatura
di Ricei nulla e di un aperto della retta euclidea se G = @,, di una varietd con
gruppo di olonomis contenuto in G, e di un aperto della retta euclidea se G = Spin(7).

Degidero ringraziare JACQUES LAFONTAINE per alcuni utili commenti riguar-
danti questo lavoro.

1. — Richiami sulla nozione di prodotte vettoriale in R7.

B ben noto che il gruppo di Lie semplice, compatto e connesso, G, pud essere
pensato come gruppo degli automorfismi deil’algebra degli ottetti di Cayley.

Richiamiamo qui brevemente a tal proposito alcune nozioni rimandando alla
bibliografia posta in fine, ed in particolare alla lettura di[9], per maggiori appro-
fondimenti.

Sia O l'algebra sui reali degli ottetti di Cayley, pensata al solito generata dal-
Punitd reale 1 e da 7 elementi puramente immaginari e; (i € Z,) per i prodotti dei
quali valgono le
6G=—1; €641 €y Cip1'€s= €, €3¢ =2¢€, (i€ Zy) .

Ogni ¢ e C si serive in modo unico come ¢ = a + 4%, + ... -+ 2%, {(a € R; ¢ R,
i=0,1,..,6) ove a = Re (¢) & la parte reale di ¢ e 2%, ... + @, = Im (¢) & la
parte immaginaria.

Identificati gli ottetti immaginari, della forma x = 3 w',, con i vettori & =
€4y
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= (a° ..., #%) di R?, la norma N(z) = > (#%)> di un tale ottetto coincide con la norma
i€z,
del vettore z = (a? ..., #%) di R7 dotato del prodotto scalare canonico {(z, ¥> = 3 @'y’
€2,
Mediante il prodotto in C risulta allora definito in R? (facendo riferimento alla

posta identificazione) un prodotto vettoriale P: R7X R"— E7, col porre

P(a,y) =y + <z yy, Va,yck’

(¢ immediato verificare che P(z,y) ¢ sempre un ottetto immaginario risultando

Re (2-y) = — <@, ¥).
11 prodotto P gode delle seguenti proprietd:

1.1) P ¢é bilineare
1.2) P(z,y) & ortogonale a entrambe i fattori x,y

1.3) la norma di P(z,y) uguaglia quella del bivettore zAy, ovvero
[P(@, y) [P = |2 [y |*— <w, >

e V7 e uno spazio vettoriale reale 7-dimensionale dotato di un prodotto scalare
definito positivo {, >, egni prodotto vettoriale P: VIXV?— V7 verificante le 1,2,3) &
ottenibile nel modo anzidetto previa opportuna identificozione di V' con R7.

In corrispondenza, il gruppo G, puo anche caratterizzarsi come il gruppo degli
automorfismi di R? che conservano il prodotto P; e come tale lo penseremo appunto
nel seguito.

Cominciamo qui a mettere in evidenza le seguenti proprietd del prodotto P, di
cui faremo spesso uso pit avanti, e che si ricavano a partire dalle 1), 2), 3).

1.4) Per ogni @, y, 2z € R? risulla
1.4.1) Py, ») = — P(z, y)
1.4.2) <(Pa,y), 2) = Pz 2), y) = Ply, ), 2)
1.4.3) (Pt ), P, y)> = |t]2<a, 4> — <& @) <G o)
1.4.4) P(x, P(w,y)) = <z, yya — @, 2)y
1.4.3) Pz, P(y, 2)) + PP, y),2) = 2{x, 20y — {2, yp2 — & YO & .
Dim. ~ Per la 1.3) risulta sempre P(z,z) = ¢ e la 1.4.1) segue dalla identita
P -+ vy, 2+ y) =0 e dalla bilinearitd di P.

La 1.4.2) discende dalla identitd (P(x,y -+ 2), ¥ + ) = 0 tenendo conto della
bilinearitd di P e del prodotto scalare.
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La 1.4.3) si ricava tenendo conto che
(Pt @), P(tyy)> = § ([Pt @ + y) 2~ P4, @) [2— |P(, ) [2)

e applicando la 1.3) per le norme a secondo membro.
Per dimostrare la 1.4.4) osserviamo dapprima che, facendo uso della 1.4.2) e
successivamente della 1.4.3), per ogni ¢ ortogonale a x,y risulta

(P(m, P(z,9)), ) = (Pt @), Pla,y)) = 0.

Dunque P(z, P(x, y)) = ax + by per opportuni @, b € B. Moltiplicando scalarmente
ambo i membri di quest’ultima prima per z, poi per y e utilizzando di nuovo la 1.4.2)
si trova rispettivamente: ez -+ by, x) = 0, — |2 |y |* + (@, ¥)? = alw, > + by %
dalle quali si ricava a = {&, ¥>, b = — |o]2.

La 1.4.5) si trae osservando che per la bilinearitd di P

P(m,P(y,z)) ‘]‘P(P(w’y)’z) :P(P(m+z7y)7w+z)""P(P(w7?/)7w)—P(P(z’y)az)

e applicando la 1.4.4) ai fermini a secondo membro.
T facile mostrare, a partire dalle 1.4, che

1.5) se @ ¢ un fissato versore di R7, Uendomorfismo Jy = P(x,vy) di R7 definisce
una struttura complessa nel sotlospazio S, ortogonale o ». Inoltre, per y, z€ 8,
risulta

JY, J&y =y, 2> .

Osserviamo anche quanto segue.
Una base ortonormale (e, ..., ¢) di R? per la quale valgono le

1.6) Plei,e;) =0, Ple,e,.)==¢,; (ieZ,)

la diremo una base adattata di R” (rispetio al prodotto P).
Evidentemente ogni aufomorfismo di G, trasforme basi adatiate in basi adatiate;
ma risulta anche, facilmente, che

1.7) date comunque in R’ due basi adattate (6y, ..., &), (fo, ..., fo) Vautomorfismo di R?
che muta i vettori e; della prima base nei corrispondenti f; dellalira (¢ € Z,) appar-
tiene a G,.

Riuscird anche utile ricordare che (cfr. ad eg. [10])

1.8) data comungue una terna ortonormale di vettori @, y, z € R* con z ortogonale a
P2, y) @ vettori e,= , ;= y, 6=z, &, = P(@, y), ea= Pley, €2), 65 = Pley, ¢;),
6, == P(ey, €,) costituiscono una base adattato (e, ..., € di R7.
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2. —~ La varietd dei sottospazi caratteristici di R in relazione all’azione di G,.

Diremo sottospazio ecaratteristico di R (rispetto a P), ogni sottospazio tridimen-
sionale chiuso rispetto al prodotto P (%).

Ogni assegnata coppia di vettori indipendenti #, y in R’ appartiene ad un ben
determinato sottospazio caratteristico, quello gemerato dalla terna z,y, P(z,y) (e
che risulta effettivamente chiuso rispetto al prodotto P, come & facile verificare
tenendo conto delle 1.1), 1.4.1), 1.4.4) (3)).

Indicheremo con V? un generico sottospazio caratteristico; con V* un sotto-
spazio 4-dimensionale ortogonale ad un V? caratteristico.

Se z, y sono una coppia di vettori ortonormali appartenenti al sottospazio carat-
teristico V¢ allora (z,y, P(z,y)) ¢ una base ortonormale per V3, che diremo base .
caralteristica per tale sottospazio.

Evidentemente, e basi coratieristiche (x,y, P(x,y)) determinano una orientazione
in ciascun sottospazio caratteristico V2, che diremo orientazione camonica. Cosl anche
ogni V! risultera dotato di una orientazione canonica, indotta da quella canonica
del’ambiente R” e da quella canonica del suo ortogonale V? (considerando cioé
in V* quelle basi (¢,, ¢, ¢;, ¢;) che si ottengono come in 1.8) a partire da basi carat-
teristiche di V?).

2.1) se Vi é 4l sottospazio ortogonale al sottospazio caratieristico V2, per ogni x,ye V*
risulta P(wz, y) e V2.

Scelta infatti una base adattata (e, ..., 6) con (e, &, ¢;,) base caratteristica per
V2 e (e, 6, 65, ¢) base per V! (come & sempre possibile, in infiniti modi, tenendo
conto di 1.8)) dalle 1.6) risulta che per ogni coppia di indiei s, t€(2, 4, 5, 6), P(e,, ¢;) =
=e¢, con a€(0,1,3); poiché P & bilineare ne segue appunto la 2.1).

In particolare,

2.2) Dortogonale VI di un sottospazio caratteristico V: non contiene aloun sottospazio
caratteristico.

E noto che G, ¢ transitivo sulle coppie ortonormali di vettori di R” (cfr. [6], pag. 327);
poiché gli automorfismi di G, conservano il prodotto P se ne trae subito che G, é
transitivo sulle terne ortonormali del tipo (x,y, P(x,y)).

(*) In[9] i sottospazi caratteristici vengono detti speciali ed in senso opportuno appaiono
come una spontanea generalizzazione delle faccette caratteristiche nel caso complesso e qua-
ternionale.

{?) Ragionando analogamente risulta che ogni vettore = ¢ R? appartiene a infiniti sotto-
spazi caratteristici; questa & una differenza sostanziale rispetto al caso delle faccette caratte-
ristiche nel caso complesso o quaternionale,
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Dalle 1.8), 1.7) segue poi che G, & tramsitivo sulle terne orfonormali del tipo
(», 9, Pz, y))-

Poiché, come si & gia messo in evidenza, in ogni sottospazio caratteristico V?
pud assegnarsi una base ortonormale del tipo (x,y, P(%, ¥)), se ne ricava in parti-
colare che G, ¢ transitivo sui soltospazi caratteristici.

Mostriamo ora che ’

2.3) il sottogruppo H delle trasformazions di G, che mutano in sé un assegnato sotto-
spazio caratteristico V? & isomorfo a SO(4); tutti ¢ sottogruppi H di lale tipo sono
coniugati in G, mediante automorfismi interni.

Dim. — Si pensi il sottospazio V? e Portogonale V% dotati ciascuno della metrica
indotta da quella di R” e con le rispettive orientazioni canoniche. Ogni elemento
di H induce in V? una trasformazione di SO(3) e quindi una trasformazione di 80(4)
nell’ortogonale V3. Viceversa, una trasformazione di S8O(4) nell’ortogonale V2 pud
sempre estendersi, ed in un solo modo, ad uvna trasformazione di &, che muta in
s¢ V2. Infatti, scegliamo in R7 una base adattata (e, ..., ) per la quale (e, €, €;)
costituiscono una base di V2, e quindi (e, e,, ¢;, ¢) una base per ’ortogonale. Una
trasformazione h di SO(4) in V corrisponde alla scelta in V* di una nuova base
ortonormale (f,, fu, fs, fs) con f,, fi, f5 terna arbitraria di vettori ortonormali: d’altra
parte per ogni scelta arbifraria di f,,f,,fs e posto f,= P(fs, f;), tenuto conto di
2.1) e di 1.8) risulta determinata una base adattata (f,, ..., fs) di B7 con f,, fi, f; base
ortonormale di VS. La trasformazione di @, che muta la base (e, ¢, ..., ¢) inizial-
mente assegnata nella base (fo, ..., fy) muta in & V? ed evidentemente induee sul-
Portogonale di V? la trasformazione b di SO(4) supposta assegnata. In conclusione,
H & isomorfo a SO(4).

Siano ora V3, ’V? sottospazi caratteristici e H, H' i sottogruppi di G, ad essi
associati come gsopra. Scegliamo basi adattate (ey, ..., ), (fo,...,fs) in modo tale
che (&, €1, €s), (fo, f1, fs) costituiscano basi ortonormali di V2, 'V? rispettivamente.
Sia g la trasformazione di ¢, che muta una base nell’altra: evidentemente 1’auto-
morfismo interno definito da ¢ in &, induce un isomorfismo tra i gruppi H, H'.

D’altra parte la validith dell’ultima affermazione nell’enunciato della proposi-
zione 2.3) puod anche ricavarsi direttamente da [8], ove si stabilisce appuuto che
tutti i sottogruppi isomorfi a SO(4) sono coniugati in G,.

Possiamo concludere che

2.4) la varietd det soliospazi caratteristies di R relativamente al prodotto P é lo spazio
omogeneo G,/80(4), (quale viene considerato ad es. in [T]).

Il risultato presenta interesse anche in bage alle seguenti considerazioni.
@,/80(4) dotato di una metrica Gp-invariante, individuata a meno di omotetie, &
uno degli spazi simmetriei irriducibili classificati da B. Cartan [efr. 19].
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Ora, tenendo conto che i sottospazi caratteristici di E” hanno dimensione tre e
da quanto abbiamo stabilito nella dimostrazione della 2.4), @,/S0(4) appare come
una sottovarietd della Grassmanniana G ,= S80(7)/80(3) X 80(4) dei sottospazi tri-
dimensionali di R’. Inoltre, la metrica di G, , ¢ SO(7)-invariante e cosi quella indotta
su ¢,/80(4) & ovviamente G,-invariante, essendo &, un sottogruppo di SO(7) che
trasforma sottospazi speciali in sottospazi speciali.

3. — Varietd riemanniane con gruppo di olonomia G, o uno dei suoi sottogruppi.

Sia V7 una varietd riemanniana (3) con gruppo di olonomia contenuto in G,.
Poiche @, lascia invariante il prodotto P: R?X R7— R’ risulterd definito su V7 un
prodotto vettoriale globale P. Cioé, in ogni punto p di V7 lo spazio tangente T, sara
dotato di un prodotto vettoriale P: T X T, - T, verificante le 1.1), 1.2), 1.3) va-
riabile differenziabilmente; inoltre tale prodotto sard conservato dal trasporto per
parallelismo. (Cfr. [15, pag. 113.)

Diremo riferimento adattato in p un riferimento ortonormale (e, e, ..., ¢) di T,
per il quale i vettori ¢; verificano le relazioni 1.6).

In un riferimento adattato 1'algebra di Lie di G, coincide con l’algebra delle ma-
trici antisimmetriche 4 = (4,,), (¢, j € Z,), soddisfacenti le relazioni

Ay ivs T Aijrg st diig =0 ((€Z).

(Cfr. ad es.[7], pag. 527).

Poiche, come si sa, per ogni coppia di vettori », y € T, la forma di curvatura
£,(x,y) & un elemento dell’algebra di Lie di G,, [15], presi # = ¢;, y = ¢,, ne risul-
terd che le componenti del tensore di curvatura verificano le relazioni

3.1) lei+1i+3+lei+zi+6+lei+4i+5: 0

qualunque siano 1, m, i€ Z,, )
Inoltre {cfr. ad es.[15], pag. 133) per il derivato covariante k-esimo VR di R
(k =1, ...) varranno le

3'2) Vi1 Vilemi+1 i+3 + Vi1 Vik‘le’l—}-2i+6 + Vil oo Vik‘lei+4i+5 =0
qualunque siano ¢y, ..., 4, l,m, i € Z,.
B noto che le 3.1), utilizzate assieme alle identitd che in generale soddisfa il ten-

sore di curvatura di una varietd riemanniana, implicano c¢he V7 ¢ a eurvatura di Ricei
nulle (cfr. per es. [3], [5]).

{3) Che supporremo sempre connessa ¢ di classe O,
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Riuscira utile osservare a proposito delle 3.1), 3.2) che

3.3) OSSERVAZIONE. — Per ogni fissato indice i€ Z, le coppie ordinate (.., €. ,),
(6141 €irs)s (6509 €4 6) i veltori della base (e) sono precisamente quelle fra i
vettort €, ..., 6 il cui prodotto é e,.

3.4) OSSERVAZIONE. — Le coppie (€1, €,.4), (€;,,4) € .15)s (€619 €, ¢) SONO coStituile dai
vettori della base ortogonali a e;, ed ogni vettore della base il quale sia ortogo-
nale a e; vi compare esattamente una volta.

In relazione ad una fissata base adattata (e, ..., ;) porremo poi la seguente:

3.5) CONVENZIONE. — Se due indici 4, k €(0,...,6) sono tali che P(e, ¢,) = Fe,
diremo brevemente che la coppia (k, k) & «associata » all’indice ¢; ¢ quando
occorra preciseremo dicendo che & associata positivamente o negativamente al-
Pindice ¢ a seconda che 1"uguaglianza supposta verificata valga con il segno --- o

il gegno —.

4. — Sull’esistenza di sottovarietd totalmente geodetiche di dimensione 6 in una va-
rietad riemanniana con gruppo di olonomia G, o uno dei suoi sottogruppi.

Sia V7 una varietd riemanniana eon gruppo di olonomia contenuto in G,:

Osserviamo esplicitamente che una tale V7 é orientata, potendosi ridurre il gruppo
strutturale del fibrato tangente ad un sottogruppo di SO(T).

Indiehiamo al solito con P il prodotto vettoriale che risulta definito su V7.

Ricordiamo che vale la seguente proposizione (cfr.[12])

4.1) PROPOSIZIONE. — Sia V°® una sottovarietd, di dimensione 6, orientabile, di V.
Scelta una orientazione, V¢ risulta dotata di unae strutiura complessa J, defini-
bile a partire dal prodotto P; inolire la metrica indotia da quella di V7 su Ve ¢
hermitiana in relazione a tale struttura complessa. Infine, se V¢ é totalmente
geodetica tale metrica ¢ Kihleriana e il gruppo di olonomia di V° é contenuto
in SU(3).

DiM. — Per ogni punto p € V¢ pensiamo lo spazio tangente T,(V?®) immerso in
T,(V7). Scelta una orientazione di V¢ & possibile, in relazione alla orientazione di V7,
definire un campo differenziabile n di versori normali a V¢ in V7 (n,e T,(V?) & un
versore ortogonale a T,(V®) per ogni pe V).

Per ogni vettore xe T,(V*) si pone allora J,(») = P(n,,») definendo cosi, in
base a quanto osservato al n. 1, una struttura complessa J su V&

Indicato con {, >, il prodotto scalare in T,(V*®), restrizione del prodotto scalare
in T,(V"), risulta sempre, tenendo conto della 1.5), <&, ¥),== {J&, JYDy, Yo,y € T (V®);
sicché V¢ ¢ hermitiana.
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by

Su V7 & gempre V,P = 0; se V¢ & totalmente geodetica per ogni & T,(V*®) si
ha anche V,n = 0 e dunque su VeVd = 0.

L’ultima osservazione cirea il gruppo di olonomia di una V® totalmente geo-
detica in V7, il quale in questo caso & un sottogruppo del gruppo di olonomia di V7,
si ricava pensando che per ogni punto p € V¢ il trasporto parallelo lungo cappi di
origine p contenuti in V¢ d& luogo ad automorfismi di T,(V7) che lasciano fisso #, e
che il -sottogruppo degli automorfismi di &, che laseiano fisso un assegnato vettore
di T,(V") & isomorfo a SU(3). (Cfr. [12], prop. 2.1.)

Se V¢ & una varietd kihleriana con gruppo di olonomia contenuto in SU(3)
il prodotto riemanniano V7= Véx R’ di V° per un aperto B’ della retta euclidea R &
evidentemente una varietd riemanniana con gruppo di olonomia isomorfo a SU(3),
dunque un sottogruppo di G,.

T chiaro che un tale esempio di varietd con gruppo di olonomia contenuto in @, &
privo di interesse con riferimento al gruppo @, stesso; e¢id che ha interesse invece
nell’ordine di idee in cui qui ci poniamo & la considerazione di varietd V7 con gruppo
di olonomia esattamente G,.

Nel presente paragrafo mostreremo che lesistenza di una sottovarietd total-
mente geodetica, 6-dimensionale, V¢ in una V7 con gruppo di olonomia contenuto
in @, implica condizioni molto forti, e tali da comportare, in opportune ipotesi sulla
clagse di differenziabilitd delle varietd in considerazione, la locale ridueibilitd di V7
stessa.

Pitt precisamente, stabiliremo che in generale vale la seguente

4.2) PROPOSIZIONE. — Sia V7 una varietd riemanniana, C*, eon gruppo di olonomia
contenuto in G, ¢ V® una sotiovarietd totalmente geodetica, 6-dimensionale. In
ogni punto p € V* il gruppo di olonomia infinitesimale (*) o, di V* é riducibile,
isomorfo ad un sotfogruppo di SU(3).

Nel caso analitico il gruppo di olonomia infinitesimale coincide con il gruppo
di olonomia (cfr. ad es. [15], pag. 145). Avendo presente che in generale, la ridu-
cibility del gruppo di olonomia implica che la varietd sia almeno localmente un
prodotto riemanniano (cfr. ad es. [15], pag. 148), dalla 4.2) seguird subito che

4.3) PROPOSIZIONE. - Ogni varietd V7 riemanniana, analitica, con gruppo di olo-
nomia contenuto in @, la quale ammetta wna sotioverieia, di dimensione 6, (ona-
litica), totalmente geodetica, é localmente un prodotto riemanniano VeX R' di wna
varietd kihleriana V*® con gruppo di olonomia contenuto in SU(3) ¢ di un aperto
R’ della retta euclides R.

3. — Facciamo ora alcune considerazioni preliminari alla dimostrazione della 4.2).
Sia dunque V7 una varietd riemanniana, che per il momento supponiamo solo €%,

{*) La cui nozione verrd richiamata piit avanti.
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con gruppo di olonomia contenuto in &, e supponiamo che V7 contenga una sotto-
varieta totalmente geodetica V¢, di dimensione 6.

Ricordiamo che in tali ipotesi ¢ tensore di curvatura R' di V® e ¢ suoti derivati co-
(&)
varianti VR' (k= 1,2,...) si oltengono per resirizione dal tensore di curvatura R di
(k)

V7 e dai suot derivati covarianti VE (k == 1, 2, ...) rispettivamente (°).

Terremo spesso conto di c¢id, anche senza farne esplicita menzione.

Sia ora p un punto fissato di Ve; n,e T,(V7) il versore normale in p a Ve In
T,(V7) scegliamo una base adattata costituita da vettori (e,, €1, ..., &) con e, =n,:

consideriamo poi il sistema di coordinate normali di origine p, basato su (e, €y, ..., €).

AVVERTENZE. — 1) Nelle relazioni che considereremo nel seguito ometteremo di
indicare, sottointendendolo, che le componenti dei tensori che vi intervengono si
pensano in effetti calcolate in p.

2) Useremo sistematicamente lettere greche per denotare imdici che si imtendono
variabili solo nell'insieme (1, ...,6) e letlere latine per indici variabili nell’insieme
0,1, ...,6).

Si & gia messo in evidenza al n. 3 che per ogni indice ¢ € (0,1, ..., 6) vi sono esat-
tamente tre coppie distinte di indici associate ad i. In quanto segue ci si servird in
modo essenziale della seguente ulteriore

1) OssERVAZIONE. —~ Una coppia di indiei del tipo (y, 0) ¢ associata ad un indice
xe(l,..,6) e le altre due distinte coppie di indici associate al medesimo « sono
del tipo (4, ¢, (0, 7) per opportuni indiei 4, , g, 7 € (1, ..., 6).

Notiamo ora che per la scelta di coordinate fatta e dall’essere V¢ totalmente
geodetica, in p risulta

5.1) Rupo=0, Va,f9=1,..,6
e

5.2) Vo oo VouBagyo=10 &)y 01505 06:% 0,y =1,...,6; k=1,2,....

Inoltre, se assieme alle 5.1), 5.2) si tiene anche conto delle 3.1}, 3.2), valide in p
per la scelta della base (e, ..., €), risulta anche

5.3) Rypo=10, VYo,f=1,..,6
e

5.4) Vo VoRooso=0 () Vau, ey 0y % =1y, 6.

(5) Cfr. ad es.[11], Vol. 1I, pag. 58.

(®) La validith delle 5.1), 5.2) potrebbe anche ricavarsi tenendo conto che per la 4.1)
V¢ risulta dotata localmente di wna struttura kihleriana e utilizzando le 3.1), 3.2).

(") Le 5.3), 5.4) potrebbero anche ricavarsi, tenuto conto di quanto richiamato all’inizio
di questo numero, come conseguenza dell’annullarsi della curvatura di Ricei di V7 e di V.



STEFANO MARCHIAFAVA: Aloune osservazioni riguardanti, ece. 257

Infatti, in base alla precedente osservazione 1), le componenti del tipo ,s, pos-
sono esprimersi, utilizzando le 3.1), mediante componenti con un solo indice uguale
a 0, cioé

szoﬁo = RZWO”— RerﬂO

per opportuni A, u, g, 7, e queste ultime sono nulle per le 5.1).
Analogamente, utilizzando le 3.2),

Vel ese VQkR“O,BO = VQl con VQle‘uﬁO_— VQ1 cae VQle/l,BO

per opportuni indici A, u, o, 7, ed utilizzando le 5.2) se ne ricava la 5.4),

Le 5.1), 5.2), 5.3), 5.4) esprimono Pannullarsi in p di alcune componenti del ten-
sore di curvatura R e dei suoi derivati covarianti ove compare una o pilt volte I'in-
dice 0. Mostriamo ora che pili in generale

LEMMA. — Nel riferimento scelto in p risultanc nulle tutte le componenti del fensore
di curvature ¢ di ogni suo derivato covarianie k-esimo (kE=1,2,...) per le quali al-
meno uno degli indici ohe vi compaiono ¢ uguale a 0; cioé

R

iflm

—0, V,..VyRy,=0

sy~ iilm T
se almeno uno tra gli indici i, §, 1, m, rispettivamente Sy, ..., S, %, j, I, m ¢ uguale a 0.

Diuv. — L’asserzione ¢ senz’altro vera per le componenti di R poiché sussistono
le 5.1), 5.3).

Verifichiamo ora la validitd del lemma anche per le componenti del derivato cova-
riante primo di R (k= 1).

In effetti, le 5.2), 5.4) per k¥ = 1 ci dicono intanto che sono nulle alecune delle
dette componenti di VR, cioe

5.5) VoRugyo=10, VoRup0=0, VYoa,fy=1,..,6.

Le altre componenti ove almeno uno degli indiei & uguale a 0 sono del tipo
VoRini: anche esse risultano nulle utilizzando le identita di Bianchi, le 3.2) e le 5.5).
In effetti, usando Bianchi e successivamente le 5.5) si ha

V()szﬁyﬁ - vdszﬁOy_ VyRocﬁé() =0 ]

VOszﬁyO = V/SRO./WO_ Vtx'Rﬁ()yO =0.
Infine, utilizzando le 3.1) e le due precedenti

VO'RtXOﬂO = VORQTﬂO_ VDRZﬂﬂG = O .

17 - Annali di Malematica
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Procediamo ora per induzione. Supponiamo che per 0<g<k siano nulle in p
(2)
tutte quelle componenti del derivato covariante g-esimo di E, VR, ove uno degli

indici almeno & uguale a 0 e mostriamo che la medesima osservazione ¢ vera allora
anche per ¢ =k -} 1.

Innanzi tutto, per le 5.2) e 5.4) si ha
5.6) V V R“ﬁ’)’ﬂ , V V Rd0ﬂ0= 0 .

Qi k41

Notiamo poi che sempre in base all’oss. 1 le componenti del tipo V, ...V, R, . e
V,, - Vo, Fuopo S000 esprimibili, facendo uso delle 3.2), mediante somme di com-
ponentl del tipo V...V, R g, dunque resta solo da mosirare che sono nulle le
componenti del tipo V o Vs, Bogys se almeno uno degli indict sy, ..., 854, ¢ uguale a 0.

A tale scopo eominclamo con l'osservare che, per Uipotesi induitiva fatia, risulta
sempre

5.7) Voo Vo VoRups—= 0 -

Infatti, nsando dapprima Bianchi e tenendo poi conto delle 5.6) si ha

V,, o Vo Vo

wBye

VQx e VQkVﬁROW}'G—_ VQ:. s VQZ::VD‘R,BO‘yé = O .

Facciamo ora vedere che se fra gli indici s, ..., 8,4 ve ne sono v, 1<r<k 4+ 1,
uguali a 0 allora V. VskHRotﬁyé pud esprimersi come sommae di componenti del tipo
Vi Vi, Bipr 00N al pit v —1 tra gli indici 1, ..., t, . uguali a 0.

S1a infatti @ € (1, ... k 4- 1) il massimo intero per il quale ¢, = 0. Usando I'iden-
titd di Riecel si pub scrivere
Voo Ve Vo Varss oo Voo Rapps = V Ve Voo Vo Ve Ve, Bagys—

8g-q Saty Skt Sa-1 ' Sg+1

- Z Vsl * Su -1 R03¢+134+271V Vsan : 37c+1 “ﬂ?" + +
_I_ R03u+1su+m+1%vsu+2 Vsa+m Vz V8a+m+n V3k+1R°‘ﬁ’)’5 + o —[_
+ R08u+1 5k+1ivsa+z e VSk V’iR"‘ﬂya + B v o VSIcH'Riﬁ"Va

08z416% ' Saxp

+ ROsa+1ﬂi Vs,xﬂ VskHRM/J + R03a+1yi Vsa+2 i skﬂ ocﬁw +
+ R05a+1aivsa+2 VskﬂR"‘ﬂW) .

Ma gli addendi che compaiono nella sommatoria a secondo membro sono tutti espri-
n
mibili mediante somme di prodotti di componenti di derivati covarianti VR, VR
(0)
di B con 0<r<k, 0<s<k (VR = R) in almeno una delle quali compare l'indice 0 e

quindi nulla per Pipotesi induttiva. Dunque

Vo Vo VoV Vo Bups =V, Vo Voo VoV oV Rugys -

Sg-1 Sa+1 Skt1 Sa-i - Sat1 Satp’ Sk+1
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Tterando il ragionamento

Vs1 wer Vsa_IVO VSEH Vskﬂfoﬁyﬁ = V Vsu xvsu-ﬂ,v Vsu+z V8k+1'R"‘/37’5 =
= Vs Vsa IV%HVSEHV V5u+s"' vsk+1Racﬁy6 — ... ==
Ve Voo Vo VoRops
Da cui
5 8) Ve Ve VoV Ve Bagyo = Ve, - Vo Vo, Ve, o Ve Volos, -

Utilizzando ’identitd di Bianchi per 'espressione a secondo membro si ha

V V .R“ﬁ,y(s:—"vsl...v

Skt

Vo VaBoos—

Sa-1  Sasy "' 7 Skyr

Voo Vo VoRg s

Sa—y * Sa+1 Sk41

—V, ..V

e facendo uso delle 3.2) per ciascuna delle componenti a secondo membro

Voo Voo Bogps= — Vo oo Vo Voo Vo Ve Bos—
— Voo Vo Vo o Vo VoBys—
Voo Vi Voo Ve, Vo Bops—

— Ve Ve Voo Vi VuBros

per opportuni indici 4, g, o, 7,¢,7,{,0 € (1, ..., 6).

Risulta cosi appunto che la componente V...V, R, s ove r degli indiei di de-
rivazione. covariante si sono supposti coincidenti con 0 puod essere espressa mediante
la somma di componenti del tipo V, ...V, R, , ove al piu r—1 degli indiei di
derivazione covariante sono uguali a 0.

Ora, applicando suceessivamente il procedimento sopre illustrato si potrd espri-
mere ogni componente V, ...V, R, s come somma @i componenti del tipo V; ...V, -
VoV, oo Vi, Rops 0ve uno solo degli indici di derivozione covariante ¢ uguale a zero.
Anzi, tenendo conto delle 5.8), mediante componenti del tipo V, ...V, V R,z con
solo il %k -+ 1-esimo indice di derivazione covariante uguale a 0. Ma queste compo-
nenti sono tutte nulle poiché si & gid osservato che nelle ipotesi in cui ci siamo posti
valgono le 5.7).

Lo dimostrazione del lemma & cosi completata.

Ricordiamo ora che il groppo di olonomia infinitesimale o'; in un punto p di V7 é
un softogruppo connesso del gruppo di olonomia o, e che, in relazione ad un rife-
rimento adattato fissato in p, ’algebra di Lie di a; ¢ generata dagli endomorfismi

77
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A= (4;) di T,V?) per i quali

A,=V, ..V, R

g 71 eV imid

ove k= 0,1,2, ... e gli indici 7y, ..., 7,1, m sono pensati fissati (arbitrariamente (%)).
Poggiando nel lemma precedente, se p € V¢ Palgebra di Lie di 0‘; risulta coin-
cidere con quella generata dalle frasformazioni 4 = (4,;) per le quali

Aiozo (’L:O, 1,...,6) e ‘Azxﬁ: VQI"'VQle‘uo‘ﬁ

COLL Qq, ..., iy Ay (1, ..., 6) fissati.

Poiche, come si & richiamato all’inizio di questo numero, il tensore di curva-
tura 'R di V¢ coincide con la restrizione del tensore di curvatura R di V7, se ne de-
duce che I'algebra di Lie di a; ¢ isomorfa all’algebra di Lie del gruppo di olonomia
infinitesimale di V® in p; da cui & immediato trarre la 4.2).

6. — Cenno alla estensione di alcuni dei risultati precedenti al caso di Spin(7).

Richiamiamo qui brevemente alcune nozioni relative al gruppo Spin(7), riman-
dando ai lavori [5], [9], [12], [14] citati in bibliografia per quelle dimostrazioni che
qui vengono omesse del tutto o che non siano evidenti con riferimento alle ana-
loghe per G,.

Ricordiamo che Spin(7) pud essere presentato, in modo analogo a quanto visto
per G,, come gegue.

Si pensi R® identificato con 1'algebra C mediante la corrispondenza che al-
6
Pottetto ¢ = a + 3 &'e, associa il vettore @ = (,, ..., #% "= a) di R®.
i=0

Si congiderino i prodotti vettoriali
P:ReXRSXR:—>Rs (i=1,2)

definiti rispettivamente mediante le

6.1) Py, y,2) = —a(ile) + @, 9>2 + <y, v — gy @y

6.2) Pyw, y,2) = — (@if)e + {2, 9D 2 + <y, D> — (&, @)y

per ogni x, y,2€ B8 = (.

(®) Cfr. per es.[11], Vol. I, pag. 152.
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Ciascuno di tali prodotti verifica le proprieta seguenti:

-~

6.3) P; & bilineare
6.4) <Pi(w17 Tyy By)y B =0, j=1,2,3
6.5) 1Py @y, ) 2= det (Cy 21)) -

Viceversa, se V & uno spazio vettoriale reale con prodotto scalare definito posi-
tivo ogni prodotto vettoriale P: VX VXV — V verificante le 6.3), 6.4), 6.5), previa
opportuna identificazione con R® coincide con uno dei prodotti P,.

Il gruppo Spin(7) puo caratterizzarsi come il gruppo degli automorfismi di R® che
conservano wno (comunque scelto) dei prodotti P;.

Indicheremo nel seguito con P uno di tali prodotti, supposto assegnato.

7. — Ad ogni base normale di € corrisponde una base (e, ¢, ..., ¢;) di R® verifi-
cante le condizioni

Ple,, e, Ciy1) = €13, GEZ

che diremo una base adaitata di R® (rispetto al prodotto P).

Ogni automorfismo di Spin(7) muta basi adattate in basi adattate e vieeversa.

Oome per @, anche in questo caso Pazione di Spin(7) su R® individua dei sotto-
spazi caratteristici, V*, di dimensione reale 4, caratterizzati dall’essere chiusi rispetto
al prodotto P.

Si puod vedere facilmente che, comunque sia data una terna ortonormale z, ¥, 2
di vettori di R* la quaterna z, ¥, 2, P(z, y, 2) genera uno di tali sottospazi caratteristiei.

Inoltre, Portogonale di un sottospazio caratteristico € a sua volta un sottospazio
caratteristico.

Spin(7) ¢ transitivo sui sottospazi caratieristici.

Mostriamo che

7.1} PROPOSIZIONE. — Il sotfogruppo H di Spin(7) che lascia invariante un fissato
sottospazio caratteristico Vi & disomorfo a Sp(1)XSp(l)XSp(1)/Z,, ove Z,=
= {(1,1, 1), (—1, —1, —1)}. Inolire tuiti tali sottogruppi sono tra loro coniugati
mediante aulomorfismi interni di Spin(7).

Dim. ~ Ricordiamo che fatta come d’uso I'identificazione @ = R¢ fra il corpo @
dei quaternioni e lo spazio Euclideo 4-dimensionale R* (pensando il quaternione
4 = a + b 4 je¢ - kd coincidente con il vettore (a, b, ¢, d), per ogni assegnata cop-
pia (a,q) di quaternioni di norma unitaria la trasformazione T,,: Q@ —Q definita
da ¢'= azq, Yz € (), & un elemento di SO(4); inoltre Tyy=1T,,58¢eso0lose (a,q)=
= (4 @, & ¢) e ne risulta un isomorfismo SO(4) == Sp(1) X Sp(1)/Z; (essendo Sp(1) il
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gruppo moltiplicativo dei quaternioni di norma unitaria e Z, = {(1,1), (—1,—1)}c
C Sp(1) xSp(1).

Ora qui, per comodita di dimostrazione, penseremo come in[18] gli elementi
di ¢ quali coppie di quaternioni ¢ = [2,, 2,] ove la somma e il prodotto sono definiti

ponendo
14 - -
oo =[n+2,ntal, o0=[nn—5a,nnt s

per ¢ = [2,, %], ¢ = [#1, %], € il coniugato di ¢ & ¢ = [2,, —2,].

Penseremo poi R identificato con @ X@Q = Rt X R4

B immediato verificare usando le 6(1 o 2) che il sottospazio di R® = C costituito
dagli ottetti del tipo [2;, 0] & chiuso rispetto a ciascuno dei prodotti B,, ¢ quindi
caratteristico: lo indicheremo con V! mentre con 'V¢ denoteremo il suo ortogonale,
costituito dagli ottetti del tipo [0,2,] e pur esso caratberistico.

B una semplice verifica diretta, a partire dalla definizione di B, (xisp. P,), che
ogni automorfismo di RE® definito dalle

7= 0,2,
7.1.1) o ,  V[z,2]eC (risp. 7.1.2)

14 I3
%y = 3% ( Ry = — (% (

2= Gouly )
ove a,, a,, ¢ Sono quaternioni di norma unitaria, laseia invariati V2, 'V? e conserva
B, (visp. P,).

Dungue H contiene in ciageun caso il sottogruppo delle trasformazioni 7.1 (1 02 a
seconda che appunto ei si riferisca al prodotto B, o P,), il quale, come & facile ve-
rificare, & isomorfo a Sp(1)XSp(1)XSp(1)/Z,; d’altra parte Passerito isomorfismo
tra H e quest’ultimo segue poi tenendo conto che un tale sottogruppo ¢ un sotto-
gruppo di Lie connesso massimale in Spin(7) (efr. [8]). Inoltre, sempre in base a
quanto viene dimostrato in [8], tutti i sottogruppi H del tipo considerato sono co-
ningati mediante automorfismi interni di Spin(7).

Risulta cosi che (cfr. [19], pag. 284)

7.2) La varietd dei sottospazi caratteristici di R (rispetto ad uno qualunque dei
prodotti P;) & lo spazio omogenco SO(7)[80(4)x 80(3), ovvero la Grassman-

niana Gy;.

8. — Sia P un assegnato 3-prodotto vettoriale in R® e (e, e, ..., 6;) una base
ortonormale adattata.

Tdentificata come duso P’algebra di Lie di SO(8) con l'algebra delle trasforma-
zioni lineari antisimmetriche di R®, Palgebra di Lie di Spin(7) coincide eon le tra-
sformazioni lineari antisimmetriche 4 = (A4,,) verificanti le relazioni (indipendenti)

8.1) Ayt Ayiy,ies T Ai+4€i+5 + A pi6=0 (i€ Zy) .
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9. — Sia V*® una varietd riemanniana con gruppo di olonomia contenuto in
Spin(7); V7 una sottovarieta totalmente geodetica di V.

Scegliamo in p € V7 una base adattata (6, 6, ...,6) di T,(V?) per la quale e,
coincide con il versore normale a V7 in p stesso.

Consideriamo il sistema normale di coordinate di origine p basato su (e, ..., €).

Usiamo lettere latine per indiei variabili nell’insieme (0, 1, ..., 7); lettere greche
per indici variabili nell’insieme (0, ..., 6). ’

In p valgono le

91) V’il Vilemﬁ_l— V’il Vfilemi+1i+3 —i_ Vi1 Vilemi+4i+5 +
Vo ViRiiazine =0  (B=0,1, 5 Ly by, ey iy=0,1,..., 7).

Inoltre poiché V7 & supposta totalmente geodetica, sempre in p si hanno le

9.2) Voo VuRogn =0, Vou, .oy 0,2, By =0,...,6; b=0,1, ...
Ragionando come fatto al n. 5 nell’analogo caso per G,, combinando le 9.1) e
le 9.2), risulta che

9.3) nel riferimento scelto sono nulle in p tutle le componenti del tensore di curva-
tura e del suoi derivati covarianti non appena uno degli indici sia uguale a 7;
¢ioé

Vil e Vik‘Rrslm =0

se (almeno) uno degli indici iy, ..., 05, 7, 8,1, m & uguale @ 7.

Ne discende, tenuto conto che il sottogruppo degli automorfismi di Spin(7) che
lasciano fisso un assegnato vettore & igomorfo a G,, che

9.4) PROPOSIZIONE., — In ogni punio p € V7 4l gruppo di olonomia infinitesimale O';
di V8 & riducibile, isomorfo ad un sottogruppo di G,. Se la varietq V® e la sotio-
varietd, V' somo analitiche allora V* ¢ localmente un prodotio riemanniano di
un aperto di V7 ¢ di un aperio R’ della retta euclidea R.
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