
Soluzioni periodiche 
di equazioni ellittiche totalmente non lineari (*)(**). 

AI~GELO ALVINO - GUIDO TlCOiVLBETTI (N~poli) 

Summary. - Existence theorems for periodic solutions o/ totaty non linear elliptic equations 
are given. 

Sunto. - In q~esto lavoro dimostriamo due teoremi di esisten~a di sot~zioni periodiche per due 
classi di equazioni ellittiche totalmente non lineari. 

In  un~ recente memoria  [2] A. C i ~ F o ~ i  ha s tudiato i seguenti problemi:  

el) ~v § 1)~v) = / ( x ,  y) , ](x, ~), v(x, y) e C~ 

dove /7(~, ~) ~ C~(R2), ~ ~ 1~+, C~ -~ (u ~ C~(1~ 2) con u periodica in x e y di 
periodo 1} : 

rD~D~/Tl<Nh+k, --N~<De/7, Dn/7<--v< 0. 

1)2) 2v § Dr =/(x ,  y), l(x, y), v(x, y) e C T 

nelle ipotesi /7 e C~(R2), ~ e R +, h k 

a) O<~<D~/7,  D,/7<...N1; 

b) inf (D~F + D , F  + 4) 2 > 2 .  
(D~F)2 + (DnF)2 + ~2 

I r isul tat i  fondamenta l i  di tale lavoro sono due teoremi di esistenza per i pro- 
blemi P1) e 1)2). 

La dimostrazione si ot t iene in en t rambi  i casi s t ru t tu rando  C~ ~ come spazio 

numerabi lmente  normato  ed applicando un r isul tato di Caceioppoli relat ivo alle 
applicazioni continue, aper te  e proprie (cfr. par. 1). 

In  questo lavoro estendiamo il r isultato relat ivo ~1 problema PI) ad un 'equa-  

(*) ]~ntrato in Red~zione il 22 aprile 1981. 
(**) Lavoro eseguito nell'ambito del G.N.A.F.A. del C.N.R. 
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zione di forma pi~ generale del tipo: 

Ps) Zv -~ ~(D~v, D~v,2 D~v, D~v, Dvv , v) = ](x, y) 

dove /(x, y) e v(x, y) e C~, , 2 ~ R +: 

IF~,(~)1<M, fD~EI<o~[1 + I~13 '~  w > o ,  

I1 procedimento utilizzsto ~ analogo a quello seguito da CA~PO~A in [2]; si uti- 
]izza in luogo del ris~ltato di C&APA~AmO [1] un risultsto di T&L:~mI [9]. 

Diamo un esempio di equazione verificante le ipotesi del problema Pa): 

0 

dove Pi(t) sono polinomi in t di grado arbitrario. Si verifies faeilmente che con tale 
scelta di iv sono verificate le ipotesi del problema t)3). 

Diamo poi un teorems di esistenza per un'equazione non linesre del tipo 

2m / ) 2 m - -  1 a~ t)4) ~V § F(D~"V, ..., D~ v, ~x ~, ..., v) = / 

nelle ipotesi ~ e C ~, )r v e C~, ~ (~ abbastanzs grande ~> 

I D v , ~ ( O l < / ,  ID~ i<v~ [~  4- [~1] '~, V~>O 

e sostituendo la ipotesi a) con ttn'oploortt~na ipotesi di e l l i t t ie i tg  e ls b) con un' ipo- 
tesi tipo Co~)]~s, per sltro gi~ introdotta ds G~&Q~)~  in [6]. 

Per ottenere il suddetto teorema di esistenza ~ stato necessario estendere s]cuni 
risultati di Giuquinta e Campsnato slle equszioni di ordine superiore nell'umbito 
di Sl)azi di funzioni periodiche. 

l .  - D e f i n i z i o n i  e r i e h i a m i .  

t~iehiamiamo aleune nozioni relative agli spszi numerabilmente normsti, rin- 
viando per una pifi smpia trsttazione a [2], [7]. 

Assegnate due norme []'[11 e []']Is su di uno spazio vettoriale ~, si dicono con- 
eordanti se per ogni sueeessione di Cauvhy rispetto ad entrambe le norme: 

{llx.lt~ ~ o} ~ {llx.h ~ o} .  

Data su g} 11ha suecessione di norme a due a due coneordanti: 

v~e r  EI<I~<II~EI~< ... < II~ll,<.., 
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si introduce in @ una topologi~ che genera lu scguente convergenz~: 

x}  imllx-- .II. = o}.  

Se sccsde che ogni successione di C~uehy r ispet to  ~ t u t t e  le norme ~ convergente,  
lo spazio cosi s t ru t tn ra to  si dice (( nnmerabi lmente  normuto >>. 

Vsle ls  seguente 

P1~oP. 1.1. - Condizione su//ieiente a//inch~ in uno spazio numerabilmente nor- 
mato ~ ogni limitato sia compatto ~ the risulti: 

Vp {B limitato rispetto alla norma ii " ll,+~ =:> B oompatto rispetto alla normal[" ]i,}. 

Dv, F. 1.1. - Sisno �9 e ~ due spszi numer~bi lmente  normat i  e sis 5 nn~ sppli- 
c~zione cont inua t r a r  e T ;  si dice che 5 ~ 5 propria se risultu compat ta  in ~ l ' im- 
msgine reciprocs ~--~(B) di ogni comp~tto B r T ;  si dice che ~ aperta se il codo- 
minio ~-(@) ~ an  uperto di T.  

Snssiste il segnente t eorems  (cfr. [3], [2]): 

TEOI~E~.t 1.1 (C~ccioppoli). - Se q5 e ~ sono due spazi nqzmerabilmente normat~ e 
:T: @--> ~ ~ un'applivazione vontinua, aper~a e propria, allora ~ ~ suriettiva. 

Psr t icols re  interesse presentu il caso in cni (err. Prop.  1.1) in ~b i l imitat i  sono 
compatti~ poich~, in tul  c~so, uffinehb ~- sis propri~ basters  snpporre che 

VB l imituto in T ,  ~--I(B) ~ l imitato in ~b. 

Indicheremo con C~ lo spszio dclle funzioni di classe C~(R 2) periodiche in x ed y 
di periodo 1. Per  ogni p > 1 indicheremo con W~ "~ il comple t smento  di C~ r ispet to  
s l ls  norms:  

T 

1/~ 

In t roduc ismo anche ls norm~ equivs lente  

IllulIIk,~,r = [ f {u~ + (D~ u)~ ~ - (1)~ u)2}~/~ dx dy] 1t~ 
T 

l%ispetto sllu successione di norme {H I[~,~} C~ ~ uno spuzio numerubi lmente  nor- 
ms to  e vs le  ls prop. 1.1. 
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Det to  G un domilliO l imitato di /~2 introduciamo le seguenti notazioni:  

k 

i + ~ k  q h = O  
i i ~ i J t," --.D=D~u(P ) = (u)~+,~ = IluIIc~,.<+ = l[ulIc~<+ + Z su p  Ig~D~u(P ) 1 

= [D~D~u~,  = (u)~.a + U~.,(G) # e]0, 1] 
i + i = k  

con ovvio significato dei simboli. 

Indicato  con Q il quadrato  [ - -~ ,+ ]~  e con D =  {(x,y):  ( x 2 + y ~ ) : < ~ }  si ha 
(cfr. [2]) 

(1.1) 

(1.2) 

[ID~D~U]lo.v.~-- 9 l]D~ ~U]lo.~,T, Vh, k, Vu e C ~ ,  

(U)o.~.Q<5(U)o.,.~ , r u e  C~  . 

2. - Su u n ' e q u a z i o n e  a coef l lc ient i  l imitat i ,  misurabi l i  e periodici .  

Sia dato an  operatore differenziale della forma:  

A u  = ~, a~,~(x)Dr + aoo(X)U , x ~ t~ ~ 

nelle ipotesi: 

i) a ~ ,  %o sono reali, misurabili ,  l imitat i  e periodici;  

ii) riesce aoo(X) > 0 e (-- 1) m ~ ar ~ ]~v] += con ~r[e /L 

Sia 

(2.1) Bu  = ~_, b~,~D~+~u + boou 

un operatore differenzi~le i cui coefficienti verifichino i) e i i )  ed inoltre sia un  iso- 

morfismo t ra  W~ ~'~ ed L~(T) (~), Yp ~ (p~, p2) con p~<2 e p~>  2. Ad esempio B u  = 

= ( -  1)" ~ _.,~"~ + u (err. [2] con ~ = 2). 
~ = 1  

Indieato  con B-~(2) l ' isomorfismo inverso di B t ra  W[ ~'2 ed L 2 supponiamo aneora:  

(1) In questo numero con T si intende [--�89 �89 
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S i  ha:  

(2.2) 

dove 

TEOREHX 2.1. - Z'operatore A ~ un isomor]ismo ira W~ m'2 ed L2(T) e riesee 

IIB-~(2) t] sup ~(x) 
Ituilw~ '~'~ < 1 - - / ; l lB - l (2 ) [ I  IIA~II~.<T) 

Riesce ~ (x )>  0 e si ha  

(5(x) ---- ~ a ~  b ~  § aoo boo 
a 2 

II B - -  ~A H s < K < I[B-1(2)1I-1 

da cui l 'asserto con metodi  s tandard.  
Procedendo adesso nell 'ordine di idee di [1] si pub provare il seguente 

f f ! / 
TEORE~A 2.2. -- Esistono p~ e P'2 con p~< 2 e p2> 2 tall che Vp e[p~,p'~]A sia 

un isomorfismo tra W~ ~'~ ed L~(T); vale inoltre la seguente Jormula di maggiorazione 

(1.3) 
IIB-~(P) II sup 5(x) 

Illulllw~ m'~ < 1 - -  KI[B-~(p)[I [[AulI~(T) 

dove B-~(p) ~ la norma dell'inverso di B tra W~ ''~ ed L~(T). 

Procedendo come in [1] si t rova 

(2.4) f l(B--~A)u?dx<K~([ : (D~u)'§ u*J'/*dx. 
J LN = ~ 

T T 

Fissato r e ]2, p~[ per la diseguaglianza d'interpolazione si ricava 

[!B-I(P) II < lIB-l(2) ]1 ~-(<~-~),((2-,)~)[I B-~(r)I] ((2- ~),);((2-,)~) _-- g(p). 

r 

Dato che g (2 )<  1/K e dalla continuit{~ 4i g(p) segue l 'esistenza di P2 > 2 tale 
che Vp ~ [2, P'2) riesc~ 

1 
HB-I(p) [] < ~ ; 

da qui e da (2.4) segue 

fIR --  dAlIs L~ )- < K  < IIB-l(p)l[ -1 

e quindi l 'asserto (~). 

(2) Analogamente si dimostra l'esistenza di 21 < 2, 
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Sia adesso B u  a eoe]fieienti sostanti. Poniamo 

(2.5) Eu = Au + ~ ~(x)l)~:u + o(x)u 
o<1~i<2 

con Au soddisfacente ancora i) ,  i i ) ,  i i i ) ,  e d~(x) e o(x) real i ,  per iodic i ,  l i m i t a t i  e 
misurabili. 

Vale il seguente teorema 

TE01CE~A 2.3. - Esiste una costante C dipendente da B-~(2), liB--~A[], sup ~, 
inf ~, snp I&/l tale she se ~>~ C - -  inf e(x) = ~o s'~ una ed una sola soluzione dell'equazione 

F,u + ~ = / , / e L'(T)  

in W~ "~'2 e vale 

e~ sup (~) 
(2.6) I lull ,~,~ < 1 - -  K~IiB-~(2)[i ~ tltll-(~) 

con e~ sostante a8801uta. 

La (2.6) si ricav~ procedendo come nclla dim. del teor. 2.1 di [6]. L'esistenz~ 
della sohzione segue poi dal fa t to  she l 'indice di A ~ zero (cfr. [6], teor. 2.1), E --  A 
eompatto d~ W~ ~,2 in L2(T) e dalla (2.6). 

Vogliamo ora mostrare come 1)artendo dal teorema 2.3 si possa ricavare nn risnl- 
taro analogo u quello eontenuto nel teorema 2.2 per l 'operatore E d- ), con E deft- 
nito dalla (2.5). 

Y l! 
TEOI~Eg& 2,1. -- Netle ipotesi del teorema 2.3 esistono p~<2 e P2 > 2 tali ohe 

gp e[p~,  p;) e ~ t>l  o c'~ esistenza e unioita in W~ ~'" per l'equazione 

Eu + ~u = / , / e L~(T) 

e vale 

( 2 . 7 )  Itl~lltwp~<%il/ilL~ 
~O~b 

2erSUp 
s~ = 1 - ml lB- l (2 ) ] l~"  

f ! 

Consideriamo l 'operatore E -~ ~ da W} '~'~ in LV(T) con p ~ [2, Pa) e p2 definito 
nel teorema 2.2. Si ha:  

1) E d - i  ~ a codominio chiuso; infa t t i  riesce in forz~ della (2.3): 

Jfl~Hr~l-,~<%ltAull~<%]l ~ + ~ N ~ +  e~b]~i],~ .. . . . .  (~) 

e l'~sserto segue dal fa t to  che W~ ~'v ~ immerso con compattezza in W2'~-I'~(T) ; 
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2) c'6 nnicit~: infa t t i  L~c L 2, W~'Vc W~ m'2 e qnindi se per ] in L ~ vi fossero 
due solnzioni in W~ m'v si contradirrebbe il teorema 2.3; 

3) E -]- ~L 6 ad indice zero; infa t t i  i(A) -= O, E - - A  -~ ~ 6 compatto e qnindi 
i (E -~ ~) = 0; allora essendoci unieits c'6 anche esistenza; 

4) fissato ~ee]2 ,  p~[ e detto (E ~ )O-~(p) l 'inverso di E + ,t t ra W~ . ' v e d  
L~(T) si ha per interpolazione 

I](E -b Z)-~(P)I] < ]1(~ -F ~)-~(2)][~-~ + 2)-~@~)ll ~  g(P),  0 < 0 < i 

dove g(p) 6 continna e 

lira g(p) = g(2) = ii (E -+- Z)-1(2)II. 
~--->2 

Esiste allora un p~e (2, ~z) tale the  riesea II(E -}- ,t)-~(p)lI <~g(p)~<2II(E -i- 2)-~(2)lt. 
Sin adesso 2 > p > p'  = ~; sin ] e  C~; esiste nna soluzione in W~ ~'2 di E + ,tu ] e 

quindi tale soluzione ~ anche in W~"~'~; poieh6 vale aneora 1) l 'operatore E - F  't ~ a 
eodominio ehiuso e tale codominio eontiene C~; allora tale codominio essendo nn 
sottospazio ehinso e denso in Lv coincide con L~. 

Si correhde poi ragionando come in 3) e 4). 

3. - U n ' e q u a z i o n e  n o n  l ineare  di ordine superiore.  

Sin /~(~1, ..., ~ )  nna funzione di classe C| n) (n = (2m + 1)(m -]- 1)) tale che 

1) ID~yI= I~(#)I<M , V#eR,~, 

2) [D~_~I---- tF~(~)l<e~(1 + I~]) ~ con y ~ > 0 .  

Fissato ] e C~(R ~') eonsideriamo l 'equazione 

(3.1) ~v § 2,~ ~ 2~-, v) = 1, t"(D~ v, ..., D~ v, D~ v, ..., v e C~(R z) . 

Scritta tale equazione, per comodit~, nella forma: 

(3.2) ),v ~- F(D~,+~,v, , ~ v, ..., ... D . . . .  +~+~v, n2~-~- v) = ] 

con [~I = Iflil = m e posto 2~,~,(~)= 2~,(~) snpponiamo ancora che 
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4) Esistono an  operatore a coefficienti costanti  del tipo 

Bu  = ~ b~,~D~'+~*u § boou 

so4disfacente la ii) 4el n. 2, che sia nn isomorfismo t ra  W} m'~ ed Z~(T) Vp e [2, p~) 
ed nna costante positiva e tale che 

-K ~ su~ f'," b : - - b ~  ( Z  b~,~,~'~,~, + cboo)q = v ~2. ,~,-r o o -  , ~  _ o~ r < IlB-'(2)I[ -~. 

OSS~,I~VAZm~E. - Fissuta v ~ C~'(R ~) e posto 

2v -}- F ( D ~ v ,  ...) ---- ] 

consideriamo l 'equazione 

,, _/~ / ) - a m -  1 ~ - -  

ehe 6 4el tipo (2.5) con A = c § ~ F~,e,. 
Per le ipotesi 3) e 4) 6 senz'altro possibile applieare il teorema 2.4 con ,to e la 

eostante ehe compare in (2.7) indipendente d a v .  
Oonsideriamo l'applicazione 

v e c T -+ ~v + F(D~v,  . . . ,  v) = a(v) e W .  

Vogliamo dimostrare il seguente 

TV.olcl~a~ 3.1. - s ipotesi 1), 2), 3), 4) per 2 abbastanza grande esistono due 

suecessioni {e~}, {nk} di eostanti positive assolute tall the per ogni } riesea: 

(3 a )  II v i[ ~ i  ~+~z < e~(I] a(v)il ~ , ~  + ~ ) ' ~  

Vv e C~ e con ~ > 2 opportuno. 

Posto 

~v + F ( D ~ : v ,  ... ,  v) = / 

derivando rispetto ad xj si ha 

(3.2) r2 + 2~ _ F ~ D ~  + ... + F~]v~, = L /  

det ta  ~o la costante di cui ui teoremi 2.3, 2.4 r e l a t iwmente  all 'operatore 

E ~"~ ~.m 1# 1)2,~-1 -U § F n = .F1D~ § ... § .~2m+lD~, Jr e § --2,~§ --  "'" 
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assumendo 2 > 2 o §  e si ha in forza della (2.7): 

(3.3) IlvUIwl~,,:<e(p)l!DJll~:, vp e[2 ,  p'z) 

dove c(p)  non dipende d a v .  
D'altro canto si ha: 

~v = ] - -  _iVlD2'~v~ - -  . . .  - -  ~ v  - -  ~ ( 0 ,  . . . ,  O) 

dove /~,  , / 7  vanno calcolati in un punto del tipo I ~ D  ~" Or). 

Essendo 2 § -~  > O (cfr. teor. 2.3 con /~. = e(x))  riesce 

llvlt.<e{ll/ll. + ~; i1%11,,.~.,-,,, ~ 4- ~s}; 
i 

da qui e dalla (3.3) segue 

(3.a) ll~'ll ~",+~,~ < e(p){ilill~r,~'. 4- M} .  

! 

;Per il teorema di Sobolev, fissato ~ ~ ]2, P2[, si ha allora: 

(3.5) m a x l D ~ l < < l [ l t l ~ l w §  I~ l<2m.  

Derivando la (3.2) rispetto a x~ si ha: 

[2 + 2m ... 

Fissiamo come in [2], p e ]2, ~[. I~iesce 

tc~ ~<2m+l T 
lfl ~<2m+l 

In forza della ipotesi 2) si ha utilizzando la (3.5): 

"D 2m" D 2~v  ) TM < 

Dalla (3.6) segue: 

Se 1:r 2m § 1, lfll<.. 2m § 1 si ha 

liD% D~vl ~ dx< (ll]lt~z § M) ~" 
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2~egli altri  casi procedendo come in [2] si r icava 

( f lD~v.D~vl~ dx)V~ <,l.D~vll;l,D~vll~;/(;_~, 
T 

e quindi dulls (3.7) 

T 

(1Ir + M)~'~'lI,'il,,1,,,+,,~" IDa,,,+, <o} + y 

con q = p-p~@--p). 
Dal  tcor. 58.X 4i [8] con p ~ Po, r = 2 m  -~ 2~ h = 2m -}- I si ha 

2 m + l  2 m + 2  a 1 - - a  ID v I ~ ( , ) < K { I D  vt~,Ivt~ -~ tvlv} 

con 1/~(a) = m + �89 -Jr- a (1 /p  - -  m - -  1) -]- (1 - -  a) /p ,  Va e [(2m -~ 1)/(2m -]- 2), 1]. 
]~ facile verifieare (err. [2]) the  esiste una sola a per cui 

1 > - - p  
a(a) >p 

e quindi dalle (3.8) e (3.4) segue 

2 m + 2  a 1 - - a  '(ID vl~lvl~ + Iris)} 
ed ancora d~ll~ (3.4): 

esisteranno quindi nn y > 0 ed ~ma costante C tali  ehe 

da qui, dalla (3.4) e dal teorema di Sobolev segue: 

max ]DC'vJ<v}lv]l~+,.~<{lt]llw~.~+ M} <'+2-~)/<'-a), p ~ [ 2 , ~ [ .  
Ir 

Ma allor~ riscrivendo la (3.6) con p = ~ e dulla (3.4) segue l 'esistenz~ di un  
kl > 0 ta le  che 

ltvll,1,',+~,~<~,{litll,~z + MY'. 
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Za (3.1) si d imostra  per k qualunque 4er ivando k volte  l 'equazione. 

Dal  teorem~ 3.1 segue bana lmente :  

TEo~-~A 3.2. - Nelle ipotesi del teorema 3.1 l'operatore 

/~(D~ v, .., 

proprio. 

Si ha iaol t re :  

TEO~E~A 3.3. - Nelle ipotesi del teorema 3.1 l~operatore 5 ~ aperto. 

Tale dimostrazione 6 analoga a quella del teor.  8.IV di [2], percib ne diamo an  
rapido cenno. 

Si prova  faci lmente che, l 'opcratore ~-: W~+~,~-+ W~ ,~ 6 di classe C 1 ed il suo 
differenziale :T'(u)v = ~v -~ F~(D~u ,  ..., u ) D ~ v  + ... ~ biget t ivo ~ra W ~ + l ' ~ e  W~ '~ 
con u ~ C~ ~ ~ e  eonsegue che ~- 6 localmente invert ibi le  in ogni punto  u e C~ ~ 

Fissato ] in ~-(~b) sia u tale che ~-(u) -~ ]. Allora in u l 'opcratore  3 r considerato 
come operatore da W~ ~§ in W~ '~ 6 localmente invertibile e quindi esistono un in- 

torno I (u)  ed un intorno J(]) t ra  cui ~- 6 biget t ivo;  consideriamo l ' insieme 

n J ( / )  = J ' ( ] )  

esso 6 cer tamente  un intorno di ] nella topologia di q}. Det to  g an  elemento di J'(]) 
consideriamo il corr ispondente di g in I (u)  e sia esso v. 

De t to  V il prolnngamento  periodico di v si ha V ~ W2~+I'~(Q) e 

~-(V) = g .  

Da noti  r isul tat i  di regolarit~ (cfr. ad esempio [4], [5], [8]) segue V r C~(Q) e 
quindi v e C~. Dal l 'arbi t rar ie t~ d i g  segue J'(]) c ~-(~) e quindi l 'asserto. 

D~i teoremi  3.2 e 3.3 segue: 

TEO~E~A 3.4. - •elle ipotesi del teorema 3.1 l'operatore 5 ~ s~triettivo. 

(8) Con #indichiamo lo spazio numerabilmente normato C~ con la successione di norme 
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4. - Un'etluazione non lineare del seeondo ordine. 

Sia s ..., ~8) una funzione di classe C~(R 6) tale the  

1) IF,(~)I = ]Dr 

2) ID~_~l = IF=(~)l<e(1 + [~:1) "o, ~-(~,.. . ,~').  

3) ~ lv~+~v lv~+~>, , l~ l  ~, V,~=(V,,W),,,>o. 

Osserviamo the detto ~9 un aperto eli R ~ e v(xl, x2) una funzione di elasse C~(R 2) 
si ha:  

M se t:cl = 1 
(4.1) sup9 IE~,(D~v,D~,~v, ..., v) l< % ( 1 +  Ilvlf~,~))~o se I~1 > 1 

(4.2) [E~(D~ v, ..., ~)~0,,<c(1 + Ilvll~,(~)Y(%.,.~ 

con ~ = m a x  {n~,} co= I~,I = I~1 + 1, , , - =  (,1, .-., , , +  1, .. . ,  ~~ 
Ricordiamo inoltre che, fissato /2~ si ha:  

(~.3) (v)~.~., < e(Vo § v~.,) 

dove V o : m a x t v l ,  Vk,,-~ 5 [D~,D~,v]o,~," 
D i + i ~ k  

Consideriamo l 'equazione: 

(~.4) ~v +/~(v) = / = :~(v) con {, v ~ r162 

Si ha  

TEOI~E~IA 4.1. - s ipotesi 1), 2), 3) esistono due suceessioni di eostanti positive 
{eJ e {~} taxi vhe si abbia 

neIFulteriore @otesi sup [F6 § 2] < 0. 
Si h~ int~ato subito 

(4.6) max  lvi < ~{(/)o,~ + ~ } -  
T 

In fa t t i  se v h~ un massimo positivo in ~ si ha 

~v(~) + 7(0, ..., o) + ~(w,  ..., w)D~ v(~) + ~(Vl ,  ..., Vo)9~,~3(P) + 

+ ~ D~v(~) + ~ ( ~ )  = / ( P )  
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dove ~he (O,D~v(~))...; da qni e dall ' ipotesi  3)seg~e: 

~(o, o) + (~ + G)v(~) > 1(~); 

e q~indi la (4.6). 
Deriviamo ~4esso 1~ (4.4) r ispet to  a x~; si ha:  

(4.7) 

che scrivi~mo 

(4.8) 

8i ha, come per la (4.6): 

(4.9) 

[;, + ~~ = ] , , .  

m~x !D~vt<e max GI" 
T T 

Sia adesso ~ una fnnzione di elasse C ~ con 18 seguenti 9ropriet~:  

0 < ~ o < 1 ;  ~o ---- ! in T ,  

Posto z = ~ov~ dalla (4.8) si ha 

(4.1o) [,~ + E~] z = ~  v~, ~ o  + ~ G .D~o ~%~ = g. 

Osservato che g e Z~(~) per ogni p si ha dai r isa l ta t i  di [9] 

(4.11) 

(4.12) 

II<I ~,,,(~)< <l g',F.(~) 

[%]0,,,T < c{llgil,<~) + ~Izll w,,~(~>} �9 

Da (4.9), (4.10), (4.11) si t rae  con facili calcoli: 

(4.13) II~o%li~,~(d <<II]~iI. + lI%IIL=} <c max li~,I �9 
$2 

d~ qui, dall~ (4.12) ~loplic~i~ con i/p = �89 e dal teorema 4i Sobolev si tr~e: 

[%~,2o,,,~<c max IDJI 
$2 

e qaindi da (4.6), (1.2), (4.3) 

(4.14) (v)2,,,$2<<(])1,~+ i } .  

1 6  - ,dnnall  vll Matemat i ca  
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Indichiamo con Ao~,.,o la somma delle norme ia  C~ dei eoefflcienti dell'ope - 
ratore E ' .  Dalla (4.14) e dalle (4.1) e (4.2) segue faeilmente: 

(4.15) Ag,,,~<c{(])I, ~-4- M} ~ con ~, > 0 .  

Applichi~mo all~ (4.10) la (35.7) di [8]; si ha:  

(4.16) [ z ]2 , . , ~<c{ [ ( fh , a -F / ] " (g )0 , .+  (g)o,,,a-F (1 -F [(/)~,.-F M)V')[Z]o,.} 

con ~,'> 0; 

da qui, da (4.9), dall'espressione d i g  e da (4.14) segue l 'esistenza di un y~> 0 tale 
che 

Da qui, tenendo conto di (4.6) e di (4.3) segue: 

(4.17) (V)3.,.T< ~I{( ~(V))I.#.T ~- M} ~ �9 

Deri-cando k volte la (r si ricava la (4.5) procedendo come per la (4.17). 
Quindi l 'asserto. 

Si ha dal teorema 4.1: 

T]~OI~ELW_A 4.2. - Nelle ipotesi del teorema 4.1 ~'operatore @- ~ proprio. 

5. - U n  rlsultato aus i l iar io .  

Consideriamo il problema: 

(5.1) 

nelle ipotesi: 

(.1~ "-~ ~)U [all(X1, X2 ) 2 2 2 

+ aoo + ~]u = f 

u = W~ '2, I t  Z2(T) 

]a~o[, lao~l, ]aool<M, sup(aoo-f-,~)<O, a .  e r F . 

Vogliamo dimostrare ehe si ha 

T ~ o z r  5.1. - Nelle ipotesi poste l~operatore E ~ ~ da W~ +~'~ a W~ '~ ~ un iso- 
morfismo algebrieo e topologico. 
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Posto z = o~u e4 applicando i r isultuti  di [9] si ha:  

Mostriamo che si ha:  

(5.3) u ~ W~ '2 ( E - j - ~ ) u ~ - 0  in T==> u = O .  

Inf~t t i  det to  U il p rohngameRto  periodico di u si ha:  

U ~ W2,*(Q) e (E q- 2) U -~ 0 in Q.  

D~i teoremi 4i regolarits segue U ~ C~(Q) e quin4i U e C~ ~ 
Si ha allora det to  ~ il punto  di T in cui U r~ggiunge il m~ssimo: 

2 ~ 2 0 --~ [E -j- ).]u(P) : allD~z~u(P) ~- a21D~.u(P) -~ a~.2D~u(P) ~ (%0 -4- ~)u(P) 

e quindi:  

he1 punto  4i minimo invece: 

(aoo + 4) u(f i )  > 0 ~ u(_~) < 0; 

u(P)>o 

e quin4i l~ (5.3). Allora da (5.2) e (5.3) segue che l 'operatore E q- 2 ~ inietti~o ed a 
codominio chiuso. 

Pe r  provare  che ~ un isomorfismo basra Mlora far  vedere che: 

v e L  ~, A*v = [ E  q- ,~]*v  = 0 ~ v = 0 .  (5.4) 

Siu 

iv, Au> = f v [ E  + 2]u dx = 0 ,  Vu e W~ '~ . 
T 

Essendo i coeificienti di E di classe C~, det to  V il pro lungamento  periodico 
di v si ha 

v e L~(Q) f V[E § Z]u = O, W e 0~ . 
O 
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Dai teoremi di regolarizzazione segue allora V e C~(~) e quindi poich~ V ~ pe- 
riodica si ha V e C~~ ne segue: 

( ) (VeL~,A*V=O)~ Vet,# V[ +2]u&v=6, Vu~r 
T 

ed integrando per par t i  

f u [ ~  + 2]*v dx = Vu => [E 0 in :/' 0 ,  C~ + 2]*v 

T 

dove: 

[E + 2]*--= D ~ ~" ~ (2D, a ~ +  a~e)D,~ 

~ D ~ a ~  -}- D~a~.~ 

- -  D~ a~o--D~ ao~ + aoo + 2) . 

Det~o a(x) + 2 il coefficiente di v si ott iene v = 0, come aella (5.3) se sup (~(x) -{- 
+2)<0.  

Quindi nell~ ipo~esi sup (~ (x ) - ] -2 )<  0 (E + 2) ~ un isomorfismo t ra  W~ '2 e 
L~(T). 

Sfrut tando opportunamente la periodicit~ ed i teoremi di regolarizzazione segue 
che E + 2 b ua  isomorfismo tra  W~ +~'2 e W~ 'z. 

Fissato ~desso 2 e posto 2 sup ]~ + ~[ = 20 l 'opcratore E + 2 --  20 ~, per quauto 
visto sopra, un isomorfismo t ra  W~ +~'2 ed W~ '2. 

D'altro caato E + 2 ~ iniett ivo ed u codomiaio chiuso (cfr. (5.2), (5.3)) e Aou 6 
ua  operatore compatto. Quindi E + 2 5 un isomorfismo aella so]a ipotesi 2 > 0. 

6. - Sul carattere aperto dell'operatore. 

Vale il seguente 

TEO~EIWA 6.1. - _STelle ipotesi dd teorema 4.1 ~operatore ~ ~ a eodominio aperto. 

Si comincia col dimostrare che l 'operatore ~- in ogni punto u e C~ ~ localmente 
invertibile come oper~tore da W~ '2 a W~ '2. 

Cib si ott iene osserv~ndo che tale operatore ~ di clusse C ~, e clle il suo differenziule: 

~l(D~.~ u, ..., ... 

invertibile t ra  W~ '2 e W~ '2 in forza del tcorem~ 5.1. 
La dimostrazione si completa proccdendo come nel r 3.3 (cfr. anche 

Lemma 6.1 di [2]). 
D~i teoremi 4.2 e 6.1 segue 

TEOlCE~• 6.2. - Z'operatore ~ ~ suriettivo. 
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