Soluzioni periodiche
di equazioni ellittiche totalmente non lineari (*) (**).

ANGELO ALVINO - GUIDO TROMBETTI (Napoli)

Summary. — Ewistence theorems for periodic solutions of tofaly mon linear elliptic equaiions
are given.

Sunto. — In questo lavoro dimostriamo due teoremi di esistenza di soluzioni periodiche per due
classi di equazioni ellittiche totalmente non lineari.

In una recente memoria [2] A. CANFORA ha studiato i seguenti problemi:

P)) v+ F(Div, Do) = f(z,9), flx,y), v(@,y) e CF

dove F(&,n) e C°(R?), Ae B,, O = {u € O°(R?) con u periodica in # e y di
periodo 1}:

ID;DYF| <N,y —Ni<DF, D,F<—v<0.

Py) v+ F(Dyv, Dyo) = f(z, ), f(#,9), v(@, y) € OF

nelle ipotesi F e O°(R?), A€ R*, [DLDEF (<N, :
a) 0<y<D:F, D,F<N;;

(D:F+ D,F -+ _

b) inf .
) M I D,

I risultati fondamentali di tale lavoro sono due teoremi di esistenza per i pro-
blemi P,) e P,). '

La dimostrazione si ottiene in entrambi i casi strutturando Cj° come spazio
numerabilmente normato ed applicando un risultato di Caccioppoli relativo alle
applicazioni continue, aperte e proprie (efr. par. 1).

In questo lavoro estendiamo il risultato relativo al problema P,) ad un’equa-

(*) Entrato in Redazione il 22 aprile 1981.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.A.F.A. del C.N.R.
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zione di forma pilt generale del tipo:

P,) v+ F(Div, D%v, D20, Dv, D, v) = f(x, y)
dove f(z,y) e v(®, y) € 07, e R:
(B (&) |<M, [DeF|<efl + [T 7.>0,
0<olpP<Pe(&ni+ Fe &) mmy+ Femz<Minf, VE€R, VyeR?.

I1 procedimento utilizzato & analogo a quello seguito da CANFORA in [2]; si uti-
lizza in luogo del risultato di CAMPANATO [1] un risultato di TALENTI[9].
Diamo un esempio di equazione verificante le ipotesi del problema P,):
&

Fé& =3 J‘senP,;(t)dt;{—K 23: & K>3
i i=1
1}

=1

dove P,(t) sono polinomi in ¢ di grado arbitrario. Si verifica facilmente che con tale
scelta di F' sono verificate le ipotesi del problema DP,).
Diamo poi un teoremsa di esistenza per un’equazione non lineare del tipo

P,) v+ F(Dv, ..., D2y, D2 1y, ..., 0) = f
nelle ipotesi F e C*, f,ve 07, 1 «abbastanza grande »
D<M, |D*Fi<ef1+ L[, V.0
e sostituendo la ipotesi a) con un’opportuna ipotesi di ellitticita e la b) con un’ipo-
tesi tipo CoORDES, per altro gid introdotta da GIlaqQUINTA in [6].
Per ottenere il suddetto teorema di esistenza & stato necessario estendere alcuni

risultati di Giaquinta e Campanato alle equazioni di ordine superiore nell’ambito
di spazi di funzioni periodiche.

1. — Definizioni e richiami.

Richiamiamo alcune nozioni relative agli spazi numerabilmente normati, rin-
viando per una pil ampia trattazione a [2], [7].

Assegnate due norme ||, e ||, su di uno spazio vettoriale @, si dicono con-
cordanti se per ogni successione di Cauchy rispetto ad entrambe le norme:

{lzali =0} <= {|@a]— 0} .

Data su @ una successione di norme a due a due concordanti:

Voe®, [oli<|ola< o < [olo<on
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si introduce in @ una topologia che genera la seguente convergenza:

{w, 5 o} <= {Vp, linm @ — @], = 0} .

Se accade che ogni successione di Cauchy rispetto a tutte le norme & convergente,
lo spazio cosl strutturato si dice ¢« numerabilmente normato ».
Vale la seguente

Prop. 1.1. — Condizione sufficiente affinché in uno spazio numerabilmente nor-

1

mato D ogni limitato sia compatio & che risulti:

Yo {B limitato rispetto alla norma ||, , = B compatto rispetto alla norma | -|,}.

DEr. 1.1. — Siano @ e ¥ due spazi numerabilmente normati e sia § una appli-
cazione continua tra @ e ¥; si dice che F & proprie se risulta compatta in @ 'im-

\

magine reciproca F—}B) di ogni ecompatto B c ¥; si dice che & aperia se il codo-

minio F(PD) & un aperto di V.
Sussiste il seguente teorema (cfr. [3], [2]):

TeoREMA 1.1 {Caccioppoli). — Se @ ¢ ¥ sono due spazi numerabilimente normati e

Y

F: D >V ¢ un'applicazione continua, eperia ¢ propria, allora F & suriettiva.

Particolare interesse presenta il caso in cui (efr. Prop. 1.1) in @ i limitati sono
compatti, poiche, in tal caso, affinché F sia propria basterd supporre che

VB limitato in ¥, §-YB) & limitato in @ .

Indicheremo con O3 lo spazio delle funzioni di classe C*(R?) periodiche in # ed ¥
di periodo 1. Per ogni p > 1 indicheremo con W7 il completamento di Cy rispetto
alla norma:

Bof

y 515

% ]5p,7 = l:]"‘lz<kf |Dxu{pdwdy] v T=[—
= T

Introduciamo anche la norma equivalente

lllipz = [ f (0 4 (D3uy? + (D3u)" do dy] "

T

Rispetto alla successione di norme {[-{, }C; & uno spazio numerabilmente nor-
mato e vale 1a prop. 1.1.
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Detto G un dominio limitato di £? introduciamo le seguenti notazioni:

(We,e = (4] ovey = 2 m&?x |D; Dju| = EUk
I3 7\
DD} u(P') — D Diu(P’
@one = W]y = [4] v+ 3 sup' v UP) = Do DyulP)]
i+i=k) p",p'€G IP —PI

= %] ore + z [DiDZu]ﬁ = (Wr,e + Ur (@) nelo,1]

i+i=k

con ovvio significato dei simboli.
Indicato eon @ il quadrato [—$, 2]* e con Q = {(z,y): (#*+ ¥?): <3} si ha
(cfr. [2])
(L.1) |D:DEul,, o= 95| DA Dsuly , ry Vi B, Vue OF
(1.2) (#)o,u,0<B(%)g 1> VYu e oy .

2. — Su un’equazione a coefficienti limitati, misurabili e periodici.
Sia dato un operatore differenziale della forma:

Au =3 a,q,0)D* Py 4 ag(@)u, @R
Je]=1B]=m
nelle ipotesi:

i) @4, @y sono reali, misurabili, limitati e periodici;

ii) riesce ag(@)>0 e (—1)" > a,,(®)E, §ﬁ>v2 £, con &, € R.
["‘l 1Bl=m
Sia
(2.1) Bu =3 by D*"Pu 4 byyu
[=18l=m

un operatore differenziale i cui coefficienti verifichino i) e ii) ed inoltre sia un iso-
morfismo tra Win? ed L*(T) (%), ¥p € (p1, Do) con p;<2 e py> 2. Ad esempio Bu =

= '”ZD "y 4 u (cfr. [2] con m = 2).
i=1
Indieato con B-1(2) 'isomorfismo inverso di B tra W2™? ed L? supponiamo ancora:

B o + boo doe)? |
iii) K2 = su b2 b2 _(z a8 Qag o0 Zoo } <|B-1(2)[-2
) Tp{](x|=[zﬁ]=m 71 oo S ek, + ad 1B(2)|

() In questo numero con 7' si intende [— %, £].
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Si ha:

TEOREMA 2.1. — L’operatore A & wn isomorfismo tra W3™* ed L*(T) e riesce

B-1(2)] sup d
.2) [lgns < L s Mol
dove
_ z A5pbap + Qoo oo
o) = Daistay,

Riesce d(x) > 0 e si ha

1B — d4|corgmezn <K< [BX2)]

da cui asserto con metodi standard.
Procedendo adesso nell’ordine di idee di[1] si pud provare il seguente

TEOREMA 2.2. — Esistono p; ¢ p, con p,<2 e p,> 2 tali che Vp €[p,, p;]1A sia
un isomorfismo tra W;‘;’"’” ed LP(T); vale inoltre la seguente formula di maggiorazione

[B~}(p)] sup o(»)
1—K|B(p)]

(1.3) Nl ams < A% | 2oy

dove B-Y(p) ¢ la norma dell’inverso di B tra W@m’” ed L°(T).

Procedendo come in [1] si trova

(2.4) f](B—(SA)u[”dm<Kﬂf[ > (Drxu)z-l—u?] plzdw.
T 7

lo}=2

Fissato r € ]2, p,[ per la diseguaglianza d’interpolazione si ricava

{!B"l(p)” < “B—-l(z)“1—((2—17)1-)/((2—-1-)17)”B—l(,'.)”((2—11)1)/((2——1')17)= g(p) .
Dato che g(2) < 1/K e dalla continuitd di g(p) segue lesistenza di p,> 2 tale

che Vp €[2, p,) riesca

B <%

da qui e da (2.4) segue
1B — 04 [gimzms,p0 <K < [B-(p)[~
e quindi l’asserto (2).

(®) Analogamente si dimostra I'esistenza di p; < 2,
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Sia adesso Bu a coefficienti costanti. Poniamo

(2.5) Bu = Au + Y d"(w)D"u + o(x)u
o<lyf<2
con Au soddisfacente ancora i), ii), iii), e d,(x) e c(x) reali, periodiei, limitati e
misurabili.
Vale il seguente teorema

TEOREMA 2.3. — Hsiste una costante C dipendente da B-Y(2), |B— 4|, sup 9,
inf &, sup |d, | tale che se A>C —inf ¢(x) = A, ¢'¢ una ed una sola soluzione dell’equazione

Bu+ dAu=14F, feL¥I)

in Wi™2 e vale

) ]
2.6) [lgms < 7=z lvcn

con ¢, costante assoluta.

La (2.6) si ricava procedendo come nella dim. del teor. 2.1 di[6]. L’esistenza
della soluzione segue poi dal fatto che 'indice di A & zero (cfr. [6], teor. 2.1), E — A &
compatto da Wi™? in L¥T) e dalla (2.6).

Vogliamo ora mostrare come partendo dal teorema 2.3 si possa ricavare un risul-
tato analogo a quello contenuto nel teorema 2.2 per Poperatore F -+ A, con E defi-
nito dalla (2.5).

TEOREMA 2.4. — Nelle ipotesi del teorema 2.3 esistono pi<2 e p,> 2 tali che
Vpelp), ps) e A=A, ¢'¢ esistenza e unicite in W2 per Pequazione
PEDyyPg 0 # q

Bu-+ =1, fel#(T)

e vale
(2.7) Nl wamr <oyl f] £s
con
_ 2¢,.8up 6
Cy == i— K2”B—1(2)"2 :

Consideriamo P'operatore B - A da W%™? in L*(T) con p &[2, p;) e p, definito
nel teorema 2.2. Si ha:

1) E + A é a codominio chiuso; infatti riesce in forza della (2.3):

Haelllgmee < €3] Au| o < 05| B - 2 zo + g %] am-sae)

e asserto segue dal fatto che W%™” & immerso con compattezza in W*"~*(T);
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2) ¢’ unicitd: infatti L?c L?, W3™?c Wi™* e quindi se per f in L” vi fossero
due soluzioni in W3™” si contradirrebbe il teorema 2.3;

3) E -+ A & ad indice zero; infatti ¢(4) =0, E— 4 + 1 & compatto e quindi
i(H + A) = 0; allora essendoci unicita ¢’é anche egistenza;

4) fissato P,€ 12, py[ o detto (E + 2)"'p) linverso di E + 4 tra Wi™ ed
L»(T) si ha per interpolazione

IB+ A D <|E 4+ D@7 1E + A B)|"=g(p), 0<6<1
dove g(p) & continua e

lim g(p) = g(2) = {(E + 1)7(2)] .

p—>2

Esiste allora un p, € (2, 7,) tale che riesea |(E + 4)~%p)| <g(p) <2|(E + 2)~%(2)|.

Sia adesso 2 > p > p;; sia fe 07; esiste una soluzione in W5™* di B 4 Au = f e
quindi tale soluzione & anche in W?Z"’”; poiché vale ancora 1) 'operatore E - 1 & a
codominio chiuso e tale codominio contiene C7°; allora tale codominio essendo un
sottospazio chiuso e denso in L? coincide con IL».

Si conclude poi ragionando come in 3) e 4).

3. — Un’equazione non lineare di ordine superiore.

Sia F(&y, ..., £,) una funzione di classe C®(R") (n = (2m -+ 1)(m - 1)) tale che
1) D, F|= |F(é)|<M, VEecRr,
2) ID°F| = |F,(§)I<e.(1+ [£))* eon y,>0.

Fissato fe 0°(R®) consideriamo l'equazione
(3.1) W 4 F(DI"v, ..., D20, DMy, ., 0) = f, ve OP(RY.
Scritta tale equazione, per comoditd, nella forma:

(8.2) M+ F(D**hy, . Domatbrng DEn=ly p) = §

con [a;| = |f;| = m e posto F, (&) = F (&) supponiamo ancora che

8) (—1" 3 Fop@nampsv S i, VecE,

|} =|Bi|=m |y =m
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4) Esistono un operatore a coefficienti costanti del tipo

Bu= Y b,z D*"Pu 4 byu

fol =16 =m

soddisfacente la ii) del n. 2, che sia un isomorfismo tra W3™? ed L*(T) Vp €[2, p,)
ed una costante positiva ¢ tale che

(z bMﬁt szsﬂt + Cboo)z
zFilﬁi _I' ¢

K2 = slgp {z b2, - bag — }< | B-(2)].

OSSERVAZIONE. — Fissata v € CF(R?) e posto
M+ F(D¥v,..) = f
consideriamo 1'equazione

+ 2m—1
v, + > F, s D% 00, L F Do, 4.+ Foo, = f,

che ¢ del tipo (2.5) con A =c -+ > F, .

Per le ipotesi 3) e 4) & senz’altro possibile applicare il teorema 2.4 con A, e la
costante che compare in (2.7) indipendente da .

Consideriamo ’applicazione

ve CF — v 4 F(D2', ..., v) = J(v) e OF .
Vogliamo dimostrare il seguente

TEOREMA 3.1. — Nelle ipotesi 1), 2), 3), 4) per i abbastanza grande esistono due
successions {e.}, {ni} di costanti positive assolute tali che per ogni k riesca:

(3.1) ol wameiss < (| 30) e + H)™

Voe CF e con p>2 opportuno.
Posto
v+ F(D¥o, ..., v) = f

derivando rigspetto ad x; si ha
(3.2) [A+ F DI .. F]0, =[5
detta A, la costante di cui ai teoremi 2.3, 2.4 relativamente all’operatore

E=F D"+ ... 4 Fopp D2+ 0+ By, D - 4 Ty
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agsumendo A>4,+ ¢ si ba in forza della (2.7):

(33) 1o, lwgme <e(@)| Dy, flzey  YP €12, p3)

dove ¢{p) non dipende da .
D’altro canto si ha:

w=f—FDy—. . —Fuv—F0,..,0)

dove Fy, ..., F, vanno calcolati in un punto del tipo (6D", ..., 6v).
Essendo A + F,> 0 (cfr. teor. 2.3 con F,= c(x)) riesce

ol <e{lflzs+ 3 o lwgm-re + M}

da qui e dalla (3.3) segue
(3.4) [olwamsso <e(p){|flwys + M} .
Per il teorema di Sobolev, fissato 7€ ]2, p[, si ha allora:

(3.5) max [D*o] <e{lf|wys + M} Je|<2m.

Derivando la (3.2) rispetto a x, si ha:
[)b + sziff-f' + Fn]vmwk: fx;-xk—' [Fl’l_Diz"fyiji:"’v%-*— ] .

Fissiamo come in [2], p € ]2, P[. Riesce

(3.6) Mwmng,%m,,,<c{ufmmnﬂ;p+ }zﬁ f lF”D“q;Dﬁqzlﬂ’dm}.

150,0,
|s]<2m+1 T
1Bl<em+1

In forza della ipotesi 2) si ha utilizzando la (3.5):

sup [Fy (D30, ..)[<e, sup (1 + D] + ..)Y <e{lflpmz + MF™.

Dalla (3.6) segue:
61 ol <olfanlle+ [ (st )] [1D70 Do daf
Se |x|<2m 41, |f|<2m 41 si ha

[0 DPop o< (1l + M)
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Negli altri casi procedendo come in [2] si ricava
1/p
(Jrororas)” <120i510s0 55,
T

e quindi dalla (3.7)
1/p
g8 wmeey=( 5 [ ropas)” <o{lftugs + 3 0w+ 2y
o122 S

+ 3 (g + Mol pgnns - (Do m}

con g = pp/(p —p).
Dal teor. 58.X di[8] con p = p,,r =2m + 2, h = 2m + 1 si ha

ID2m+1,vio(a)<K{ID2m+zvizM;—a_}_ lﬁlp}

con 1jo(a) = m +  + a(lfp —m—1) + (L — a)jp, Ya € [(2m + 1)/@m + 2), 1],
B facile verificare (cfr. [2]) che esiste una sola & per cui

e quindi dalle (3.8) e (3.4) segue

D 20|, <of|flwpz + 3 (flwes + M) 72+ 3 (flwps+ M)
(I 2ol + ol,)}

ed ancora dalla (3.4):
D™ 20|, <o{|flwy» + X (Iflwpr+ M) 24 3 (Iflwgs 4 M) 7270 D20 G}
egisteranno quindi un v >0 ed una costante € tali che
\D# 20, < O{(Iflwypr + M) 2+ ([flwps + M) 727 D™ R0l
da qui, dalla (3.4) e dal teorema di Sobolev segue:

S max [D0|<efopimes < {Iflmps+ MY pe[a g

le|<2m+1

Ma allora riscrivendo la (3.6) con p =P e dalla (3.4) segue esistenza di un
k> 0 tale che '

lolwam+ez <e{|flwer + Mp™.
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La (3.1) si dimostra per k qualunque derivando % volte 'equazione.
Dal teorems 3.1 segue banalmente:

TEOREMA 3.2. — Nelle ipotesi del teorema 3.1 Doperatore
Fioe® — v+ F(D™,..,v)eD ()

é proprio.

Si ha inoltre:

TEOREMA 3.3. — Nelle ipotesi del teorema 3.1 Doperatore F € aperto.

Tale dimostrazione & analoga a quella del teor. 8.IV di[2], percid ne diamo un
rapido cenno.

Si prova facilmente che, I'operatore F: W3"+»— Wy? & di classe " ed il suo
differenziale F'(u)v = v + Fy(DZ u, ..., u)Di"v 4 ... & bigettivo tra W;" 17 e Wp?
con u € €. Ne consegue che F ¢ localmente invertibile in ogni punto u e 0.

Fissato f in F(P) sia u tale che F(u) = f. Allora in « Voperatore F considerato
come operatore da W;m“’a in W}?;5 ¢ localmente invertibile e quindi esigtono unin-
torno I(#) ed un intorno J(f) tra ecui F & bigettivo; consideriamo linsieme

DN J(f) = J(f)

esso & certamente un intorno di f nella topologia di @. Detto g un elemento di J'(f)
consideriamo il corrispondente di g in I(u) e sia esso v.
Detto V il prolungamento periodico di » si ha Ve W™12(Q) e

FV)y=9.

Da noti risultati di regolarita (cfr. ad esempio [4], [5], [8]) segue Ve C°(Q) e
quindi » € 0°. Dall’arbitrarieta di g segue J'(f) c F(p) e quindi ’asserto.
Dai teoremi 3.2 e 3.3 segue:

TEOREMA 3.4, — Nelle ipotest del teorema 3.1 Uoperatore & & suriettivo.

(®) Con @Pindichiamo lo spazio numerabilmente normato C7 con la successione di norme

ol ={ = [10°upasf”
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4. - Un’equazione non lineare del secondo ordine.

Sia F(&, ..., &) una funzione di classe C°(R®) tale che
1) |[Fy&)| = [De,Fl<M.
2) |DF|= [F(§)|<e(l + [E)™, oa=(a}..,0".
3) Fymy+ Fonuny+ Fymz>vinl*, Y = (s, m), v> 0.,

Osserviamo che detto £ un aperto di R? e (¢, #;) una funzione di classe G;"(RZ)
si ha:

41 (D%, v, D! {M o lxl =1
W s IR Dt o S o1 oo 50 ol >1
(4.2) [F(D2o, oy 0)]o <Ol 4 9] 623) " (0)z, 0

con y = max {n,} con |a;| = |a| -+ 1, a;=(a} ..., '+ 1,..., a%).

Ricordiamo inoltre che, fissato £, si ha:
(4.3) O pa<e(VoT Vi)

dove Vy=max |v|, V, ,= 3 [DjDin»],,.
Q

&, ®a
i+i=k

Congideriamo 1’equazione:
(4.4) v+ Fw)=f= F@) con f,ve CF(R?).
Si ha

TEOREMA 4.1. — Nelle ipotesi 1), 2), 3) esistono due successioni di costanti positive
{oi} e {y:} tali che si abbia

(4.5) (g apur <Gl(FO)yur+ M}, YoeOF, Vk

nell’ulteriore ipotesi sup [Fy-+ 41<< 0.
Si ha intanto subito

(4.6) max [p|<e{(f)o,r+ M} -
T
Infatti se » ha un massimo positivo in P si ha

w(B) + F(0, ..., 0) + F(n,, ..., 1) DEo(P) + Fy(ny, ..y ng) Dip 0(P) +
+ Fy DZo(P) + Fy(P) = f(P)
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dove n; € (0, D2 o(P)) ...; da qui e dall'ipotesi 3) segue:
F(0,0) + (A + Fo)o(P) > f(P);

e quindi la (4.6).
Deriviamo adesso la (4.4) rispetto a x;; ¢i ha:

(47) [ﬂ' + F1D9201+ F2D:1wg+ F3D2zw2+ o + Fe]”m,: xg
che scriviamo
(4.8) 4+ Ev

mJ:fwj'

Si ha, come per la (4.6):

(4.9) max D, v|<c max |f,|.
T T

Sia adesso w una funzione di classe C° con le seguenti proprietd:

O<w<l; w=1 in 7T,
lelwl’ [D,,©l, iDixawla [Dilw!’ IDi,wl<k'
Posto 2 = wv,, dalla (4.8) si ha

(4.10) [2 + B2 = of, + v, B'w + 3 F, Diw Bfv, = g.
log| <1
15: 21

Osservato che ge L?(2) per ogni p si ha dai risultati di[9]

(4.11) I#] wr0) < cllg‘x[p(g)

(4.12) [zmj]o,u,z’<c{“9”m(g) -+ || Wl-r(sz)} .

Da (4.9), (4.10), (4.11) si trae con facili calcoli:

(4.13) o, s’ <e{lfelz + 0,2} <o max ey -

da qui, dalla (4.12) applicata con 1/p = L —1/n e dal teorema di Sobolev si trae:

[vmjmj]o,,u,’_l‘<0 mnax [D:c}fl
Q
e quindi da (4.6), (1.2), (4.3)

(4.14) (0)g,u0<eA(f)0+ M} .

18 ~ Annalt di Malematica
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Indichiamo con A7, , la somma delle norme in C"*(£2) dei coefficienti dell’ope-
ratore H°. Dalla (4.14) e dalle (4.1) e (4.2) segue facilmente:

(4.15) £ 0<o{Dya+ MY con p>0.
Applichiamo alla (4.10) la (35.7) di[8]; si ha:
(4.16) [Z]z,u,g<0{[(f)1,9+ M]”'(g)o’g—}— (g)o,u,9+ (1 + [(f)1,9+ M)y')[z]o,g}
con y'> 0;

da qui, da (4.9), dall’espressione di g e da (4.14) segue l'esistenza di un ;> 0 tale
che

[vmj]z,u,9<c{(f)l,u,T + M}’}’; :
Da qui, tenendo conto di (4.6) e di (4.3) segue:
(4.17) ()30, < {(F(©))1,0,0+ M}

Derivando k volte la (4.4) si ricava la (4.5) procedendo come per la (4.17).
Quindi ’asserto.
Si ha dal teorema 4.1:

TEOREMA 4.2. — Nelle ipotesi del teorema 4.1 Voperatore F & proprio.

5. — Un risultato ausiliario,
Congsideriamo il problema:
(B + Nw = [ay,(2y,%,) D}, + a3, D; p + a5, D7+ 030 D, + a4, D,
(5.1) + oo+ Alu = f
u=W, feI¥T)
nelle ipotesi:

vl <agy i+ aamn, + ags s <puln *
]y [@orly doo]<M, sup(awn+4)<0, a;€0.

Vogliamo dimostrare che si ha

TrOREMA 5.1. ~ Nello ipotesi poste Voperatore B + A da WET®2 0 WP & un iso-
morfismo algebrico e topologico.
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Posto 2 = wu ed applicando i risultati di[9] si ha:

(6.2) [l WP leoul] whER) S G{HfHL“(Q) + Iizﬂm(m}

<e{[fl ey + 1ol gy} -
Mostriamo che si ha:

(5.3) wueWy* (E+AHu=0 inT=u=0.

Infatti detto U il prolungamento periodico di % si ha:

UeW22Q) e (H+AHU=0 1inQ.

Dai teoremi di regolaritd segue U e O“’(é) e quindi Ue 0.
Si ha allora detto P il punto di 7 in cui U raggiunge il massimo:

0 = [B + Alw(P) = ay, D}, w(P) + ag, D2, u(P) + az, D2, w(P) + (agy+ A)u(P)

e quindi:
(@00 + A)u(P)>0 = u(P)<0;
nel punto di minimo invece:
u(TJ)>O

e quindi Ia (5.3). Allora da (5.2) e (5.3) segue che 'operatore F -[- 4 & iniettivo ed a
eodominio chiuso.

Per provare che & un isomorfismo basta allora far vedere che:
(5.4) velr, A*w=[E+iAfv=0=0v=0.

Sia

@, duy = [o[B 4 Mude =0, YuecWp2.

T

Essendo i coefficienti di E di classe €, detto V il prolungamento periodico
di v si ha

Ve L¥Q) fV[E+z]u=o, Vue Cy.
Q
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Dai teoremi di regolarizzazione segue allora V & Ow(é) e quindi poiché V & pe-
riodica si ha Ve CF; ne segue:

(Ve L2, A*V = 0) = (Ve O’;"fV[E+Z]udx=O, Vu e o;)
T

ed integrando per parti

fu[E-}—}.]*vdm:O, Vue 0P =[E+ JFo=0 inT
T
dove:

[+ A= “npiwl + “12]-)21% + “221)32% + (2D, ay, + 2D, a,,— a,,) D,
+ (2Dm1a22 _{— Dx,“lz_‘ aOI)le + (Dilwza’ll + Dglm,“m _{— D:gxza%
- leaw_ D, a5+ ago+ 4) .

Detto a(x) + 2 il coefficiente di v si ottiene v = 0, come nella (5.3) se sup («(x) 4
+ 2) <.

Quindi nella ipotesi sup («(#) 4 1) <0 (¥4 4) & un isomorfismo tra W3* e
LT,

Sfruttando opportunamente la periodicitd ed i teoremi di regolarizzazione segue
che E +- 4 & un isomorfismo tra W3*"? ¢ W72

Fissato adesso A e posto 2 sup |« + 4| = A, Poperatore E - 1 — 4, &, per quanto
visto sopra, un isomorfismo tra Wit*? ed Wi2.

D’altro canto E + A & iniettivo ed a codominio chiuso (cfr. (5.2), (5.3)) e Aou &
un operatore compatto. Quindi F - A & un isomorfismo nella sola ipotesi A > 0.

6. — Sul carattere aperto dell’operatore.

Vale il seguente
TEOREMA 6.1. — Nelle ipotesi del teorema 4.1 Doperatore F é a codominio aperto.

Si comincia col dimostrare che operatore ¥ in ogni punto % € 0;° & localmente
invertibile come operatore da Wy* a W32
0io si ottiene osservando che tale operatore € di classe O, e che il suo differenziale:

F/(w)o = [A + Fy(D2y 0, ooy W) Dy + o+ B0

¢ invertibile tra Wi* e W%® in forza del teorema 5.1.

La dimostrazione si completa procedendo come nel teorema 3.3 (cfr. anche
Lemma 6.1 di[2]).

Dai teoremi 4.2 e 6.1 segue

Y

TEOREMA 6.2. — L’operatore F & suriettivo.
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