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S u m m a r y .  - The energy criterion ]or meoha~ical stability asserts that the stable con]igurations 
are those that minimize the potential e~ergy, t~eeent studies have shown that the energy 
criterion can be extended to stability o] thermomechanieal systems under suitable environ- 
ment conditions, provided that the (~ stored energy ~) is interpreted as the equilibrium #ee. 
energy at the environmental temperature 0 e . The aim o] this paper is to provide a contribution 
to a general theory o] thermomeehanieal stability..Essentially we have restated the theory ]or 
general materials introduced by Gurtin with a new #amework in the light o] recent theories 
o] .LYoll and Coleman-Owen on simple materials and on thermodynamical potentials. We define 
a (~ thermomeehanical system )) which posseses two main #atures : i) state space has a (( natural 
topology ~> dependi~ W on the thermodynamical behaviour o] system; ii) internal energy E and 
entropy S are not supposed to exist but are expressely obtained with their smoothness pro- 
perties. 

1 .  - I n t r o d u z i o n e .  

Come ~ noto, il criterio dell 'energia per lo studio della stabilith delreqnil ibrio 
di un sistema meccanico soggetto a forze che dipendono du an  potenzia1% e ud even- 

tual i  al t re  forze dissipative, asserisce che ann posizione di equilibrio ~ stabile se 
rende minima l 'energia potenzi~le. 

Recen temente  in diversi studi il criterio ~ stato esteso u sistemi termomecca-  
nici continni in oppor tune condizioni di ambiente  che diremo (( meccunicamente 
dissipative e te rmicamente  passive ~). De t t e  condizioni comportano che il corpo sis 
soggetto u forze di volume e di superficie che ammet tono  potenziale ed eventual-  
monte ad ~ltre forze dissipative, e sin immerso in nn  ambiente  senzu sorgenti di 
calore e ~ t empera tu ra  uniforme,  c~pace di assorbire, mantenendosi  a tempera tur~  

costante,  il c~lore emesso da] corpo. 
Pe r  arr ivare  ulla estensione del eriterio si ~ in t rodot ta  la cosiddett~ (! energi~ 

balistica ~) 

F(~) = E ( ~ ) -  0~s(~) § ~(~) 

dove a ~ lo s tato del sistema, E ed 8 r i spe t t ivamente  la energia interna e l 'entropia 
del corpo, 0~ la t empera tn ra  esterna costante,  / 2  l 'energia potenzi~le de]le forze 

(*) En~r~a in Redazione il 18 dicembr6 1980. 
(**) L~voro eseguito nell'ambito del G.N.I~.~I. del C.N.R, 
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esterne. Gli s tat i  di equilibrio stabile vengono carat ter izzat i  con gli s tat i  di minimo 
di de t ta  funzione. 

Tu t t i  i lavori su questo argomento fanno r i fer imento a due impor tan t i  articoli  
di J.  L. EI~IOKSEN per  i sistemi termoelast ici  ([1], [2]). COLEaA_/r e DILL in [3] hanno 
esteso il e r i t e r i o a  material i  con <~ fading memory  ~>. Nei lavori [4] e [5] GIJI{TIN ha 

date  una t ra t taz ione  pih generale del problem% estendendo il criterio ad ampie 
elassi di materiMi. 

Nel presente lsvoro ci si propone di dare al problema della estensione del eri- 
terio a material i  generMi una t ra t taz ione  pi/~ soddisfacente avvMendosi dei r isul tat i  
sullo studio dei materiMi dati  da NeLL in [6] e dei r isul tat i  sulls costrnzione dei 
potenziMi termodinamiei  dat i  da CoL]~ra~ e OWE~ in [9]. In  questo mode  nella 
nostrs  t ra t taz ione  6 s ta te  possibil% r ispet to  a quella di Gv-~TI?q, fare a meno delle 
ipotesi di regolsri t~ supposte per energia in te rns  ed entropia,  e della introduzione 
della applieszione <! Equi l  ~> ehe ad ogni s ta te  del sistema fa eorrispondere uno s ta te  
di equilibrio. 

Per  ehiarezza ci preme evidenziare gli e lementi  essenziali the  earat ter izzano la 
nos t rs  t ra t taz ione  e che giustifieano la ripresa di questo argomento.  

a) Abbiamo premesso allo studio della stabilit~ del corpo continue,  helle con- 
dizioni di ambiente  a eui si g fa t to  cenno sopra, una anMisi dello <~ s ta te  ~> termo- 
meccanico del eorpo, indipendentemente  dMl 'ambiente in cui ~ immerse. In  tale 
analisi la definizione dello <~ s ta te  ~> ~ date  in base alia relazione t ra  <( inputs ~> ed 
<~ outputs  ,~. Ci si rif~ sostanziMmente alla impostazione data  da NeLL in [6] salvo 
che, anMogamente a quanto fa t to  in [7], si assnmono come <~ inputs ~> processi termo- 
einetici definiti con valori nelle velocit~ (funziene di distribuzione delle velocit~ 
mecca.niche nel corpo e funzione di distribazione delle veloeit~ di variazione della 
tempera turs )  e come <~ outputs  ~>, oltre al mote,  il processo della potenza delle forze 
interne,  quello del flusso di emote e quello del flusso di entropia.  La s t ru t tu ra  tope- 
logics sullo spazio degli stat i  v iene costrui ts  in mode naturale  seguendo la linen 

di NeLL in [6]. 

b) ~ stata  el iminata ogni ipotesi a priori  che presupponga la esistenza nonchg 
la continuit~ e la derivabilit~ dell 'energia interna e de l rent ropia  del sistema. Qui, 
sulla base dei r isul tat i  di COL~_~rAN e Owg?r in [9], ripresi in [7] per  la teoria glo- 
bM% si costruiscono det te  funzioni e se ne deducono le proprietY. Pe r  l 'entropia  

non si assicm'a n~ l'unicit'~ n~ la continuitY. 

e) Per  applicare la teoria di COLE~i~ e OWEN si sono in t rodot t i  i cosiddett i  

s tat i  rilassati, che sono sostanziMrn.ente s ta t i  di equilibrio interne,  clog stat i  ehe 
sono di equilibrio per opportune scelte delle condizioni esterne. L ' in t roduzione degli 
s tat i  rilassati~ assieme alla impostazione seguita per carat ter izzare gli stati~ ha per- 
messo di el iminate l 'ntroduzione della funzione di , equilibrio ~>~ cio~ d i u n a  fun- 
zione ehe associ ad ogni s ta te  nn corrispondente s ta te  di equilibri% come la appli- 
cazione (~ Equi l  ~) di G ~ I N .  La nostra impostazione pe rmet te  inveee di d~re una  
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eorrispondenza fra gli s t a t i e  le eonfigurazioni del sistema; ne risulta una t ra t ta-  
zione pifi generale. La  funzione di (~ equilibrio ~ ad esempio si avrebbe per eorpi 
semielastiei dove si ha una  eorrispondenza biunivoca t ra  s tat i  rilassati e eou- 
figurazioni. 

d) Le eondizioni dell 'ambiente in eui il eorpo ~ immerse restano sostanzial- 
mente  le stesse che nei lavori preeedenti. Nella nostra t ra t tazione comunque vien~ 
evidenziata la distinzione t ra  la s t ru t tura  interna del corpo e l 'azione dell 'ambiente;  
inoltre le relazioni di passivits dell 'ambiente vengono giustificate con qualehe det- 
taglio in pifl. 

e) Lo studio degli s tat i  di equilibrio stabile viene affrontato in un primo me- 
mento,  per semplicit~ di trat tazion% nel ease di unieits della funzione entropia;  
ma in un  seeondo tempo anche nel case generale. Non disponendo della eontinuit/~ 
dei potenziali termodinamiei  rispetto alla topologia natural% la t rat tazione della 
stabilit~ esige l ' introduzione nello spazio degli s tat i  di uu opportune rafflnamento 
della topologia, analogamente a quanto sviluppato da GImTII~ in [5]. 

I teoremi eonelusivi forniseono condizioni suffieienti per la stabilit~ di uno state 
di equilibrio: tal i  eondizioni sono sostanzialmente ridueibili alla minimizzazione 
della (( energia balistica ~ / ' .  Si hanno forme diverse di stabilit~ in relazione a con- 
dizioni pill o meno stret te  di minimo p e r / ' .  Accanto allo studio della stabilit~ viene 
da ta  anche la dimostrazione ehe gli s tat i  eli equilibrio devono neeessariamente 
essere stat i  rilass~ti. 

2. - Struttura del s ls tema termomeccanico  in oggetto.  

I1 sistema in oggetto sia un  eorpo continue 53, eostituito da un insieme di punti  
material i  X, Y, Z, .... Date  uno spazio euelideo g a tre dimensioni, diremo localiz- 

zazioni di 33 in g le applicazioni to: 33 -+ g tali  che la lore elasse • verifiehi le se- 
guenti  eondizioni: 

i) ogni applieazione ~o e }F 6 una biiezione da 33 su sottoinsiemi aperti  e li- 
mi ta t i  ~o(33) c g; 

ii) se ~ ,  ~ T l 'applieazione ~2o~i-~: ~0~(33) -+ ~o~(33) g bilipsehitziana. 

Su ~g possiamo allora introdurre la s t ru t tura  di variet/~ topologica indot ta  dalle 
applicazioni to ~ ~ (vedi [13]). Inoltre ~ possibile introdurre,  a meno eli isomorfismi, 
gli insiemi ~ - - e h i u s u r a  di 3 3 -  e ~33 - - f r o n t i e r a  di 3 3 -  mediante la stessa 
elasse di applicazioni (vedi [12]). 

Penseremo la classe }Y dotata  di una metriea: ad esempio quella generata dalla, 
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distanza 3~: T X T  --~ R + e o s i  definite: 

(2.~) ~ ( ~ ,  ~) = sup ~ ( ~ ( x ) ,  ~ ( x ) )  + 
xe3~ 

+ sup I ~ ( ~ ( x ) ,  ~ ( ~ ) )  - ~ ( ~ ( x ) ,  ~ ( :~) ) l ,  
X, Y e~ 

dove ~ indiea la distanza euelidea in ~. 
Supporremo inoltre che sull'insieme ~ sia assegnata nna misura m ehe caratte- 

rizza 1~ distribuzione di massa ~ei eorpo. In  corrispoadenza a(t ogni locMizzazione 
e T risulter~ 4efinita una misnra t% che determina la distribuzione di massa in 

~,(:~). 
I1 mote del corpo :~ hello sp~zio ~, nelPinterv~llo di tempo [0, d], d z R +, 6 ~sse- 

gn~to da nna funzione: 

(2.2) ~: [0, a] ~ T 

e ~o :=  ~(0) verr~ det ta  posizione iniziale del eorpo. 
Indicate con %7 lo spazio traslato d i ~ ,  introdueiamo la distribnzione delle velo- 

eit~ nel corpo ~ mediante una applica, zione continua e limita~a 

(2.3) v: ~ -~ r 

e4 indichiamo con V la classe di tuli funzioni. Diremo poi processo cinetico di du- 
rata  d~ nn~ funzione. 

(2.4) ~: [% a~) - + V .  

Sia 1~ l 'insieme dei proeessi einetiei eui viene sottoposto il eorpo ~.  Tale clusse 
deve soddisfure le seguenti proprietY: 

(1'.1) 

(2.5) 

Detto  0~ il processo nullo di durata  d~ cio6 il processo per cui 

(G( t ) ) (X)=O,  Vt e EO, d), V X e ~  

dove 0 6 l 'elemento nullo di r Mlora deve essere 

O~e?,  VdeR ++. 

(P.2) 

(2.6) 

Se ~ ~ }Y ~llora per ogni t~, t~e [0, d~], t~< t~ si deve avere ~nehe g~t,~o)e IF, 
dove 

(P.3) 

(2.r 

Se ~ ,  G s ]7 allora deve gppartenere a V anehe il processo ~ .  G, di duruta 
dr. q- d~,, definite da 

{ G(t) per t ~ [0, G~) 

(G * G)(t) = G ( t - -  d~) per t e [d~,, d ~ +  d~,). 
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(P.4) Per  ogni ~o~ ~ e  T esiste ~e ~ ta le  che 

t 

~(t) := ~o + ~ ( ~ )  a~ e T ,  
(2.s) o 

~(~o)= ~ .  

Vt e [0, d~), 

Assumeremo per ff la classe delle funzioni ~ tal i  che per  ogni X e 33 le funzioni 
t ~-> (~(t))(X) siano continue a ~ratti  nel senso ehe esistono il l imite sinistro, per 
ogni t e (0, d~], ed il l imite destro - -  coiacidente con il valore della funzione ~ per  
ogni t e l 0 ,  d~): inoltre en t rambi  i l imiti  coincidono in (0,d~) ad eccezione di un 
numero finito di punti .  :E facile verificare come tale classe soddisfa le propriet~ ri- 
ehieste purch~ T sia connesso per  archi. 

Assegnato ~o e T indicheremo con lye. l ' insieme dei processi 4i ff che soddisfano 

1~ (2.8h. 
Consideriamo ora sul corpo gt le fanzioni  di distribuzione delle temloerat~re 

(2.9) 0 : ~ --> R ++ 

cont inue e l imi ta te  su ~ ;  sia 0 1~ clusse di tal i  funzioni muni te  della metr ica  gene- 

ra ta  dalla distanzu ~o: O • O -+ R + 

(2.~o) ae(0~, 0~) = s~p l0~(x ) -0~(x ) l  + sup lo~(x)-o~(];)l-10~(x)-0,(~)ll. 
Xe,~ X, Ye,.~ 

In t roduciamo anche le funzioni di distribuzione delle velocit~ di variazione della 

t empera tu ra  

(2.11) h: ~ - ->R 

e indichiamo con H la classe delle funzioni h continne e l imi ta te  su ~ .  
Un processo termico per  il corpo :~, di dura ta  d~ ~ ~na funzione 

(2.!2) ]~: [0, d~) - > H  

tale  che, per ogni X e 3~, la funzione t ~-> (h(t)) (X) sia cont inua a trat~i nel senso 
det to  sopra. L ' i n s i e m e / t  dei processi termici  per  33 soddisfa le propriet~ (P.1)-(P.4) 
come si ~ det to  per i proeessi cinetici. 

DEFI~ZI0XE 2.1. - Diremo configurazioni termocinet iche di 3~ le topple 

(2.13) g = ( ~ , , 0 ) ,  W e T ~ 0 e O .  
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Indicheremo inoltre con 

(2.14) G = ~ •  0 ,  

lu clusse 4elle configurazioni ammissibili per ~ .  
A partire dalle metriche su ~ e O, definite in (5.1) e (2.10), possiamo introdurre 

su G 1~ 4istanz~ ~a: G • G -~ R + definit~ du 

a~(gl, g~) = a~((~, 0~), (~ ,  03)) = V[%(~ ,  ~)]~ + [~o(0~, 0~)] ~. 

Supporremo inoltre che G sin completo rispetto alla metric~ generata da ~a. 
Possiamo poi 4efinire le funzioni eli distribuzione delle velocit~ termocinetiche 

mediante le coppie 

(2.15) p = (v, h): ~ -> %~• 

e indicheremo con P -~ V • H la classe di tuli iunzioni. 

DEFINIZIONE 5.2. - Diremo processo termocinetico su 3~ di dnr~tu d~ la coppi~ 

(5.16) ~ = (~, ~): [0, d~) -~ P ,  d~=d~=d~;  

e4 indicheremo lu classe di tal l  processi con 

(2.1~) P = {(~, ~) e ? •  a. = a~}. 

Per i processi ~ valgono le propriet~ (P.1)-(P.4) di cui si ~ detto per i processi 
cinetici. 

Nel seguito indicheremo con ~ il processo termocinetico hullo di durat~ d, cio~ 
1~ coppia (0~, (~). Porremo inoltre 

(2.18) ~ = { ~ e  P:  a ~ R§ 

Useremo poi 1~ notazione/~t per indie~re il 1)rocesso t~ troneato a11~istunte t. 
Per ogni go ~ (90, 0o) e G indicheremo con P,o r ins ieme 4ei proeessi termocine- 

tiei ~ = (f, ~) ehe sod4isf~no lu condizione 

t 

- -  go --]- ~'~(~) ~ ~ (~, Vt ~ [o, ~ ] .  (2.19) g(~) 
0 

I1 eomportamento termomecc~nico del sistema materi~le per effetto 4ei proeessi 
4i entrat~ in~rodotti sopra pub essere e~ratterizzato, oltre ehe d~l moto del corpo, 
4alle seguenti grandezze: la 1ootenza ff~ 4elle forze interne di 5~ il flusso 4i calore (2 



0 E L 0  BAN~i - CL-~IYl)IO GIORGI: S~l er~terio dellenerg@, e tc .  207 

entrante in 53, il flusso di entropia 4b entrante  in 53. Tali grandezze hanno carattere 
intrinseco: una volta assegnati i proeessi termoeinetici,  i valori di ~'~, ~, ed ~ di- 
pendono 4alla na tura  del materialc di cni 6 fa t to  53. 

DEFIblIZI0~E 2.3. - Diremo processo di risposta del corI)o 53 la quaterna di fun- 
zioni 5~ = (~, ~ ,  ~, d~), dove 

9: [0, d] -+ G 

~:  [0, ~) -+ R 

6:  [0, d) ~ R 

~ :  [o, a) --> R 

il moto del corpo 

6 il processo della potenza delle forze interne 

il processo del flusso di calore 

il processo del flusso di entropia 

Det to  U = G X R" l ' insieme dei valori della risposta sia ~7 = {(,~: d e R ++, ~ 
L~(O, d; U)} ls elasse dei processi di risposta per 53. 

Volendo dare an  earattere globule alla nostra teoria si rende necessario intro- 
durre assiomaticamente le proloriets dei processi di risposta. 

PI~OPI%IETi. 

I) S e i l  processo p-----(~7, ~ )~ /5  ha ~ ~ 0d~, allora il corrispondente pro- 
cesso della potenz~ delle forze interne 6 hullo : ~(t)  = 0, t e [0, d~). 

I I)  S e i l  processo/~ = (~, ~) e t5 ha )~ = 0e~ e4 inoltre il corrispondente moto 6 
~(t) = (~(t), 0~), t e [0, d~], ~llora vale la seguente identit~ d~(t) = O.(t)/O~. 

La natura  termomeceanica del corpo 53 6 caratterizzata dalla relazione osser- 
vabile tra entrate  ed usci~e: 

ScPx~. 

Questa relazione rappresenta tin sistema temporale (v. [8], cap. I I ,  w 2). l~isulta 
comunque fisicamente plausibile stipporre c h e l a  s t ru t tura  del sistema materiale 
goda di ulteriori proprietY; in particolare supporremo che il sistema ammet ta  la 
seguente realizzazione dinamie~ lion anticipatoria, invariante e minimale (v. [8], 
cap. I I ,  2c, 3b, 4a, 4c). 

D]~FI~IZlO~-]~ 2.4. - Diremo sistema materiale relativo al corpo 53 l ' insieme 

(2.20) (~, ~, a, P, u, z ,  ~7, ~) 

dove:  

a) La  terna (53, ~, G) definita in precedenza d~ la s t ru t tura  geometrica e ter- 
mica del corpo. 
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(2.2~) 

b) /5 e U sono r ispet t ivamente  le classi dei proeessi di ent ra ta  e di risposta 
per 33. 

c) X ~ lm insieme detto spazio 4egli stati. 

d) H: X ~ 25-+ ~ ~ det ta  funzione di risposta del sistema ed ~ definita sll 
Z ~ P c Z ' •  (1). De t to  

P . =  { p e P :  (a, :~) eX<> P}, 

l ' insieme X O P deve essere tale che: 

ii) ~ ~ Z', 13 ~ / 5  coraporta 2~t~ P~, gt e [0, d~). 

e) Esprimendo H per eomponenti  H = (Hg, {~,, Ho, Ha;) deve essere 

i) H~ s t re t tamente  non anticipatoria (v. [8], cap. I I ) ;  

ii) (Ha',, Ha, H~) non anticipatorie. 

J) Lo spszio X sia ridotto,  eio~ s e a l ,  aa e 27 sono tall  che 

i) P o , =  P~.,; ii) H(a~,/~) = H(a2,/~), V~eP~ , ,  

allora si ha al = a2. 

g) La funzione ~: X 0 t5 _~ X ~ det ta  funzioue di transizione degli s t a t i e  sod- 
disf~ le segueati  proprietg:  

i) H(~, ~ * $~)IE~,,,~,+~)= H(~(~, ~),  ~)  

(proprietg di eompatibil i t~ t ra  H e ~); 

ii) ~(~,/31, ~ )  = ~(~(a, l~), ~ )  

(proprietg di semigruppo) 

per ogni (a, ~1 */3~) e X <5/5. 

h) Sono verifieati gli Assiomi I - I I  eamteiati  sotto. 

Indicheremo nel seguito eoa Z (> P l 'insieme 

2 0 P  = {(~, p) e 2 x P :  p = ~(0), (~, ~) e ~ O  P}. 

(1) 0sservi~mo che Io spazio degli stati X potrebbe essere ~ssegnato in modo che ~ risulti 
non anticipatori~ e definit~ su tutto X•  Nel nostro c~so per5 occorre introdurre 270 i5 c 
c X • come dominio di ~ in qu~nto richiederemo in seguito ehe esist~ su X una lunzione 
#: 22-,G leg~ta ~11~ stretta non anticig~torietg richiesta per ~g. 
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Ossv.~vAzmo~v. 2.1. - Per  la definizione 2.4 (e), i); e), ii)), tenendo presente [8], 
cap. I I ,  ~.1, esiste una  funzione ~: Z7-+ G definita da 

(2.22) ~(~) = r V p e P , ,  ~ e 2 ,  

Tale funzione si pub scomgorre nella coppia O = (r 0) con 

~: X --> T , O: Z -+ O . 

Esiste  poi una  ternu di funzioni ( ~ , ,  ~o,  ~ ) :  X O -p -+R~ definite da 

(2.23) (v~,, ~ ,  ~ ) ( ~ ,  p(0)) = [ (~ , ,  Ca, ~ ) ( ~ ,  p)](o). 

:Per la (2.19), dato che 

vale 

e quindi 

~(~,  ~) = ~,  

~(~) = 0(o) 

t 

r ~)(t) = ~(a) +f~(T) a~. 
o 

Inol t re  per la Propr ie tg  I se (a ,p)  ~=2:<> P e se in p = (% h) si ha v ( X )  = O, 

VX E 33, allora vale 

V,x,(a, P) = 0 .  

In  base alle definizioni (2.19), (2.21) e (2.22) si pub infine osservare che vale 
ovviamente  

Po c P;(o) . 

Una volta  assegnato il sistema materiale  ~ necessario avere per det to  sistemoj 

l 'espressione dell 'energia einetiea. Questa ~ una  funzione ehe non dipende dallo s tato 
del sistema e che ha ls stessa espressione qualunque sis il mater iale  che costituisce 
il corgo 33. 

DEFISIIZIOS;E 2.5. - Se P 6 l ' insieme dei valori  dei processi di entr~ta  per nn si- 
sterna materiale,  l 'energia einetica k: P --> R + 6 cosl definita per  p = (% h) e P 

(2.24) k(p) = �89 2 am. 

1~ - A n n a l i  cl~ N l a t e m a t C ~ a  
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E per ogni processo di entrat~ ~ e P s i  pub determinare il corrispondente processo 
dell 'energia cinetica k(~) : [0, d~) --~ R + ncl seguente modo:  

(2.25) ~(~)(~) = k(~(t)). 

Per enunciate gli Assiomi a cui si ~ fat to cenno nell~ Definizione 2.4 occorre in- 
trodm're sullo spazio degli s tat i  27 una strutt~tra topologica. 

Posto 

(2.26) ~(~)  = {~ e z :  (~, p) e z ~ P } ,  ~ e P ,  

per la Definizione 2.4, d) vale 

~ ( ~ )  = 27, Vd e R e* 
(2.27) 

~)(~) ~ ~)(~), Vp e P ,  t e [o, a~] ; 

definiamo allora la togologia nel seguente modo. 

DE~I~CIZI05~ 2.6. - Dato /~ ~/5, diremo p-uniformit~ naturale  di ~(~) la pifl 
rozza uniformit~ su ~(/~) che rende uniformemente continue le applicazioni 

~ ( . ,  ~*)(t): ~)(~) ~ (~ 

9er ogni i~*eP tale che ~(i~*) o ~(/~) e Yte[0,  d~], e 

[ (~ , ,  ~a,  ~ ) (  ", ~*)](t): ~)(~) -+ R~ 

per ogni i~* e /5  tale che ~)(i~*) o O(io) e Vtm [0, d,). 

AssIoLv~ I. - Per ogni L~ e 15 l ' insieme O(L~) e complcto rispetto alla p-uniformit~ 

naturale.  

Per  la (2.25)~ si ha 27 = U ~)(i~); la topologia su 27 pub quindi essere definit~ 

par t i te  dalle p-uniformitY. ; ~  

I)nm~iziomE 2.7. - Diremo topologia naturale di 27 lm Loifl fine topologia per cui 

le iniezioni canoniche 

i~: ~)(~) -~ 2: con iAa)  = a 

sono continue per ogni ~ e 15. 

OSSV,~VAZ~O~E 2.2. - L' insieme 27 munito  della tOl0ologia naturale ~ di t tausdorff.  
]5a funzione ~( . ,~) :  ~ ( / 5 ) - + 2 : 8  continua, nella togologia naturale  di 27, per 
ogni ~5 ~ ] 5. 
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D~oscg&ZlO~E. - Per la pr ima parte  basters dimostrare che ~ di Hansdorff  
eiaseun ~(/3)~/3 ~/5. In fa t t i  per ogni rete {a~}~ z eonvergente a ~ ~ if)(/3) in 2: esiste 
i* a I tale c h e s e  i > i* al]ora ~ e  ~(/3). Sin ora {a~}~• una fete  di Cauchy, quindi 
convergente, in ~(/3) e supponiamo che amraet ta  l imit i  dist inti  a~V= ~2. Per  la Deft- 
nizione 2.6 le applieazioni 4(',/3*)(t) sono uniformemente continue per ogni t ~ [0, d~), 
e trasformano reti  di Cauchy di 27 in reti  di Cauehy di U. D~altra parte  tale spazio 
di gausdorf f  e eompleto, per cui la fete (4(a~,/3*)(t)}i~ ha un unieo l imite in U. 
Questo eomporta che 

4(~,/3*) = ~7(a~,/3*) 

per ogni /3"~/5 tale ehe ID(/3*) 3 if)(/3); qnindi / 5  =/5o~ e per la Definizione 2.4, 1) 
abbiamo ax = a~. 

Per dimostrare la seeonda parte dell'osservazione consideriamo su ~)(/3) la topo- 
logia indot ta  dalla p-uniformits naturale e dimostriamo the rispetto ad essa la fun- 
zione ~( "7 i5) ~ continua. In fa t t i  abbiamo 

4,(.,p)(t) =~(6(.,P~)) per t e [0 ,  a,] 

e poieh~ 4~ e ~ sono continue per la Definizione 2.6, anche ~(., 13) ~ continua (v. [6], 
Prop. 11.1). 

Poich~ la topologia indot ta  su II)(/3) dalla p-uniformits ~ pifi rozza di quella in- 
dot ta  sa di essa dalla topologia naturale  di X, la funzione ~(.,/3) 5 continua anehe 
rispetto a qnest~nltima. [] 

Pr ima di introdurre l 'Assioma I I  occorre definire alcuni s tat i  di tipo particolare. 

DEFrNIzIoNE 2.8. -- Uno stato a o ~ '  tale ehe 

A 0 e (a ,  ~ )  = ao ,  Vd e R ++ 

detto stato stagnante.  Indicheremo con X,, l ' insieme di tal i  stati .  
La earatterizzazione termodinamica degli s tat i  s tagnanti  6 fornita cialla seguente 

osservazione. 

OSSE~VAZIO~E 2.3. - Per  ogni stato s tagnante  a o si ha 

4(a ~ s ---- (~(ao), k~(ao), k2(ao), ks(no)) , t e [0, d), d e R++; 

1r k, sono reali e eostanti  nel tempo. Inoltre ~1(~o) = 0. 

DII~OSTI~AZION:E. - Assegnato arbi t rar iamente  d ~ R ++, dalla Definizione 2 .~  g), 
i) e dalla Definizione 2.8 abbiamo 

~ ~ 0 4( '~~ ~,~ * /3)  IE,,,+d,,~- ';(~'(~', ~',),/3) = 4(0"0,/3) 
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per ogni t e [0, d) e I~ e PC~ Posto quindi I~ = ~ - t  o t teniamo 

O w i ~ m e n t e  4all~ Definizione 2.8 e da l l 'Osserwzione  2.1 si h~ 

"~ 0 V 8  ~.(~o, ~_~)(8) g(~ ),  

e 

[ (~ , ,  ~ ,  ~ ) ( ~ o ,  ~_~)](o) = (~r ~ ,  ~ ) ( ~ o ,  no) 

dove no = ~a(0), quindi 

A 0 ~(a ~ ~) ( t )  = (g(a),  ~1~. (a ~ no), ~]o(a ~ no), ~/~(a ~ no)) �9 

Da ta  l ' indipendenza del secondo membro  da t e d, si pub loorre: 

V~,(a ~ no) = k,(a ~ 

(2.28) ~a(a ~ no) = k,(a ~ 

~ ( a  ~ no) : ks(a ~ �9 

Per  la Proloriet~ I ~ facile rieonoscere ehe /~ (a  ~ deve essere nulla per ogni stato 
s tagnante  a ~ [] 

Le ~re costanti  k~ t~, k3 associate ad ogni st~to st~gnan~e a ~ eorrispondono ri- 
spettivamen~e alla potenza meccaniea e ai flussi di ealore e di en~ropia en t ran t i  
neeessari afllneh~ lo stato a o si conservi quan4o ad esso viene applieato un  processo 
nullo. 

I)EFI:~z~o~E 2.9. - Diremo stato rilassato uno stato a* ehe sia s tagnante  e per  

eui si abbia 

kz(a*) = k~(a*) = ks(a*) = 0 .  

Indieheremo con Z~  l ' insieme degli s tat i  rilassati .  
Per  essere in grado di eauneiare  l 'Assiom~ I I  facciamo aneora 1~ seguente 9osizione 

(2.29) 2:, = {r ~): /5 e P , } ,  

e indichiamo con I ,  la sua chiusura nella tOlOologia naturale  di 1 .  

Ass~o~x II .  - Esiste almeno uno st~to ril~ssato a + 4etr (, s ta to  base ~ ta le  ehe 

i) ,~.r = 2:; 

ii) per  ogni a e22, a*e l~ .  
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OSSEI~VAZI01~E 2.4. -- L'Assioma I I  g equivalente al segnente enunciato di (( con- 
nessione ~) dello spazio Z:  assegnati ad arbitrio due stat i  ax, a~eZ,  per ogni in- 
torno 0 di a~ esiste un  processo /5 ~ i5,~ tale  che 

~(z~,/5) e 0 .  

DZ=0STZAZIO=E. - Fissato l ' intorno 0 di ~ nella topologia natur~le di 2:, per 
l 'Assioma I I  esiste un processo /5'e _P~, t~le che ~(~, ~ ' )~  0. Inoltr% per la conti- 
nuit~ di ~(.,/5') esiste un intorno 0 ~ di a § contenuto in ~(/5'), tale che s e a  e 0* 
allora ~(a,/5') e 0. In fa t t i  0 ~ un intorno sia di a~ che di ~(a *,/5'). Sempre dall'As- 
sioma I I  si pub determinare un processo i~"e P~  tale che ~(a~,/5") e 0 ~ e per la Deft- 
nizione 2.4, g), ii) ot teniamo 

~(r = ~(~(r /5") /5') e o .  [] 

3 .  - P o t e n z i a l i  t e r m o d l n a m i c i .  

I1 sistema materiale introclotto nel p~ragrafo precedente sodclisfa ]a definizione 
di ~( sisteraa ~> contenuto in [9], Def. 2.1. In fa t t i  lo spazio 2: ~ di Hausdorff e l'appli- 
cazione ~(.,/5) ~ continua su ll)(/5)cZ per ogni / s e P .  Osserviamo anche che per 
il Th. 6.2 di [9] gli s tat i  s tagnanti  introdott i  sopra corrispondono nel lavoro citato a 
~( stat i  s tagnant i  per la f~miglia dei processi nulli ~>. 

Sulla base della teoria sviluppata da CO]~EH~_N e OWE~ in [9] ~ dunque possibile 
introdurre il potenziale della energia interna E ed i] soprapotenziale de]l'entropia S 
per il corpo ~ .  Per  procedere in questa ]inea richiameremo man  mano alcune deft- 
nizioni ed alcuni teoremi contenuti  in [9]. In  questi richiami adat teremo gli enun- 
ciati al nostro caso, omettendo le dimostrazioni, e citeremo espressamente i risul- 
ta t i  a cui ci riferiamo. 

DEFII~IZIONE 3.1 ([9], Def. 2.2).  - Diremo azione per il sistema materiale una 
funzione a:  X ~ / ~  ~ R tale  the  

i) a ~ addi t iva;  cio~ per ogni stato a e X  e per ogni /51 e /5~ di P,  tal l  ehe 
(a,/51) e Z ~ P e (~(a,/51), in~) e X <~/5, si deve avere 

(3.1) a(z,/51 */5~) = a(~,/51) + ~(~(z,/5t),/5~) 

ii) a ~ continua in a, eio~ per ogni / s e P l a  funzione a(. , /5):  ~(/5) -->R 
continua rispetto alla topologia naturale  su Z. 
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Introdneiamo ora per il sistema materiale (:3, g, G, P,  U, X, 4, ~) le funzioni 

, e : Z ~, /5 -+ R , s : Z O /5 -+ R 

definite nel modo seguente: 

(3.2) e(ff,/3) =f[4~,(~,/3)(~) + 4a(~,/3)(~)] a~ 
0 

(3.3) s(~r, ~) ----fd~(a,/3)(~') av. 
0 

T:~o~,~A 3.1. - Le fnnzioni e( . , . )  ed s( . , . )  sono azioni. 

DIiVIOSTI~t~ZIO~E. - Mostriamo prima l 'additivits Se /3~, ~ / 5  sono tal i  ehe 
(a,/3~) e 27 ~ / 5  e (~(a,/3~),/3~) ~ X ~ /5 ,  allora posto 13 = ~ , / 3 2  ot teniamo dalla De- 
finizione 2 A ,  g), i) 

d=o 1 

0 d~ 2 

+f[4~,(~(~,/3~),/3~)(~) + ~a(~(~,/3~),/3~)(~)] a~ = 
0 

= e(a, ~ )  + e(~(~,/3~),/3~) . 

Analogamente si ot t iene 

8(~, :~) = s(z, ~,) + 8(r $~), ~ , ) .  

Per mostrare la eontin~it~ eonsideriamo ~na suceessione {a.}~N~ ID(/3),/3e/3 
eonvergente a a in ~(/3). Per  la eontinnit~ di 4( ' , /3) ~bbiamo 

lim 4(a.,/3)(t) = 4(a,/3)(t) Vt ~ [0, d~) 
~---> oo 

e poieh~ le funzioni 45,(a,/3), 4e(~,/3), 4~c(a,/3) sono essenzialmente l imitate  su 
[0, d,) possiamo eonelndere 

d~ 

l im e(a~, 25) = f l i m  [4~,(~,,/3)(~) -t- 4a(a.,/5)(3)] dr = e(a,  :~). 

0 

Analogamente si ha la continuita  della fnnzione s. [] 

DtlFINIZIONE 3.2 ([9], Def. 3.1 e Def. 1.1). - Sia a E Z  e a( . , . )  una azione. Se 
per ogni e > 0 esiste un intorno 0 di a nella topologia di 2: tale ehe 

~ P~,  ~(r E 0 impliea [a(r e 
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diremo che a( . , . )  gode della propriet$ di conservazione in a; se 

/5 e / 5 ,  ~(a, 15) ~ 0 impliea a(a, ~) < e 

diremo che a(-, .) gode della propriet$ di Clausi~s in a. 

Sia a§ ~no (~ stato base >) introdotto nell 'Assioma I I ;  in base alle precedenti deft- 
nizioni ~ possibile formulare il primo ed il seeondo prineipio della termodinamiea 
nel seguente modo ([9], w 5). 

P ~ o  P~I~ciPIo ] ) ~  T v , ~ t o x ) i ~ t ~ i c ~ .  - L'azione e(., .) definita sopra gode 
della propriet~ di conservazione in a +. 

SECOND0 I~ DELL& TEI%IKODINAS~[ICA. -- L'azione s(.,.) definita sopra 
gode della propriets di Cla~sius in a t. 

Possiamo ora sintetizzare Mcuni r isultat i  duti  in [9] con il seguente teorema. 

TEO~EMA 3.2 ([9], Th. 3.1, l~emark 3.1). - Se esiste uno stato a ~ Z nel qt~ale 
nna azione ha la propriets di conservazione o di Cla~sins allora l ' insieme di t n t t i  
gli s tat i  in cui tale propriets ~ verificata ~ denso in /7 ed inoltre contiene l'in- 
sieme /7, degli s tat i  raggkmgibili  da a. 

L'Assioma I I e d  il primo e secondo principio della Termodinamica ci garan- 
tiscono che le ipotesi del preeedente teorema sono soddisfatte in almeno uno stato 
base a t del sistema. 

L 'osserwzione che segue met re  in evidenza il ruolo particolare assunto dagli 
stati  rilassati nella nostra t rat tazione:  per essi infat t i  l 'applieazione del processo 
nullo(( congela ~> lo stato senza ehe vi sia n~ produzione n~ assorbimento di ener- 
gia o di entropia. 

OSS~VAZIO~E 3.1. - S e  a*~ X ~ uno stato rilassato allora 

(3.4) e ( a * , ~ ) = s ( a * , ~ d ) = 0 ,  V d e R  ++. 

Questo risultato si ottiene facilmen~e dalla Definizione 2.9 e dalle (3.2), (3.3) 
(v. [9; Th. 7.1). 

Per gli s tat i  s tagnant i  si ott iene inveee, in virtfl della Definizione 3.2 e della Os- 
servazione 2.3, la seguente Osservazione (v. [9], Th. 6.4 e Th. 6.6). 

OSSEaVAZIO~E 3.2. -- Se a~ ~ uno stato s tagnante  in eui l 'azione e(, , . )  gode 
della propriet~ di conservazione e l 'azione s(., .) della propriet~ di Clausius, allora 
si ha 

(3.5) e(a ~ ~ )  ---- 0 ,  s(a ~ ~ )  < 0 ,  Vd d R ++ . 
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In t rodnciamo ora le nozioni di potenziale e di sopr~potenziale per nna azione. 

Dv.si~izIo~n 3.3 ([9], Def. 3.2 e Def, 4.2). - Da ta  nna  azione a: Z @ P  ---> R, 

nna fnnzione A a valori  reali 6 det ta  an  potenziale (oppnre nn  soprapotenziale) 

per a ( . , . )  se 

i) il sno dominio ff)(A) ~ denso in Z;  

ii) dat i  al,  ~ e  ID(A), per  ogni s > 0 esiste nn i~torno 0 di aN tale  che 

~ e P ~ , ,  ~ ( a ~ , ~ ) e O  impliea l A ( a ~ ) - - A ( a l ) - - a ( ( ~ , ~ ) ] < e  

(oppure A(a~) - -  A(a,)  - -  a(c~, ~) > - -  s). 

A par t i re  dal I e I I  prineipio della Termodinamiea 6 possibile introdurre ,  me- 
diante il seguente teorema~ i potenziali  e soprapotenziali  termodinamici  che inte- 
ressano. Non daremo la dimostrazione r imandando ai risult~ti  di COLE~A~ e 

OWE~ ([9], Th. 7.2 e Remark  7.4). 

TEORE~A 3.3. - Esiste an  insieme 2: t denso in 27 ehe eontiene tu t t i  gli s ta t i  acees- 
sibili d a a  t (compreso a t) e tale ehe le azioni e( . , . )  ed s ( . , . )  godono r i spe t t ivamente  

della propriet~ di conservazione e della propriet~ di Clausius in ogni stato di Z ~. 
Esiste una fnnzione di stato E :  Z t ~ R  che ~ an  potenziale per  l 'azione e ( . , . ) ;  

inoltre per  ~ ,  a2~ X t si ha ehe 

(3.6) ~ e P ~ ,  ~(al, l~) : aN implica E(aN) - -  E(a~) : e(a~,/~). 

Esiste una  funzione di stato S: Xt--> R che ~ nn soprapotenziale per l 'azione 

s ( . , . ) ;  inoltre per al, a, e Z  ~ si ha che 

(3.7) 2~ e P ~ ,  ~(a~, ~) = aN implica S(a2) - -  S(al)>~s(~, ~ ) .  

Osserviamo e h e l a  funzione energia E ~ nniea a meno di nna costante (v. [9], 
Th. 4.5 e Th. 4.6), mentre  la funzione entropia S non ~ tale. In  ogni modo per en- 

t r ambe  le funzioni sceglieremo le segaenti  eondizioni di normalizzazione 

(3.8) E(a*) = S(a*) = 0 

dove a t ~ nn assegnato stato base. 

OSSE~VAZIO~V. 3.3 ([9], l~emark 7.4, Th. 7.2 e w 8). - Esiste un 'uniea iunzione 

energia E definita su 27t e nulla in at; inoltre E( . )  ~ continua nella topologia natu- 

ta le  di  2:. 
Le funzioni entropia S definite sn X ~ e halle in a t costituiscono un insieme ~) 

che ~ convesso, cio~ 

(3.9) S~ S N ~ ,  ~ (0, 1) implica ~S~d- ( 1 - -  ~ )S . . e~ i  
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inoltre eontiene un  elemento S ~ cite ~ la girl piecola funzione entropia,  eio~ 

S(a) > S~(a) per ogai S e @, a e 2: + , 

e che ~ superiormente semicontinua. L 'esis tenza della pifi grande funzione entropia 
nell ' insieme ~ 6 garant i t~ solo imponendo condizioni pifi fort i  sall '~zione s( . , . )  
(v. [9], lgemark 7.3) ; in tal i  ipotesi pub essere formulato  un criterio di unicitg delle 

funzioni entropia (v. [9], Remark  7.5). 

4. - Condizioni ambiental i  ed equilibrio. 

Finora  abbiamo studiato il compor tamento  termomeeeanieo di un dato corpo ~3 
ia  uno spazio euclideo ~, che possiamo pensare  assoeiato ad un  osservatore. Se con- 

sideriamo ora il eorpo ~ immerso in un (( ambiente  fisico ~, occorrer~ non solo de- 
seriverne le propriet~ re la t ivamente  ad ua  osservatore collegato con tale ambiente,  

ma anehe tener  conto di ogni (, interazione ~> t ra  il corpo in esame e l 'ambiente  cir- 
eostante.  

Penseremo l 'ambiente  fisieo come una  s t ru t tura ,  pifi o meno complessa, alla 
quale sono associati uno spazio euelideo ed una  serie di dati  termodinamici  carat- 
teristici, quali:  vincoli meccanici  esterni,  campi di forze, distribuzioni di tempera-  
tura ,  sorgenti di e~lore, ecc. La  descrizione eompleta del l 'ambiente riehiede inoltre 
la specificazione del modo con eui esso agisee su di un eorpo materiale  23 di na t~ra  
arbi trar ia .  

Per  gli seopi di questa sezione ~ suffieiente in t rodurre  le seguenti grandezze. 

a) I vineoli esterni,  eio~ le l imitazioni alla classe delle loealizzazioni che il 
corpo pub assumere. Ci6 comport~ semplieemente considerate un  sottoin- 
sieme di T.  Penseremo di avere gi5 tenuto  conto dei vineoli nel definire 
la classe T.  

b) Le forze esterne di volume e di superficie. Possiamo earat ter izzare l 'effetto 
di tall  eampi di forze mediante  la potenza to ta le  delle forze esterne ehe 
indicheremo con if,. Tale potenza sara funzione 'della massa, della posizione 

a t tua le  yJ e della distribuzione 4elle velocit~ v sul corpo ~ :  

r = r ~, v) . 

c) La  distribuzione delle tempera ture ,  ehe indieheremo con la funzione 

0,: ~ --> R ++ . 

d) La distribuzione delle sorgenti di calore, che assegneremo mediante  una  
funzione densitg 

r : ~ R .  
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AnMogamente a quanto svolto da Gmr in [4] e [5] ci l imiteremo a conside- 
r~re an  purticolare (( tipo )) di ambiente,  ehe diremo meccanieamente dissipativo e 
termicamente passivo (M.D.T.P.). 

DEFINIZIOI~E ~.1. - Un ambiente ~ = {8, T, ~,, 0,, r} si dice meceanieamente 
dissipativo (1Vf.D.) se esiste una funzione continua 

D,: T - + R  

det ta  potenziale totMe delle forze esterne, tale ehe 

do 

(~.~) fr ~ ( t ) ,  ~(t))  at < o , ( ~ ( 0 ) )  - s ~ ~  
0 

per un corpo 53 immerso in A e sottoposto ad an  processo cinetico ~7 tale the 

t 

p(t) = ~(o) +f~7(~) a~. 
0 

DEmNIZI0~:~ 4.2. - Un ambiente A = {~, T, ff~, 0,, r} si dike termieamente pas- 
sivo (T.P.) se, ad ogni istante,  

i) r = 0, cio6 non vi sono sorgenti di cMore; 

ii) O~(x)= O, e R ++ per ogni x e ~, cio6 la distribuzione delle temperature  
uniforme; 

iii) il flusso di cMore che entra nell 'ambiente,  d~, 6 uguMe ed opposto in segno 
M fiusso ehe entra nel corpo 1~; 

iv) il fiusso di entropia ehe entra nelFambiente,  d~(~, ~ maggiore o uguMe M 
flt~sso ehe entra nel eorpo 55 cambiato di segno. 

SMvo diversa indic~zione, d'or~ in poi penseremo il sistem~ ln~teriale, definito 
in w 2, immerso in ambiente di tipo :~I.D.T.P. ~ssegn~to mediante 1~ sol~ coppi~ 

~ = {9~ 0~ 

in qu~nto abbiamo gi~ introdotto le qu~ntits ~, T nella s t ru t tura  del sistema. 
Per la Definizione 4.2 devono essere soddisf~tte le seguenti relazioni 

(~ .2 )  
#~(,~, :~)(t) > - -  ~ , ( t )  

#a(~,, :~)(t) = - -  o~( t )  
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per ogni t ~[0, d~), a~27 e per ogni processo / 3 ~ / 3  cui 9ub essere sottoposto il 
corpo 33 quando si ~rova immerso in A~. 

Come vedremo, le diseguaglianze (4.1) e (4.2) comportano limiSazioni sni pro- 
cessi/3 a eui pub essere sottoposto 33 compatibilmen~e con l 'ambiente assegnato A s. 
Innanzi  tu t to  dalla (4.2) si pub irmnediatamente ricavare una relazione t ra  9rocessi 
di risposta del corpo. Infatti~ per l'assenz~ di sorgenti e per l 'uniformit~ della tem- 
peratura nell 'ambiente,  in ogni is tante si ha 

&~=O~ 
da eui ot teniamo, se /3 e P~, 

1 

per ogni a ~ 27 e t ~ [0, d,). 
Per sviluppare anehe le res~rizioni derivanti  dalla relazione (4.1), introdurremo 

il seguen~e 

~ I % I N C I P I 0  D I  CONSEI%VAZIOI'~E DELL~:ENEI%GIA TOTAL:E.  -- S i a I 1 0  d a t i  1111 ambiente 
A : {6, T, ff~, 0~, r} ed un corpo materia]e 33 immerso in esso e dotato della strut- 
tura di sistema deserit ta nei paragrafi precedenti. Per ogni ~1, a2~ X ~ e per ogni 
/3 = (g, ~) e P~I, tale che ~(~1,/3) = ~ si ha 

t 

0 
t 

dove ~(t) = 0(a,) +J'~(w) dT. 
0 

Dal Prineipio ora esposto e dal Teorema 3.3 ot teniamo il eosiddetto <~ Teorema 
de]l~energia einetiea ~ 

t 

0 

per ogni a ~ 2: ~ dove /3 : (~, ~) ~ / 3  
Per la (dA) la relazione (4.1) diventa 

t 

( 4 . 5 )  - - 

0 

per ogni z ~ Z*, t e [0, d,),/3 ~ / 3 .  

Le relazioni (4.3) e (4.5), ehe esprimono matema~icamente le eondizioni di dis- 
sipazione meeeaniea e passivit~ *ermiea~ eoinvolgono sia i 10roeessi di risposta de] 
sistema materiale relafdvo al eorpo 33, sia le quanti t~ 0,, D ( . )  ehe definiseono l 'am- 
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biente A. Poich6 quest 'ul t imo 6 ~ssegn~to, le (4.3) e (4.5), in genersle, possono 
essere soddisfstte solo per p~rticolsri processi /~ di entr~ts,  in corrispondenzs ~d 

ogni a fiss~to. 

DEFINIZIONt~ 4.3. -- Sis (~5, ~, G~ P, ~,  X~ ~, ~) il sistem~ msteriMe precedente- 
men~e definito e sis ~ = (f2,0~) un dsto smbiente M.D.T.P. Diremo processi ter- 
mocinetici ~mmissibili rispetto ~ll 'smbiente -~s quei processi /~ e /5  che soddisf~no, 
p e r  quslche a ~ X, le rel~zioni (4.3) e (4.5). Per  ogni fissato a c X, indicheremo con 
/~r~c/5~ il loro insieme. 

Possiamo anche dire t h e / 7 ,  6 Finsieme delle soluzioni (nells clssse/5) delle dise- 
quszioni funzionsli  (4.3) e (4.5) con 0,, ~9 e a sssegnsti.  

Daremo ora la nozione di <~ equilibrio ~ per il sistems materisle relativo ad un 
assegn~to ~mbiente; poi essmineremo 1~ relszione esistente tr~ s ts t i  di equilibrio e 
st~ti s tagnsnt i  e rilgsssti. D 'ors  in poi con il termine ~ sistems corpo-~mbiente ~> 
intenderemo ls te rns  cost i tni ts  da: 

il sistems m~teri~le relstivo M corpo ~ ;  

l '~mbiente ~ di tipo M.D.T.P. ; 

l ' insieme dei processi ~mmiss ib i l i /~  -= U/~o. 

DEFINIZIONE 4.4. - Sig ~S---- (~.~0~); diremo che nno sts to a ~ 27 del sistems 
m~teri~le ($ ,  8, G,/5, ~7, 27, ~, ~) g di equilibrio rel~tivamente ~d As, se 

i) ~(a, g ~ ) =  a per ogni g ~ 6 ~ ,  

ii) {/3 s / ~ , :  (/~(0))(X) ---- (0, 0) per ogni Xe~B} = N .  

Cib significs the  uno stato a 6 4i equilibrio per il sistema corpo-smbiente se, 
par~ire dalla quiet% l 'unics evoluzior~e del sistems, compstibile con l 'azione che 
l 'ambiente esercita su di esso, 6 quells che conserva lo stato a. 

immedis to  riconoscere che uno stato di equilibrio deve essere necesssriamente 
uno ststo s tsgnsnte  del sistems mster is le  (vedi Definizione 2.8). Ms, per il psrti-  
colsre tipo di smbiente in cni consideriamo immerso ~B, 6 possibile dimostrare che 

4eve essere uno sSato rilasssto. 

TEOREM~< 4.1. -- Sis a~  f uno ststo s tsgnsnte  per il sistema materiale e sia 
A s = (~2,0~) l ' smbiente in cui il sistems b immerso. Condizione necessaris e suffi- 
ciente sffinch5 a ~ sia rilssssto 6 che i processi nulli sisno ammissibili per a ~ cio6 

DI~[OS~l~&ZlO~]~. - Si~ a* ~ Zr~; per ogni d ~ R ++ si ha:  

A , ~ , o(cr , / ~ )  = a* e V,x , (a ,  ~ ) ( t )  = qa (a * ,  ~ ) ( t )  = q~,~((~*, ~a)(t) = o 
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D ~ 0 S ~ z ~ 0 ~ E .  - (i) Supponiamo the  esista un  processo ammissibile /3 e /7~ 
ta le  che d ~ =  d e (/3(0))(X) -~ (0, 0) per ogni X e 3 ~ ;  per  il Teorema 5.1 

r(~(5,/3,)) <~(~), vte [0, a) 

e poich~ 5 ~ minimo globule s t re t to  per 2" 

si ot t iene allora 

F(e) > 1"(5), Va e 2: ~, a :/: 5 

~(5, ~ )  = 5 ,  Vt e [o, a) .  

I1 processo /3 deve conservare, perci6, lo stato 5 ed in part icolare la configurazione 
~(~): quindi deve essere /3- - f i~ .  

(ii) Se per ogni d e R ++ esiste un processo/3 e /~z  tale the  d~ = d e (/3(0))(X) = 

-~ (0, 0) per ogni XeS~,  ~llora per la (i): /3 = ~ e ~ ( ~ , ~ ) =  5. Da ta  l 'arbi t ra-  
riet~ d i d  e r icordando la Definizione ~.4, lo s tato 5 ~ di equilibrio per il sistema 
corpo-ambiente.  [] 

CO~0LLX~IO 5.1. - Se l 'energia balistica / '  del sistema corpo-ambiente ha un 
minimo globale s t re t to  hello s tato rilassato ~ e 2: t, allora ta le  stato ~ di equilibrio. 

In t rodur remo ora alcune nozioni di st~bilit~ 

DEFINIZr0~E 5.3. -- Rela t ivamente  al sistema corpo-ambiente,  precedentemente  
int rodot to ,  diremo:  

a) che uno stato di equilibrio ~ ~ X § ~ incondizionat~mente stabile nell 'a-topo- 
logia di Z ~ se per ogni a-intorno 0 di 5 esistono una costante s > 0 ed un 

~-intorno 0 '  di 5 tal l  che, se a o ~ 0 '  e se / 3 e / ~ ~  con U~(/3(0))<s, allora 

~(ao,/3t) e 0 per ogni t e [0, d~); 

b) che uno stato di equilfbrio 5 e 2: § ~ stabile nell 'a-topologia di 2: t se per 
ogni a-intorno 0 di 5 esistono una costante ~ > 0 ed un ~-intorno 0 '  di 5 
tal i  che, se a0~ 0 ' e se/3 e / ~ ~  6 un processo ammissibile per cui Uk(/3(0)) < e 
ed inoltre l 'applicazione t ~-> ~(ao,/3t) ~ continua,  allora 

~(ao, ~ )  e 0 per ogni t E [0, d~). 

Osserviamo che nel primo caso lo st~to di eqllilibrio ~ stabile r ispet to a qualunque 
processo ammissibile, purch~ 19 relat iva eaergia cinetica iniziale si~ opport~mamente 
piccola. Nel secondo caso~ invece, la stabilit~ ~ l imi ta ta  a quei processi che oltre a 
cib inducono nello sp~zio degli st~ti X una evoluzione cont inua nel  tempo.  
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I)EFII~IZION]~ 5.1. - Diremo ~-topologia su 2: t ]a pifl piceola topologia the  con- 
t iene sia la topologia naturale  di sottoinsieme sia la topologia indot ta  dalla pseudo- 
metr iea  1 cosl definita 

(5.5)  ~(~:, ~) = I F ( ~ )  - F ( ~ )  I 

per ogni ~ ,  ~. G X*. 

L'a-topologia ha per base ]a f~miglia 4i sottoinsiemi di Z t ehe sono intersezione 
di an  ~perto della topologi~ naturMe con ~n aperto della toloologi~ indot ta  d~ 1. 

L' insieme Z t m~ni to  dell'0c-topologia 6 ovviamente  aneora nno spazio di I tans- 

dorff ecl inoltre 

OSSE]~VKZlO~E 5.1. - La funzione /" 6 cont inua r ispet to  Ml'a-topologia sn 2: t. 

In t roduciamo,  dunque,  le seguenti nozioni:  

Dv.~LNIZlO~E 5.2. -- S i a ]  : 27 t -~ ~ una funzione cont inua r ispet to  Ml'a-topologi~. 

e h e f  ha un minimo globale s t re t to  in ff se per ogni ~ G Z t, t~le che r =/= if, 

si ha  f(a) > I(5); 

b) che J ha un minimo globale forte  in # (rispetto all '~-topologia su X t) se, 
per ogni aper to  0 di una base di e- intorni  per 5, sono verificate le seguenti 

condizioni: 

i) ](~) < J(a) per ogni a G 0, 

ii) ](~) < inf {f(~): a G ~0}; 

c) che ] ha an  minimo globale fondamentale  in ff (rispetto all '~-topologi~ 
sn 2: t) se in tMe st~to ha ~n minimo globMe for te  ed inoltre,  per  ogni 
aper to  0 di una base di ~-intorni per  G 6 verificata la eondizione: 

se a ' e  Z t 6 tale che ](a') < inf {/(r a ~ ~0} allora a'G O. 

Ovviamente  (o) implica (b), (b) implica (a). 

I Teoremi che seguono forniscono condizioni sufficienti per l 'equilibrio e per 
la stabilit~ dell'eqttilibrio, che verr~ oppor tunamente  definita; essi generMiz- 
zano, in ~n eerto senso, alenni r is l t l tatf  dovut i  ~ GLr~::N, COL:~ :~  e DILL ( :ed i  [5], 

Teorema 6.2 e Corollario 8.1 e [3], Teorema 6.2). 

TE0t~E~& 5.2. - Sia /" l'energ'i~ balistica del sistem~ corpo-ambiente.  Se ~ G 2: t 6 

minimo globale s t re t to  per T' Mlor~: 

i) per ogni d G R e+ esiste al pifl nn  processo termoeinet ieo ammissibile di 
dur~ta d ehe inizia in quiete;  se ta le  processo esiste deve essere necessa- 

r iamente  nullo;  

ii) se per  ogni d G R ++ esiste un talc 9rocess% Mlora ff 6 st~to di equilibrio 
4el sistema corpo ambiente .  

Diremo:  

a) 
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F e q~ sono 4e t t e  r i spe t t iva ,mente  <( eaergia, ba,listica, ~> ed <~ energia, libera, canoni-  
ca, )> ([10], Ca,p. X V I )  del sistema, termomecca,nico corpo-ambien te .  P e r  ogni  (a, ~) 

X*<> P ~ 9ossibi le  definire  la, funz ione  

(5.~) ~(a,  p): [o, a~) -~ R cor~ q~(~,, :~)(t) = r  p,), p(t)) .  

La, funz ione  ~5 ~, perci6,  nna, diversa, espressione dell 'energia, libera` ca,nonica, e so4- 

disfa, i i  cla,ssico teorema, 

TEO~V.~A 5.1. - l m n g o  ogni  processo a,mmissibile, a, pa,rt ire da, ~lno sta,to a e 2: ~, 
l 'energia, libera, ca,nonica, ~ non  crescente ;  cio6 

q~(a, p)(t) < ~ ( a ,  ~)(o) 

per  ogni  ~3 ~/7~ e per  ogni  t ~ [0, 4~). 

DI~OS~R~.zlo~v.. - Nel  segui to  i nd iche remo  con at lo sta,to ~(a, Pt) (a). P e r  ogni  
t ~ [0 ,  d~), 4a,lla, (5.4) a,bbia,mo 

~(a,  ~)(t) - q~(a, ~)(o) = E(a,) --  ~(a)  - C[~(a~) - s(a)] + 

+ 9o(a,) - &(a)  + ~@(t))  - ~,o(~(o)). 

P e r  il Teorema, 3.3 ot tenia ,mo 
t 

~(a,  ~)(t) - ~(a, ~)(o) < f ~ .  (a, ~)(T) & + ~(~(t))  - ~(~(o)) + ~%(a~) - 9:(a)  + 
0 t t 

+ f -o f . 
0 0 

Inf ine ,  poichg /3 e / ~ ,  ciog verifica, le (4.3) e (4.5), segue la, tes i  

~(a,  ~ ) ( t ) - -  ~(a,  ~ ) ( o ) < o .  [] 

Una, volta` a,ssegna,ta, la, coppia, (a,/3) ~ 2: ~ ~ P poss iamo scr ivere  senza, a,mbiguitg 

q~(t) < 4~(o) 

che b la, forma, cla,ssica, in cui v iene  formula, to il p r eceden t e  Teorema,.  
Occorre  ora, r i cordare  che,  per  la, cos t ruz ione  fa,tta, he1 w 3, la, funz ione  S - - e  

percib a,nche F -  non  risnlta, continua` r i spe t to  alla, topologia, na,tnra,le su Z ~ (v. Os- 
serva,zione 3.3). ]~ c o m n n q u e  possibile i a t rodur re ,  a, pa,rtire dalla, funz ione  /~, nna, 
nuova, topologia, su Z r che con t iene  la, p r eceden te  e che p e r m e t t e  di a,ffronta,re a,de- 
gua,ta,mente i p rob lemi  di s tabi l i tg  (vedi  [5], w 2). 

(a) Si tenga presente che Z ~ ~ chiuso rispet~o a /5, cio~ se a e 2: r Mlora Z o c X t. 
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per ogni t e[O, d); quindi le relazioni (4.3) e (4.5) sono ident icamente  soddisfat te 
per t u t t i  i processi nulli, cio~ ~ c / ~ , . .  

Vieeversa, sia a ~  ~ nno stato s tagaante ;  per  l 'Osservazione 3.2 

(4.6) K~(a ~ -~ K~(a ~ : O, K3(a~ . 

Si~ d e R ++ e supponiamo inoltre  ehe na E/~o0: sost i tuendo ~ con ~a e a con a ~ 
nelle (4.3), (4.5), o t ten iamo 

(4.7) K~(~o)> ~K~(ao), K~(~o)<0. 

Combinando (4.6) e (4.7) si o t t iene  

K~(a ~ = K2(a ~ -~ K~(a ~ -~ 0 

per eui a o 4eve essere rilass~to. [] 

In  base ~lla Definizione 4.4 ed ~1 Teorem~ 4.!  si o t t iene 

Co]~o]~LA~IO 4.1. - Se 5 e X ~ ~ uno st~to di equilibrio, nel senso dell~ Defini- 
zione 4.4, allor~ ~ necess~riamente uno st~to rilassato per il sistema materi~le. 

I1 Corollario 4.1 fornisce una eondizione neeessaria per l 'equilibrio del sistem~ 
termomeccanico corpo-ambiente;  nella prossima sezione determineremo eondizioni 
su]]icienti sia per  l 'equilibrio sia per la stabilits dell 'equilibrio di tale sistem~. 

5 .  - Stabilit~t de l l ' equ i l ibr io .  

In  una pr ima f~se, per maggior chiarezz~, faremo l ' ipotesi che il soprapoten- 
ziale entropia S per il sistema materiale  (33, g, G, P,  U, 27, ~, ~), 4efinito su 2: ~ e 

nullo nello s tato base a~: 

(5.1) S : X t - - > R ,  S & )  = 0 ,  

sia univocamente  determinato.  
Come nel w 4, considereremo il corpo 5~ immerso in un ~mbiente Ag 4i t ipo 

M.D.T.P. caratterizz~to dalla funzione potenziale ~9 e della t emperu tura  costante 0,. 

Utilizzeremo, inoltre, le seguenti funzioni:  

(5.2) 

(5.3) 

P:  Z t - ~ R  cosl definita P(a) = E(a) - -O~S(a)  zr Q~(a) (3) 

r  X~@ P -+ R cosi definita r  p) = $'(a) ~- ~k(P) �9 

(2) Indicheremo aneora con Y26 : X--~ R la funzione .06o~: essa ~ continua in quanto com- 
posizione di funzioni continue. 
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TEOl~m~t 5.3. - Se l 'energia balistica F del sistema corpo-ambiente ha un mi- 
nimo globale for te  nello stato rilassato 5 e 2: t allora 5 ~ stato di equilibrio stabile 

nclr~-topologia di X ~. 

DIMOST~AZIONE. -- Applicando il Corollario 5.1 si riconosce faci lmente che 

deve essere stato di equilibrio per il sistema corpo-ambiente.  Sia dunque 0 un ~-in- 
torno di ~ e sia 

m = inf {F(a): a ~  80} .  

Pe r  la Definizione 5.2, b) esiste s > 0 tale che m > 1"(5) + e. Si scelga qnindi m'~ R 

tale che 

m - -  s > m ' >  1"(~). 

Per  la eontinuit~ di 1" nell 'g-topologia si pub determinare  un g-intorno 0 di 5 tale 

che 1"(a)< m', Va ~ O. Sia 0 ' =  0 n O; se inizialmente aoa 0 ' ,  allora per ogni pro- 
cesso / S e / ~ 0  tale ehe ~ ( / 5 ( 0 ) ) <  s si ha per il Teorema 5.1 

+ + <m'+  < 

e per la positivit~ dell 'energia cinetiea 

(5.6) < m ,  W e [o, a,). 

Infine, la continuit~ della funzione t ~-> ~(ao, p~) r ispet to  all 'a-topologia ci assicuru 
ehe 

~(ao,/~t) ~ 0 per ogni t e [0, d~). [] 

TEOI~E~A 5.4. - Se l 'energia balist ica F del sistema corpo-ambiente ha un mi- 
nimo globale fondamenta le  dello stato rilassato 5 e 2: ~ allora 5 ~ stato di equilibrio 
incondizionatamente  stabile nell 'a-topologia di 2: t. 

DIMOSTI~• -- Poich~ 5 ~ minimo fondamentale ,  per la Definizione 5.2 

anehe minimo for te  per  1". Quindi si pub ot tenere  la (5.6) come nella precedente  
4imostrazione. A questo punto  la Definizione 5.2, o) pe rme t t e  di concludere 

~(a0,/~) e 0 per ogni t e [0, d~) 

A O* indipendentemente  dalla continuit~ delle applicazioni t ~-~ ~( o, P,). [] 

Esamineremo ora il problema della stabilit~ nel caso in cui la funzione entropia 
del sistema mater ia le  non sia univocamente  determinata .  In  ta l  caso, come ~bbiamo 

15 - A n n a l ~  d i  M a l e m a t i e a  
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osservato ul termine del w 3, r insieme ~ delle fnnzioni entropiu definite su 2:* e nulle 
hello stato base ~r ~ un insieme eonvesso, dotato di minimo ed in generale non nu- 
mer~bile. Mediante un insieme di indici J possiamo porre 

= { ~ :  j e J } ;  

esister~ inoltre nn elemento jr J per elli S~r S t, ~ l 'elemeato minimo di ~.  L~ 
funzione S* ~ snperiormente semicontimI~ e tale ehe, per ogni j e J :  

,~((~) < S~(a),  Vo" e Z * . 

Indieheremo analogamente 

/~((~) = s  0.~((~) + .O~(a) 

ed inoltre 

r p) = Fr + W(P) 

La funzione F r rislllta essere inferiormente semieontinua e tale ch% per ogni j ~ J,  

F*(~ )>F~(~ ) ,  V ~ 2  t . 

Se j E J,  diremo in seguito ~j-topologia sn Z* la pifi piccola topologia ehe con- 
tiene sin 1~ topologi~ natnrale sin la topologia indot ta  dalla pseudometrica l~ cosl 
definita 

~ ( ~ ,  ~ )  = lr~(~l) - r~(~,)l .  

I~icordando il Teorema 3.3, possiamo affermare ehe i r isultat i  dei precedenti 
Teoremi 5.1 - 5.2 - 5.3 - 5.4 e del Corollario 5.1 restano validi,  in un certo senso, unehe 
qu~ndo l 'entropia S non ~ uniea. Cib ~ espresso sintet ieamente dalle Osserv~zioni 
che segllono. 

OSS~I~VAZlO~E 5.2. - Per ogni j e J l 'energia libera canonica, ~3~, 6 non crescente 
lungo processi ammissibili. 

OSSElCVAZlO~E 5.3. -- Se esiste j E J tale ehe T'~ ha un minimo globule stret to nello 
stato rilass~to 5 e X*, allora 5 ~ stato di equilibrio per il sistema eorpo-ambiente. 

OSSEI~VAZI0~E 5.4. - Se esiste j e J tale che / ' j ,  rispetto all'c~j-topologia, ha  un 
minimo globule forte (o foadamentale)  hello stato rilassato ff ~ X~, allora ff & stato 
di equilibrio stabile (o ineondizionat~mente stabile) nell '~-topologia di X*. 
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