
Eine Bemerkung zur Weylschen Theorie 
vom Grenzkreis- und Grenzpunktfall (*). 

E~NS~ ~ [ 0 ~  (Berlin) 

Summary.  - Into Weyl's theory of the limit-circle and the limit-point case we introduce a real 
proceeding with the consequence, that the boundary conditions become real, as it  is usual with 
problems in  Physics and Engineering. We study in this paper the ~imit-eirele case for the 
inte~'val 0 <= s < c~; by itsel/ result at some places also statements for the limit-point case. 
I n  a ]oUowing paper, which will be based on the present, we shall deal with the interval 
- -  c~ < s < c~ and also with the limit-point case. 

In  die Weylsche Theorie yore  Grenzkreis- und Grenzpunkt l~l l  wird ein reeller 

A n s a t z  eingeffihrt,  der n~eh sich zieht., d~l~ die l~andbedingungen reell werden~ wie 
das im ~llgemeinen bei Aufgaben in der Phys ik  und in den Ingenieurwissenschaften 
der F~ll ist. Wi t  bet r~chten in dieser Arbei t  den Grenzkreisiall  ifir d~s In terval l  
0 =< s ~ z~; yon selbst ergeben sich d~bei an einigen Stellen ~ueh sehon Aussagen 
fiber den Grenzpunktfal l .  In  einer folgenden Arbeit ,  die sieh aui  die vorliegellde 
stfitzt, be t raehten  wit das In te rva l l  - -  co < s < c% sowie den Grenzpunktfal l .  

I. - Der W e y l s e h e  Grenzkreis  ~ u n d  Grenzpunktfa l l .  

1. - Wir hul ten uns soweit als mSglich an die Bezeichmmgen yon W~YL [1]: 
es sei 0 =< s < c~, u n d e s  seien: p(s) ,  q(s), k(s) reelle Funkt ionen ,  stetig bis auf end- 
lich viele Sprungstellen, p(s)  > O, k(s) > 0, p(0) = 1imp(s) f/it s --> 0, .... 

lgit u = u(s),  it ~ du/ds luutet  die Differentialgleiehung (dabei stets: p~  stetig, 
(pit) stfiekweise ste~ig) 

1 (1) ~s  + ~u = o,  Lu = (pu) - -  qu 

mit  tier ]esten Randbed ingung  

(2) e o s h . u - - s i n h . ( 2 4 ) : 0  in s : 0 ;  0 ~ h < ~ .  

U(s, 2), V(s,  2) sei das Fund~mentu lsys tem mi t  der Eigenschuft,  dab in s -~ 0 unab- 

(*) Entrato in Redazione 1'i1 dicembre 1980; modificato il 28 aprile 1981. 

11 - Annali eli Matematica 
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h~ingig yon ,~ 

ist, und ~9(s~ ),), ~/(s, 2), das Funduraenta lsys tem 

(a) { ~(s,  ~) = cos  h- ~'(s, ~) - -  sia h. V(s, 2) 

~(s, Jl) = sin h. ~7(s, ~) + cos l~. V(s, ~) 

mit  der Eigensc.h~ft 

(5) P~ P/~ o = \ - -  sin h cos " 

Die Funkt ion  ~(s, 2) geniigt fiir jedes )~ der l%ndbedingung (2) in s----0. 
Wit  erinnern ~n die Bezeiehnungen und Forraela 

(6) 

r 

<=~ ds k(s)l/(s)l"< c~ 
0 

oo 

f(s) _L g(8) r fd8 k(s) f(s)~(s) = O; 
0 

/, g e JLg 

[u(s) ,  v(s)]  = [u, v~ - -  ~o~ 

[u, @ = [u(s), ~ ( 8 ) ]  f~.r 8 : a  

[u, v]o~ ~ lira [u(s), v(s)] ~iir s ~-> oo,  

f~lls tier Limes existiert. Es gilt die Greensche Formel  (k ~-k(s)) 

(8) ds k u ~ ~ v  - - , v  ~ Lu  = [u, @ - -  [u, ~1o . 

0 

Es ist 

(9) [~ ,  v] - -  [~(s ,  ; ) ,  ~(~, A)] _= 1 

ulld die reeile l~andbedingung (2) gleichwertig mit  

(10) [fl(s, #)~ uCs)] o = 0; # reel l .  
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2. - Wey l  fordert ,  wenn d~s dortige i n~ch dem Vorg~ng yon T I ~ C ~ s ~  [2] 
du tch  ein 2 mit I m  2 > 0 ersetzt  wird, dM~ fiir ein 1 ----- ~(2) die Funk t ion  

(11) 3~(~)(s, ~) = 4(s, 2) + ~(2)~(s, 2) 

in s-----a (a > O, spi~ter a--* oo) einer reegen Randbedingung 

(12) cos j.fi~(~)(a, 2) + sin j.p(a)~~ 2) = 0 ,  0 ~ j < vr 

geniigt; d~s verl~ngt yon Z----1(2)----1(2; a) 

~(a, 2). [-- ctg j] --p(a)~(a, 2) 
(13) /(2; a) = --•(a, ~) . [ - -  etg j] + p(a)fl(a , ).) ; 

d~s ist eine in x = [ - -  ctg j] l ine,re  Trunsiorm~tion mit der Determin~nte I n~eh (9). 
Durchlhuft  x w~chsend die volle ree]]e Achse, so durchlguft  I ----- 1(2; a) einen Kreis 
K(2;  a) mit  dem l ~ d i u s  r(2; a), die n~ch Weyl  durch 

a 

I m  /(2; 
(14) K(2;  a):t-ds k(s)[[3~(a;a)(s, 2)] ' - -  

a) 

I in ~, . #  

0 
a 

(15) r ( 2 ; a ) =  2 . I m ; t .  sk(s)l~(s, 2)p 
o 

gegeben sind; ffir einen Pu~k t  I i m  Innern  yon K(2;  a) s teht  in (14) rechts:  
< s t ~ t t ~  ; l ist d~nn d~s Bild eines Punktes  z = x + i y  mat y>O.  Wegen 
I m 2 > 0  ist n~eh (1~) ~ueh I m  /(2; a) > 0, und ferner K(2 ;b )  im Innern yon 
K ( 2 ; a )  ffir 0 < a < b .  

D~r~us folgt n~ch Weyl  die Unterseheidung der zwei F~lle, yon uns kurz mit  I) 
und  IX) bezeichnet:  

I) der Grenzkreis]alt: die sich einsehaehtelnden Kreise K(2;  a) tiefern flit 
a - ,  c~ den ~ Grenzkreis ~> K()L; c~) mit  dem l ~ d i u s  r(2; c~) > 0, wobei sich r(2; co) 
aus (15) ffir a - ~  ~ ergibt. 

I I )  der Grenzpunkt]al~: die Kreise K(2;  a) sehrumpfen flit a--+ cx~ auf einen 
l)unkt~ den ~ Grenzpunkt  ~ 1(2; c~) mit  I m  ~(2; c~) > 0 zusammen;  gleiehwertig d~mit 
ist: r(2; cr = 0 ; ~(~; cr ist holomorph in I m  2 > 0. 

I s t  ~ ein P u n k t  ~uf dem Grenzkreis K(2;  c~) oder der Grenzpnnkt  1(2; c~), so 
gilt n~ch Weyl  stets 

fl,(s, ;~) = O(s, ,~) + lv(s ,  ,~) e ~ 
c O  

(16) 
k s  k(8)lfl'(8, ~)? = 

Im 1 
:l:m g" I /  

0 
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I m  Fal l  I) ist jede L6sung yon (1): e L~; im Fall  I I )  ist nach (15) infolge r(~; a) -+ 0: 

3. - I m  Fal l  I) entspr icht  nach Weyl  jedem P u n k t  ~eK()~; c~) eine Greensche 
Funk t ion  

v(s, ),)fl,(t, ~ ) ,  o _< s _< t < c~ 
(17) G'(s, t; ~) = ~(t, ~)fl'(s, ~) ,  0 _< t _< s < c~ 

und  damit  eine l~andbedingung in s = c~; diese laute t  

(18) [#~(s, 2), u(s)]~ = 0 ,  1 e K(~t; c~) 

nnd  k o m m t  zu tier l~andbedingung (2) oder (10) in s = 0 hinzu. I m  Fal l  I I )  ist 
G*(s, t; 4) bereits durch die l~andbedingung in s = 0 eindeutig festgelegt;  eine l~and- 

bedingung in s ~ c~ kommt  nicht  in Frage. 

4. - Wit  beachten:  in 4er Beziehung (13) f f i r / (~;  a) kann man den Limes a -+ c~ 
nicht unmit te lbar  ausffihren. Ohne Gefahr eines MiBversti~ndnisses schreiben wit 

(13) in 5~atrizen wie folgt 

((; / 

a nd  beachten dabei, dal] es bei einer solchen Gleichung auf einen gemeinsamen 
F a k to r  ~: 0 der viergliedrigen 5Iatr ix nicht  ankommt.  

I I .  - V o r b e r e i t e n d e  B e t r a c h t u n g e n .  

5. - In  diesem Absehni t t  sind alle auf t re tenden Ftmkt ionen  und Zahlen, speziell 
aueh 4, reell, z(s, 4) bedeute t  irgendeine LSsung yon  (1), die ~ 0 ist;  jede (yon selbst 
einfache) ~ulls tel le  yon z(s, ~) auf 0 < s < c~ heii~t <~ K n o ten  }). Wir  stfitzen uns 
auf eine grundlegende Arbei t  yon RELLICH [3] und stellen einige fiir uns wichtige 
Ergebnisse ohne Beweis zusammen. :Naeh [3], p. 349 gilt: entweder  haben ffir das 
reelle A nile LSsungen z(s~ 4) yon (1) n u t  endlich viele Knoten,  oder nnendl ieh viele 
Kno ten  mit  dem einzigen Hi~uiungspunkt c~; im ersten Fal l  heisst die Differential- 
gleichung (1) nieht  oszillierend in s : c~, im zweiten Fall  oszillierend in s -~ c~, 
immer  ffir das betreffende 4. Liegt tier erste Fall  fiir A -~ ~ vor, so nach einem 
bekannten  Vergleiehssatz auch ffir jedes 2 < ~; liegt der zweite Fai l  ffir ;t = fi vor, 
so aus demselben Grund fiir )t > ft. Das Alles berecht igt  zu der Definit ion der 

~( Oszillationsgrenze ~ co der Differentialgleichung (1): 

co : sup {c~[~(s, oc) oszilliert nieht} 
o~ 

( 2 0 )  - -  cx~ _< co < co .  
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co = oo bedeute t :  jede L6sung ~(s, 2) yon (1) und (2) oszilliert nieht  (--  c~ < 2 < co); 
= - -  c~ bedeute t :  jede solehe L6sung oszilliert; - -  co < co < oo bedeute t :  ~](s, 2) 

oszilliert nicht  ffir 2 < co und oszil]iert flit 2 > co; ffir 2 = co bleibt  es often, welcher 
tier zwei F~lle eintr i t t .  

6. -Das spezielle Courantsche Variationsproblem @(a) mit dem Spektrum S(a); 
O < a < o o .  

Dasse]be laute t  mit  den fiblichen Bezeichnungen und un te r  den fibiichen Voraus- 
setzungen, vergleiehe [4], Kapi te l  u  

(21) Do[ x] =f {p2 2 + qx~} , 
0 

a 

Ho[Z] = f k z ~  
0 

(g = X(s), das In tegra t ionselement  ds hier und  im folgenden oft  unterdr i iekt)  mit  
dem Winkel  h in (2) 

(22) 
{ Da[)~] + [etg h].z~-(0) = min ,t; go[z]  = 1 

z(a)  = o; 

is~ h ---- 0, d.h. [etg h] ---- c~, so en t fNl t  der Randbei t rag  und es t r i t t  an seine Stelle 
die Bedingung X ( 0 ) =  0. Dem Problem (22) entspr ingt  ein Spek t rum S(a) plus 
zugeh6rigen EigenYunktionen 

(23) 
{ Z(a): - ~ < i~(a) < i~(a) <. . .;  I~(a) t oo. 

z,(8) z~(s) ... 

Die n-re nieht  normier te  Eigenfunkt ion  laute t :  

(~4) z~(8): v(8, L(a)), 

die (~ Wurzelgleichung )) ffir die Eigenwerte  

(25) ~ ( a ,  X) = O: ~ ( a ,  1 , , (a) )  = 0 f f ir  n = 1,  2 ,  3 ,  . . .  ; 

es gilt der (( Knotensa tz  ~>: fl(s, ]~(a)) ha t  genau (n - -  I)  Kno ten  auf 0 < s < a, sowie 
der *Trennungssatz~>: die Kno ten  yon ~(s, 1~(a)) und V(s,i~§ t r ennen  sieh 
gegenseitig. 

F i b  0 < a < b ist ~ ( a ) >  ]n(b) und es exis t ier t  der Limes 

(26) 
l i m  I . ( a )  = I . ( o o )  , (a ---> oo ) ,  

- - ~ <  i1(oo)< 12(oo)< . . . .  
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7. - Naeh (26) ha.ben wir die FMlunterscheidung 

(27) 10: - - ~  = I~(~) ;  20: - - o o < ) ~ ( c ~ ) .  

Ma.n fiberzeugt sieh, da.l~ die folgenden Aussa.gen gelten. 

t i ler  ist 

(28) 

1~ - - c o  = j~(oo)  
�9 �9 �9 | �9 �9 �9 �9 �9 �9 

- ~  = 1~(oo) = L ( o o )  = I . ( ~ )  . . . .  

und dies ist gleiehbedeutend mit  (o = -  oo: jede L6sung oszilliert. 

20: - - ~ < ~ ( ~ )  

. . . . . . .  , �9 �9 

t I ier  gilt: aus ~doo)=~(cx~)  folgt: a.lle ~,(co) sind eina.nder gleieh, ferner 
v(s ,  i , ( ~ ) )  > o ~(ir s > o u n d  ~ = I d ~ ) .  

Aria.log: a.us ~ ( c ~ ) <  ~ ( c ~ ) =  ~s(c~) folgt: a.lle ~,(c~) ffir n ~  2 sind eina.nder 
gleieh; V(s, [x(c~)) ha.t O, V(s, ~(c~)) gena.u 1 Knoten  a.uf O < s < co und  co = ~(c~). 

]~benso: a.us ~(c~) < ~(co) < ~,(c~) = ~,(c~) folgt: ulle ~(co)  ffir n >= 3 sind 
einander gleieh; ~](s, ~dc~)), V(s, ~(co)) und  ~(s, ]dco)) ha.ben 0, 1 und 2 Knoten  
auf 0 < s < c~ und o~ = ~(c~) ; und so fort. 

8 . -  Das Courantsche ((Grenzspektrum)) S(c~) im Grenzkreis]all I) bei - - o o <  
< L(~).  

Da. ~(s, ~(c~)) > 0 fiir s > 6 ist, so folgt na.eh t~ELLIC~ [3], p. 353: co = co und  
data.us naeh 7. die Existenz des diskreten ((Grenzspektrums ~ ( a -+  c~) ~(c~)---- 
= l i m  ~q(a): 

(29) S(co) : - -  c~ < ~(c~) < ~(c~) < ... ; ~,(co)~c~. 

Ffir die (nicht normierten) Eigenfunktionen 77(s,~(c~)) gilt der Knotensa.tz: 
~(s,~(c~))  ha.t gena.u ( n - - l )  Knoten  a.uf O < s <  ~ .  Ffir n = 1 ist da.s kla.r; ist 
n ~ 2, so ha.t ~(s, ~(a)) gena.u ( n - - l )  Kno ten  O < a~< a~< ... < a~_~< a; es ist da.nn 
~(a)  = ~-l(a~-~); a~_~-~ co (a -~ ~ )  ist unm6glich. 

9 . -  Das allgemeine Courantsvhe Variationsproblera C(]; a) mit dem Spektrum 
S ( i ; a ) ,  0 =< j < ~ ,  O < a <  ~ .  

Hier t r i t t  a.nstelle yon (22) die Aufg~be (yJ = y~(s)) 

/ Ddy~] + [ctg hJ.y;~(O) § [ctg j].y~(a) = rain 
(30) [ 
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wieder mit  der Vereinba,rung: f i i r ]  = 0 d.h. [etg ]] = c~ entfi~llt der l~a,ndbeitra,g 
in a und  es t r i t t  a,n seine Stelle die Bedingung: ~ ( a ) =  0. 

Da,s zeigt bereits: 

(31) r a) = O(a); ~(o; a) = ~(a) .  

I m  Gegensa,tz zu h da,rf ] va,riieren; es va,riiert da,nn a,ueh da,s Spektrum S(]; a) 

mi t  1. 

Da,bei ist stets 

(32) --  or < [cfg j] < cr 

Den Ra,ndbeitra,g [etg j].v2(a) deuten wir a,ls (4oppelte) potentielle :Energie, die in 
s = a konzentriert  ist un4 bezeiehnen dementspreehend [etg j] a,ls <~ Energiekons- 
ta,nte 7>. E~ erhellt 4a,nn die Entspreehung a,ngedeutet dureh +-~ 

(33) [etg j] > 0 e-~ d~mpfende Wirkung 

(34) [etg j] < 0 r aa`nfa,ehende Wi r k u n g .  

W~ehst [etg]] in (33), so wird 4a,s Spektrum naeh ~eehts getrieben; f~llt [ctgj]  
in (33), so wird da,s Spekt rum na,ch [inks getrieben. 

Die l~a,ndbedingung in s = a la,utet gem~$ (30) 

I [etg j].~p(a) § p(a)~(a) = 0 ; 
(35) [ ~(a) = 0 ffir ] ---- 0, [eGg]] ---- ~ .  

Der Aufga,be (30) entspringt sin Spektrum S(]; a) plus Eigenfunktionen 

[ ~( ] ;  a)'- - -  r < 21(]; ~) < ~2(~; a) < .., ; 2n(] ; a)fcx);  
(36) [ ~(s)  ~(s)  . . .  

die n-re nichtnormierte Eigenfunktion la,utet 

(37) V~(s): ~(s, 2~(]; a)) 

und die Wurzelgleichung na,ch (35) 

(38) cos ].v(a, 2) -~ sin ].p(a)~(a, l) = O, 

u n d e s  gilt wieder der Knotensa,tz ffir 0 < s < a, und ebenso dec Trennungssa,tz. 
Is t  fiir einen Zeiger n: 2~(]; a) = ]~(a), so ist j = 0, [etg]] = cr und  S(]; a) = 

= ~(a); dem entsprieht die grSl3te Energiekonstante:  [ctgj]  = c~. 
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10. - Sei jetzt:  0 < j < ~. Klar  ist: 2~(i; a) < ~,~(a). 
Grund des Knotensatzes,  ds8 ~ . ( a ) <  2~+1(]; a) ist. 

Es gilt also 

Man iiberzeugt sieh aus 

(39) ~(a)  < 2"+~d; a) < ~+~(a); n = J, 2 , 3 , . . . ;  

wit nennen (39) kurz die (( X~stensigensehafC )) des Spektrums S( j ; a ) :  2.§ 
bleibt im Xasten ~.(a). . .  ~n+~(a). 

Fiir j~s, [etg j]$-- c~ ergibt die Aufggbe (30): 2~(j; a)~-- c~; jeder hShere Eigen- 
weft  2~(j; a), w o n  ~ 2, n immt  ebenfulls streng monoton ab und hut  wegen (39) 
einen Limes, tier > ~(a)  und wie die Aufg~be (30) zeigt, dunn notwendig: = ~.(a) 
ist (da F ( a ) =  0 werden muS): 

(40) 2~+1(j; a)~,~(a), [etg j]~-- c~; n = 1, 2, . . . .  

Das zieht, wie man sich iiberzeugt, Folgendes nach sich: die zugehSrige Eigenfunk- 
t ion ~(s, 2n+l(j;a)) verliert genau den letzten Knoten  < a an s -=  a; wir spreehen 
kurz yore (( Xnotenverlust  ~). 

Wir vereinbaren in den folgenden Diagrammen:  ein P u n k t  �9 bedeutet  stets 
einen Eigenwert In(a), ein Kreuz • stets einen Eigenwert ).~(j; a); die darfiber bzw. 
darunter  gesetzte Z~hl gibt die jeweilige ~ u m m e r  Yon }~,~(a) bzw. 2~(j; a) an. Dann  
hut man die ohne weiteres verstgndlichen Diagramme tier Fig. 1 in tier Reihenfolge 

1) [ctg i] = ~ ;  2) - ~ < [etg i] < ~ ;  3) [ctg i ] $ -  ~ .  

1 2 3 ... 
1) 1 X - $ ~  2 )<: 3 X-r 

1 2 3 ... 
2) • �9 Y, �9 X I 

3. 2 3 

1 2 3 ... 

-- z~-~-- 1 2 3 4 ... 

Fig. 1. 

Bei 3) ist der P u n k t  [ nach --  c~ geriickt. Den "~bergang yon 1) zu 3) bezeiehnen 
wir ~ls ~ Sprungeffekt ~, hervergerufen durch den l~Tberg~ng der Energiekonst~nten 
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yon  c~ nuch - -  co (dubei - -  co stets  uls Limes vers tanden)  und  ve rbunden  mi t  dem 

Knotenver lus t  an s = a. 

III.  - Der reelle  A n s a t z  f'dr 0 g s g a, 0 < a < ~ .  

l l .  - Es ist im iolgenden stets:  

10 # reell, beliebig und dann  Zest; # der sogenannte  Bezugspunk t ;  

2 ~ m ein reeller P~rumete r :  - -  c<~ < m < c~; m ---- ~ wird sparer  yon  selbst 

mi te r fass t ;  

3 ~ fl~'(s, #) die reelle F un k t i on  

(4~) 3~(s, ~) = ~(s, ~) + ~v(s,  ~); 

bei konkre ten  Aufgaben  wird m a n  /~ m6glichst  bequem wi~hlen. 

Die F u n k t i o n  fi~(s, t~) genfigt in s = a einer reellen l~andbedingung mi t  e inem 
Winkel  i-~(/~; a), 0 g i~(#; a) < z :  

(42) cos i~(#; a).fi'~(a,/~) + sin j~(~u; a).p(a)flm(a, #) = 0; 

g le ichbedeutend dumi t  ist  

(43) [ctg ?~(#; a)] [ /~(8, #) ~ ; - ~ < [etg j~(#; a)] =< ~ ;  

(44) 1 = \  v(8,~) ~ (8 ,~ )  a" ; 

das en tspr ieh t  einer reellen l inearen Transformat ion  yon  m in - -  [etg j,~(/~; a)] mi t  
der De te rminan te  1. 

Wir  t r agen  (14) in (19) reehts  ein a n d  b e k o m m e n  ifir das dort ige 

(~5) z(~; a) = Zm(;~; ~; a) 

die iolgenden drei gleichwert igen Formeln  (wobei (7) und  (8) benu tz t  wurden) :  

(a6) 

�9 = l , I -  ~(~, ~), ~ - ~  ~ l o  
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(4s) 

l~(~;  # ;  a) = 

~ a 

0 0 

[0  0 

die Determinante  der 3s in (46) bzw. der in m linearen Transformation in (48) 
ist: -----1; daraus folgt: 1) Z~hler und  Nenner in(48) haben ~ls Funkt ionen yon 2 
keine gemeinsame Iqullstelle (infolge I m  l~(2;/~;a) ~ 0 itir I m  2 > 0 ist eine solche 
einfach); 2) die zwei Klammern  ( } u n d  [ ] i m  Z~hler bzw. im ~enner  k6nnen nie 
gleiehzeitig versehwinden. Es erhellt auch, dab nachtri~glich m ----- c~ miterfasst ist: 
(47), (48) und (43) ergeben hierfiir 

rE- v(s, ~), ~(s, #)]J~ 
a 

(50) ~(~; #; a) = o 
a 

0 

[c tg j~ (# ;a ) ]={ 'P(S )~(s '# ! }  
~(s, #) 

(51) 

dem entspricht die ()bereinkunft  

1 
(52) fl~(s, #) ~- ~(s, #) ---- lira mfl"(s  , #) 

; - -  ~ < [etg j=(/~; a)] ~ c~; 

ffir m -> r 

Alle Formeln bleiben sinnvoll, wenn 2 ree]l wird;  speziell ist 

(53) /~(/~; #;  a) : m ;  - - c < ) ~ m ~ c ~ ,  m : c ~ .  

Der Ansatz (42) garant ier t  ira vornhinein 

(54) { ~iir - -  co < m <= ~ ist /~ hie Eigenwert 

fiir m -~ c~ ist # stats Eigenwer t .  

In  den U(s, A), V(s, A) yon (3) schreibt sich (46) 

(55) 

x-sin/s cos ~ ] \ [ -  y(s, A), V(~,n)] 
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12. - Durchl~uf t  in (48) dus m die volle reeUe Achse, so durchli~uft der 1)unkt 
l = l*'@; #; a) fiir ein Z mi t  I r a 2 > 0  den I(reis K ( ) ~ ; a ) = K ( ~ ; t t ; a  ) in (14): 
dadureh  ist dieser Kreis umkehrba r  eindeutig auf die volle ree]le m = Achse ub- 
gebildet ;  ist ~ reell, so durehlguf t  aueh der P u n k t  l-----lm(~;/~; a) die voile ree]le 

= Aehse. 

13. - Wi t  drficken (43) bzw. (51) duhin aug  dub wit sagen: in s = a wird die 
l~andbedingung du tch  fi'~(s, #) wenn m endlich, bzw. durch B(s, it), wenn m---- co 
(( aufgepri~gt )). Einer  Funk t ion  u -~ u(s) in s ---- a die Randbedingung durch fi~(s, #) 
ocler ~(s, #) aufpri~gen, verlungt:  

(56) 
{ [~%s, ~), u(s) ]o= O, - -  ~ < m < oo 

[~(s, #), u ( 8 ) ]  a = 0 , m ~--- cx3;  

(das setzt  stets voraus:  es exist ier t  p(s)it(s)~ls stetige Funkt ion) .  In  diesem Sinne 
hat  man ffir eine LSsung u = u(s) yon (1) und (2) auf der Stufe 0 ... a die l~andbe- 
dingungen 

(57) 
l 0 = [V(s,~),  u(s)]0; s = o  

o = [/3~(s, ~), u(s)L; s = a .  

Dem entspr icht  die Wurzelgleichung 

(58) 

(59) 

[fi'(s, it), ~(s, ).)]~ -~ 0 ; - -  co < m < c~; 

[~(s,/,), V(s, 2]~= 0; m = ~ ;  

die l inke Seite yon  (58) ist der Nenner  in (47) bzw. (48), die l inke Seite yon (59) der 
Nenner  in (49) bzw. (50). 

14. - Die (stets einfachen) ~ul ls te l len yon (58) bzw. (59) liefern das Spek t rum 
S~(#; a) bzw. S~(/~; a) in bezug auf den P u n k t  #:  

(60) 

(61) 

{ S~(/~;a); - - o o < m < o o  

�9 . .  < A 2 1 ( # ;  a) < ~ < A~'(~; a) < A~'(~; a) < ... 

S~176 a); m = co 

... < A2~(f,; a) < # < A~(~; a) < A~(~; a) < ...; 

c ~  ~ 

# = A o (#, a) 
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die Eigenwerte < # treten in endlicher Anzahl auf, und kSnnen auch wegfallen. 
Die zugehSrigen (nicht normierten) Eigenfunktionen lauten: bei (60) 

(60*) 

und bei (61) 

1, 2, 3,... 
ri(s,A~(#;a)); v = - - 1 , - - 2 ,  ... 

(61") { ~(s,#) = ~(8, A7(#; a) i 1, 2, 3, ..., 
r  �9 

~7(s ,A~(# ,a) ) ;  v =  - - 1 , - - 2 ,  . . . .  

15. - Die Abh~ingigkeit yon #. Wit ersetzen tt dutch fi und entsprechend den 
P~mmeter m dutch ~ und verl~ngen, dull die l~andbedingung (42), angeschrieben 
in den fi, ~ dasselbe ~ussagt wie (42) d.h. d~l~ 

(62) [ctg ~(# ;  a)] = [ctg j~(#; a)] 

ist; das bedeutet: die rechte Seite yon (44) ist gleich 

~/(s, ~) 0(8, #) ]~ " 
(63) 

Daraus folgt 

(64:) 

d.h. 

(65) 

-- \ [ -  ~(s, #), n(s, ~)] [ -  ~(s, #), O(s, ~)]/o \1  / 

und, da sich in beiden F~llen nach I~onstruktion derselbe Punkt  ~ ergibt 

~(~; #; a) = ~(~; ~; a) 
(66) 

l m = Z~(#;/~; a) .  

Nach (64) sind m u n d  ~ dutch eine reelle lineure Transformation yon der Determi- 
n~nte 1 miteinander verbunden, die noch yon a abh~ngt. Die Umkehrung ,con (65) 
lautet 

In  den Gr61~en /~, ~ ergibt sich dasselbe Spektrum wie frfiher: 

(67) S~(,d; a) : S~(#; a); m = l~(#;/~; a) .  
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Sehlie$1ich zeigen (59) und  (64): m = co und ~ = co entsprechen sieh genuu dann 
nicht, wenn 

(67*) /~ ~ S~(#; a) 

ist;  wird /~ so gewi~hlt, so geh6rt  dazu ein endlicher Pa rame te r  ~ .  

IV. - Die reeHe Greensche Funktion und die zugehiirige Courantsehe quadratische 
Integral form. 

Erster Fall: m endlich; /~ ist nie Eigenwert 

16. - Da # ke~n Eigenwert  ist, exist iert  sie, i st eindeutig bes t immt  und laute t  

[v( s , / ~ ) . f l ~ ( t , / ~ ) ;  0 ~ s _< t _< a 

(68) G ~ ( s ' t ; / z )  = ~(t, #) .fl~(s,/~); O~t~_s~a;  

speziell ist 

{ ~(s,/~)0(t,#); O < _ s g t g a  
(69) G~ t; /~) = ~(t, #)z?(s, ~); O ~ t ~_ s g a; 

ffir ein festes t, 0 < t < a, springt p(s)G~(s, t; #) wenn s yon t - -  0 naeh t § 0 geht, 
urn: - -  1. 

Naeh (60) ha t  G~(8, t; #) die Eigenwerte  

1, 2, 3, ... 
(70) {rl~(/,; a) - -  ~} # 0 ,  ~ = t - -  1, - -  2 , . . .  

und nach C0V~A~T [4], Kapi te l  I I I  gewinnt man die reziproken Zahlen 

(71) { A t ( ~ ; a ) - - ~ } - l ,  { A ; , ( ~ ; a ) _ ~ } - l ,  ... 

als sukzessive Maxima und  

(72) {A~_I(~; a ) - - ~ } - ~ ,  {A~ 2(~ ; ~ )_~ } - l ,  ... 

als sukzessive Minima der zu G'~(s, t; #) geh6rigen qt~adratischen In tegra l form (Q(a) 
das Qu~drat :  0 ~ s <-- a, 0 ~ t <_ a; ](s) reell) 

(73) 

f f d8 dt k(s) ~(t) Gin(s, t; #) f(8) /(t) 
O(a) 

a 

fas k(s) p(s) = 1.  
0 
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17. - Ffir a~'oo gilt: die Maxima (71) rficken nach rechts, die M_inima (72) rficken 
nach links. Das bedeutet  in (60): 

1) die ]]igenwerte > # rficken nach links nnd bleiben: > #; 

2) die l~igenwerte < # rficken nach rechts un4 bleiben: </~. 

Es existieren daher die Grenzwerte (a-+ co) 

(74) hm A~ (?t; a) = A~(#, co) 

(75) ... =< A'~(/,; co) -< # =< A~(#; co) =< A'~(#; co) <= .. . .  

Zweiter ]~atl: m = co; # ist stets Eigenwert 

1 8 .  - Hier interessie~en nur die Eigenwerte #/x,  und deren Eigenfunktionen: 
A *~(s, #). Es existiert eine Greensche Funktion im erweiterten Sinne, die abet jetzt 
yon a abhi~ngt, und vorlgufig mit 

(76) F(s, t;/z; a) 

bezeichne~ wird. Sie ist bei festem t (0 < t < a) als ~unktion yon s: w(s) = F(s, t; 
#; a) eindeutig festgelegt dutch die Eigenschaften ([4], I). 307) 

1) Iv(s, ~), w(S)]o = o, Iv(s, #), w(8)]~ = o; 

{ : = t + 0  - - 1 ;  2) p(s)w(8) = t - o =  

3) in 0 ~ s < t und t < s ~ a geniigt sie der Differentialgleichung (k =/~(s)) 

• Lw(s) + #w(s) = ~(s, #)~(t, tt) 
c'(a) 

(77) 

c~(a) =fkv~(s, 
0 

4) w(s) • v(s; ~,); 

yon selbst ist sie dann symmetriseh 

~); 

5) P(s, t; ~; a) = F(t, s; [~; a). 

Diese ~unktion hat  nach (61) die ]~igenwerte 

/1,  2, 3, ... 
(78) {A:(~; a) - - ~ } ~  0; v = t _ l ,  - -2 ,  ...; 
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die reziproken Zahlen sind wie in 16. als sukzessive Maxima bzw. M_inima tier 
quadratischen Integralform (~ = ~(s)) erhi~ltlich (vergleiche damit (73)) 

(79) 

f f ds dt k(8) k(t) F(s, t;/*; a) q~(s)~(t) 
Q(a) 

a 

1) fdsk(s)f~(s) = 1; 2) 9(s) • ~(s,~). 
0 

Eine l~echnung ergibt, dab diese Integralform infolge der Bedingung 2) in (79) 
gleich der folgenden ist: 

Q(a) 

ist, G~ t;/*) die Funktion in (69). 
Daraus folgt: 

1 o Die Schliisse trod Ergebnisse in 17. (m endlich) gelten unver~ndert fiir 

2 ~ infolge der versch~rfenden Bedingung ~(s)•  ~(s,/~) in (79): entfernt man 
aus dem Spektrum S~(/*; a) den Eigenwert/6 so entsteht das verbleibende Spektrum 
aus S~ a) dadurch, dab jeder Eigenwert yon S~ a) yon # weggeschoben wird. 

V . -  Das zugeordnete Courantsche Variationsproblem C~(/*; a) mit dem Spektrum 
S~(/*; a). 

Erster Eall: m endlich; /* ist hie Eigenwert 

19. - Mit der Energiekonstanten aus (43) lautet das Problem in ?2~bereinstim- 
mung mit 9., ~ = 9(s) reeli, auf de~ Stufe 0 ... a 

(81) 

dabei ist stets 

(82) 

( /)~[~] + [ctg h].~(0) + [ctg jm(/~; a)].9~(a) = rain ). 

Ho[~] = ~; 

~--p(a)~(/*, a)} 

un4 speziell iiir ein a mit flu(#, a):/: O: 

(83) / [ctg im(#i a)] > 0 ~:> tim(a, #)~m(a, #) < 0 

[ [ctg ira(/*; a)] < 0 <:~ tim(a, #)~m(a, #) > 0 .  
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Hat tin(s, #) Knoten  

(84) 0 < a l <  a s<  a s<  ... , 

so ist die Aufgabe (81) iiir die a der einzelnen Interval le  

(85) 0 < a ~ a~, a l <  a ~ as,  a s <  a ~ as,  ... 

sinnvoll und  liefert damit  ffir jedes a > 0 das Spektrum S%u; a) aus (60), das wit 
aber jetzt  wie fiblich schreiben: 

S~(#; a); - - c ~ <  m <  c~ 

(86) - -  c~ < 2~(#; a) < ),~(/~ ; a) < ... ; ~:(/~; a)~ co 

Z:(fl; a) =/=/~ (n = 1, 2, 3, . . .).  

20. - tiM(s, #) ha t  entweder den Verlauf der Fig. 2 oder den der Fig. 3. 

Fig. 2. Fig. 3. 

Eine einfache l~echnung mittels (8) ergibt 

(87) ~ < ~1(al) 

(88) ~.l(a,) < /~  < ~.s(al) 

(Fig. 2) 

(Fig. 3). 

In  jedem Fall  gilt: fiir a - ~  a , - - 0  ist [ctg j~(#; a)]~c% d.h. nach (23) 

(89) S~(/u; at) = ~(a,) .  
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21. - Bei jedem Durchgang dutch  einen Kno ten  sehl~gt die Energiekonstante  
um:  yon  c~ naeh - -  c~. F/ i t  a - -  a~ ~- s, wo e ~ 0 u n d ~  beliebig klein sein k~nn, 
wird die Energiekonstante  ffir e~0 in (( beliebige Iqi~he ~> yon - - c ~  getr ieben und  
damit  aueh der erste Eigenwert  ~ ( # ;  a): es t r i t t  der (( Sprungeffekt  ~) yon  l )  zu 3) 
in tier Fig. 1 auf, ve rbunden  mi t  einem Knotenver lns t  an s ~-- a~. Vergliehen mi t  
10. ist je tz t  a variabe];  w~ehs~ a stetig, so gilt: 

1) S(a) riickt stetig nueh links; 

2) innerhalb jedes In t e rwl i e s  wie zum Beispiel a~ + e _~ a -- a~ (s > 0 beliebig 
und  dann fest) i~ndert sich S~(#; a) ebenialls stetig und zwar naeh 17. So: ein 

Eigenwert  < # wander t  naeh rechts und bleibt  < 16 ein Eigenwert  ~ / t  wander t  
naeh links und  bleibt  ~ #. 

~ a n  fiberzeugt sich, dal] auf jeder Stufe 0 ... a die Kasteneigenschaft  (39) in 
der Fo rm 

(90) ~(a)  < ~+~(~; a) < )~,,+~(a); a # al, an, ... 

gilt, und dab in leiehtversti~ndlieher Schreibung 

(91) 

(92) 

ist. 

m , 

ffir a ---> a , ~  O: (.~(/a; a) __>_c~ 

In  der Bezeichnung yon  Fig. t ha t  m~n im Falle  der Fig. 2 (bei Fig. 3 ist es 
~hnlich) die Diagr~mme der Fig. 4. 

1 

Dubei beaehte  man  z.B. bei a~q-0  die Lage e ~ ;  du x~ links yon  # ist an d  
2 

< ~ bleibt, so mul3 fiir a s - - 0  der P u n k t  �9 links yon  # liegen, .... 17aeh dem 
ersten Durchgang yon  a~--0  zu al + 0 ist der erste Eigenwert  ~ links yon  /~, 

nach dem zweiten Durchgang auch der zweite Eigenwert  x~ links yon # ... ; allge- 
mein:  naeh dem /-ten Durchgang ist der 1-te Eigenwert  x~ links yon #, un4  tier 
(l + 1)-re Eigenwert  rechts yon #;  fiir a --~ a~--0  t reffen sieh die Spekt ren  S~(#; a) 

1 2 

und S(a) in tier Anordnung ~ e , ~  e , . . .  und  fiir a ~ a z + O  in der Anordnung 
1 2 

o ~ , e ~ ,  . . . .  

Zweiter Fall: m--~ c~; # ist stets Eigenwert 

22. - Die l ~ n d b e d i n g u n g  in s ~ a wird je tz t  durch die Funk t ion  ~(s, #) uuf- 
gepr~gt, 4eren Graph wie in Fig. 2 ist (Knoten voruusgesetzt),  t t ie r  ist 

(93) ~ = ~1(al) = ~(a~) = ~3(a~) . . . .  

1 9  - . A n n a l i  d i  M a t e m a t l c a  
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# 

a I - -  O: 

a l+O:  

a ~ - -  O: 

a2+ O: 

a 3 - -  O: 

- X 
- -  O 0  ~ : . - -  1 

.... X 
- -  o~+-- 1 

1 
' X e  

1 

1 
A ~ , g  

2 

1 2 
A w  

1 2 

1 2 
X--, . . . . .  X~, 
1 2 

3 
X :  
3 

1 2 3 
. v  ; X $ Y~ w ~  

2 3 4 

2 3 

2 3 

2 3 

3 4 

3 4 

•  X ;  
3 4 

v 

v 

Fig. 4. 

u n 4  in  tier Sch re ibung  (92), do r t  m d u t c h  c~ e r se tz t  

(94) 

/~ = 2~ (# ;  a) ; 0 < a < a~ 

# = ~8 (#; a) ;  a~<~<a3 

Der  (( S p r u n g  ~) be im D u r c h g a n g  d u t c h  einen K n o t e n  geschieh t  j e tz t  s tets  tiber die 
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(~ Zwischenstatioh # ~). Anstelle tier Fig. 4 ha t  man die ohne weiteres verst~ndliche 

Fig. 5. 

I 2 3 
a I - -  O: X ,  "''^- ~.= 

1 2 3 

a~+O: X X 
-- oo.--- 1 2 

i 2 3 
a2-o: Xe ~ ,r]  " . . . . . .  X" - 

I 2 3 4 

1 3 4 
a 2 + 0: "A -," : X . . . .  w x , ~  

- -  ~+-I 2 3 4 5 

a 3 - -  0 :  

1 2 
~ v  

1 2 

3 

3 
X-" 

2 3 

3 

Fig. 5. 

23. - I n  beiden F~lten erhellt auch:  

1) in der Schreibung (60) und  (61) sind auf jeder Stufe 0 ... a endlieh viele 
Nullstellen der Wurzelgleichung: < / t ;  

2) bei jedem Durchgang yon  a~--0  zu a t - t -0  ~ndert sich bei dieser Schrei- 
bung das Spek t rum als Ganzes nicht: es handel t  sich ja u m  die ~ e n g e  der Nullstel- 

len, und  diese ~mdert sich dabei nicht ;  was sich i~ndert ist die Numerierung bei der 
Schreibung (92). 
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VI. - Eine bequeme Rechenvorschrift. 

24. - Bei vielen Aufgaben (vergleiche das Beispiel in X) hat man fiir (1) ein 
bequemes Fundamentaisys~em ffir I m  ~ > 0 (jedoch nicht notwendig ffir beliebiges 
reelles ~) 

(95) 
{ q~ = r ~) 

[ r  T]  = A(2) =/: o ffir ~m 2 > 0 ,  

(98) 
( a(~) 

Mit den Abkiirzungen 

(A(~) 
(97) \C(2) 

{ 9 ---- 9(s,/~) 
(96) [9, ~o] = ~(#) > 0 .  

B(~)~ _ i,p(o)~(o, ~) p(o)r ~)~ 
2 ) ( ~ ) / - \  ~(o, ~) ~(o, ~) / 

det:  ---- A (~) ve 0 

b(~)~ = (p(o)~(o, ~) p(o)~(o, ~1~ 
a(#)/ \ ~(o,~) 9(o,~) / 

det:  ---- 6(/~) > 0 

ergibt sich ffir die mitt lere Matrix in (55) rechts 

(99) \C()t) /)(2) ] \ [ - -  ~ ,  yJ] [-- k~, \c(#)  d(#)/ ; 

die mitt lere Matrix ffir s : a l~utet uusffihrlich 

/Ira(s, ~), ~(s, ~)] Ira(8, ~), 9(8, ~)] (lOO) / / 

\[-- T(8, ~), ~(s, ~)] [-- T(8, ~), 9(8, ~)]/~" 

~/[an br~ucht ulso dann nut  noch diese ~ a t r i x  ffir a -~ c~ in I m  ~ > 0 zu ontersu- 
chert. Die Matrix (97) ist in I m  ~ > 0 holomorph. Die Matrix i~ (99) rechts darf 
nach 4. Schlu~ dutch die 25atrix 

\- e(~) a(~)/ 

und anderseits ein bequemes Fundamenta l sys tem fiir alas reelle /~ 
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ersetz~ werden. 

(102) 

) [ i t  den Abktirzungen 

cosh - - s i n h ~  �9 �9 

\ 1 /  \e(#) d(#)] \ s i n h  c o s h ] \ l ]  

ents teh t  mit  M als V~riabler anstelle yon m 

[--[/~] a 1 " 

V I I .  - D e r  L i m e s  a - +  c o  i m  G r e n z k r e i s f a U  I .  

2 5 .  - In  diesem Fall  k~nn m~n in den frfiheren ~ormeln  in I I I  den Limes 

a - >  co unmit te lb~r  ~usffihren; es exist iert  

(104) { l i ra /~(~; / t ;  a) =/~(2~; #;  co); 
a..-~r 

Aus (48) wird 

(z05) /-(~; ~; c~) = 
y ~ 

{1 § ~ - . ) j  . ( . ,  ~).(., .)}. ~ § [(~-.)A~(., ~)~(., .)] 
0 0 

co co 

{ (~-.)fk./. ~)./.,.)} o § [1_(~ .)I~.(., ~)~ 
0 0 

mit  tier Determin~nte  1; Zi~hler und Nenner g~nze Funk t ionen  in 2, und ~us (53) 

(106) / " (# ; / t ;  c o ) = m ;  - - ~ < m < z ~ ,  m-- - -co .  

Ffir ein 2 mit  Im  2 > 0 durchli~uft l = 1~(2;/t; c~) den zu 2 gehSrigen Grenzkreis 
K(2;  c~): derselbe erscheint durch (105) umkehrbar  eindeutig uuf die volle reelle 
m = Achse ~bgebildet;  ist 2 reell~ so durehli~aft uuch I ~--/~(~;#; ~ )  m i t m  die 

volle reelle Aehse. Jeder redlen Zahl m, sowie m -~ ~ entspr icht  gensu eine mSgliche 
tCandbedingung in s ~--c~, die nuch (56) so l~utet  

( 1 0 7 )  
[~2(s, # ) ,  u(s)]~o ---- 0 ; m ---- o o .  
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Die en t sp r eehenden  Wurze]g le ichungen  l au ten  nach  (58) u n d  (59) 

(108) [fl~(s, #),  •(s, ;t)]~ = 0 ; - -  oo < m < co 

(109) Iv(s, ~), v(s ,  2 ) ]~  = 0 ;  m = oo; 

die l inken  Sei ten  h i e r v o n : - d e r  Nenne r  yon  (105) fiir endl iehes  m bzw. fiir  m = c~; 
ausff ihr l ich:  

o o  o o  

(110' 0 = { - - ( ; t - -  ~u)fk~(S, ~,~/(S,/~}.m -1- [ 1 -  (~.-- #)fk~](s, )~)O(s, I~,] 
0 0 

o o  

0 

2 6 . -  Die S p e k t r e n  s ind d i skre t :  aus S~(#;a) wird S~(/~; c~); in (75) s t eh t  
f iberall  < s t a r t  =<: 

I S~(tt; co); - - c o <  m <  co 
(112) [ �9 . .  < A 2 1 ( I ~ ;  oo) < # < Ar(,u; co) < A~(,u; co) < ... 

S~176 ; oo) ; m = oo 

o o  c o  �9 , . .  (11.3) ... < A_I(/~; co) < ~ < A~~ oo) < A~ (/~, oo) < 

o o  ~ �9 = A0 (#, oo) 

Die In t e rva l l e  

(112')  

(113") 

A21(#; oo) < x < AT(#;  ~ )  

A_~(tt; co) < x < # ,  # < x < A~'(tt; ~ )  

s ind fiir  jedes a > 0 ~rei yon  E igenwer t en  u n d  wi rken  als (( Spe r rzonen  >) in den 
l~iguren 4 u n d  5. 

27. - Aus den F o r m e l n  (110), (111) Nest m a n  ab:  

1) e ine reelle Zahl  ~ = 2' k a n n  n i ch t  E igenwer t  ffir zwei verseh iedene  Zah len  m 
(m = c~ zugelassen) sein; 

2) zu e inem reel len A'~ - -  co < A'< c~ gibt  es genau  ein m = m' ( m ' =  co zu- 
gelassen),  so dab Iiir dieses m'  das A' E igenwer t  wird, 
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In  Formeln uusgedrfickt, wobei 0 die leere Menge and  R die Menge der reellen 
(endlichen) Zahlen ist: 

(114) [ m ' ~  m"; eine der Z~hlen k~nn: = c~ sein; 

(115) --  c~ < m < cx~ 

und m = c~. 

WeiB mun also, dub eine (reelle) Zuhl ein Eigenwert  ist, so ist sie nach (114) und  
(115) in genuu einem Spektrum S~(/t; c~) enthalten,  und wird dureh die zu diesem m 
gehSrige l~sndbedingung (108) bzw. (109) erfusst. 

28. - Die Abh~ngigkeit yon tt ]iir a--~ c~. 

Hier ergibt sieh sus den Formeln in 15. 

(116) m = / ~ ( # ;  fi; c~); 

das ist eine reelle l ine , re  Trunsform~tion yon ~ in m m i t  der Determinante  1; die 
Umkehrung lautet  

(117) ~ = ~(#;  ~; ~ ) .  

m = c~ und ~ -~ c~ entsprechen sich genuu dunn nieht, wenn 

ist; wird fi so gew~hlt, so geh6rt dazu ein P~rameter  ~%, ~ endlich. Aus (67) wird 

(119) Sa(fi; oo) = S~(#; c~) ,  m = / ~ ( # ;  fi; ~ ) .  

29. - Die Greensche ~unk t ion  lib" 0 <= s < co. 

Ffir endliches m luutet  sie wie in (68) und hat  die Eigenwerte 

{1~ 21 31 ... 
(12o) {A~(~;  ~ ) - - ~ } ~  Ol ~ = - - 1 , - - 2 ,  . . . .  

Fiir m = c~ existiert der Limes yon (78) und liefert die Greensche Funk t ion  im 
erweiterten Sinne 

(121) { l im l '(s ,  t; #; a) = G~~ t; #); 
g---> o o  
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man kann abet  G~(s, t; f.t) aueh direkt  naeh dem ~ u s t e r  yon  18. gewinnen; anstelle 
yon  (77) t r i t t  je tz t  

~ Lw(s) + ttw(s) = ~(s, #)~(t, #) 

c~(~)  = | k ~ ( s ,  # ) .  
0 

G~(s, t; f ~) ist wieder symmetr iseh in s, t und ha t  die Eigenwerte  

If, 2, 3, ... 
(123) {A~~ a < ) ) - - / t } #  0; v = [ - - 1 , - - 2 ,  . . . .  

Die Parsev~lsche Gleichung, sowie ein bekanntes  Theorem won Beppo Levi  betr .  
gliedweise In tegra t ion  ([5], p. 180) ergibt fiir m endlich und  m = c~ 

f f  ~ {A;~ 1 ds dt k(s)k(t){a,~(8, t; t~))~ = 
( : : ~ )  #}~" 

(12~) Q(co) 

(Q(~):  o _ < _ 8 < ~ ,  o < t < ~ )  

Is t  - - c ~ <  i~(c~), so ergibt  sich nach dem Satz won Nfercer ([4], p. 117) fiir 

endliches m 

(125) 
co 

d8 k(8) am(s, ~; ~) = ~:1 {I~(~; ~ )  - -  ~} ; 

0 

dieselbe Gleichung gilt fiir m = c% wenn rechts der Eigenwert  ):~(#; ~ )  - -  # unter-  

dri iekt wird, was wir so andeuten  

(125') gsk(s)G~(s's;t~) = ,~=~' { ~  (~; co) --~} " 
0 

~ i t  dieser Verabredung notieren wir fii:r m endlich und ifir m = c~ 

co 

(126) ~ ,  1 
m . .... {& (~, oo1}~ < oo; i~(oo1 

(127) ~:, 1 

won einem Zeiger an ist yon selbst: 45(#; co) > 0, 
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VIII .  - G r e n z k r e i s - ~  und Grenzpunktfa l l .  

30. - I m  Grenzpunktfal l  I I)  wissen wit  nach Weyl  im vornhinein:  ffir ein 2 
raft I ra  ~ > 0 existiert der folgende Limes fiir a --> co und zwar unabh~ngig yon m 
und unabh~ingig yon #: 

(128) { l im l~(~; #;  a) = l~(~; #;  c~) ---- l(~) 

~(A) holomorph in Ira  ~ > 0 raft I m  ~(2) > 0. 
Wi t  bleiben bier zweckm~Big bei der Sehreibung l~(),; #; ~ ) ,  da sie such den 

GrenzkreisfM1 I) erfasst: I~(2; #;  co) ist dann meromorph in 2, und  yon m u n d  # 
abhi~ngig. I m  l~all I I)  existiert nu t  eine Funkt ion  I(2) un4  daher auc]a nu t  ein 
Spektrum. 

31. - Wir beachten den Anfang yon 24. und nehmen an, dal3 der Grenzpunkt-  
fall II)  vorliegt. Fiir ein 2 raft I m  2 > 0 ha t  da~nn die ~ a t r i x  (100) ein (<Ffihrungs- 
glied ~: ist z.B. ffir s = a . ,  a=~c~ 

[r 2), ~(s, ~)].:.. 

das absolut gr6Bte Glied, so ist notwendig 

(129) [O(s, 2), ~(s, #)],_~ --~ co.  

Andernfalls wi~ren 4ie vier Glieder der Matrix ubsolut ~ K, K > 0 eine Konst~nte;  
nach einem Theorem yon Montel [6], p. 674 hi~tte dann die ~ a t r i x  fiir eine Teilfolge 
yon a.  einen Limes, u n d e s  hi~tte die Grenzraatrix die Determin~nte {A (2)} -1. 8 (#) V= 0 ; 
sie wi~re also niehtsingul~r und  darait  l(2) abh~ngig yon m, d.h. es l~ge der Grenz- 
kreisfall I) vor. Es gilt sorait (129). 

Wit  ziehen das Glied (129) als Faktor  heraus und werfen ihn ab (was erlaubt 
ist); so verbleibt die )~atrix 

(130) / [ - -  T,  ~0] [-- T, g] ' 

in tier jedes Glied absolut: g 1 ist. Jade (< Limes-3s ~> d~von (sie existieren 
nach Monte]) ist dann singuli~r (Determinante:  ----0). ~ a n  fiberzeugt sich, dab 
Folgendes gilt: 

1 ~ der Term in der SpMte, welehe die 1 besitzt 7 ha t  stets ein und  denselben 



186 ]~ST ~OH~: Eine BemerT~ung z~r Weylschen Theorie, etc. 

Limes, im obigen Beispiel: 

lim [- ~ ~] [q~,~] = x(z), Ix(2)[=<~; 

2 ~ jeder mfgliche Limes tier anderen Spalte, bier der ersten ist ein ~ u l t i p l u m  
der Spalte 

G) 
und ohne Einflufl ~uf die Bildung yon 1(i) = l~(i; #;  oo). 

32. - Liegt jedoch I) vor, so hat  die 5[atrix (100) stets einen Limes und  es ist 
die Grenzmatrix nicht singular (Determinante:  ---- {A(i)}-I.~(#)=/= 0). 

Es ergibt sich dutch  unsern reellen Ansatz in Im  2 > 0 ganz yon se]bst, welcher 
der zwei F~lle I)~ II)  vorliegt: tier Grenzpunktfa]l  I I)  liegt genau dann vor, wenn 
ifir ein 2 mit I m  i > 0 die ~ a t r i x  (120) ffir a -+ oo nieht  beschr~nkt ist; man ver- 
gleiehe damit  l~riedrichs [7], p. 2. 

I X . -  Das ausgezeiehnete Spektrum im Grenzkreisfall unter der Voraussetzmag: 
- ~ < ~ ( ~ ) .  

33. - Wir nehmen in 6. die erste Eigenfunktion 

(131) { v ( ~ , ~ ( ~ ) ) > o ,  o < ~ <  

v(~, ~(~) )  = o ,  p(~)~(~ ,  ;.da)) < o .  

Die Wurzelgleichung (25) ffir die weiteren Eigenwerte ~da), ~da), ... ist dann gleich- 
bedeutend mit  

(132) 
0 = Iv(s, ~1(~)), n(s, 2)]o = 

6t 

= G ( ~ ) -  ~ } f a s ~ ( s ) ~ ( ~ ,  z)~(~, i d a ) ) .  
0 

Fiir a - - . o o  wird daraus 

(133) 

o = [ -  ~(~, ~), ~(~, ,~(~))]~ = 
c~ 

= - {;,- I~(~)} .f&k(s)~(8, ;@(8, ~(~1). 
9 
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Der Vergleich mit  26. und 11. zeigt 

(13~) ~ = ~ ( ~ )  

~=(~1(~), ~ )  = ~n(~);  ~ = 1 ,2 ,3 , . . . ;  

in Worten: pr~gt man in s - ~  a die R~ndbedingung dutch  

(135) ~(8, ~1(~)) ,  n(8, ~I(~)) > 0; s > 0 

uuf, so kommt  im Limes a -+ co das Cour~ntsehe Grenzspektrum ~(c~) ---- lira S(a) 
in (29) heraus:  

[ l im S~176 a) ---- S~176 oo) = S ( o o ) .  
(136) / = ~1(~ )  

Von jetzt  ~b ist stets 

(137) ~t = ~1(c~); 

d~ml erseheint unter  allen Spektren S"(#; ~ )  d~sjenige fiir m ~- oo ~usgezeichnet: 
S~(#; c~)----~(oo); der kleinste Eigenwert ist m~ximul: = ~(c~), ebenso der n-re 
Eigenwert  maximul:  = ~n(C~). 

Da ~(s, #) den Verl~uf yon Fig. 2, jetzt  ~ber ohne einen ti:noten, h~t, t r i t t  an 
die Stelle yon Fig. 5 die Fig. 6. 

C% ~ 00 ;  

1 

1 2 
~. X " v 

2 3 

2 3 
y.r v .  

~ v  

2 3 

Fig. 6. 
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Fiir elldliches m ist naeh (114) 

[ 8~(#; oo) rh 8oo(/,; co) = 0; -- oo < m < oo. 
(13S) / = 

es ist dann ~ ( # ;  c~) < ~ ( ~ )  und man hs t  anstelle der Fig. 5 die Fig. 7~ in der a 
bereits so groB gedacht is~.~ dab fl'~(s, #) keinen Knoten  mehr hst .  

t t = ~h(~)  ; m end l i ch  

O < a <  co: -~ 
1 

X 
1 

l 2 3 

2 3 

2 3 
X e X ; X '  
2 3 

F i g .  7. 

lV[an beachte dabei: infolge der Tatsache, dab die Eigenwerte X~(/~; a) fiir a -* oo 
stets ngher an tt heranrficken, anderseits die ~.(a) stets nach links wanderI1, so mu$ 
~ ( # ;  a) ffir genfigend groBes a: < # sein, und  ebenso dann )~{#; oo). ~ a n  fiber- 
zeugt sich: fl"(s, #) ha t  hSchstens einen Knoten.  

Wir drficken (136) dahin aus, dab wit sagen: das ausgezeichnete Spektrum S~176 c~) 
ist g~eich dem Courantschen Grenzspektrum ~(c~). 

34. - Angenommen, es ist fiir ein so > 0 

( 1 3 9 )  < 

$o 

:Naeh t~ELI~IC~ [3] existiert dann das Fundumenta lsys tem fiir s ~ 0 

y(s) = ~7(8, #) 

= i 
8 
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(ist ~(0, #) = 0 d.h. h = 0, so ist l im co(s) = 1, s -~ 0) mit  den Eigensehaften 

(141) ~(s) > 0 ,  o~(s) > 0 ffir s > 0 

(142) [~(s), ~(s)] = 1 

(143) l im t ~ - ~ J  = 0 fiir s ~ oo.  

3[ittels (142) und  Iv ~, ~]] = 1 ergibt sich 

(144) 
{ v~(s, #) = --  my(s) + o9(s); m eine K o n s t a n t e ,  

- - o o < m <  c~. 

Wir pr~gen mit  diesem m durch 

og(s) = v~(s, #) + m~(s, #) = tin(s, #) 

in s = a die l~andbedingung auf;  sollte tin(s, #) einen Kno ten  al hubert (0 < a l <  c~), 
so sei bereits a > ax. Es ist dann (p = p(s)) 

Aus (141) und  (142) folgt 

p~  p ~  1 
- -  > o (s > o) 

und also 

- p(s)~(8) _ - p ( s ) r  1 - p ( s )  v)(s) 
co(s) ~(s) + ~(s),o(s) > ~(s) 

ausffihrlich 

a >  41. 

Ffir das Variationsproblem C"(#; a) bedeutet  das speziell ifir den ersten Eigenwert  

~?(~; a) > ~7(~; 4); 

daraus ftir a--~ c~ (beachte (136)) 

~ ( ~ ;  ~ )  => ~ ( ~ ;  ~ )  = ~1(~); 
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da anderseits stets 2~(#; c ~ ) ~  ~(c~) ist, so folgt 

;r o0) ~ (~, ~)  ,~(~), 

im Widersl0rueh zu (138). (139) ha t  aui  einen Widerspruch gelfi_hrt und es gilt somit 

(145) ~ ( s ) { ~ ( 8 , ~ ) ) , =  ~ ;  ~ = L ( ~ ) ;  ~ o >  o .  
80 

35. - Je tz t  haben wit  aufgrund yon (145) naeh I~ELL~C~ [3] das Fundamenta l -  

sys tem 

~(s)  = V(s, ~) 

(146) y~(s) = /~(t){~(t, #)}~ #); so > 0 

80 

mit den Eigenschaiten 

(~7) o(s) > o, ~(8) > 0 

(148) %(s), ~(s)] = 1 

�9 o~(s) 
(149) h m { ~ } =  0 

~Sittels (148) und [8, ~] -~  1 ergibt sich 

O(s ,  t~) = - -  ~,(s) + B ~ ( s )  , 

ifir s > so 

ifir s --~ c~ .  

Wir schreiben [tim(s, #), ~(s,/~)] = 1 ausfiihrlich an, dividieren dutch  flu(s, #)~(s, #) 

und bekommen 

nach (149) 

(150) lim fl~(s'tt) - 1 fiir s ~ o o .  

B eine K o n s t a n t e ,  

Fiir ein beliebiges und dann fest es reelles endliehes m folgt iiir 

fi~(s~ #) : v~(s, #) + my(s, tt) = - -  ~(s) + (B + m)w(s) 
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der zweite S u m m a n d  rechts  ist nach (150) ffir s > s~ negat iv.  Wir  not ieren  in e twas  
anderer  Schreibung 

(151) 

- - c ~  < m < c~ , a > A -~ A(m)  

in Wor ten :  ffir jedes endliehe m i s t  die Energ iekons tan te  fiir fi"(s~ #) kleiner als die 

Energ iekons tan te ,  die zu m = co d.h. zu ~(s~ #) gehSrt,  sofern nur  a geniigend 
grog ist. 

[ctg j,,@; a)] 

_ . . . . . . . .  

II 

J 

o .  

Fig. 8. 

36. - Geometrische Deutung yon (151). 

Die linke Seite yon (151) ist 

[ctg jm(/~; a)] : p(a)i](a, # ) . m  ~- p(a)~(a, # ) .  
~(a,/~) .m § ~(a, ~) ' 
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fiix ein festes a und variables m stellt die rechte Seite eine t typerbel dar, wie in 
Fig. 8 angedeutet, die wagrechte Asymptote dutch den Punkt  [] hat die Ordinate 

[]. ~--p(a)i](a, #)} 

"t 

die senkrechte Asymptote durch den (1 Pol ~) A hat die Abszisse 

\ v(a,~) ] 

zwischen beiden Asymptoten liegen 4ie Aste der Hyperbel: 

de~ Ast I unterh~lb der wagrechten Asymptote; 

der Ast I I  oberhalb der wagrechten Asymptote. 

Wit denken uns 4iese Figur ffir unendlich viele a ~ a~  wo a~c~, gezeichnet 
und fassen in jeder dieser ~iguren den zu einem ]esten mo (-- c~ ~ mo~ co) gehSrigen 
t typerbelpunkt  ins Auge. Dann besagt (151): yon einem Zeiger hTo ~n liegt in jeder 
Figur, die zu a ~ a~, n >~ No, gehSrt, dieser t typerbelpunkt  auf dem Ast I ;  speziell 
muB also 

sein; da m, beliebig war, so folgt fiir a - +  

(152) lim moo(a) = lim [-~ v~(~)~  = c~; /~ ---- ~(c~) \ ~(a, ~) ! 

g~nz un~bhiingig davon, wie sich fiir a - +  oo die horizontule Asymptote d.h. 

{--p(a)i~(a, #)} 
~(a, #) 

verh~lt. Ansehuulich gesprochen: ffir jedes m (mfest ,  endIich) wird ffir die Ener- 
giekonst~nte [ctg j~(#; a)] der Ast I I  <( wirkungslos ~), wenn nut  a geniigend grol~ 
ist; sie liegt d~nn stets auf dem Ast I und unterhulb der wagrechten Asymptote 
d.h. ist kleiner als die zu m = c~ gehSrige Energiekonstante 

- p ( a ) ~ ( a ,  ~) 
[ctg i~(/~; a)] -~ u(a, #) 
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Wir beachten noch: fiir den Ast I hat  die Energiekonstante [ctg j~(#; a)] ihr (~ Maxi- 
mum ~ in m = mo = --  ~ ,  und  n immt  yon da mit  wachsendem m streng monoton 
nach --  ~ ab. 

ZIISATZ. - Man fiberzeugt sich, du13 das/z aus (137) durch irgend ein fi = ~,(c~) 
e ~(oo) ersetzt werden h n n ;  auch dann gilt 

(153) 

37. - Wi t  bleiben dei der bisherigen Bedeut tmg yon # mid m und schreiben 
ffir die im Ansatz in 11. so bezeichneten GrS~en zum Unterschied jetzt  fi und  ~ .  
Sobuld dann 

gilt, was in tier Regel der Fal l  sein wird, schreibt sich das ausgezeichnete Spektrum 
nach (119) in 29. wie folgt (dort ~ durch d*o ersetzt) 

(154 ~) 

mit 

(15~t b) A [o(s, p), v(s, #)]~ 
I f l ' O  ~ A [ -  ~(8, ~), v(8, ~)]~" 

l~iir ein ~ ve ~o ist analog zu (151) 

(151") �9 P "  A [ctg ia(#; a)] < [ctg ~.(~; a)], a>>0 

mit  einer (151) entsprechenden geometrischen Deutung. 
Der Beziehung (152) entspricht jetzt  

I ~(a, ~) J t m~ (a ~ oo) . 

Ein Beispiel dafffr in X (dort wieder # uncl m anstelle yon fi, ~ geschrieben). 
Man iiberzeugt sic]a: die ausgezeichnete Eandbedingung yon EELmCH in [3], w 3 

liefert gerade alas ~usgezeichnete Spektrum. Ferner:  fiir jedes Spektrnm S~(#; c~) 
gilt der Knotensatz .  

38. - Der Physiker  und  Ingenieur  interessiert sich in erster Linie fiir das ~usge- 
zeichnete Spektrum: S~176 c~) = ~(c~);/~ = ~1(cr Zu S~(#; oo) = lira S~(#; a) ge- 

I S  - A n n a l l  d i  Maferaati ,  ea 
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h6rt  dus Variationsproblem C~(#; a), zu S ( c ~ ) =  l imB(a) gehSrt dus Variations- 
problem O(a); beide Probleme liefern im Limes a - ~  c~ dasse]be Spektrum, eben 
dus ausgezeichnete. Es erhebt  sich abet  die Frage:  was bedeuten die un4eren 
Spektren S~(#; co) ffir - -  c~ < m < co? Zu 

S~(#; oo) = lim S~(#; a) 
a---> r  

geh6rt das V~ri~tionsproblem C~(#; a) und dem entspricht  nach unserem reellen 
Ansatz, dM3 die in s = a konzentrierte potentie]le Energie gegeniiber C~(#; a) 
verkleinert wird, was einer unfuchenden Wirkung entspricht,  dutch  die d~s Spek- 
t r u m  Ms G~nzes, und  zwar auch Ifir a --> co nach links getrieben wird. man  vergleiehe 
dazu auch I~ELLICH [8], p. 716. 

X .  - E i n  B e i s p i e l .  

39. - Als solehes w~hlen wit  4ie gew6hnliche Legendresche DifferentiMgleichung 

{(1--s~)4} + ),u = O,  - -  1 < s < 1 .  
(155) 

h ---- 0 in (2) 

wobei wir uns bier auf das IntervM1 0 ~ s < 1 beschr~nken. 
Wi t  w~hlen # = 0, wof/ir 

l l o g  } @ s (155") ~(s, 0) = 1 ,  V(s, 0) = ~ - -  s 

ein Fund~mentMsystem mit  (p = p(s) = 1 - -  s ~) 

(,; (; 
ist. 

:) 
Offensichtlich liegen iiir 0 _<__ s < 1 die Voraussetzungen yon IX vor. 

40. - Die  Energiekonstante.  ~ i t  (155") ist 

1 l@s 
fl"(s, O) = 1 -t- m ~  log I _ s 

[etg j~(O; a)] ---- 1 @ r o l l 2  log (1 @ a)/(1 - -a )  -- 1 @ m.~(a )  

I 1 l + a  ~ ( a ) = ~  o g l _ a ;  ~ (a )~co  f ~ a ~ l .  
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D~r~us erhellt  

~ 0  ,r r 0 

(156) [c tgi~(0;  a)]: < 0  <:~ m V: 0 ,  a l l .  

m = 0 liefert die maximale  Energiekonstunt% dus heigt  d~s ~usgezeichnete Sloektrum. 

Fig. 9 zeigt den Gruphen:  f fir a - ~  1 -  0 wird der punk t ie r t e  Ast wirkungslos; 
sie entspr icht  der Fig. 8. 

--1 

q 

D 

t 

I 

I 

[ 

I 
~ - - - [  

Fig. 9. 

W~ehst  m yon  0 an fiber das Unendliche uncl yon  - -  oo weiter bis ( - -1) /~ ,  so 
n immt  die Energiekonstante  streng monoton ab yon  0 bis - - o o .  

Ffir das Varia t ionsproblem C~(#; a) ergibt  sich ifir m = 0 (# ist ~ 0) die l~and- 
bedingung:  4 ( a ) =  0, d.h. die (< n~tfirliehe ~> l~andbedingung. Fiir  das V~riutions- 
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problem C(a) lautet die l~andbedingung: u(a)----0, h[an kann sich auch direkt 
davon iiberzeugen, dub beide Probleme ffir a~l dasselbe (ausgezeichnete) Spektrum 
liefern. 

41. - Wir stiitzen nns auf [9]: W(~, fi; y; z) ist die hypergeometrische Funktion 
p. 291~ P~(s) die Kugelfunktion P~(s) p. 307 (doff n dutch ~, z durch s ersetzt). Wit 
erinnern an VII, und setzen iiir ein 2, Im ~ ~ 0: 

(157) ; t = ~ ( ~ , + l ) ,  ~ , = - - ~ +  2. , 
# 

die Wurzel fiir den t tauptwert  genommen; Fig. 10 und 11 zeigen den Zusammen- 
hang. Das Spektrum werden wit in tier ~----Ebene beschreiben. 

-�88 

/ 
/ 
/ 

S 
/ 
/ 

S 

Fig. 10. ~ig. 11. 

Wit erinnern an die ]~echenvorschrift u  und h~ben in der dortigen Bezeichnung 
(vergleiche (155')) 

(158) 

(159) 

1 --  8) 
#(8, ,t) ---- ~' --v,v +1;1; - -3- -  =P'(*) 

~(=, i t )=  ~( - -~ ,  ~ + 1; 1 ; 1 ~ ) ;  

9(s~ O) = 1 
1 l + s  

~(s, O) = ~ log i - -  s 
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Wir berechnen den Limes der 3/[atrix (1O0), jetzt  ffir a - ~  1. ])as Verhal~en yon 
•(s, ~L) ffir s--~ 1 entnehmen wir [10], p. 291; die l~echnung ergibt 

(16o) 

_1 o) 
X(v) - -  2 si ~, 

mi t  (Y(z) die Gammafunkt ion,  y die Eulersche Konstante)  

sin v7~ r /~'(-- v)  F ( 1  § v)] 
(161) Z(V) = )- [2y § T'(--v~ § ~ - ~ - ] "  

Die 1Katrix (97) lautet  hier 

(162) 

Es kommt  fiir den Limes 

( - P ~ ( o )  P,(o)~ 

P,(o) P,(O)]" 

(~t63) 

(164) 

/~(~; #;  1) = lira ~'~(A; O; a ) ,  a-~l 

~(),; o; 1) = 

sin--~- {Z(v)§ 1}.m § 2 s i n ~  

42. - Wi t  beachten jetzt,  dab 

(165) z(k) = ( -  1y ;  k = 0, 1, 2, ... 

ist, und  dat3 infolge dessert die Ausdriicke 

{z(~) + 1} [z(~) - 1] 
(166) vz �9 va 

COS - -  S l l / - -  
2 2 

auch fiir reelles v, v => - -  �89 sinnvoll bleiben. Wix' notieren noeh die Formeln 

lim[Z(v) --  1] _ 0 
(167) ~-~o vz sin - -  

2 

(168) 
l i m  {Z(v) § 1 } >  0 
~'-~0 Y;T6 

OOS 
2 

4 log 2 
7~ 

(169) 0 ( - -  < 1 .  
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(170) 

~Iithilfe dieser Formeln  schreibt  sich (164) so 
�9 ~ 

I ~  + 1 / ~~ 
�9 m 4- r 

[z(~) - !  . m  + 4 - -  

m = 0 liefert  d~s ~usgezeichnete S p e k t r u m  S~ 1): 

(171) lo(2; 0; 1) = 2 [( ;)1 / '  1 ~ sin ~-  

cos - -  
2 

mi t  den ]~igenwerten ( 2 n -  1) l~nd E igenhmkt ionen  P~- l ( s ) .  

m = ~ ergibt  n~ch (154) ~ls ers ten  Eigenwer~ 0 m i t  der  E igenfunkt ion  

1 1-~-s  0 in 0 ~ s ~ l .  
2 1 ~  - -  s 

43. - F i i r  beliebiges m ergibt  sich ein S p e k t r u m  S'~(0; 1 ) i n  der v = Ebene ,  wie 
d~s die F igur  12 ~ndeutet :  die P u n k t e  �9 en tsprechen d~bei dem ~usgezeichneten 
S p e k t r u m  (171)~ die P u n k t e  • dem Spek t rum S~(0;1) .  

Q 

1.x 

1 

1 2 3 4 5 

2 3 4 5 

Fig. 12. 



Eg?~ST MOH~: Nine Bemerkung zur Weylschen Theorie~ etc. 199 

W e n n  m wgchs t ,  w a n d e r t  der  ers te  E i g e n w e r t  ~ in der  Fig.  12 s te t ig  wie fo lg t :  

ffir O _ < m _ <  c~: 

ffir - -  c~ ~ m ~ ml < 0 : 

f/Jr ml g m < 0 : 

1 

y o n  dem P u n k t  �9 n~ch 0;  

yon  0 wel ter  his ( - -  1)/2 ; 

y o n  ( - -  1)/2 auf  der  p u n k t i e r t e n  Ver t ikMen nuch  

( -  1)/2 + i ~ ;  

(infolge (]69) ist  m ~ <  0). 
1 

Dabe i  w a n d e r t  der  zwei te  E igenwer t  2 x y o n  �9 nach  �9 
3 2 

y o n  �9 naeh  O, .... 

, der  d r i t t e  E igenwer t  x 

Berichtigung bei der Korrektur yore 28-9-1981. 

Im Anschlul~ an (129) und (130) wird irrtiimlieh auf ein Theorem yon Montel verwiesen, 
w~hrend offenbar nur benutzt wird: jede besehr~nkte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge. 
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