
Superficie cubiche di A s 
a curve sottoinsieme intersezione completa (*) (*% 
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S u m m a r y .  - In  this paper we classify the algebraic cubic surfaces ~ of the affine space A~ 
where 12 is the complex field, whose algebraic curves are set-theoretic complete intersections 
of f f  ;in other words surfaces ~ such tidal every prime ideal of height 1 in the coordinate 
ring C[~J of ~" is the radical of a principal ideal; if ~ is non singular in codimeusion 1 
this means that C[3 r] is semifaetorial. We give the equations of such surfaces within linear 
isomorphisms o/Aac providing also methods by which one can construct the equations of the 
surfaces e~tting on ~ its curves as set.theoretic complete intersections. Moreover for each of 
these surfaces we determine the minimum positive number A such that every algebraic curve 
of ~', with multiplicity o/i~tersection 2, is complete intersection of ~ itself with another cur- 
face ed (see the table in w 8 where the results are summarized). We taclde also the problem 
of such a elassific~gon over algebraically closed fields k different #ore C. 

I n t r o d u z l o n e .  

Una superf ine  Mgebrica irridueibile $ d i p s  c,  o di A~, si dice a curve set toin-  
sieme intersezione comple te  qnando per  ogni sue curve  Mgebrica irriducibile c esiste 

una  oppor tune  snperficie algebrica g di s c,  o di AS c,  ta le  the  c = s (~ g. Le super- 

f ide  Mgebriche cubiche irriducibili  dello spazio proie t t ivo P~ a curve sot toinsieme 

iutersezione comple te  sono s ta te  classifieate da E.  STAC-NARO ill [8]: quest% g meao  

di isoraorfismi lineari, sono tre.  Lo stesso E. STAGNAI~O r i levava  in un seminario 

che l 'aDalego p rob lema  di classificare ]e snperficie Mgebriche cubiehe dello spazio 

affine A~ a curve  sot toinsieme intersezione complete ,  g meno di isomorfismi ]ineari 

di A~, p resen tava  nnovi  gspet t i  e difiicoltg non aneora  risolte, inerenti  ella na tu re  

affi~e del problem~,  sos tanzia lmente  dovut i  a] f a t to  ehe su aria snperficie atfiae ~- 
~ma curve  c pub essere sot toinsieme intersezione comple te  di Y e di nn 'Mt ra  super- 

ficie ~, men t r e  ci6 no~ si verifica per le ehinsure proiet t ive,  ~ e ~, di 5 e di c. Pub 
iufa t t i  aeea.dere the  per  ogni superfieie ~ ehe definisca c su ~-, ~ definisca su 

oltre a c n a a  curva  residna (necessariamente Ml'infinito). Una  delle questioni non 

aneora  risolte, ad  esempio, era se una  superf ine  enbiea ~ ,  con la curva  a11'infinito 
ridueibile e la cui ehi~snra pro ie t t iva  g non singolare~ g a curve  sot toinsieme inter-  

sezione comple ta  (l 'anMogo p rob lema  nel cgso delle q~adriche g ben  noto ;  he1 caso 

delle cubiehe t rov iamo  un  r isul ta to  del t u t t e  different% err. Oss. 2.2 segnente). 

(*) Entr~ta in Redazione il 20 novembre 1980. 
(**) Lavoro esegui~o nell'ambito del G.N.S.A.G.A. del C.N.R. 

(***) Indirizzo degli au~ori: Isti*uto di Ma.tematic~ Applicata, Via Belzoni 7, Paclova. 
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In  questa nora si risolve il problema determinando tu t t e  le superficie algebriche 
cubiche affini di A~ a curve sottoinsieme intersezione completa: di tal l  superficie 
vengono date le equazioni a meno di isomorfismi lineari di A~. Da Mcune dimostra- 
zioni presentate si t i c ,vane  elementi che permettono di calcolare esplicitamente 
per ogni curva c, di una tale superficie 5 ,  le equazioni delle superficie 6 tali  ehe 

L'anMisi di eiascuna superficie ~- o t tenuta  g inoltre completata stabilendo il 
minimo intero positive 2 per cui ogni eurva algebrica di 9 r, con molteplieits di inter- 
sezione 2, g intersezione eompleta di 5 con un~altra superficie g. Si forniscono inoltre 
dei criteri che permetteno,  quan4o Z > 1, di individuar% per ogni 2', 1 < At< t, un'~ 
curva c c ~ ehe non g intersezione completa di ~- con molteplicit~ di intersezione 2'. 
In  particolare risnlta ehe per le superficie cubiche a c~lr~e sottoinsieme intersezione 
completa~ Z g minore ed uguale a 6 e pub assumere t u t t i  i valori da 1 a 6. 

Tut te  le eonsiderazioni di questa nora sulle superficie algebriche cubiche definite 
su C valgono in effetti su un  qualunqne campo ~ Mgebricamente chiuso di earatte- 
ristica zero e pitt che numerabile. 

Le superficie le cni equazioni sono quelle contennte nella tabella riassuutiva 
(cfr. paragrafo 8 seguente) sono tu t t e  superficie cubiche a curve sottoinsieme inter- 
sezione completa s e i l  campo k 6 algebricamente chiuso di cargtteristica =/= 2, 3. 
Se perb /s 6 (algebricamente chiuso) di earatteristica positiva, oppure k ~ numera- 
rile~ esistono superficie cnbiche a curve sotteinsieme intersezione completa non corn- 
prose nella snddet ta  e]assificazione: ad esempio nn cone o un cilindro proiet tante 
nna enbiea ellittica pinna, definite sopra un campo /~ che sin la chiasura algebrica 
di un  campo finite, 6 a curve settoinsieme intersezione comple~a (cfr. Oss. 5.2 se- 
guente). Rimane cosi aperto il problema di completare la classificazione delle super- 
fieie cnbiche di A~ a curve sottoinsieme intcrsezione eompleta nel case in cut ~ sin 
(algebricamente chiuso) di caratteristica positiva oppure/~ sin numerabile: ad esempio 
non ci risulta note se~ nelle ipotesi det te  su k, ann rigata (cempresi i cilindri) con 
re t ta  doppia (al finite) e eurva all ' infinite riducibile o nu cone con una re t ta  doppia 
siano a curve settoinsieme intersezione completa. 

t~ieordiamo che ann superficie ~ g a curve intersezione completa (ciog per 
si ha ~ = 1) se e solo se l'ane]lo delle coordinate aitlni C[5] di 5 6 un  anello fatto- 
riale (dr .  [2]) e c h e  una superficie normale 5 (normMe equivale ad essere non sin- 
golare in codimensione 1, err. [6], pggg. 390-391) 6 a curve sottoinsieme interse- 
zione eompleta s e e  solo se C[5] ~ semifattoriale (err. [9] oppure [11]). Per tan to  la 
classificgzione effet tuata in questa nora delle superficie cubiehe affini a curve sot- 
toinsieme intersezione completa, essende tut~e le superfieJe t rovate  non singolari 
in codimensione 1, equivale dad punto di vista algebrieo alla determinazione di tu t t i  
gli anelli C[X, Y~ Z]/(I~), dove /~  g u n  polinomio irridueibile di grade tre, ehe seno 
fattoriali  o semifattoriali~ o cib the g lo stess% alia determinazione degli anelli 
C[X, Y, Z]/(iF) tall  che ogni lore ideale primo di altezza i ha una potenza simboliea 
ehe g u n  ideale prineipale. 

Osservato poi ehe per ogni superficie irriducibile e normale 5 = {iF = O} a curve 
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sottoinsieme intersezione complet~ il numero ~ definite sopr~coincide con l 'ordine 
dell 'anello C[~-] ---- C[X, 17, Z]/(F),  (cir. ~d esempio [11], pug. 4), e ricord~ndo che, 
come sopr~ si 6 detto,  per ogni superficie t r o w t a  ~-, si riesce a determinare  l 'ordine 
dell 'anello C[~-], ]a c]assific~zione forni ta  pe rmet te  in effetti  di determinare  per 

ogni ~ (che pub vari~re d~ 1 a 6) tu t t i  g]i anelli C[X, 17, Z]/(~), con F polinomio 
irriducibile di grade 3, che sono semifat torial i  di ordine 2. 

A differenz~ del c~so proiet t ivo,  risultu infine che le clussi di superficie eubiche 
afflni a c~rve sottoinsieme intersezione completu, modulo l 'equivalenza per isomor- 
fismi lineari, sono infinite lOUt essendo possibile distribaire,  sempre ~ meno di iso- 
morfismi lineari, t~ t t e  le superficie cubiche affini a curve sottoinsieme in~ersezione 
completa ia  un  numcro finite di famiglie di cui solo 6 dipendono (lineurmente) da 
un  p~rametro.  

Notazioni. 

Sin A~, (F~), lo spazio aifine, (proie'~tivo), di dimensione n sopr~ tm C~ml)O k. 
Supporremo che A~ si~ immerse in P~ t rami te  la mapp~ 

(x~, ..., x~ )  -~ (1, x~ ,  ..., x ~ ) .  

Per  n = 3 indicheremo 9ifl semplicemente (X1, X~, X3) con (X, 17, Z) e X0 con T. 
Per  ogni isomorfismo lineure a di A~ indicheremo con ~ 1~ snu estensione ~ ]P~: 

cio& se 

~: ( x l ,  ..., x~ )  ~ ( a (x l ) ,  ..., ~(x~))  

con a(X,)-= b~-F ~ a,jXj, (i ~-1, ..., n) e la matr ice  [a~] e GL(n, k), l 'estensione 5 

di a, ~ meao  di un fu t tore  non nullo di proporzionali t~,  sar~: 

( ) 8: (Xo, ..., X.)  -~ Xo, blXo-]- a~jX~, ..., b.Xo d:- ~ a.jXj . 
#=1 5=1 

Per  ipersuperficie, varietd b sottosarietd si intenderg sempre ipersuper/icie, varieth~ 
sottovariet~t algebriche ridotte. 

Le ipersnperficie di A~ s~rgnno indicate con S 7, g, ... e si scriverg rispe~tivgmente: 

5- = {/~ = 0}, 9 = (G = 0}, ... se /~ ---- 0 e G = 0 sono, nell 'ordine, delle lore eqnu- 
zioni, essendo 2~ e G genergtori  degli ide~li princip~li di ~- e d i g .  

{X0= 0} surg chium~to iperpiano all'iu]inito di A~. 
L~ chillsur~ p r o i e t t i w  di 5- in s verr~ indic~t~ con ~ .  
Si indicheranno con a, b, ... sottovariet~,  non necess~ri~n~ente irriducibili, di 

cedimensione 2 di A~. o di P~. 5Tel c~so in ctfi a, b, ... si~no sot tovariets  di 2/~, a, [~, ... 
indicher~nno le r ispet t ive chiusure proiet t ive in P~, ment re  Supp a~ ,  Supp boo, ... 
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indieheranno gli insiemi a c5 {X0 = 0}, b c3 {Xo = 0}, .... S e  r g n n a  recta di A~, 
con ro~ si denoters il pnnto  all 'infinito di r. 

Si~no ~- e g dne iperst~perfieie di A~ e c nna sottovariet~ irridncibile di 2- (~ g 

di eodimensione 1 in 2- e in g. Con moltep~ieith di intersezione di 2- e g lungo c si 
in tenders  l ' intero 

/ ( c ,  2- c~ g) = dim~/s[X~, ..., X.]~/(~, G)k[X~, ..., X~]~ 

dove q 5 l ' ideale primo di c in/~[X1, ..., X~] e I~[XI, ..., X,~]q ~ l 'anello locale di A~ 
in c. Si ricordi ehe se c non ~ luogo di pnnt i  singolari di nna  delle due ipersuper- 
ficie 2- e 9, ad esempio di 2-, ed 2- ~ inoltre irriducibile, si ha  I (c ,  ~ n 9) = %(~), 

dove 0 indica l ' idesle primo di c in 7c[2-] = k[X~, ..., X~]/(F) e s.p indica la valuta-  
zione del campo dei qnozienti  dell 'a~el!o locsle 2 = k[2-]p di 2- in c e G l ' imm~gine 
canonica di G in ~ .  Essendo ls mol tep l lc l~  di intersezione nn  fa t to  locale, qnanto 
det to  per il caso affme si es tende a 2-, 9 e a d  nns  qualunque sot tovariet~ irriduci- 
bile c di ~ F~ ~ di codimensione 1 in ~ e in 9, r icondncendo il calco]o di I (c ,  ~ (~ ~) 
ad nn  oppor tnao  aperto afline X c P~ ta le  che X (~ c :/: 0. Come sopra, si pub notare  
the  se c non 8 luogo di pan t i  singolari di ~- = {i~ = 0} e di 9 = {G = 0}, ad esem- 
pio di ~-, e ~ ~ inoltre irridueibile, si ha the  I(c, .~ (~ ~) = %(G) dove O ~ l ' ideale 
primo omogeneo di c in k[X0, ..., X~]/(F) e G g l ' immagine eanoniea di G neli 'anello 

loeale (lt[Xo, ..., X~]/(/v))p. 
Sia ~- nna  ipersnperfieie di ~ (o di A~). Nel seguito con divisori di 2- intende- 

remo divisori di Well di 2-~ clog elementi  de1 grnppo abeli~no libero generato dslle 
sot tovariet~ irridneibili di 2- di codimensione 1 in 2-. Indicato con A = El~a~ un  
divisore effettivo di 2-, clog tale per cui sia )0,>~O~ la variet~ [J a~, dove J ~ il sot- 

~sJ 
toinsieme degli iadici i per eui ~ , >  0, sar~ del ta  il supporto di d e indicata con 
S~pp A. Un divisore effettivo A = Z)~a~ per il qnMe si abbia l~e {0, 1} si dirg ri- 
dotto; per comodi~s di linguaggio spesso identifieheremo nn divisore r idot to  col sno 

snpporto.  
Siano 2- e g due ipersnperficie di A~. Si chiamer~ intersezione completa di 2- e 

di 9, e si denoterg con il simbolo 2-.9,  il divisore di ~ (e di 9) ~--9 = ZX~a~ dove 
le a~ sono le component i  irridncibfli della variets  2- ~ g e ) ~ =  I(a~, 2- ~ 9). Aria- 
logo significato avrs il simbolo ~ ( ~  ~. Risulta inoltre 2-(3 9 = Snpp (2-.g) e 

n = s pp (g-. 
Sia ~ = {l~ = 0} ~na ipersuperfieie irridncibile non singolare in codimensione 1 

di ]P~, H nn  qaalnnqne polinemio omogeneo non ~nllo di l~[Xo, ..., X~]. Intende~'emo 
con divisore sn 2- definito d~l polinomio H,  e denoteremo con div~-(H) il divisore 
X%(/ t )c ,  con p ideale primo omogeneo di c in k[Xo, . . . ,X.]/(F),  c variabile nel- 
l ' insieme delle sot tovarietg irridneibili di codimensione 1 di ~-, e H immagine eano- 

niea di H in (k[Xo, ..., X~]/(/~)),. 
Per  ogni ipersuperficie ~- c A~., ~-~o indicherg il divisore 2-00= ~-" {X0 = O} e verrg 

de , to  il divisore alI'in/inito di 2-. Si osservi che Supp ~-~----~ (~ {Xo= 0}. 
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Siano 5 e g due ipersuperfieie di A~ e 5 ~  e 9~ i r ispet t ivi  divisori Ml'infinite. 
Posto  5o0= X2~a~ e goo= X#~a~, 5oo>9~ indicher~ come d'uso, the  2~>~#~ per ogni 

indice i. 
I pun t i  di Supp 5~ (di Supp a~o) saranno det t i  anche punti  all'i~finito di 5 (di a); 

ino]tre un  punto  di 5 (di a) che non sia all ' infinite sar~ det to  punto  ul finite. 

Se 0 ~ un  pnnto  di A~ e P (s) nn  punto  (una ret ta)  di {X0 = 0}, con retta amine 
O P  (con piano a]]ine Os) si intender~ ]a r e t t a  [ per 0 con r ~ =  P (il piano Ir per 0 

con ~%= s) .  

Sia 5 c A~ una  superficie algebriea. Diremo curva di 5 il supporto di un  divi- 
sore effettivo di 5 .  Analoga definiziene di curva su di una superficie di P~. 

Sia 5 nna ipersnperficie irridncibile di A~ e c u n a  s o ~ o v a r i e ~  irridncibile di 5 

di eodimensione 1 in 5 .  Diremo che c ~ .~ottoinsieme intersezione completa di 5 (bre- 
vemente  s.i.c, di 3 )  se esiste nna ipersuperfieie 9 cA~ tale  che 5 . 9  = )~c, do~e si 
ha A = I(c ,  5 ( 5  9 ) > 1 .  Analoga definizione si d& nel case proiet t ivo.  

Sia 5 una ipersuperfieie irriducibile di A~. (o di P~). Diremo che 5 ~ a sottova- 
rietd di codimensione 1 sottoinsieme intersezione completa se ogni sua sot tovariet~ 

irriducibile di codimensione 1 ~ s.i.c, di W. 
Una superficie 5 di A~ (o di 1~) a set tovariet~ di codimensione 1 sottoinsieme 

intersezione completa sar~ de t ta  a curve sottoinsieme intersezione completa o pifl 

semplieemente ~ curve s.i.c. 

1. - Superficie a lgebriche affmi contenent i  una  eurva so t to ins i eme  in tersez lone  c e m -  

pleta e loro divisori  all ' infinito.  

Preme%iamo aleuni Lemmi che valgono sopra un  campo k a]gebricamente ehiuso 
arbitrario.  

LE~-VI~A 1.1. - Siano 5 una ipersuper/icie di A~ (eventualmente singoIare e ridu- 
cibile) e c u n a  sua sottovariet~ pura di codime~sione 1 le cui componenti sono saw. 
di W. Esiste a~lora una ipersuper/icie g c A~. tale che: 

5 n 9  = c ,  (3oo~5oo. 

DI)mS~AzIo~E.  - Dalle ipotes~ segue l 'esistenz~ di una ipersuperficie JC c A~ 
tale ehe 5 ~ 3~ ~ c. Se ~o ~b Y~o Fesist~nza di ~ 6 provata assnmendo ~ = 3~. Se 

3r 5~ nell'insieme non vuoto delle ipersuperficie ~ tali che 5 r~ ~ = c e ~oo> Y~, 

a* ai ordine mi imo. Porto = {F = O} e 0}, sia o 

o,o ~ *  * * o,~ * P = F~ + F~-I § -F Fo ,  = H~ d- H~_~ § § Ho 

dove ~ i ~  j ~ *  sono polinomi omogenei di grado i. j r ispet t ivamcnt% O ~ i ~ r ~  O ~ j ~ s .  
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Per  provare  che div{x~=o} (/7) = 5"~ e cite div(xo=0} (/~*) = ;E~, si ponga 

F~ = A~", ... A~"o, H~ = B ? . . .  Br  o 

con A~, B; polinomi omogenei irridueibili, e 

a,= { ~ , =  o}.{Xo= o}, b,= {B;= o}.{Xo= o} 

con l < i < u ,  1 < ] < v .  Essendo ~ = {F~ + X0/V~_~ + ... + X~2~ 0 = 0}, !e eomponent i  
di ~- (~ {Xo = O} sono a~, ..., a~. Detto 9~ ]'ideMe omogeneo d i a i  in k[Xo, ..., X~]/(Xo) 
con 1 < i < %  si ha 

z(a~, ~ n {Xo = o}) = %, (2,  + Xo F~_ ~ + ... + Xo' Fo) = %,(_~) = %, (~ , . . .  A~)-~o = n ,  

e, valendo questa relazione per ogni i = 1, ..., u, segue che diV{xo=o} (_~) = n la  1 + 

+ ... + n,a~----- ~ .  {X o = 0} = 5"~. AnMogamente si ot t iene div {xo=o}(H~*) = m~ b, + 
+ . . .  + % b~ = ~ * .  {Xo = 0} = ~ 5 .  

Da JC*~> 5-~ segue che u < v  e che esiste una  permutazione (t~ ..., t~) di (1, ...~ v) 

per cui A t ,=  d~B~ e nh>m~, con d~ costanti  oppor tune  non null% per l < i < u .  
Esiste per tan to  un  polinomio omogeneo P~_~, di grade s - -  r~>0, per cui H* = P~_fl~; 
Mlora il po]inomio 

Q = H*-- P,_~/~ = -- P~_~(E~_ I + ... + Fo) + H,_ I T ... § Ho 

ha grade minore di quello di H*. De t t a  9 la ipersnperficie luogo degli zeri di Q, ri- 
sulta 5 (3 g = 5 " n  ~ * - =  c, e, se g = {G --= 0}, ris~lta deg G < d e g Q  < degH* ,  e 
dunque per l ' ipotesi su Jg* risulta 9~>~-~.  

I1 seguente corollario del Lemma 1.1 pub essere considerate come un  criterio 
per stabilire quando una sot tovar ie tg  irriducibile di codimensione 1 di una iper- 
superficie irriducibile 5" c A~ non ~ s.i.c, di 5-. 

CO~OLLA~IO 1.1. -- Siano 5" una @ers~tper]icie irriducibile di A~ e Cuna sua sot- 

tovariet~ irridueibile di codimensione 1. Se per ogni @ersuper/icie g c A~ vale l'im- 

plicazione 

{ 5 " n  g = c} => g~> 5-oo 

aIIora c non ~ s.i.e, di 5". (Quindi 5" non ~ a sottovariet~ di codimensione 1 s.i.c.). 

OSSE~u !.I. -- Si noti ehe so su nn~ ipersuperficie irridueibile 5- non sin- 

golare in codimensione 1 esiste una  sottovariet~ irriducibile c di codimensione 1 
non s.i.c, di 5-, ogni Mtra sot tovariet~ irridueibile d c Y, tale che 2c + / t d  ----- ~-.g 
per quMche 9 c A~, non ~ s.i.c, di 5- (cfr. Lemma 2.1 seguente); analogamente  d a d  
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si possono otLeI~ere al t re  sot tovariets  irridiicibili di codimensione 1 non s.i.c, di 5 e 

cosl via. 

])el segllente 1emma diamo una dimostrazione vMevole quMtlnque sia ]u c~ratte- 

ristica de1 cumpo k. 

L ] ~ A  1.2. - Siano 5 una ipersuper]ieie irriducibile di ordine r > 2  di P~., con 

n > 3 ,  e ~$ un iperpiano di P~ tare ehe 

5 . f f = 2 1 + v  con 2 > 2  

ore I ~ una sottovarietit lineare di 5 di codimensione 1. Allora 5 possiede almeno un 

punto singolare su I. 

DI~IOSTI~AZI01'CE. - Si~ a na  isomorfismo l ine , re  di P~ tale che a(~) = {X0 = 0} e 
a(I) ~ {X0= X~=  0}. De t t a  5 ' =  o'(5) e 5 ' =  { F ' =  0}, si pub supporre F ' =  XoH + 

+ X1G con H,  G polinomi omogenei di grado r - - 1 > 1  e G e/~[X1, ..., X~]. l~oichb 
n > 3  esiste almeno tin pun~o Q e (H ~ 0} (~ {X0---- X1 = 0} e non ~ restr i t t ivo am- 
met te re  che a siu stato scelto in modo che Q --  (0, o, ..., 0, 1). Inol t re  doyendo essere 
ovvi~mente  I(a(I), 5 ' ( 3  {Xo=  0}) ---- ),~>2, deve esistere un po]inomio omogeneo G' 
tale che G X~G'. I)oich~ F '  XoH + ~ ' e ... = -~ X~G Q = ( 0 , 0 ,  , 0 , 1 )  e { H = O } ,  il 

grado di H rispetto ad X~ 6 < r  - -  2 e dunque il grado di /~ '  r ispetto ad X ,  ~ < r  - -  2; 
ne seg~le che Q ~ punto  almeno doppio per 5 ' .  I1 punto  P ---- a-~(Q) e I surh Mlor~ 

a]meno doppio per 5 .  

LEiVI~A 1.3. - Sia 5 una super/ieie di A~ di ordine r >~2. Supponiamo vhe 5"r I, 

con ] retta priva di punt i  singoIari di 5 ,  e che d sia una eurva di 5 complanare con I. 

AIlora per ogni super]icie g c A~ tale ehe 5 (3 g = d, risulta goo> [. 

DI~0STRAZI051E. -- Si~no if(t) c A~, t e k, i piani del fascio improprio di sostegno I, 
supponiumo che ~'(0) sia il piano contenente  d. Poich5 ] ~ pr iva di pun~i singol~ri 

di ~-, per il Lemma 1.2 ]a molteplicit~ di intersezione di 5 e ~'(t) hlngo I deve essere t 
per  ogni t e k. Essendo inoltre l 'ordine di 5 r~>2, possiamo scrivere, qualunque sia 

te/~,  

~ .~ ( t )  = [ + 2 M t )  ~,(t) 

con X)~(t) ~ / t )  divisore effettivo e adt) eurva irriducibile di 5 .  
Posto a(t) = SttppX,~(t)a~(t), si osservi che in ogni punto  P e Supp a(t)~o c ]  il 

piano tangente  a ~ in P 6 73(t). Pe r t an to  se t~va t2 risulta Supp a(t~)con Supp a(t2)~= 0 
a l t r iment i  in ~m punto  O e Supp a(t~)oo(~ Supp a(t~)ooc ], the  risulta setup]ice per~-, 

avrebbe ivi due piani tangent i  distinti  ~(t~) e ~(t2). Se ora g ~ una superficie tale 
the  5" ~ g = d, essendo if(0) n a(0) n d, r n a(t) e '$(0) (~ if(t) = 0 per ogni tve 0, 

ne segue che g ~ a(t) ~ 0 per ogni t :/: O; quindi Supp goo~ Supp a(t)oo:~ 0 per ogni 
tee  0 e per taa to  supp g~o contiene infiniti punt i  di I e dunque good> I. 
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OSSERYAZI01~E 1.2. -- I1 L e m m a  1.3 non si pub  generalizzare ad una  ipersuper-  

fieie 97 c A~ per  ~ > 4 ,  the  eontenga una  var ie t~ l ineare I di dimensione n -  2 pereh~ 
in tale  easo esiste a lmeno un  pun to  di I singolare per  ~,. 

LENSVIA 1.4. - Sin 97 una super]icie di A~ di ordine r > 2 .  Siano c, d curve di 97 

tall ehe ~c (h ~--= ~; supponiamo inoltre the esista una componente irriducibile a di 

Supp 97~ tare che a o Supp doe e che, se b ~ una (eventuale) componente irriducibile di 

Supp 9700 diversa da a, si abbia b (h Supp d~ = O. Allora se 9 ~ una super]icie di A~ 

per cui 97 (h g =- c, risulta gee> a. 

DT~0S~AZI0~E. -- Essendo 9 e ct var ie t s  di Pa di dimensione 2 e 1 r i spet t iva-  

mente ,  r isnl ta  ~ C~ cl :~ ~. Ino] t re  da 97 fh 9 = c e c (~ d = O segue ehe g 53 d = O e 

quindi 9 53 d c Supp d~. Esiste dunqne almeno un pun to  P e (Supp doe 53 Supp gee) c 
c (Supp 97~ (h Supp g~). Sin v una component  e irridncibile di ~- n 9 passan te  per  P; 

v ha  dimensione 1. P rov iamo  ehe v 6 una  curva  del p iano {X0 = 0}. I n f a t t i  se eosl 
non  fosse~ la sua pa r t e  afiine sarebbe eon tenuta  in c e quindi v eoineiderebbe con 

una  eomponente  irridueibile di ~. Poiehg P e v c ~ ne seguirebbe: P ~ ~ (~ d eontro 

le ipotesi. Pe r t an to  v c (Supp 97~53 Supp gr dalle ipotesi su a segue ehe a = 

_= v<C3~. 

OSSEI~VAZIONE 1.3. - A differenza del L e m m a  1.3~ il Lemm~ 1A pub essere esteso 

ad una  ipersuperfieie 97 cA~, con ~ > ~  e a so t tovar ie tg  c, d di eodimensione 1 per  

le qnali sia d im (8 (5 d) < ~ - -  3. 
Ci si g l imitat i  al easo n = 3 pereh6 g qnello ehe viene usato in questa nota.  

2. - Superficie cubiche affmi prize di punti singolari al finite e all'infinite. 

Inizi~rao la t ra t t az ione  r iguardante  le superficie cubiche irridueibili. I1 fa t to  the  

una  superfieie cubiea ~- non singolare di P~ pessegga e sa t t amen te  27 re t te  e le pro- 

priet~ della lore eonfigumzione erano noti  sin dal seeolo seorso (err. [3] para-  
grafo 11.2, pag.  241). Pe r  una  t ra t t az ione  di questo a rgomento  che prescinda dalla 

carat ter is t ica  zero e dal campo dei numer i  complessi, si veda  per  esempio [5], cap. V, 

paragra fo  4. 
Tra  le propr ie t~ della configurazione delle 27 re t t e  di una  superfieie eubica ~- 

non singelare di P~ saranno usa te  le seguenti :  

a) esistono Mmeno due re t t e  sghembe di ~ ;  

b) ad  ogni t e t r a  r c ~- si appoggiano e sa t t amen te  a l t re  10 re t te  di ~ ;  

c) a due re t t e  sghembe arbi t rar ie  di ~- si appoggiano esa t ta rnente  5 re t te  di ~-. 

OSSE~VAZI0~ 2.1. - Sin 9 7 una  superfieie eubica di A~. Se 5: non possiede pun t i  
singalari  sul piano alFinfinito {Xo = 0}, Mlora per  ogni t e t r a  r c ~- si ha  ehe r~ 
non ~ pun to  singe]are di Supp 97oo: Infatti~ se lo less% { X 0 =  0} sarebbe il p iano 



P. 0. CnAIGREnO - 1~. GATTAZZO - 5L C. ~o~coNI :  Superfieie eubiehe, ecc. 89 

t angen te  in t~le pun to  ~ ~ in r~, m s  cib 6 ussurdo perch6 il p iano t angen te  in ta le  

pun to  ~ ~. dove contenere  r. 

PRo~os!z lo~E 2.1. - Ogni super]icie cubica a]]ine irridueibile ~" c A~, eoq~ k eampo 

algebrieamente ehiuso di earatteristica arbitraria, tale che ~. ~ non singolare~ non ~ a 

curve sottoinsieme ~ntersezione eompleta. 

DI~0S~RAZI0~E. - Osservi~mo innsnzi  t u t t o  che, in b~se ~i L e m m a  1.2, :~r ri- 

sult~ essere r idot to.  Dis t inguiamo i t re  c~si: 

Caso 1). - ~ 6 una  cubics  irriducibile. Si~no c, d due re t t e  sghembe arbi t rar ie  

di ~ .  Applic~ndo il L e m m ~  1.4 slle re*~te c, d, si ha  ehe per  ogni superficie 9 c A~ 

talc  the  ~ - ~  9 = c r isut ts  9 ~ >  Y~o. 

Caso 2). - Yr r + c, con r r e t t a  e c conic~ irriducibile. Esis te  a lmeno u n s  

r e t t s  9 c Y che si appoggis  ad r (in go~). ~ r a  le 26 re t t e  di ~- dis t inte  ds  5 10 si ~p- 

poggiano s r [propriet~ b) delle 27 re t t e  di ~ ] ;  le r imanent i  16 si appoggiano a c e9 

per  POss. 2.1~ non a r. F r s  di esse al pih 9 (oltre ud r) si possono appoggiare  ~ 9 ; ne 

esiste percib a lmeno una  d sghembs  con 9. Pe r  ogni superficie 9 c A~ per  cui 

(~ 9 = 9 r isul ta  9 ~ >  r per  il L e m m s  1.3 e 9 ~ >  c per  ~1 L e m m a  1.4, da cui 9 ~ >  ~-r 

Caso 3). - 9-r r + s + t, con r, s~ t r e t t e  dist inte (concorrenti  in un  pun to  o 

no). Sia d u n a  t e t r a  di ~ appoggiantesi  ~ r. Delle 10 re t t e  di ~ ~ppoggisntesi  a t 

solo 5 si appoggiano a d perch6 d e t sono sghembe [propriet~ c) delle 27 re t t e  di ~.] ; 

r im~ngono 5 re t t e  che si appoggiano a t e c h e  sono sghembe con d. I) i  esse u n s  M- 

men% e sia c ~, appar t i ene  a ~ .  Ogni superficie 9 c A~ per  cui Y (~ 9 = d 6 ta le  che 

9oo> r per  il L e m m s  1.3, e 9 ~ > t  per  il L e m m a  1A. An~logamente,  per  ls  stessu 

risult~ 9 ~ >  s in rel~zione ad  unu r e t t s  c" di 5 ~ppoggiantesi  a s e sghemb~ con d. 

I n  conclusione 9 o o > ~ .  
I n  ognuno dei cssi 1), 2), 3) il Corollario 1.1 pe rme t t e  di concludere che :~ non 6 a 

curve  sot toinsieme intersezione completa.  

OSSEnVAZlO~E 2.2. - L ' ana logs  della. Prop.  2.1 nOR vale he] caso di quadriche affini 
0~ non singolari. I n f s t t i  se Supp Q~ r isul ta  riducibile a.llors ]a qusdr ica  0~ 6 a curve  s.i.c. ; 

pifl p rec i samente  ogni cu rvs  di (~ 6 intersezione comple ta  di Q, cio6 ~ 6 f~ttoriale 

perch6, a meno di un  isomorfismo l ineare di A~., si pub supporre  (2 = { X i Y -  Z = 0}. 

3. - Superficie cubiche afflni slngolari con soli punti doppi isolati (al finito) e prive 
di punti singolari all'infinlto. 

P e r  comodi th  del le t tore  riportis~mo Mcuni lemmi che saranno usat i  nel seguito. 

Osserviamo subi to che, nella ipotesi  del presente  paragrafo ,  ~- r isul ta  un  monoide  

non singolare in codimensione 1, cio6 una  superficie di ordine n con un  pun to  
(n - -  !)-plo.  
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In  questo e nel prossimo paragrafo, k b u n  campo algebricamente chiuso. 

L E n A  3.1 {D. Gul]arati). - Sia  5; una super]icie irriducibile d i p s  ~o~v singolare 

in  codimensione 1 e 9 una super]ieie di P~ tare che 

~ ' G  = q ~ c ~ §  ... + q~c~ 

dove c~ indiea una  vurva irriducibile e ~ I(c~,  ~ ~ ~)~ i -~ 17 ..., t. 

Se esiste una super]ieie J~ ~ P~. tare che 5;. J~ -~ s c~  allora esiste anche una super- 

]icie JCc  P~ tale che 5 ; . JC-~  s'(q~c~+ ... + qtct)~ con s 7 s' interi  posit ivi  e s' <~s. 

Per  la dimostr~zione di questo Lemma si procede come nel l 'ul t ima par te  della 

dimos~razione del Lemma 3.2 seguente;  oppure  si veda [8]7 pag. 139. 

L]~wA 3.2 (D. G~llarati). - Se un  monoide 5; c P~ di ordine n, n>~2, ~ privo di 

rette singolari~ allora condizione necessaria e suffieiente a/]inch~ ogni curva algebrica c 

(irridueibile o non) sia s.i.c, di 5; ~ che cib avvenga per le rette r~ di 5~ i ~ 1, ..., s, 

con 1 <s  <~n (n - -  1)~ uscenti da u~ punto  (n - -  1)-plo P del monoide 5;. Pi i t  precisa- 

mente se r~ contata ~ volte ~ ~;ntersezione completa di 5;~ allora c contata ad esempio 

v - ~  m.e .m. (v~  ...~ v,} volte ~ intersezione completa di 5;. 

Esponi~mo la dimostrazione del Lemm~ 3.27 segueudo [10] (Prop. 1, p~g. 107), 
fornendo quulche precis~zione ulteriore ~nche perch~ d~lla dimostrazione del Lemmu 
stesso si pub r icavare un  metodo per calcolare le equ~zioni delle superficie che indi- 
viduuno su an  monoide 5; ~ curve s.i.c, le curve  di 5;, note  che siano le superficie 

definenti su 5; le sue re t t e  per il punto  P. 

DIM0STI~AZlONE (del Lemma 3.2). - Se 5; 6 a curve s.i.c, allora lo sono neces- 
sar iamente t u t t e  le re t t e  uscenti  dal punto  P ( n -  1)-plo del monoide 5;. 

Proviamo era la sufiicienza della condizione. Sia c u n a  curva di 5;, diversa da 
r~, ..., r,, che non ~ res t r i t t ivo supporre irriducibile. Sia JC il cono (irriducibile) che 

proie t ta  c dal punto  P. l~isulta7 come non 6 difficile verificare, 

5;.;E ----/tC +/~1 h + ... + #, r, con #~>0,  #~>1, 1 <~s<n(n - -  1) .  

I1 valore assunto da # in tale relazione ~ necessari~mente # = 1. Questo ul t imo 
fa t to  ~ noto, t u t t av i a  non siamo riusciti a t rovarne  una  esplicita dimostrazione. 
Pe r  ragioni di completezz~ ci sembra utile fornirne un~ prova. Essu discende dalle 

seguenti considerazioni: 

1) essendo P punto  ( n -  1)-plo di ~ ,  P b ~lmeno ( n -  1)-plo per l ' interse- 

zione di 5; con ogni l 'ettu per P; 

2) la curvu c non risulta luogo di punt i  singoluri n~ per il monoide 5~7 nb per 

il cono ;E; 
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3) se 9 ~ un~ sui)erficie I)~ssa,nte I)er c e r isulta I(c,  ~ - ~  9 ) >  1, a.llor~ in 
ogni I)unto Q e c, che si~ semi)lice I)er ~- e I)er 9, le sui)erficie 5 e 9 ha,nllO 
ivi lo stesso I)iano tangente.  

La, 1) e la, 2) sono evidenti .  Dimostr iamo 1~ 3). Essendo la, naatur~ del fa,tto I)ui~a,- 
mente  loea'le e inv~ria,nte rJsi)etto a,d isomorfismi lineari di P~, si I)ub ~ssumere ~- e 9 
sui)erfieie a,ffini di equa,zioni 2~ ---- 0 e G ---- 0 risi)ettiva,mente e Q --  (0, 0, 0). Sia, t 
un  I)a,ra,metro unfformizza,nte nell '~nello loca,le ~ di &- in c, essendo p Fide~le di c 

in ~ = ~[XI~ X2, X3]/(F). Siaa G l'imma,gine di G in ~ .  Da,ll'ii)otesi I(c, ~ n 9) > 1 
segue G ~ t~u, con ~ >  1 e u uni t5  in ~ .  Quest~ rela,zione imi)lie~ ehe G = 
~- T ~ U ~- Ai~, o r e  T~ U sono I)olinomi ra,i)presenta,nti di t e u ed A un oi)i)ortuno 
I)olinonlio. Ora, il grado inferiore di T~U (brevemente  dog. inf. (T~U)) risulta, mag- 
giore di I ment re  dog. inf. ( A ) =  0 in qua,nto deg. inf. ( G ) =  dog. inf. ( F ) =  1; ne 

segue ehe 2' e G ha,nno iorme inizia,li I)roi)orzionali e quindi ~ e 9 hanno lo stesso 
I)ia,no tangen te  in Q. 

Venia,mo a']la, I)rova ehe # = 1. Consideria,mo uno degli infiniti I)unti Q e c - -  (P} 

semi)lice I)er Y e I)er 56; se fosse I(c, 5" (~ 56) > 1, avendo ~- e 56 in Q il medesimo 
I)iano t~ngente,  taale I)i~no eonterrebbe la, retta, P Q che a,vrebbe in Q molteplicit~ 
di intersezione ~lmeno 2 con ~.  Pe r  la considera,zione 1) e I)er il teorema, di B6zout 

la, re t t~ P O c Y. Poiehg gli infiniti I)unti Q di eui soi)ra, devono ai)i)a,rtenere a,d infi- 
ni te  genera,trici di 56 ne seguirebbe che, I)er il teorema, di B6zout rela,tivo a,lle su- 
I)erfieie, 5 = 56 e eib ~ assurdo I)ereh~ P non 5 n-plo per ~-. 

Si~no or~ 9~cP~ sui)erficie taali ehe 5".9~----v~r~ per i----1, . . . , s .  Consideria,mo 
5 ,  9~, L, c e 56 qu~li eoni ~ffini di A~.~ Poich~ ~ ~ non singola,re in coclimensione 1, 
il suo anello delle coordinate ~ffini ,~  = k[X0, X ~  X ~  X~]/I(5), con I ( 5 )  idea,le 
omogeneo di ~-, [ in tegra lmente  chiuso nel suo c~mi)o dei quozienti  K (eft. [6], 
Proi). 2~ I)a,g. 391). 

Sia,no era" G, e H l e  imma,gini in ~ dei I)olinomi definenti 9~ e 56 risi)ettivaamente. 
Se % indiea la, va,luta,zione del cami)o K con eentro ne]l'ide~le p ---- I (a)  omogeneo 
di una, sot tovariet~ irriducibile a di ~- di codimensione 1, I)osto 

G -= f]  (G,) ''~/'' e B --~ H~/G con v ---- m.c.m.{v,), 1 < i < s ,  
i=1  

si ha ehe 

% ( / ~ ) = ~  s e O = I ( c ) ,  

%(/~) --- o se ~ = I (a )  con a r c .  

Poich~ d ~ integralmente  chiuso in K, per it teorema di s t ru t t u r a  dei domini 
noether iani  in tegralmente  ehiusi, si ha che B ~ d .  Non ~ diiIicile rieonoseere ehe tr~ i 
rai)i)resentanti d i /~  in k[X0, X~, X2, X~] ne esiste almeno uno omogeneo che deno- 
t iamo con D. Sia G' un fa%ore irridueibile di D tale che O < v ' =  %(G') <~%(/~) ---- v~ 
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se ~ = I(c) ,  e % ( ~ ' ) =  0 se ~ = I(a)  con a r  c. Det ta  g '  la i p e r s u p e r f i c i e  g ' =  

= { G ' = 0 } c A ~  e r icordando ehe % ( G ' ) = I ( c ,  Y n g ' )  quando p = I ( c ) ,  si ha  
5-g'---- v 'c  con O < v '<v .  Poiehb G'e k[Xo, X~, Xz ,  X~] ~ omogeneo, G ' =  0 rappre- 
senta in ~ una  superficie; r iconsiderando ora ~r e c quuli varietg proiet t ive di P~, 

la relazione Y. {G '=  0} = v'c in P~ dg esa t tumente  il r isultato enunciato nel Lem- 

ma 3.2. 

OSSEr~VAZlO~E 3.1. - Con un ada t tamento  della dimostrazione del Lemma 3.2 
si pub provare  che, helle stesse ipotesi su ~-, se c 6 una curva irriducibile di ~- ed 
esistono superficie gl e ~2 tali  che ~ - .g~=  &c e ~ - ' 9 2 =  szc, con & >  s~, ne segue 
che esiste una superficie g tale che 5 .  g = (s~--s2)c. 

OSSERV~ZlO~E 3.2. -- Dalla  dimostrazione dei Lemmi 3.1 e 3.2 risulta che essi 
valgono ~nehe quan4o al posto di P~ si sostituisce A~. (STella versione affine del 
Lemma 3.2 per monoide Y c A~ si in~enderg una  superficie di ordine n avente  un  

pun to  P (n - -  1)-plo ~1 finito). 

I l lustr iamo il procedimento della determinazione di una superficie 9 tagl iante  
su una superficie eubie~ affine 5 r a curve s.i.c, una  data  c u r w ,  note  che siano le 

superficie che intersecano su ~- le re t t e  per il pun to  doppio di 5-, col seguente 

ESE~-vlo 3.1. - Si consideri la superficie a curve s.i.c. ~-: 

~' ~ (X  ~ + Y)Z + XY_ ~ = o .  

5- possiede il pun to  doppio 0 = (0, 0, 0) e per 0 le re t t e  OXoo, OYo~, OZ~. :Risulta 
5"" {X ~ + Y = 0} : -  50Zo~, ed inoltre 

5 .  {X = O} = OYoo + O Z  co, ~-. { ~  = 0} = oxo~ + 2 o z o . ,  

~ - . { z  = 0} = 2 o x o o +  oY~o. 

~e l  campo dei quozienti dell 'anello k[~] = k[X, Y, Z]/(/~)= k[X, Y, Z] val- 

gono, ad esempio, le relazioni: 

XY2 
X ~ +  Y = -  - 

Z 
2 X  '~ = - Y(2 + X F ) ,  Z Y = - -  X(Y~ + XZ)  . 

Per  determinare  una superficie g l c  A~ definente su ~- 1~ re t ta  OYoo si osservi 

dapprim~ che valgono le relazioni 

X~ x ~ z  x , z  x ~ ( z  + X Y )  x ~ z  
- - -  + X = - 2 - X F  + X ~. 

X ~ + Y X Y  2 y2 Y Y 
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Bas ra  assumere  91----{X ~ -  X 1 7 - - Z - - - - 0 } .  Ana logamente  per  o t tenere  un~ super- 

ficie 9~ definente su ~- la r e t t a  OXoo basra  assumere  ~---- { P  27 X17Z - -  Z ~ = 0} 

ioerch~ si ha  

Y~ F,2~ F2~ 
(X ~+ y)~ 17~x ~ x~ 

Z(17~ + X Z )  _ 

X 

= - 2 ~ +  Y ( y ~ +  X 2 ) =  F ~ +  X y Z - Z  ~. 

Troviamo infille una  SUloerficie 9~ definente su ~- la eonica c = (X  - -  Y = 0, X ~ 27 

27 Z ( X  27 1) = 0}. I1 cono J~ loroiettan~e c da 0 ~ J~ ---- ( X - -  17 = 0}. Risult~ 

5 . . ~  = c 270Zoo.  

Telluto eonto ehe ~-.{X~ 27 17----0} ---- 50Zoo, per  t rova re  9a basra  de te rminare  un  

polinomio Gae k[X, 17, Z] ta le  ehe 

_ _  - -  _ _  _ _  - -  - -  Z X :  Z X ~  ~ (X  Y p  Z ( Y - - X p  Z Y  ~ 5 Z Y : +  l o Z Y X  l O Z X ~ +  5 F y :  
X ~ + Y X Y  ~ X 

. . . . . .  X 2  - - - -  

= - -  Y~(Y~ + Z X )  - -  5ZY~ + I O X Y Z  - -  I O X 2 Z  + 5 X ( Z  + X Y )  + -ff (2  + X Z )  = 

= - -  Y ~ - - X Y ~ Z - - 5 Y ~ 2  + I O X Y Z - - I O X ~ Z  + 5 X Z  + 5X~Y + X ~ - Z - X Y .  

Si assuma 

G3-~ - -  ~4 X y ~ Z _  5 ~ Z  27 I O X ~ Z - -  IOX~Z 27 5 X Z  27 5 X ~ X  27 X ~ -  X ~ .  

L ~ ) ~ A  3.3. - (E. S~AGz~AI~O), (cir. [10], prop. 2, pag. 108). Sia 5" u~ monoide 
di ordine n, n >~2, di P~ non singolare in codimensione 1. Supponiamo che ~ abbia 
equazione ~ ~ A X o - -  B -~ O~ con A,  B ~ k[X1, X2, X31~ e che per ~tna retta r passante 

per O :  ( 1 , 0 , 0 , 0 )  si abbia: X . 9  -~ ~r con 9 = (G -~ O} super]icie di P~. Allora: 

1) se A - ~  Ado~ con A o ]orma irriducibile, esiste v >  0 tale the G = Ao27 Coi~; 

2) se A Ad~a~ ~ . ~ ,  Con A~, A 2 forme lineari ~on proporzionali, si hanno due 
possibilitd : 

~) G = A~ ~ 2 7 C~1~, ~ >  0 con i -~1  oppure i ~ 2; 

I f )  G = (A~'27 C ~ ) / A ~  eon v~'v2> 0 e (i, i) -~ (1, 2) oppure (i, i) = (2, ! ) ,  

co~ Co, C~, C~, C~ ~ C~ convenienti potinomi omogenei di k[Xo, X~, X~, X3]. 

OSSEI~VAZlON]~ 3.3. -- Iqell'ilootesi del L e m m a  3.3, I )  sul monoide @- non esiste 
a lcuna r e t t a  s diversa da r per  0 che sia s.i.c, di ~ :  infa t t i  se ~-.;E = ~s, con JC ---- 

! 

= {H = 0}, ]o stesso L e m m a  3.3 in re]azione alla r e t t a  s porge H = A ( 2 7  CoF, 
d~ cui s = ; E n ~ - = { A o - - - - 0 } c ~ 5 = r .  



94 P . C .  Cl~hl6m~l~O - 1~. GA~TAZZO - M. C. l~o~co~I: Super]icle cubiche, ecc. 

Nell'ipo~esi del Lemma 3.3~ 2) sul monoide 97 pub esistere al 10ifi uns  sola t e t ra  s~ 
diverss du r, per  0 ehe sis s.i.c, di 97. In~stt i  r icordsndo che le r e t i e  di 97 per 0 sono 
le compouent i  di 5 ( 3  {AIA~-= 0}, sis s uns  re t t a  s.i.e, di 97 per 0 ,  ton  rue s. 
I n  ta le  cuso non pub dsrsi  ehe sis 97 ( 3 { A ~ = 0 } =  9 7 ( 3 { A s = 0 } - ~  r. Sis 97(3 
(3 {A~ = 0} =/= r; a l lots  dulls dimostruzione del Lemmu 3.3, euso 2), si deduce the  

possono presentursi  due situazioni: 

(o) 

(oo) uno fr~ i pi~ni ( A , :  0} interseca su 97 r e d  un'~ltrn f e l t s  t, t r r, men- 

t re  97 (3 {A~----- 0} ~- t, (i, j) ---- (1, 2) oppure  (i, j) ~- (2, 1). 

Nella si tuszione (o) s c { A I =  0}; se 5 r (3 {A~ = 0} = s, le uniche re t te  s.i.e, di ~- 

per 0 sono due: r e s;  se invece 97(3 {A~= 0 } ~  s, a l lots  il Lem m s  3.3, aIopli- 
csto sd  s, comports  cite {A~= 0} interseca 97 secondo due re t te  distinte s, t con 
t = 97 (3 {As----- 0} = r. Se ne conclude snoots  ehe le uniche re t t e  s.i.t, di 97 per O 

sono due: r e s .  

Ne]ls situuzione (oo) 6 evidente che tL) r = 5 ( 3  {A~A2=- 0}. Dunque  t ---- s e 
Ire risultu sneors  cite le uniche re t ie  s.i.c, di 97 per 0 sono due:  r e s .  

OSSEtgVAZI05rE 3.4. -- Ds l  Lemmu 3.1 si deduce che una  superficie cubics irridu- 
cibile ~ 3 :~ c Ak, tule the  Suplo 9700 6 u~ls cubicu irriducibile o unu re~t% e ~- ~ non 
singol~re in codimensione 1, ~ s curve s.i.t, se e solo se ~- c ~ lo 6. D '~l t rs  iour~e le 
superficie cubiche di ]P~ ~ curve s.i.t, sono, s meno di isomorfismi liueuri di P~, le 
t re  SUl0erficie determina.te in [8]. Per t~nto  le superficie 97 c A~ soddisfg~centi le ipo- 
tesi di questo p~ragrufo, s curve s.i.e, ed ~veuti Supp 9700 irriducibile, sono t u t t e  e 
sole quelle per cui ~- ~ u n u  4elle t re  superficie soprs de t te  (~ meno di isomorfismi 

lineuri di P~). 

Pt~oPosIzIo~E 3.1. - Sis  9 7 c A~ u na super]icie cubica irriducibile con un punto 
doppio isolato che~ a meno di isomor]ismi liqzeari, possiamo assumere sis 0 --= (0~ O, 0). 

Sia inoltre ~ non singolare a~t'infinito (e quindi non singotare in codimensione 1). 
Sis  97 --= { B -  A ~ 0} con A,  B po~inomi omogenei di grado 2 e 3; posto rispettiva- 

mente r ,4 le super~lois luogo degli zeri di B e di A ,  allots 97 ~ a curve s.i.c, s ee  solo 

se ~500 e A00 rientrano in uno dei seguenti casi: 

a) ~00 
al) 

as) 
a3) 

a~) 

cubica irriducibile e A00 di u~o dei seguenti tipi: 

A00 conics irriducibile e suroseulatrice a ~oo i~ u~ suo punto sestatico P~ 

cio~ tale the r A~ ~ 6 P; 

A00--~ t, con t tetra tan.gente a Moo in un suo ]lesso; 

Aoo-= tl d- t2, con tl e t2 rette tangenti a 5L~ in due suoi ]lessi; 

A00 = s -F t~ con s tetra tangents a ,~00 in un suo punto sestatico P e t 

retta ta~gente a 4500 nel ]lesso Q tangenziale di P; 
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b) :Boo= r ~- c, con r retta e c conica irriducibile,  e Aoo di uno dei seguenti t@i: 

b~) Aoo coniea irriducibile iperosculatrice a c e tangente a r (r non tangente a c) ; 

b~) Ar t~ co~ t rettct tangente a c in  un  punto  no~, appartenente etd r; 

b~) Aoo = t~ -~ t~, con t~, t~ rette tangenti  a c in  due pun t i  sempl ic i  dis t int i  e 

non appartenent i  ad r, e t~, t2 concorrenti i~, u~  punto  di r; 

c) :Boo= a + b § c, con a, b, c rette distinte non concorrenti, e Aoo di uno dei 

seguenti  t ip i  : 

c~) Aoo conica irriducibile e tangente alle tre rette a, b, c;  

c~) Aoo----- s con s retta arbitraria non passan,te per  aleun punto  comune a 

due Ira le rette a, b ,  c; 

d) :Boo= a q- b q- c, con a, b~ c rette distinte e concorrenti~ e A ~ =  s, con s 

retta ~on passante  per  il punto  comune ad a~ b, c. 

DI3IOSTEAZIO2qE. -- Nella at tuMe ipotesi le component i  di A (3 :B sono tutte le 
re t t e  di 57 per O. Per  esse vale l'Oss. 2.1 ; quindi nessuna ret~a di 57 per O ha, quale 
punto  all ' infinite, un  pun to  doppio di Supp 57~. Osserviamo che A risulta essere 
un  piano s e e  solo se il polinomio A 6 il quadra te  di una  forma lineare omogenea A0 
Esaminiamo i var i  casi possibili. 

Case a). - Sia 57~ = :Boo cubica irriducibile. Supponiamo che 57 si~ a curve  
s.i.c. Ogni re t t~ r c 57 p~ssante per O 6 s.i.c, di 57 con una superficie g c A~., cio6 
57.~ = /~ r ,  # > 1 ;  in base ~1 Lemma 1.1 non 6 res t r i t t ivo supporre che ~ 5 7 o o .  Per- 
tanto ,  essendo ~goo irriducibile, r isulta ~ . 9  = #~. Essendo ~ un  monoide di P~., 

ad %- e u ciascuna delle re t t e  r c ~ pass~nti per O, si pub applicare il Lemma 3.3 e 
Oss. 3.2. 

Sia A irriducibile; allora di re t t e  di 57 pass~nti per O ce n'6 una  sola (cfr. Oss. 3.3), 

dunque :B.A = 6r; quindi :Boo'A~= 6roe. Ne segue che roe, che 6 punto  semi)lice 
per  :Boo, deve csscre un  punto  sestatico eli :Boo e A~ deve cssere la conica suroscu- 
latrice in r~ a :Boo. Si ha cosl il case a~). 

Sia A = A~ con Ao forma l ineare;  anc he in questo case vi 6 una sola retry,  sia r, 
di 57 passante  per O (cir. Oss. 3.3); essendo ~B. {A0= 0} = 3r e quindi :Bo~" {A0~ 0}oo= 
-= 3r~, si ha che la r e t t a  t = {Ao= 0}oo 6 la tangente  a :Boo nel sue flesso r~, cio6 
Aoo= t. Si ha cosi il case a2). 

Sia A = A~A~, con A~ e A~ forme lineari non proporzionali .  Si ponga A , =  

= { A , =  0}, i = 1, 2. Le re t t e  di 57 p~ssanti  per 0 sono due. Se inf~tti  esistesse 
una sol~ re t t a  di 57, r, per O, poich6 :Boo 6 irriducibile, e g~, i = 1, 2, interseca 57 
secondo re t te  per O, si ha necessariamente 57. A~-~ 3r per i = 1, 2 e ne segui- 
rebbe c h e r  6 luogo di punt i  doppi per 5 7 eontro l ' ipotesi su 57. DMl'Oss. 3.3 segue 
che le r e t t e  di 57 per O sono solo due: p e q. Dal  Lemma 3.3~ 2) segue che, a meno 
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dello seambio di ~ con ~ o di p con q, le si tuazioni possibili sono le seguenti :  

o p ,e 5 

:5Tella pr im~ si tuaziene si ha  ehe le re t ie  t~ = dtz~ e t~ = ~ sono tangen t i  a 3~o~ 

r i spe t t i vamea t e  nei flessi p~ e q~. Si ha  cosl fi case a,). Nolle seeonda si tuazione 

si ha  ehe 1~ i 'e t ta  t ~ A2oo 6 t angea t e  a 35~ nel flesso p| ed essendo $ ~ . . 4 ~  = 
p ~ +  2 q ~ ,  r isul ta  che q~ 6 i0unto sestatico di ~ (p~ e q~ sono sempliei per  

Sul0 9 33~). Si ha  cosl il case a~). 

Si 6 eosl p r o w t o  ehe, nel ca.so a), se ~- 6 a curve  s.i.e., necessariameii te  dove 
verifiearsi una  delle si~uazioni el),  a~), a~), a~). 

Provi~mo or~ the  il verifiearsi di eiascuna di esse 6 suffiCiel~te 1)ereh~ ~- sia 

curve  s.i.c. ]In base  al Lemm~ 3.2 e Oss. 3.2, 6 sufflciente 9 reve re  ehe le r e t t e  di @- 
per  O, cio6 le componen~i di A (~ ~ sono s.i.c, di ~-. Nel case a~) es~ste una  sole 

t e t r a  r di ~-p~ssan~e per  O: essa ~ r = OP  e r isu]ta ~ .  A = ~5-A = 6r. Nel e~so as), 
det to  O e t il flesso di 35r esisLe una  sole t e t r a  r di ~- per  O, r = O O .  Det to  ~; il 

p iano aifine o r ,  r isult~ 5 .  ~ = 3 r. ~ e l  case a~) le re t te  di 5 per  0 sono i~:~tersec~te 

su ~- d~i piani  affmi A,-= ore,  i = 1, 2, Lqel case a~) si~ao ~ e .4~ i piani  affmi 

Os  e Ot r isI )e~t iwmente .  Le re t t e  di ~- per  0 sono due, p e q r i spe t t i vamen te  in~er- 

sezione di ~- eo~t A~ e con ~4~ e r isulta,  per  l 'ipo~esi a t tua le ,  ehe po~= P, qoo= O 

ed ~nol~re ~-. ~x = 3 p~ ~-. ~ = p + 2 q. I n  b~se al L e m m a  3.1 e Oss. 3.2 esiste al lora 

una  superficie 9 c A ~ ta le  ehe ~-5~ ~ = q. k 

Case b). - Si~ : ~  r + c, con r re t t~  e c conic~ irriducibile. Si po~g~ c c~ A~---- 
= {AI~ As, A3, A~} e r n  A ~ =  {B1, B~} dove i punt i  At non sono necess~riamente 

dis t int i ;  ana logamente  per  i Bj. Ad esempio {AI~ A2, A~, A~} po t rebbe  essere costi- 

tu i to  d~ tre~ due o d a  un  solo pun t e  e {B1, B2} da a n  solo punto ,  come aee~drs se ~ 

risult~ essere u a  piano. 
Esamin iamo le vurie s i tuazioni  che si presentano.  :h%i c~si in cui sarg possibi]e 

de te rmingre  due r e t t e  sghembe g, h di 3 v di cui una  si appoggi~ a r e l '~ l t ra  ~ c, 

poich~ D.essuno dei -~~ pu.~-i h~ e Boo ~ppar t iene  a r (~ c, in base  ai L e m m i  1.3 e 1.4 si 

potr~ dedurre  che una  di esse aon  6 s.i.e, di ~- e quindi 5 nov_ 6 ~ curve s.i.e. 
Almeno t re  dei pun t i  Ax, ..., A~ si~no distinti~ e qaindi  non ~l]ineati;  siami ad  

esempio A~, As, A~. Allora det to B~ fl pun to  di r a i l ineato con A,  e Aj (i ve j;  
i, j = 1, 2, 3), B~2, B~, B~ sono t re  pun t i  dist int i  su r e quindi a lmeno uno, sia B~, 

non ~plo~rtiene ~ Supp ~o .  A]lor~ ~1 t)i~no ~ffine OA,  A2 intersec~ ~- secondo le 
r e t t e  affiai O A ~  OA~ ed u~a terza  r ett~ ~ p~ssante  per  BI~ e non passan te  per  O. 
La  re~$a h ~ OA~c 5 ,  come 6 f~eile verificar% risul ta  sghemba coa g. I a  questo 

ease ~- non 6 a curve  s.i.c. 
Solo due dei pun~i A~, ..., A~ siano distinti~ e sia ad esempio A~ ~= A~. Suppo- 

n iamo r eonica irridue~bile. Det to ,  ad  esemI)io, A~ fi 19un~o ip~ eui ~o~ e c r isul tano 
t a n g e n ~ i e  dett~ t l ~ r e % ~ t ~ g e n s  ~ c i n  A~, s i h a  ehe it 9un to  B :  r ( 3 t  6 di- 

verse da B~ e d~ B~. Pert~n~o il piano afflae O A~ B individua su ~- la r e t t a  O A~ 
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eonCaCa 2 volCe e una  retCa g per  B, non  passan te  per  0 ,  the  risulCa sghemba con 

la retCa h = OA2c  5 : 5  non g a curve s.i.c. 

Sin ~co la re t t~  A1 As. DeCCa t la Cangente a c in A1 e {T} = r n t (senz'alCro 

diverso da {B} = r (5 ~oo) il piano Mline OA1T individua su 5 la retCa OA~ con- 

CaCa due vol te :  infaCCi ~CtualmenCe 5 = {A~ - -  B -= 0}7 o re  ~ = {A0 = 0} e il piano 

OA~T risulCa tangenCe lungo 0A1  alla superficie ~ = {B = 0}. Poich6 { T } s  

e {OA1T} r3 5 ,  esisters una  r e t t a  h c OA~T c~ 5 con h ~ =  T. L~ recta  h non passa  

per  0 e risulCa sghemba  con g ----= OA2s  5 : 5  non ~ a curve  s.i:e. Sin t o o =  s -~ t, 
o r e  s = A I A 2  e t ~ l a  recta t angen te  a c, gd esempio in A~. DeCCa q ]a tangente  a c 

in A~, sin {S} = t n q. Se S ~ r sin {B~} --= t n r e {Bs} = s c~ r. Consideriamo ora 

il p iano atline 0 A~ B~. QuesCo interseca 5 secondo le reCCe 0 A2, 0 B2 ed una  Cerza 

t e t r a  the  non passa  per  0 ,  h, con boo nl ter iore inCersezione di A2B2 con c. Le 

r e t t e  h e OB~ di 5 risulCano sghembe:  5 non ~ a curve  s.i.c. Consideriamo or~ il 

caso in cui S s r, clog B~=  S. DeCCo ~ il p iano attine OA~S,  risulCa 5 ( ~  ~ = 

: {OS, OA2~ h} con h recta  per  A~ ma  non passan te  per  O. InfaCti ~ non ~ sin- 
golare nei punCi di Supp 5 ~ ;  il p iano t angen te  in $ a ~- ~ quindi  Or. Se h passasse 

per  S, il p iano t angen te  in S a ~ sarebbe  ~ =/: Or:  il ehe g assurdo. Dunque  h passa 
per  A~. Si osservi  inolCre the  h # OA~: infa t t i  la moltepl ic i tg  di intersezione di 5 

con ~ h u g o  OA~ r isul ta  1. Dunque  h non passa per  0 e risulCa sghcmba  con OBj.  
A_ache in questo caso 5 non 6 a curve  s.i.c. 

Sin ~oo= t~ + t2, con tl e t~ reCCe tangenCi a c in A~ e As rispeCCivamenCe e 

{Bz} = r (3 t~=/= {B2} = r t~ t2 : I1  p iano sifine OA~B1 individua su 5 le reCCe OB~ e 
OA~. ed una  terza  recta  h non passan te  per  0 t he  r isul ta  sghemba  con la r e t t a  

g = 0 B ~ 6 5 : 5  non 6 a curve  s.i.c. 

Sin t o o =  t~ + t~, con tl e t~ retCe CangenCi a c come sopra, m a  {B1} = {B~} = 
= tx (~ t~. Allora si verifica la si$~azione bs). 

I qnaCCro pun t i  A~, ..., A~ coineidano e sin B~=/= B2. I n  tale  caso ~o~ g cerCa- 

men te  irridueibile. 2ge segue ehe la r e t t a  A~ B~ Caglia s u c  un  ul ter iore pun to  B ~ r. 

Allora il p iano affine 0 A~ B badividua su 5 le reCCe 0 A~, 0 B~ ed una  te rza  t e t r a  h 

non passan te  per  O, con h ~ =  B. La recta  h risulCa sghemba con la recta  g = 

-= O B ~  5 : 5  no~ g a curve  s.i.e. I qua t t ro  p u n t i  A~, ..., A~ coincidano e sin 
Bz = Bs con A~ # B~ a l t r imen t i  A1 sarebbe  un  puu to  doppio di ~ .  Allora o ~ b 
una  conica irriducibile (in ta le  easo &~ g ~angenCe a r in B~ e iperosculaCrice a c 

in A1, inolCre r non  6 tangenCe a c essendo A~:/: B~); o p p u r e 6  A~----- t con t retCa 
tangenCe a c in A~. Si oCtengono cosi superfieie the  r~enCrano nei easi b~) e b~) 
r ispetCivamente.  

Si g cosl p r o r a t e  the  nel easo b) se 5 g a curve  s.i.e. 5 rienCra necessar iamente  
in una  delle siCuazioni b~), b~) e ba). 

P r o v i a m o  era  the  ognuna  di queste 6 suffieiente perchg 5 sin a curve  s.i.c. 

Se si verifica la b~) csisCono ere reCCe di 5 per  0 :  O A~, O A2, 0B~. La  t e t r a  
a n n e  OB~ g s.i.c, di 5 col p iano affiae Or e r isul ta  5 .  Or  = 2OBj .  Ino l t r e  deCCi 

~1 e ~ i piani  ~ffini Otl e 0t~ r i spe tCiwmente ,  si ha  5 . % =  OB~-2OA~ e 

5 - ~ =  O B ~ - t - 2 0 A ~ .  Da l  L e m m a  3.1 e Oss. 3.2 si ha  the  anche le retCe OA~ e 
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OA~ sono s.i.c, di ~-. :Pertanto dal Lcmrna 3.2 e Oss. 3.2 segue che ~- g a curve s.i.c. 

Nei casi bl) e b~) si ha che le re t t e  di 5 per O sono solo OA1 e OB1. I1 piano 
affme Or g tale che ~ .  Or = 2OB~ e dunquc OB~ g s.i.c, di ~ ;  inoltre nel caso bl) 
~ . A  = a 3 . g  = 4OA~ ~- 2OB1, ment re  nel caso b2) 3 r 'A  -= a3.A = 2OA~-~ OB1. 
Applicando in en t rambi  i casi il Lemma 3.1 e Oss. 3.2 si o t t iene dappr ima che OA~ 
s.i.c, di ~- e poi, per  il Lemma 3.2 e Oss. 3.2 si conclude che ~- g a curve s.i.c. 

Caso c). - Sin :Boo= a -~ b -~ c, con a, b, c re t t e  dist inte e non concorren~i. Sin 
inoltre A~ una conica irriducibile. Si ponga a (3 A ~ =  {A17 A2}, b c~ A~----- {B~, B2}, 

c (~ A ~ =  {C~, C2} ore ,  come nel caso b), pub darsi che si abbia una  o pifi coinci- 

denze A~ = As, B1 = B2, C~ = C~. Si osservi innanzi t u t to  che nessuno dei punt i  
A~, Bj, Ck pub coincidere con uno dei punt i  a n b7 a c~ c~ b (3 c (cir. Oss. 2.1 e 
si tenga presente che le re t t e  di ~ per O sono quelle che hanno per punt i  Ml'infi- 

ni to A~, Bj, C~ con i ,  J7 k = 1, 2). Se A~o non 5 tangente  ad a7 b, c, sin ad esempio 
AI=/: A~. I1 piano a n n e  OA~B~ individua su 5 le re t t e  OA~ e OB~ ed una  re t t a  p, 
non pass~nte per O perch~ si appoggiu a c in {po~}e c(~ A~B~ con p~q~ {C1, C~} 
Mtrimenti  l~ t e t r a  A~ Bz incontrerebbe la conic~ Ao~ nei punt i  A~, B~ p~o e cib 
assurdo essendo Ao~ irriducibile. Anulcgamcnte il piano affine OA~ C~ individua su 5: 
le re t t e  OA~ OC~ e una  re t t a  q~ non passante per O perch~ si appoggia a {qr e 
e b (~ A~C1 con qoo@ {B~, B~}. Le re t te  p e q r isul tano en t rambe  sghembe con la 
t e t r a  9 = O A2. Per  ogni superficie ~ c A~ tale che ~- (3 9 = 9 risulta per il Lemma 1.3 
9oo~> a e per il Lemma 1.4 9o~>~ b + c. Quindi 9r ~-~. Pe r  il Corollario 1.1 dunque  
non ~ s.i.c, di ~-. Affinch~ 5 sin a curve s.i.c. ~ dunque  necessario che Aoo sin tan- 

genre alle t re  re t te  a, b, c (caso cl). 
Sin ora ~g~o-- a -t- b + c, con a, b, c re t t e  distinte non concorrenti  e sin inoltre 

Ao~= s + t con s e t r e t t e  distinte. Si ponga {A~} = a ~  s, {B~} = b c~ s7 {C1} = 
----- c c~ s, {A~} = a (~ t, {B2} = b f~ t, {C~} = c (~ t. Come sopra osservat07 nessuno 
dei punt i  A~7 B;, C~ (i, ~,/r = 1, 2) pub coincidere con uno dei punt i  a (~ b, b (~ c~ 
a ~ c. Poich~ t non coincide con s7 sin ad esempio A~r  A2; allora Mmeno su 
unTaltra delle re t t e  b, c le due intersezioni sono distinte:  sin B~r B2. I1 piano 

affine OA~ B2 interseca su :Y le re t t e  OA~, OB2 ed una te t ra  9 con {9oo}ec ~A~ B~ 
che non passa per O essendo ~oo cer tamente  diverso da C~ e da C~. Igagionando 
come sopra si t rova  che 9 non ~ s.i.c, di ~- e quindi the  5 r lion ~ a curve  s.i.c. 

Si ~ cost verificato che, nel caso c)7 se ~ ~ a curve  s.i.c. ~- r ientra  necessariamente 

nelle s i tuaz io~i  c~) e c2). 
Vediamo ora che ciascuna dclle situazioni c~) e c~) ~ sufficiente afflnch~ 3 r sia a 

curve s.i.c. In fa t t i  det t i  23~, 23~ 7 ~3~ i piani affini passanti  per O ed avent i  come t e t r a  

all ' infinito a, 57 c r i spet t ivamente  e posto {A} = a (~ Aoo7 {B} = b (3 Ao~, {C} = 
----- c n  A~o si ha (in en t rambe le situazioni) ~-.~3~= 2 O A ,  5.732----- 2OB e ~ - - ~ =  

2OC.  Dal Lemma 3.2 e Oss. 3.2 segue che ~" ~ a curve s.i.c. 

Caso d). - La dimostrazione della proposizione neI caso d) si consegue con con- 
siderazioni analoghe a quelle usate nel caso c). 

Con cib la dimostrazione g completata.  
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4. - Superficie eubiehe amnl  non  singolari  in eodlmens ione  1 e con a lmeno  un punto 
doppio alrinfinito.  

Formul iamo ora i seguenti ada t t amen t i  al caso affine dei Lemmi 3.2 e 3.3 relat ivi  
ad una  superficie affine irriducibile 9= c A~ di ordine n, n > 2 ,  con un  I)unto (n - -  ! )-plo 
Ml'infinito; essi saranno sufficienti per 1~ c]~ssifieazione delle superficie a curve s.i.c. 

soddisf~eenti 18 attuMi ipotesi the  verrs  effet tuat~ nel paragra.fo [8] seguente. 

L E ~ A  4.1. - Sia 5. c A~ una superficie algebriea irriducibile di ordine n~ n>2~ 
che possiede un punto alt'in]inito O (n - -  1)-plo per ~ ed ~ priva di rette singolari (al 

]inito). Allora possono presentarsi le situazioni: 

1) se non esistono rette di 5. aventi O come punto all'in]inito ogni curva alge- 

brica c su 5. ~ intersezione completa di 5. col cilindro proiettante c da O~ cio~ Za super- 
]icie 5. ~ ]attoriaIe; 

2) se re rette di 5" aventi D come punto all'in]inito sono h~ ..., r~ con l < s <  
< n(n - -  1), condizione neeessaria e su]ficiente a]]inch~ ogni curva c c 5. sia s.i.c, di 5. 

the 5o siano tutte le rette r~. _PiA precisamente se r~ contata ~ volte ~ intersezione com- 

pleta di 5., aIlora c contata~ ad esempi% ~,----m.c.m. (v~ ... ~v~} volte risulta interse- 
zione completa di 5.. 

(La 4imostr~zione ~ un  facile a4~t tamento  di quella del Lemm~ 3.2). 

Si~ ora 9= c A~ una superficie irriducibile di ordine n, n~>2, non singolare in 
codimensione 1 con un  punto  ( n - - 1 ) - p l o  Ml'infinito ehe possiamo supporre sia 
Z~----- (0, 0, 0, 1). 5. r isulta definita d~ un  polinomio /E =- A Z  + B con A, B poli- 
nomi di k[X,  :g] tMi che deg A < n  ~ 1 e deg B < n .  

]?~oeos~z~o~E ~.1. - Sia 5. ~ {~ -~ O} c A~ una su29er]icie irriducibite di ordine n, 
n > 2, soddis]acente le eondizioni sopra indicate. Siano r una retta s.i.c, di 5" per Zoo e 1" 

l'insieme delle super]icie ~ ~- {G = O} c A~. taxi the 5.. ~ : # 5  # >~ 1 (ore # dipende da ~). 

1) Se A ~-- A~ ~ con do> O, Ao~ I~[X, X] irriducibile~ allora G ---- A~o rood (~)per  
ogni 9~1 ~. ( In  partieolare (A0----- O i e F . )  

2) Se A A~'Ad: ~ - ~  ~ :  , COn d~> O, A~eI~[X, ~] di grado 1 non proporziona~i, i = 1, 2, 
si possono presentare due possibi~itd: 

2') almeno uno dei due piani  (A~----- 0}, i -~ 1, 2~ appartiene a F; quando en- 
trambi appartengono a I ~ ta molteplicit~ di intersezione di almeno uno di 
essi con 5. lungo r deve essere 1; 

2 '~) nessuno dei due piani  (A~ ~ 0}~ i ~ 1~ 2~ appartiene a 1"~ tuttavia uno 

di essi individua la retta r e un'a~tra retta s, mentre l'altro ]igura tra re 
superficie la cui intersezione completa con 5. ~ vs, v ~  l~ e la molteplicit5 
di intersezione di atmeno uno ]ra i p iani  (A~-~ 0}~ i -~ 1~ 2~ con 57 lungo 8 
deve essere 1. 
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])II~I0S~BtZION~. - Sia r una re t ta  di ~ per Z~ e sia G = 0 Pequazione d i u n a  
superfieie 9 e / ' .  Procedendo come nella dimostrazione della Prop. 2, pag. 140 di [8] 
si pro-ca il caso 1) della Prop. 4.1. Per il caso 2) si prova ancora che, posto G, ~ ,  _~ 
le immagini di G, A~, As nell'anello delle coordinate keg;], nel campo delle lrazioni 
di k[~'] si possono presentare i due sottocasi: 

I) G = - d ~ ' ~ " ,  con m~>0 e m ~ - m ~ V = O , i : l ,  2; 

II) ~ _ A~', .~]~, con m~ > 0, m~ > 0 e (i, ]) = (1, 2) oppure (i, ~) =- (2, 1). 

]~saminiamo i casi I) e II).  

I) Quando m~= 0 si ha G = AT~ + D/v, con D ~ l~[X, Y, Z], i # j. Nel caso 
in eui mlmp~= 0, allora {A~= 0}, {As=  0} definiscono su ~- solo r e la moltepli- 
cit~ di intersezione di almeno uno di essi con 5 r lungo r ~ uguale a 1~ perehg altri- 
menti  r risulterebbe almeno doppia per ~-. Questo caso cade nella possibilit~ 2') 
dell 'enunciato. 

II)  Se {A~= 0} definisce su ~- solo r, anche {A~= 0} deve definire su ~- 
solo r e quindi la molteplieit~ di intersezione di 9 r con almeno uno dei due piani 
h n g o  r dove essere 1: si ricade eosl nella possibilits 2'). D 'a l t ra  parte g evidente 
ehe {A,----0} non pub definire su 5 pifi di due ret te  distinte algrimenti il piano 
{A~= 0} dovrebbe definire su ~- a]meno due t ra  le ret te  definite da {A~= 0} e 
pereib i due piani coinciderebbero contro l'ipotesi. Se allora {A~ = 0} definisce su ~- 
esattamen~e due r e t t e r  e s, essendo A~ non proporzionale ad Aj, si ha che {Aj--  0} 
dove definire su ~- la retga s e solo questa;  essendo ~- non singolare in eodimen- 
sione 1, la molteplicits di intersezione di 5- h n g o  s con almeno uno dei due piani 
deve essere 1. Si presenta eosi la possibilits 2") dell 'enunciato. 

OSSJ~BYAZlO~]~ 4.1. -- L'equazione delle superficie g ~ F di eui nella Prop. pre- 
eedente ~ data  da G = A ~ + D / ~ = 0  nel caso 1)~ da G = A ~ + D ~ F  oppure da 
G----As -t-/)~/~ 0 nel caso 2') con D, D1, D~E k[X, Y, Z]. Per la determinazione 
delle stesse nel easo 2") si usino il Lemma 3.1 e l'Oss. 3.2. 

OSS~I~YAZlOI~E 4.2. -- Considerazioni analoghe a quelle delFOss. 3.3 permettono 

di p rora te  che: 

nel caso 1) deWenunciato della Prop. 4.1 esisCe al pir una re t ta  s.i.c, di ~- per O; 

nel caso 2) le ret te  s.i.c, di ~- per 0 sono aI pit~ due. 
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5. - Superficie eubiche ~ con  ~ cono  non  singolare in codlmens ione  1. 

1)ROPOSlZlO~E 5.1. -- Ogni super]icie cubica irriducibile ~ c A~. la cui chiusura 
p~viettiva 7~ ~ u~, cono non singoIare in codimensione 1, con k campo algebricamente 

chiuso di caratteristica zero e pii t  ehe numerabile, non ~ a curve s.i.c. 

DI~OSTI~AZI0~E. -- Le superficie ~- che soddisfano le ipotesi  sono coni o cilindri 

affini. Supponi~mo che ~- sia un  cono con ver t ice  V: V r isul ta  essere l 'unico pun to  

singolare di 37. Un piano A c A~ non passan te  perV interseca 5 secondo una  cubica 

ell i t t ica e. Se 5 iosse a curve  s.i.c, ogni sua t e t r a  sarebbe s.i.c, di ~- con una  oppor-  

t u n a  superficie. Pe r  ogni pun to  P e e, sia p la r e t t a  p ~ PV e ff la superficie tale  

che 5 ( ~ f f =  p e c----- Av~ff .  J~ chi~ro che c ~ e - - - - ( P } .  Quindi la curva  p iana  
ell i t t ica e sarebbe a pun t i  s.i.c, contro quanto  stabil i to in [9], pag. 171. 

Nel  caso in cui ~- sia u n  cilindr% le stesse argomentaz ioni  appl icate  alle curve  

sezioni di 5 7 con un  piano A, ta le  che ~ non passi  per  il pun to  t r iplo di ~ ,  pe rme t -  
tono di concludere che ~- non ~ a curve s.i.c. 

OSSEI~VAZlONE 5.1. -- Secondo una  iI~formazione da ta  da S. S. A]myANI~AI~ in [1]~ 

pag. 1137, A. WE!L e D. ~lnvrFom) hanno p rova to  che su una  curva  ell i t t ica p iana  e 
definita sopra un  campo a lgebr ieamente  chiuso k che non sia la chiusura Mgebrica 

di un  campo finito, esistono sempre  pun t i  P che non sono s.i.c, d i e .  57e segue che 

la Prop.  5.1 pub essere estesa anche a superficie cubiche definite sopra un campo /r 
Mgebr icamente  chiuso chc non sia la chiusura di un  campo finito. 

OSSERVAZlO~ 5.2. -- Se il campo k ~ la chiusura  Mgebrica di un  campo finito, 
Mlora la Prop.  5.1 6 fMsa. I n f a t t i  in questo caso t u t t i  i pun t i  di una  curva  elli t t ica 

p iana  e sono s.i .c,  d i e  (cir. [9], esempio 8, pag. 173). L 'anel lo  de]le coordinate  

d = k[e] 6 quindi semifat toriMe (d r .  [11]); pe r t an to  lo 6 anche ranel lo  ~4[T], con T 

t rascendente  sopra d (cfr. [11]). D 'Mt ra  pa r t e  d [ T ]  pub essere inteso come l 'anello 
delle coordinate  di nn  cilindro che ha e come curva  diret tr ice e che r isul ta  pe r t an to  a 

curve  s.i.c. Analoghe considerazioni valgono per  un cono che abbia  e come eurva  
diret tr ice (eft. [11]). 

6. - Superficie cubiche aflini s ingolari  in codimens ione  1 (a l  f ini to) .  

PI~OP0SlZlO~E 6.1. - Ogni super/icie cubica irridueibi~e ~ c A~ singolare in codi- 

mensione 1, con 1~ campo algebricamente ehiuso di caratteristica zero e pir che nume- 
rabile, non ~ a curve s.i.e. 

DI~OS~RAZIO~E. - Sia Z Finsieme Mgebrico cost i tui to dM punt i  singolari di Y. 
Essendo ~ irriducibile, con facili consider~zioni, si cede  che X non pub essere che 
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una re t ta  doppiu per 5-, cio~ luogo di punt i  doppi per 5-. 5- r isulta essere percib una 
superficie riguta. Siu A un piano di A~ che incide la t e t ra  Z senzu contenerla e tale 
che 5-. A = c siu una cubica irriducibile (Fesistenza di un  tale piano ~ assieuruta 
dul teoremu di Bertini) .  A norma di un  risultuto di E. STAG~ARO (cfr. [9], Prop.  11, 

Corollario 1, pugg. 171-172) la curva c, r isul tando una cubica pinna affine singolure, 
non ~ u punt i  s.i.c. Siu P un  punto  quulunque di c e r una re t ta  di 5- per  P. Se 5- 
fosse ~ curve s. i .c,  esisterebbe una superficie 9 c A~ tale che 5- 53 9 = r. Allora, 

indicate con 9 = A (3 9, si avrcbbe g 53 c = {P}, cie~ c sarebbe a punt i  s.i.c, e 
cib ~ ~ssurdo. 

7. - Sull'ordine dell'anello k[5-] di una superficie eublca 5- c A~ a curve sottoinsieme 
intersezlone completa. 

Data  una  superficie cubica irriducibile 5- c A~ a curve s.i.c., che per quanto visto 
sopra non ~ singolare in codimensione 1, per pe te r  stabilire il minimo intero 2 per 
cui ogni curva algebrica su 5 ,  con molteplicit~ ~, ~ intersezione completa di 5- con 
un 'a l t ra  superficie G, cio~ per de terminate  Fordine delFane]lo semifattoriule k[5-] 
(err. [11], pug. 4) si rieorrer~ nel seguito 8istem~ticamente ul Lemmu 4.1, alla 

Prop.  4.1 e alle seguenti Prop.  7.1 e 7.2. 
La  dimos~razione dell~ Prop.  7.:1, p u t  presentando analogie con que]lu della 

Prop.  4.~, riehiede diversi accorgimenti  e porge r isul tat i  pifi complessi. 
I1 cumpo /~ si suppone algebricamente chiuso e di carat ter is t ica ~rbitraria.  

PnOPOSIZIO~E 7.1. - Sia 5" c A~ una super]icie irriducibile di ordine n, n >~2, con 
~tn punto (n --  1)-plo in 0 ~- (O, O, 0). Rappresentata 5 con l' equazione F ~ B -  A = O, 
dove A,  B ~ k[X, Y, Z] sono polinomi omogenei di grade n - -  1 e n rispettivamente, e 
indicata con r una tetra passante per 0 s.i.c, di 5-, si considerino le super]icie 9 c A~ 
tali ehe 5- .g  ~ feb # > 1 ;  indicate con H l'immagine di un ~ualunque H ~ 7r Y, Z] 
nella proiezione vanoniea k[X, Y, Z] --+ k[X, Y, Z]/(E) e con G e ~[X, Y,  Z] un poli- 
nomio de]inente g, risulta che G ~ prodotto di potenze ad esponente intero delle proiezioni 
canonivhe di ]attori irridueibili di B e di potenze ad esponente intero non negative delle 
proiezioni canoniche di ]attori irriducibili di A .  

D I ] K O S T I ~ A Z I O ~ E .  --  S i  ponga: 

G - -  G , +  G , - I +  ... + G~+ Go 

con G, polinomi omogenei di k[X, Y, Z] di grade i = 0, ..., t. Essendo ~ ~--/~, ri- 
sulta, in k[X, Y, Z]/(~):  

(o) ~,r = Z ~  + .~H(7,_~B + ... + iIGIBH + &o~. 
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Si indichi con C il polinomio di k[X, Y,  Z], omogeneo di grado nt, 

C = A~G~ -k A H G ~ - , B  -k ... + AG, B t-1 + GOBS; 

proviamo che ogni zero di C ~ zero di AB.  
Sia R = (r,, r~, r3) V= 0 uno zero di C; se R non ~ zero di B, ~11ora da.]la, rela.zione 

C(R) = A(R)'GJR) + A ( R ) H G , _ , ( R ) B ( R )  + ... + A ( R ) G ~ ( R ) B ( R ) H +  GoB(R)'= 0 

segue che 

F (R)I 'G,(R)+ ~-'G,_~(R) -f-... + Go (oo) LB(R)j LB--~j LB(R)j 

]ndicg~o con S il pun to  

{A(R) r s 
A(R) A(R) 

' B(R) r~' B(R) r~ ) 

----0. 

appar tenente  alla. r e t t a  OR, essendo G~ polinomio omogeneo di gra.do i = 0, ...~ t, 
dalla (oo) segue che 

G~(S) + G~_,(S) + ... + G,(S) + Go= 0 

e percib S ~ zero del 10olinomio G; inoltre essendo i polinomi A,  B omogeaei  di 
grado n -  1 e n risl0ettivamente, si ha. 

= rA(R)I'~B(R) V A(R)]'~-~A(R) = 
~ ( S )  = B(S) - -  A(S) LB(R)j - -  LB(R)J 

_ F -(R)I 
- LB-T J 

n - - 1  

[A (R) - -A (R) ]  = 0 .  

Quindi S ~ zero anche di F.  Iqe segue che S, soluzione del sistema G = / ~  = 0, 
a n  pun to  della r e t t a  r = ~-(~ 9. Poich~ helle ipotesi della Prop.  7.1 r = {A = 0} (h 
n {B = 0} dovr~ risultare,  in 10articola.re A(S)  = 0. 

Essendo d'a.l~ra, par te  A ( S ) =  A(R)' /B(R)"-*,  seguc che A ( R ) =  0. Cib prova  
che R g zero di AB.  

Da,1 teorema degli zeri di t t i lber t  si deduce che 

(AB) 8 = CM con M e I~[X, 17, Z], s > 0 ; 

da. cib r isulta che C ~ prodot to  di potenze ad esponente intero posit ivo di ia.t- 
tori  irriducibili  di AB,  e passa.ndo alle imma.gini c~noniehe t r~mite  /~[X, 17, Z] -+ 
-+ k[X, Y,  Z]/(F), 0 ~ 10rodotto di potenze ~d esponente  intero positivo delle proie- 
zioni canoniche degli stessi fa.ttori irriducibili  di AB.  Dalla (o) e da.lla, definizione 
di C segue che C = / ~ t G .  Da cib e da. quanto si ~ det to  di C, si deduce 1~ tesi. 



104 P . C .  CI~AI(~HEI~O - 1%. GA~r~'AZZO - M. C. l~o~col'~I: Super]icie cr eee. 

OSSE~VAZlO~E 7.1. - La  Prop.  precedente  po t eva  essere usa ta  per  d imost ra re  

la Prop.  3.1. Si ~ t u t t av i a  prefer i to  d imost ra re  ques t ' u l t ima  come si ~ fa t to ,  oltre 
che per  esigenze di cont inui t~ e di uni t~ con il metodo del paragrafo  2 re la t ivo a 

superficie cubiche irridueibili  ~ non singolari, perch~ quel metodo  pe rme t t e  di indi- 
care, nei casi di superficie 57 irriducibili  the  non sono a curve  s . i .c ,  una  curva  (che 
r i su l tava  essere sempre  nag  re t ta)  che non ~ s.i.c, di 57. 

Sin 57 c A~ una  superficie eubica a curve  s.i.e, soddisfacente le ipotesi  indicate  
nel paragrafo  3 con un  pun to  doppio in 0 = (0, 0, 0) oppure  nel paragrafo  4 con 

un  pun to  doppio in Zoo. Siano r~ ..., r~, con s > 0 ,  le r e t t e  di 57 r i spe t t i vamen te  per  0 
oppure  per  Z~ (nel qual caso potendosi  avere  s = 0). I nd i ca t a  con c u n a  curva  irri- 

ducibile di 57 diversa da h ,  ... ~ 5,  r icordiamo c h e s e  s ---= 0 57 r isul ta  fat torial% e, 
se s > 0, indicata  con 9~ una  superficie di A~ tale  che 

57"c3~= ~ r ,  ~ i ~ l ~ . . . ~ S ~  

allora esiste una  superfieie 9 c A~ tale  ehe 

57"9 = # c  con /~ = m.e.m. {#~, ..., ~t~}. 

Si veda  per  questo il I~emma 3.2 e Oss. 3.2 nel caso in cui il pun to  doppio di 57 

sin 0 e i l  L e m m a  4.1 nel caso in eui il pun to  doppio di ~- sin Zoo. 

:Pt~Ol'OSlZlO~E 7.2. - Siano 57 ~tna super]icie cubica irridueibile di A~ soddis]a- 
cente le $potesi di eui so'pra, e h,  ..., rs le rette di ~ per 0 o Zoo: Sia v~ il minimo intero 
positivo per eui esiste una super/icie 9~cA~ ta~e ehe 57.g~=v~r~ per i ~ 1 ~  ...~s. 
Al~ora l~ordine dell'anelIo k[57] risulta essere 

2----- m.c.m. {v~, ..., v,}. 

DI~0S~RAZlO~E. - I n f a t t i  cib ~ ve to  per  s = 0 in quanto  in tale  easo )~ -= 1 per  
i l L e m m a  4.1, 1) e d 'a l t ronde  m.c.m.  (0} ~ 1. Pe r  s > 0 dai L e m m i  3.2 e 4.1, 

2) segue ~ < m . c . m .  (vl, ...,v~}; d ' a l t r a  pacte  per  ogni i = 1, . . . , s ,  v~ deve divi- 

dere )~: infa t t i  se fosse ~ = v~Q~+ a, ,  0 < a~<  v,, a norton dell 'Oss. 3.1, si ot ter-  

rebbe  che a~r, 5 intersezione comple ta  di 57, il che ~ assurdo essendo a , <  vi. Ne 
segue che m.c.m. {vl, ..., vs} divide ~ e percib ~ > m . c . m .  (v~, ...,vs}. Dunque  ), = 
= m . c . m .  . . . ,  

OSSERYAZIONE 7.2. - 2gelle ipotesi  della Prop.  7.2, quando ~ > 1, per  ogni )J, 

con 1 < ~ ' <  ~ f ra  le r e t t e  di 5 per  0 o per  Zoo ne esiste a lmeno una,  e sin U, 1~ quale 
non ~ intersezione comple ta  di 5 7 con molteplici t~ di intersezione ~': infa t t i  bas t~ 

scegliere U in guisa che vj non divida ; t '<  ~ - ~  m.c.m.  (v~, ..., v,}. 

Pe r  la determinuzione dei min imi  v~, nel caso delle superficie soddisfacenti  le 
condizioni del puragrafo 3~ faremo di vol ta  in vol ta  r i fer imento alle Prop.  7.1 e 7.2; 
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per  le superfieie soddisfaeenti  Mle eondizioni del paragrafo  4, faeendo r i fer imento 
alla Prop.  4.1 e Oss. 4.1, r i sul teranno utili  le seguenti  osservazioni.  

OSSERV~Z~O~ 7.3. -- 1) Con ri~erimento al easo 1) della Prop.  4.1, poiehg l 'equa-  

zione di ogni superfieie ~ definente su ~- l 'uniea  t e t r a  r per  Z~ 6 del t ipo G = 0 con 

individua r su ~- con moltepliei t~ min ima  e ehe, posto ~ - ' { A 0 =  0} = fr ,  l 'ordine 

di /~[Y] g A = v. 

2) Con r i fer imento  al easo 2') della Prop.  4.1 si ha  ehe s e r  ~ una  t e t r a  per  Zo~ 
ehe g s.i.c, di ~-, allora essa g, con oppor tuna  molteplicit~,  o eomple ta  intersezione 

di 5 r con uno solo dei due piani  {A~ = 0}~ oppure  con en t rambi .  Nella p r ima  si- 

tuazione  sin ~ = {G = 0} c A~ una  superfieie ta le  ehe ~- (~ ~ = r. Pe r  la Prop.  4.1, 2) 

si ha  ehe 0 = A~-~'A~-~J con (i, j) = (1, 2) oppure  (i, j) = (2, 1) e m~ > 0. Allora ri- 

sulfa,  de t t a  v r la va lu taz ione  del campo dei quozienti  di /s[X, I7, Z]/(/~) een t ra ta  

sulla r e t t a  r, ehe ~r(G) = m~vr(~i) -~- mjvr(~j). Poichg ~- (3 {A~ = 0} # r, pub essere 
o ~ ( 3  { A j =  0} = 0 oppure  ~ ( 3  { A , =  0}o  s # r; nel pr imo caso Ur(2~) = 0, nel 

seeondo neeessar iamente  mj--- 0. I n  ogni easo Vr(0 ) = m~ur(.~i) e pereib il min imo v 

re la t ivo  alla r e t t a  r g ~ = v r ( ~ ) .  
Nella seeonda si tuazione si ha  ehe !a molteplieit/~ di intersezione di a lmeno nno 

dei p iani  {A~ = 0}, {A~ = 0} h n g o  r, con 5 r deve essere 1 e quindi il min imo v rela- 

t ivo  ad  r g ~ = 1 .  

3) Con r i fer imento  al caso 2") della Prop.  4.1, per  ogni superfieie {G = 0} 

tale  ehe ~ . { G  = 0} = yr, si ha  

g ? ,  
con m ~ >  0, m ~ >  0 e (i, j) = (1, 2) oppure  (i, j) = (2, 1) .  

Se ~ . { A , =  0} = #r  § a s  e 5 r . { g r  0} = @s, r i su l tando 

yr = ~-.{G = 0} = m~(#r -t- a s ) -  mj@s = m~#r -t- (m~a- -  m~@)s, 

si deve avere  m~a - -  mj@ = 0. Quindi  m~ = mj@/a, y = m~(#~)/a; ne segue the  il 
min imo intero f per  eui ~r g intersezione eomple ta  di $- g maggiore  od uguale  di 

( t@/a ;  pe r t an to  anehe l 'ordine dell 'anello k[Y] g maggiore od uguale di (#@)/a. Osser- 

v iamo per6 ehe quando a = 1, allora il min imo f r isul ta  un  mul t ip lo  di re@ e quindi 
anehe A g un  mul t ip lo  di /t@. 

8. - Classificazione delle superficie cubiche affinl irrlducibili di A~ a curve sotto- 
ins leme intersczione completa.  

I n  questo paragrafo  il campo k si suppone Mgebr icamente  chiuso, di car~tteri-  
st ica diversa da 2 e da 3 e pifi che numerabi le .  
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Iniziamo ora la classificazione delle superficie cubiche irriducibili  ~- c A~ a curve 

s.i.c, a meno di isomorfismi lineari (brevemente i.1.) di A~; per eiascuna di esse diamo, 
oltre ad una  loro equazione, le equazioni deHe superficie che intersecano su ~- Ie 
singole re t t e  che passano per uno dei punt i  doppi di ~-. Si osservi che tali  equazioni 

sono sufficienti (in base ai Lemmi 3.1, 3.2, 4.1, al metodo usato nell6 loro dimostra-  
zieni e all'Oss. 3.2) per de terminate  per  ogni curva c c ~- la superficie la eui completa 
intersezione con ~- ~ c conta ta  con oppor tuna  molteplicit~ (cir. Esempio 3.1). 

Per  eiascuna delle superficie ~- in esame determiniamo inoltre l 'ordine A del- 

l 'anello /~[Sr], i pun t i  singolari 4i ~ ,  il loro t ipo (secondo le notazioni usate  in [7], 
cap. XV) e la configurazione di ~ .  Questi  ul t imi elementi,  ta lvol ta  non precisati  
nel corso della classificazione, sono r ipor ta t i  nella tabella riassuntiva.  

8.1. Super]@@ cub@he a]]ini a curve s.i.c, che sono super]icie con soli punti doppi 
isolati e con chiusuret proiettiva non singolare all'in]inito. 

Riferendoei alia 1)top. 3.1 e alle notazioni  ivi usate, esaminiamo il caso a~) in 
cui 35r ~ una  cubica irriducibile e A~ ~ la conics suroseulatrice in un  pun to  sestatieo 
di ~ .  5t~ non pub essere una eubica cuspidata perch , ,  COmB ~ stato osservato 
in [9], pag. 171, nora 5, essendo la earat ter is t iea di k diversa da 2 e da 3, una  tale 
cubica non avrebbe punt i  sestatici. Come ~ noto, a meno di isomorfismi lineari di A~, 
l 'equazione del cono ff~ pro ie t tan te  , ~  da 0 pub essere assunta  nella forma di 

Weierstrass : 

{ : ~ 0 , 1  se ~ r 1 6 2  
Y~Z ~- X ( X  + Z)(X + tZ) = 0 con t e 1r e = 1 se 33r ~ n o d a t a .  

Risul ta  Z ~ pun to  sestatico di ~r e Y~ flesso di 53~ tangenziate di Z~. I1 cono A 
pro ie t tan te  Ar da O, dovendo A~ essere la conica surosculatriee in Z~ a 35~, ha 
equazione l 7~ + (t -4- 1 )X 2 + t X Z  = O. Dunque  le superfieie re la t ive al caso a~) 

sono 1.i. a quelle di equazione Y2Z § X ( X  + Z)(X -4- tZ) + q[Y~ + (t + 1)X ~ -f- 
§ tXZ] = 0 con q e b, q r 0. Ciaseuna di esse d 'a l t ronde viene t ras formata  dall'i.1. 

di A~: (X, Y, Z ) ~  (X/q, Y/q, Z/q) nella 

(') ~r:z + x ,  + (t + 1 ) x , z  + t x z  ~ + Y" + (t + ~)x~ + t x z  = o 

con t ~ k  e t ~ O .  

Si verifica che ogni superfieie ~- di equazione (') possiede, oltre al pun to  doppio co- 
nieo O, un  punto  doppio bipl~nare di t ipo B6 in A = (0, 0, - -  1) e che ~- non ha altri  

pun t i  singol~ri. 
t 'oieh6 ci interessa individuare le superficie a meno di i.1. di A~, dobbiamo pre- 

eisare in (') per  quali v~lori di t le superficie r isultano l inearmente isomorfe. Indi-  
ca ts  con ~(t) la superficie corrispondente al valore t e k, t V: 0, 6 evidente che ~-(1) 
non ~ isomorfa a nessun'a] t ra  57(t) con t V= 1, essendo ~-(1) l 'unica t ra  le ~-(t) ad 
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~vere ~r singolare. Supponiumo ora t =~ 0 e t =~ 1. Sia a u n  i.1. di A~ ta le  che 
a(5(t~)) = 5~(t~). ]~ ia t~nto  evidente  che a(O) = O, a (A)  = A. Quindi  per  a la 
re t t~  r ~ {X = Y-~  0} ~ luogo di pun~i unit i .  Poich~ l'esl~ensione (~ di a ~ P~ su- 

bordin~ un  i.1. ~ra le curve 5(t~)~ e Y(t~)r per  il quale il pun to  Z~ ~ uni to  e poich~ 

5( t )~ ,  per  ogni t e k, ha  in Z~ per  t angen te  la r e t t a  Y~Z~, risul?~a ~(Y~Zoo) = YooZ~. 

Poich~ ino]~re per  ogni t e k, Y~oe 9~(t)~ e la t angen te  in Y~ ad  5( t )~  ~ la re t t~  

•  ne segue che (~(Y~) ~ Y~, ~(Xc~Y~) = X~Y~. Non  ~ diificile riconoscere che 
~llor~ risult~ t~ ~- 1/t~ e che ~-(t~) e 5(i/t~) sono 1.i. median te  (X, ~,  Z) --~ ( t ~ X ,  
t~ (~l~) :Y~ Z). 

Dimos t r i amo  or~ che l 'ordine delF~nello /~[5] ~ ;~ = 6 per  ogni superficie 5 ~ di 
equazione ('). I n f a t t i  esiste una  sola r e t t a  r = {X = ~ ---- 0} di ~- passan te  per  O e 

r isul ta  5~ .~  = ~ ' . ~  ----- ~ . ~  ----- 6r. D '~l t r~  par te ,  in base  ~ll~ Prop.  7.1, per  ogni 
superficie { G - ~ 0 } c A ~  per  cui ~ - . { G = 0 } = v r ,  v>~l, si ha  G = X ~ B  ., con m , n  

in~eri e m>~0. Quindi :F.{G = 0} = ~ = 6(m -4- n ) r ;  da cui ~ > 6 .  Dal la  Prop.  7.2 

si deduce allorg che 2 = 6. 
Nellu famigli~ (') si possono dis t inguere le 

1:  Y ~ z  + x ~ + (t -4- ~ ) x , z  -4- t x z  ~ -4- Y~ -4- (t -4- ~ ) x ,  -4- t x z  = o 

con t~k~ t r  1; 

2: Y~Z + X a §  2X~Z  + X Z  2 §  Y ~ +  P X  ~ §  X Z ~ - O .  

Es~min iamo ora il easo up) in cui ~ ~ una  cubica irr iducibile e g ~  ~ t, con t 

t e t r a  t angen te  ~ ~ in un  suo flesso. Dis t inguiamo due casi: ~ g non singolare o 

noda ta ;  5 ~  g cuspid~ta.  ~ e l  p r imo caso~ g meno di nn  i.1. di A~, (cir. caso a~))~ pos- 

si~mo supporre  che il flesso di ~ in quest ione sia Y~ e che il cono p ro ie t t an te  ~ 
dg 0 abbi~ eqnazione X ~ § (t + 1) XP Z ~ t X Z  ~ § ~ Z ~ O, con t ~ k, t =/= 0 .L 'equa-  

zione di ~- g pereib, ~ meno  di i.1. come si ~ vis to nel caso precedente,  

(,,) X ~ § 2 4 7 2 4 7 2 4 7  con t e k ,  t : / :O .  

Si verific~ che ogni superficie ~(t)  corr ispondente al vulore t e/~, t =/= 0, ha  un  

solo pun to  doppio uniplunare  di t ipo Us in 0 ,  che .~ non ha al t r i  pun t i  singolari, 

che ognun~ di esse contiene una  sola re t tu  r per  0 ,  r = OYoo, e che X~Y~ ~ 1~ tan-  
genre di flesso in Y~ a : ~ .  Come copra, ~ evidente  che 5(1)  non 5 l.i. a nessun 'a l t r~  

5~(t), con t r :1, essendo ~(1)  l 'unica  t r a  le superficie (") ~d uvere I~ curva  all~in- 
finito singolure. Sia ora t r 0, 1 ; supponia.mo che esista un  i.1. di A~ tale  che a(Y(t~)) 

= ~(t~). ]~ evidente  che a(O) = O, a(r) = r e che, se ~ ~ l 'estensiolle di a a P~, 

~(Y~) -~ Y~ e ~(X~Yoo) = X~Y~. Si riconosce allora che necessar iamente  t ~  X, con 

X ----- {1/t~, 1 - -  tl, 1 / ( i  - -  t,), t l/(tl-- 1), ( t l --  1)/tl} 
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e she, vieeversa, se t~e2:, 5(t~) e 5(t~) sono 1.i. e preeisamente risulta:  

~-(t~) g 1.i. a ~-(1/tl) t r ami te  (X, Y, Z) - ,  (t~X, t~:Y, t~Z) 

~(t~) g 1.i. a ~ ' ( 1 - - t l )  t rami te  (X, 17, Z ) - - ~ ( X  + Z, ( - -1) �89 - -  Z) 

s g 1.i. a ~-(t~/(t~--1)) t r ami te  (X, 17, g)--> 

+ t z), ( 1  - ( 1  - 

e, mediante  oppor tuni  prodot t i  di tall  isomorfismi, ~-(t~) ~ 1.i. a ~ - ( 1 / ( 1 -  t~)) e a 

Dimostr iamo she l 'ordine dell 'anello /~[~-] ~ ~ = 3 per ogni superfieie ~- data  
dalla ("). r ~ l 'unic~ ret t~ di ~- passante  per O e risulta ~ ' .{Z = 0} = 3r; per tan to  
4 < 3 .  D 'a l t ra  parte~ seri t ta l 'equazione di 2- nella forma B - -  A~ = 0, dalla Prop.  7.1 
r isulta ehe, per ogni superfieie {G = O} tale ehe ~ . { G  = O} = vr, v > l ,  G = Z'~B '~ 
con m, n interi e m > 0 ,  essendo Z l 'unieo fa t tore  irridueibile di A e B irridueibile. 
Essendo d ' a l t r apa r t e  ~ - . { Z =  0} = { B =  0}.{Ao= 0} = 3r e 5 . { B =  0} = 2({Ao = 0}. 

�9 {B = 0}) = 6r, si ha 9r.{G = 0} = 3(m + 2 n ) r ;  pe r tan to  v >3 .  Dalla Prop.  7.2 
segue ehe A = 3. 

Nella famiglia (") si possono distinguere: 

3: X 3 + ( t  + I ) X ~ Z + t X Z  2 + 1 7 2 Z + Z  ~ = 0 ,  tElc, t # O ,  1; 

4:  X 3 + 2X2Z + X Z  2 + 172Z + Z ~= 0 . 

Nel c~so in eui 330o si~ euspiduta, a meno di un i.1. si pub supporre che: Zr eoineida 
con la icuspide, Yr si~ il flesso di 3300, l~ r e t t a  XooZoo sia la tangente  euspidale e 
Xr sia la tangente  t nel flesso Yr Sotto t~li ipotesi l 'equazione di ~ 6, a meno 
di i.1., 

5" 

Con un ragionamento analogo al preeedente,  si ot t iene che l 'ordine dell 'anello 
corrispondente a tale superficie g ~ = 3. 

Le singolaritg della ehiusura p r o i e t t i w  della superficie 5, e di quelle che segui- 
ranno,  verranno r ipor ta te  nella tabella finale. 

Esaminiamo il caso as) in eui 3300 g ung eubica irridueibile e Aoo= t~ q- t~ con t~, tz 
re t t e  tgngenti  a 3300 in due suoi flessi (si osservi che in questo easo 330o non pub essere 
cuspidata). Possiamo supporre che Xr e Y| siano due flessi di :Boo, che P~(0, 1, 1, 0) 
sia il flesso di 33oo ullineato con essi e che 16 re t te  XooZr e Y~oZo~ si~no t~ e t~. I1 
cono pro ie t tan te  3300 da O ha Mlora equazione X 2 Y - - X 1 7 2 - - 3 t X Y Z  + Z s =  0, 
t ~/~, dove per t ~ = - -  1 3300 risulta nodata.  L~equazione di 5 ~ percib, a meno di i.l., 

(o) X ~ Y - - X X 2 - - 3 t X Y Z  + Z~+ X 1 7 = O ,  t e k ,  
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Si verifica che ciascuna superficie ~- di equazione (o) ha t re  punt i  doppi biplanari  
di t ipo B3 in O, B ' =  ( - -1 ,  0, 0), B " =  (0, 1, 0) e c h e  ~- non hs  al t r i  punt i  singolari. 
D e t t s  ~-(t) la superficie corr ispondente al valore t e k, ogni i.1. a di A~ che mut i  :F(t~) 
in 3v(t~) dove pe rmut s re  i t re  pun t i  doppi. Si verifics allora che 5(t) ,  per  ogni t ~ k, 

t :/: 0, 6 1.i. solo s 5-(st) e a ~(e~t), con e 3 = 1, t rami te  ~d esempio gli isomorfismi 
a~: (X, Y,  Z) --+ (X ,  Y ,  e~Z), a~; (X, Y,  Z) --+ (X,  Y ,  sZ) nell 'ordine. ~-(0) invece non 6 
1.i. s nessun 'a l t r s  ~-(t), con t :/= O. 

Le sole re t t e  delle superficie (o) per O sono: r = OY~ e s = OX~: Poich6 

E . { Y = 0 } = 3 s ,  Y . { X = 0 } = 3 r  e ~ - . { B = 0 } = 3 r + 3 s ,  ragionando c o m e n e l  
csso as), si conclude che il minimo intero ~ per il qusle esiste 9~cA~ tale the  
~-. ~ = v~ r 6 ~1 = 3. Analogamente per l~ te t ra  s si t rova  v~-= 3. Applicando ora 
la Prop.  7.2 si t rova  che l 'ordine de]Fsne]lo k[~-] 6 2, = 3. 

Nella ~amiglia (o) si possono distinguere le 

6:  X ~ Y  - X Y ~ +  3 X Y Z  + Z~ + X Y  = 0; 

7:  X ~ : Y - - X Y ~ - - 3 t X Y Z  -[- ZZ ~ X : Y = O  ~ t e k ,  t~ : /=- - l  . 

Esaminiamo ors il caso a4) in cui 33~ 6 uns  cubica irriducibile e A ~ =  s -t- t 

con s re t t a  t~ngente  s 53oo in un  suo punto  seststico Poo e t r e t t s  tangente  s 33r 
nel flesso tangenzisle  di P~. ~ !ecito assumere, come nel caso a~), Z~ in P~ e Yo~ nel 
flesso di ~ tangenziale di Zoo. L 'equsz ione  del cono pro ie t tan te  ~o~ da O r isul ts  
per tan to  :Y~Z + X ~ -[- (t + 1 ) X ~ Z  + t X Z  ~ -= O, t ~ k e t :/: O, dove per t = 1 : 5 ~  
nod~ta. L 'equazione di :Y, s meno di i.l., cir. caso a~), 

(oo) :Y~Z § X ~ § (t § 1 ) X ~ Z  § t X Z  ~ § X Z  = 0 ,  t e k, t :/: O. 

Si verifica che i punt i  singolari di ogni superficie di equazione (oo) sono O, dop- 
pio biplanare di t ipo B6, e C(0, O , -  1/t), doppio di t ipo C~. L'isomorfismo lineare 
di A~: (X ,  :Y, Z) ---, ( - -  t X ,  - -  t Y ,  - -  t Z - -  1) t rasforma la superficie ~(t)  di equa- 
zione (oo) nella superficie 5( t )  di equazione (') gi~ essminats  nel csso al) e all~ 
quale r imandiamo per  la discussione. 

Si not i  che si sono o t t enu te  le stesse superficie nei casi al) e a~) corrispondendo 
questi  alla diverss  scelta del pun to  O che viene a coincidere con il punto  doppio 
conico in al) e con il pun to  doppio bipl~nare in a4). 

Esaminiamo ors il easo bl) in eui 55oo-= r q- c, con r r e t t a  e c conica irriduci- 
bile non tangent i  t ra  loro, e Aoo conica irriducibile iperoscu]atrice ~ c e t angente  
ad r. A meno di i.1, possiamo supporre  X~ e Z~o nei pun t i  di intersezione di r e c, 
(0, - - 1 ,  0, 1) nel pun to  di tangenza di r con A~, (0, - - 1 ,  1, 1) nel punto  di con ts t to  
di c e Ar ed inoltre Yo~ nel polo di r r ispet to  a c. Pe r t an to  ~ e A hanno r ispet t iva-  
mente  equszioni  : Y ( X Z  q- :Y~) .= O, 4 ( X Z  q- :y2) q_ (X q- 2 Y - -  Z ) ~ =  0. A meno di 
un  i.1. di A~, requaz ione  di ~- 6 

8: ( x z  + y~)(y + ~) + (y  + 2 y - -  z )~=  o.  
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~- poss icde  due r e t t e  p s s s a n t i  pe r  O:  u ----- {17 = X + Z = 0} e v = { X  q- 2 1 7 - -  
- -  Z ----- X + IT = 0} e r i su l t~  5~-.{17 = 0} = 2U e 5~.{XZ -5 172=-_ 0} ----- 4v. 

P r o v i a m o  che l ' o rd ine  de lPsne l lo  /c[~-] ~ `1 = 4. D a l  L e m m s  3.2 segue  che `1<4.  

Indicst~  con { e  = 0} . n s  ~ . p e ~ o i e  di A~ tale the  ~ . { e  = 0} = ~ ,  ~ > ~ ,  e porto 
A = 4 ( X Z  q- 172) -4- (X  q- 217-- Z) 2, B~= Y,  B~= X Z  q- y z  s n o r m s  del ls  P rop .  7.1 

r i su l t a  G = ] ~ B ~  ~ con m, n, ,  n~ in te r i  e m~>0. P e r t s n t o  5 . { G  ~- 0} ----- m(dv + 

q- 2u)  q- n , (2u)  q- n~(dv) = yv  pe r  cui  deve  essere  m = - - n x  e y = 4 ( - -  n~ q- n~)>4 .  

Ne  segue che t - - - - 4 .  

Nel  caso b~) in eui 55oo= r if- c, con r r e t t a  e c conics  i r r iducibi le ,  e Aoo= t, 
con t t e t r a  t a n g e n t e  s c in u n  p u n t o  sempl ice  di S u p p  55oo, si possono  p r e s e n t a r e  

g 

due  so t tocas i :  b'2) e b2) a seconds  che le c o m p o n e n t i  di 55oo, r e c, s iano t a n g e n t i  o no. 

So t tocaso  b~). P o s s i a m o  s u p p o r r e  Zoo nel  p u n t o  di t s n g e n z a  di t e c, Xoo nel  

p u n t o  di t a n g e n z s  di r e c, Yoo nel  p u n t o  c o m u n e  a r e t. Si ha  A = {X = 0}. A 
m e n o  di u n  i.1. si p u b  s u p p o r r e  55 = { Z ( X Z  q- 172) = 0}. l~isut ta  a l lo rs  ehe ogni  

superf ic ie  r e l a t i v s  al  so t tocs so  in e s a m e  6 l i .  a l la  

9 :  Z(XZ + :Y~) + XP= o.  

Tale  superf ic ie  ~- poss iede  due  r e t t e  pe r  O: u - -  OYoo e v = OooZ. Si h a  5 v. 
�9 {Z = 0} = 2u, 5 . { X Z  q- 172= 0} = 4v. I n  m o d o  ana logo  ~1 csso b~) si ver i f ica  

che ,1-----4. 
// 

Sot tocaso  bp). A s s u n t i  Xoo e Zoo nei  p u n t i  di in te r sez ione  di r e c, Yoo co inc idente  

col polo di r r i spe t t o  s c e ( 0 , -  1, 1, 1) nel  p u n t o  di t a n g e n z a  di t con c, si h a  

A ---- {X -5 2 1 7 - -  Z =- 0}, 55 ---- {17(XZ + yP) _= 0}. Le  superf ic i  di ques to  so t tocaso  

sono 1.i. a l la  

10: 17(xz + y~) + (x + 2 Y-- z)~= o. 

I n  5 ~ es is tono due  r e t t e  uscen t i  da  O:  u = { 1 7 =  X - -  Z ---- O} e v = {X + 217- -  
- z = x + 1 7 =  0}. l~isul~s ~ . { 1 7 =  0} = 2u e ~ . { x z  + r P =  0} = 4v. s i  ~e~ifics 

anehe  in ques to  caso che ,t = 4. 

Caso b3). - 55oo= r --k c, con v t e t r a  e c con ics  i r r iducibi le ,  e Aoo= tl + ts con 

tl e t~ r e t t e  t a n g e n t i  s c in due  p u n t i  sempl ic i  di S u p p  5500 e in t e r secan t i s i  su  r. 

e v i d e n t e  che r non  pub  essere  t a n g e n t e  a c. A m e n o  di i.1. si possono  a s s u m e r e  Xoo e 
Yoo nei  p u n t i  di t a n g e n z a  con c di t~ e di t~ r i s p e t t i v s m e n t e ,  Zoo nel  p u n t o  c o m u n e  a 
t~, t~ e r, e {X q- 17 = 0} co ine iden te  con  il p i ano  sffine Or.  So t to  ta l i  ipo tes i  le equa-  

zioni  delle superf ie ie  in e s a m e  sono (X17 -5 t~ZP)(X + 17) + t~X17= O, t~, t~e Is, e 
t l t~# O. Ciaseuna  delle superf ic ie  g 1.i. t r a m i t e  (X, 17, Z) ~ (X/tp, 17/t~, Z(t~)~/t~) al l s  

11: (X +Y)(XY+ Z 2) + XZ= 0. 
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Su tale  superficie 57 esistono t re  re t t e  passant i  per  O: u ~-- OX~, v = OY= e 

e w = OZ~.  l~isulta: 

5 7 . { x + y = 0 } = 2 w .  

Dal  L e m m a  3.2 e Oss. 3.2 si ha  2~<4. P rov l amo  che ~ = 4. Pos to  A~----- X,  An-= Y, 

B ~ =  X : Y +  Z 5 B ~ =  X + Y ,  r isul ta  57.{A~= 0} -= 2v -t- w, 57.{A~= 0} = 2u + w, 
5 7. (B~= 0} = 2u + 2% 57.{B~ = 0} = 2w. Ind i ca t a  con {O = 0} c A~ una  superficie 

ta le  the  5 7 . { O = 0 } = # u , # > 1 ,  dalla Prop.  7.1 segue che G = A  1 A ~  B ~ B  2 e 

quindi ~-. {G = 0} = (2n~ + 2m~) u -t- (2nt + 2ml) v -t- (m~ + m~ + 2n2) w -= #u.  Pe r t an to  

m~ ~- m s +  2n2----- 0, m~-~ n ~ =  0 e quindi  # - -  r  n2)>4.  D u n q u e  )~ ---- 4. 

Esamin lamo  il easo e~) in cui 3 ~ =  a ~ b ~- c, con a, b, c r e t t e  dis t inte  non 

concorrent i  e A~ conica irriducibile t angente  alle t re  r e t t e  a, b, c in U~o, V~, W~ 

r i spe t t ivamente .  A meno  di i.1. si possono assumere  {X~} = a 63 b, {Y~o} = a 63 c, 
{Z~} = b 63 c, (0, 1, 1, 0) = U~ e (0, 1, 0, 1) = V~; Wo~ g quindi  (0, 0, 1, 1) e l ' equa-  

zione del cono p ro ie t t an te  A~ da 0 g X ~ ~- Y~ -4- Z 2 -  2 X Y - -  2 X Z  - -  2 Y Z  = O. L e  

superficie re la t ive  a questo caso sono l.i. alla superficie 

1 2  : X Y Z  -~ X 2 ~  - Y~ + Z * - - 2 X Y - - 2 X Z - - 2 Y Z  = 0 . 

Le sole re t t e  per  O di ta le  superficie 57 sono: u = OU~,  v = OVa,  w = OW~ e 
 isulta 57.{z = 0) = 2u, 57.{Y= 0) = 2v, 57.{x = 0) = 2w. @plicando le Prop. 
e 7.2 si vede,  anMogamente  al caso della superficie 11, che ~----2. 

Caso e~). - 5 ~  come nel caso q)  e 0% = s, con s r e t t a  a rb i t ra r ia  non passante  

per  a lcun pun to  comune a due delle r e t t e  a, b, c. Assunt i  Xr Y~, Zoo come nel 
caso el), si pub  supporre  the  il p iano {X ~- I7 + Z = 0} sla il p iano affine Os.  A 

meno di un  i.1. si o t t iene  la sola superficie 

1 3 :  X Y Z  + ( X  + Y +  Z ) * =  0 .  

Le sole re t t e  di ta le  superficie 57 per  0 sono : u ---- {X --= Y -t- Z ---- 0}, v -= {Y ---- 
= X §  e r isul ta  5 7 - { X - - - - 0 } = 2 u ,  57. { Y =  0} ---- 2v, 

57.{Z = 0 }  = 2w;  anche in questo caso si vede  che 2 = 2. 

Esamin lamo infine il caso d) in cui 33~---- a -~- b -~- c, con a, b, c r e t t e  dis t in te  

concorrent i  e A~---- s, con s r e t t a  non p~ssante  per  il pun to  comune ad a, b, c. 

Si pub ~ssumere  Zoo nel pun to  comune  ad a, b, c, il p iano {Z ---- 0} coincidente col 

piano affine Os ,  {X~} = a 63 s, {Y~} = b c~ s e {P~} = {(0, 1, - - 1 ,  0)} ----- c 63 s. A 
meno di i.1. si t r ova  la 

1 4  : X Y ( X  + :Y) + z*  = o .  

Le sole re t t e  di ta le  superficie 57 per  0 sono: u = OX~, v -~ OY~, w --= O P t .  

l~isulta 5 7 . { Y =  0} = 2u, 57.{X = 0} = 2v, 57.{X ,-I- Y =  0} = 2w;  anche in que- 
sto caso 2----= 2. 
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8.2. Super]icie cubiehe a]]ini a curve ,.4.c. con almeno un p~ento doploio all'in]inito. 

Le superficie del tipo or~ in esame sono, a norma della Prop. 6.1, non singolari 
in codimensione 1. Ogni loro eventuale te t ra  per un  punto  doppio all 'infinito non 
pereib luogo di punt i  singolari; tale circostanza 6 anche sufficiente perch~ una su- 
perficie eubica atline con un punto doppio alPinfinito sia non singolare in codi- 
mensione 1. 

Le superficie cubiche irridncibili ~-, non singolari in codimensione i e d  aventi  
almeno un punto doppio alPinfinit% a meno di i.1. di A~ si possono supporre ~- 
= {AZ -}- B = O} con A, B ~ k[X~ 17] non nulli e di grado al pifl due o tre rispetti- 
vamente.  Per le superficie di tale tip% e non singolari in codimensione 1~ ci possiamo 
riferire alla Prop. 4.1 cd alle notazioni ivi usate. 

Posti  A e ~ r i spe t t iwmente  i h o g h i  degIi zeri di A e B~ per individuare t ra  le 
superficie del tipo 5 = {AZ -k B = 0} quelle a curve s.i .c,  consi4eriamo i due casi: 

2) A n ~ r  

Nel c~so 1) 1~ superficie ~ non singolare in codimensione 1 ed ~ fattoriaie (cfr. Lem- 
ma 4.1, 1)); nel caso 2) condizione necessaria e sufficiente perch6 ~- si~ ~ curve 
s.i.c. ~ che ogni rett~ di A n ~ non sia luogo di punt i  singolari per ~- e c h e  sia s.i.c. 
di ~- (cfr. Prop. 6.1 e Lcmma 4.1, 2)). Per verific~re c h e l e  superficie 13, ..., 82 se- 
guenti  non sono singolari in codimensione 1 si r imanda alia t~bella riassuntiva. 

La  classificazione delle superficie ~- a curve s.i.c, viene ora condotta distingnendo 
le varie situazioni che si presentano in relazione ad A: 

caso e) deg A-----2~ A irriducibile, il cilindro ~ individua sul piano all ' infinito 
{T = 0} due ret ie  coincidenti; 

]) deg X = 2, A irridueibile, A individna su {T = 0} due ret te  dist inte;  

g) deg A = 2~ ma A = AIA2 con A1, A~ polinomi di grado 1 non proporzio- 
nali e tali  che { A t =  0} e {A2= 0} sono due piani paralleli; 

h) dog A ---- 2~ A = AIA~, con At~ A~ come sopra~ ma tall  che i piani { A I =  0} 
e {A2----0} sono due piani non paralleli; 

i) dog A = 2~ A = A~ con A0 polinomio lineare; 

l) deg A = 1~ in tale caso necessariamente B g di grado 3; 

m) d e g A = O  e d c g B = 3 .  

O S S ~ V A Z m ~  8.1. - t~icordiamo che se ~ = {A = 0} g una superficie irridu- 
cibile in P~ non singoIare in codimensione 1 e C, I) sono polinomi omogenei di 
k[T~ X~ Y, Z] tali  che divog (C) = div~ (D), al]ora esiste t e/~, t =/= 0~ per cui C-- tD  = 
---- A 'M,  con {A'---- 0} = A, 2(I e k[T, X~ :Y~ Z] e opportuno. In  particolare se A'~ C~ 
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D e k[T, X, 17] sl lora anche M e/~[T, X, Y]. Cib g conseguenzs del fa t to  ehe k[o~] 
in tegra lmente  chiuso. 

Caso e). - Si pong~ A o o =  2a. Perch~ A Z  + B = 0 definisca uns  superficie 5 r. s 
curve  s.i.c. ~ necessario e sufficiente che sis o A ~ 55 --  0 (cfr. Prop.  4.1 e Oss. 4.3) 
oppure  che A n 56 -= r con r t e t r a  non singolare di ~-. 

Sis ors  ~- una  superficie a curve s.i.c, del caso e). A meno di i.1. si pub supporre 
che sis A --= X ~ ~ Y e the  la re t t~ r, quMora AC~ 5 5 #  0, sia OZ~o. In  tal  modo 

risulta ~ . { X  = 0} = OZoo+ a e ~ . { Y =  0} = 2 0 Z ~ .  I1 polinomio B ' =  T a B(X /T ,  
Y / T )  e k [ T , X ,  Y] ~ omogeneo di grado 3 qualunque sia B, con 0 < d e g B < 3 .  Ri- 
sult~ al lots  

divA (B') = ( 6 - - ~ ) a  q- ~r 

con v arbi t rar io intero tale che 0 < ~ < 6  se ACh 55 = r, e ~ = 0 se A ~  55 = 0. I1 
divisore su ~ individuato da B'  pub essere o t tenuto  come combinazione lineare 
coetIicicnti interi  non negativi  di d iv~ (T) = 2a, di div A (X) = a -[- O"Zo~, eli div A (Y) --  

= 2OZ~o. Infst~i nel caso in cui A (3 56 = ~, d iv~ (B') = 6a = 3 d iv~ (T). Nel caso 
in cui A n  56 = r ( =  OZoo): 

div~ (B') = (3 - -  v/2) div~ (T) -4- (v/2) d iv~ (Y) se v = 2, 4, 6; 

d iv~  (B') = (3 - -  (v + 1)12 ) d iv~ (T) + d iv~  (X) + ((~ - -  3)/2) d iv~  (Y) 

se ~ = 1 ~ 3 ~ 5 .  

Pe r t an to  esiste t e k~ t :/= O, t~le che B ' =  tX'~:Y~T ~ q- (X~q - Y T ) C '  con C' forma 
lincare di k[T, X, :g] e m, n, 1) coetficienti delle combinazioni l inesri  soprs scritte 
nei vs r i  casi considerati .  I~icordando che B ----= B'(1, X ,  Y)  e 9osto C = C'(1, X, Y), 
r isulta B = t X ~ Y  ~ + A C  con (m, n) coppie eli interi  fornit i  dulls tabell~ 

m 0 1 0 1 0 1 0 

n 0 0 1 1 2 2 3 

Le equazioni delle superficie in questione son quindi fra quelle del t ipo 
(X  2 + Y ) Z  + t X ~ Y  ~ + (X ~ + :Y)C = 0 con t ~ k, t ve 0, e C arbi t rs r io  polinomio di 
grado sl 9i/1 uno. Ogni superficie di tale fsmiglis  ~ d ' s l t ra  par te  isomorfa mediante  
(X, Y,  Z) ~ (X, Y,  (Z + C)/t) sd  una de]le superficie di equazione (X 2 -l- Y)Z + 
- t - X~Y "~- 0. Ot teniamo in definitiva le superficie: 

15 : 

16: 

17 : 

18:  

(X 2 +  Y)Z  § 1 = 0 

(x~ § y ) z  + x = o 

(x~ + ~ ) z  + I7 = o 

(X~ § Y ) Z  § XY_ = 0 

8 - . t n n a l l  d t  M a t e m a H c a  
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1 9 :  

20 : 

2 1 :  

(X ~ +  Y) Z + Y ~ =  0 

(X~ + Y)Z + X:Y*= 0 

(X ~ + Y)Z + 173= 0 .  

Ogni superficie a curve s.i.c, del ca.so e) ~ 1.i. ad una delle superficie 15, ... ,21 .  
Ognuna, ~-, di queste superficie ~ d 'a l t ra  parte ,  non singolare in codimensione 1, 
come si verifica di re t tamente ,  cd ogni sua eventuale  t e t r a  di d~ n 33 ~ s.i.c, di ~-; 
quindi ~- ~ a curve s.i.c, del t ipo e). 

La  superficic 15 ~ fat tor ia le ;  poichg sulle superficie 16, ..., 21 esiste la sola t e t ra  r 
per Zoo che r isulta s.i.c, di 5 r con A con moltcplicit~ 1, ..., 6 rispettivamente~ dal- 

l'Oss. 7.3,1) e Prop.  17.2 segue che per i eorrispondenti  anelli k[5] ,  2 = 1, ..., 6 
nell 'ordine. 

Nei easi e sottocasi che si affronteranno nel scguito si rieonoscer~, procedendo 

in modo analogo al caso e), che ogni superficie a curve s.i.c, del caso o sottocaso in 
csame ~ 1.i. ad una appar tenen te  ad una certa sottofamiglia di superficie del caso o 
sottocaso in oggetto, che verranno progrcssivamente numerate ,  dando per aequi- 
sito il fa t to  che ciascuna di tal i  superficie sia a sua volta  a curve  s.i.c, come si pub 
verificare d 'a l t ronde in modo diretto.  

Caso ]). - Si ponga o"~= a -f- b. Anche in questo caso perchb ~- = {AZ + 
- f - B - =  0} sia a curve s.i.e. ~ necessario e suflleiente che sia At3  33 = ~ oppure  

A n 3 3 = r ,  con r r e t t a  non singolarc per ~ .  Sia ~ - - - - - = { A Z + B = 0 }  a curve 
s.i.c.. A meno di i.1. si pub supporre che A = X Y - - 1 ,  con {X = 0}oo= a e 
{Y----0}~= b e d i n o l t r e ,  quando A F ~ =  r, the  r =  QZ~o o r e  Q - - ( - - 1 , - - 1 , 0 ) .  

l~isulta j~. { x  --- o} - -  2a, ~ .  { x  -k I = o} = a -t- Q"Zoo, o~" {X -t- Y -t- 2 - -  o} - -  2 O~oo, 

~ . { T  = 0} = a + b, J ~ . { Y =  0} = 2b, A '{Y- t -  1 = 0} = b + O~oo. Posto  B'  come 

in e), r isulta 

d iv~  (B') = #? + va + ~b 

con #, v, 0 interi  non negat ivi  tal i  che t t  + v + 0 ----- 6 e # = 0 s e e  solo se A (~ 33 - -  0. 
Per  t u t t i  i casi in cui v~>~ risulta,  in modo analogo al precedente  caso e), (omet- 

t iamo la verifica per mot ivi  di brevitY), che 

div~ (B') -= m div~ (X) -1- n div~ (X + T) + p d iv~ (X + Y + 2T) + q div~ (T) 

in cui (m, n, p) sono fornit i  dalla seguente tabella 

m 3 2 1 0 2 1 0 2 1 0 1 0 1 0 0 0 

n 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 I 1 0 0 1 0 

0 0 0 0 0 

e ~ = 3 - - ( m  + n  + 2 ) .  

0 0 1 1 1 1 1 2 2 2 3 
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Come per il caso e) risulta B = tX~(X + 1)~(X -k 17+ 2)*+ AC co~t t e/c, t va 0 e 
C ~ k[X, 17] di grado al pifl uno. Le superficie a~tualmente i~ esame appartengono 
dunqt~e ~lla f~miglia ( X Y - -  1)Z + tX~'(X + 1)~(X + 17 + 2)~ + AC = 0 con t e k, 
t # 0, e C arbitrario polinomio di k[X, Y] di grado al pifl uno. Ognuna delle super- 
ficie di ~ule ~umiglia risult% tr~mi~e lo stessoi.1, us~to nel cuso e), ].i. a4 un~ 4elle 
superficie (XY--  1)Z + X~(X + 1)~(X + Y + 2)~= 0. Otteni~mo in definitiv~ le: 

22 : (X17--  1 )Z  + X s = 0 

23" ( X Y - - 1 ) Z  + X ~ =  0 

24:  ( X Y - - 1 ) Z  + X = 0 

25:  ( X 1 7 - - 1 ) z  + 3_ = o 

26:  ( X Y - -  1)Z + X~(X § 1) = 0 

27:  (XY--  1)Z + X(X + 1) -~ 0 

28 .  (X17- -  1 )Z  + X + 1 = 0 

29:  ( X Y - -  1)Z + X~(X + 17 + 2) = 0 

30:  ( x ~ - -  l ) z  + x ( x  + :Y + 2) = 0 

31 .  ( X Y - - 1 ) Z  + X + Y +  2 = 0 

32:  (XY--1)Z  + X(X + 1)(X + 17+ 2) = 0 

a3:  (x17--1)z  + (x + l ) ( x  + 1 7 + 2 )  = o  

.34: ( x y - -  ].)z + x ( x  + y +  2 ) ~ =  o 

35 �9 ( x y - -  1)z + (x + 17 + 2) ~ = o 

36:  ( x 1 7 - -  3_)z + ( x  + 1 ) ( x  + 17 + 2)~ = o 

37: ( X 1 7 - - 1 ) Z + ( X +  Y + 2 )  ~ = 0 .  

Per ~ < O si t rova che 

div~ (B') = m div~ (Y) + n div~ (Y + / ' )  + p div~ (X + Y +  2T) -}- q d~v~ (/~) 

con (rn, n, p, q) date  d~lla precedente tgbell~. :No segue che le equ~zioni delle super- 
ficie relative a tal i  situ~zioni sono de1 tipo 

(*) (X17-- 1)Z -]- tI7~(17 -~- 1) .(X + y + 2)~ -~ (X17-- 1) (~ = 0 

con ~ ~ k, t r  C~  k[X, 17] di gr~do ~1 pih uno. ]~ d'~Itronde chi~ro che per ogni 
t ~ k, t :/: 0, e per ogni C ~/~[X, Y] di gr~do ~1 pifl uno e m~ n, p forniti  d~ll~ t~bella 
preeeder~te, ognun~ delle superfieie ( , ) ,  medi~nte l 'isomorfismo (X, Y, Z)--~ (Y, X, 
(Z + U)/t), si trasformu in un~ delle 22, ..., 37. 
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Le superficie 221 ..., 25 sono fattoriMi. Sulle superficie 26, ..., 37 esiste una  sola 

t e t r a  r per  Z~ che r isul ta  s.i.c, di 9 ~ con A con moltepl ici t~ # = 1 nel caso delle 261 

27, 2 8 ; / t  = 2 per  le 29, 30, 31; # = 3 per  le 32, 33; tt = 4 per  le 34, 35; tt = 5 per  

la 36 e t t  = 6 per  la 37. Dall 'Oss.  7.3,1) e Prop.  7.2 segue pe r t an to  che per  i r ispet-  
*ivi anelli k [5] ,  ~ = # = 1, ..., 6. 

Caso g). - Si ponga A ~ =  2a ;  a meno di i.1. si pub  supporre  che i p iani  {X ~ 0} 
e {X + 1 = 0} coincidano con i p iani  A ~ =  {A1 = 0} e A~ = {A~ = 0} r ispet t iv~-  
mente .  DM L e m m ~  4.1 e dMla Prop.  4.1 si deduce, in questo cas% che un~ super- 

ficie ~ 5 ~ curve s.i.c, s e e  solo se si p resen ta  una  delle seguenti  s i tuazioni:  

g~) A n ~ = O; 

g~) A n  ~ = 5 dove r ~ non singolare per  ~ ed ~ s.i.c, di ~- con uno dei 
p iani  A~ o A~; 

ga) A(~ ~ ---- r tJ sl dove r e s sono non singolari  per  ~- e r ~ s.i.c, con uno 

dei piani  A~, ment re  s 1o ~ con A~. (infatt i  s e u n a  delle re t te ,  e si~ 5 non 
fosse s.i.c, di ~- con uno dei due piani  I al lora nno dei due piani  stessi inter-  

secherebbe ~ secondo r e sl e l ' a l t ro  piano dovrebbe  passare  per  s:  il che 
assurdo perch~ i due piuni A~ e A~ sono paralleli). 

Sia Y ~ {AZ ~ - B  =-0} a curve  s.i.c, e si indichi  ancora  con B '  il polinomio 

di grado t re  o t t enu to  du B come nel e~so e). Allora av remo:  

gl) I n  tale  ipotesi  dal t eo rema di B~zout si deduce che d ive ,  ( B ' ) ~  3a  per  

i ~ 1, 2. Con un  rag ionamento  anMogo a quello esposto nel easo e), si deduce che 

esistono f ,  t"~ k non nulli  tal l  the  B = t' + CX = t ~ + D(X + 1)1 con C, D e t~[ X,  Y] 
di grado M pifl due. ~ e  r isul ta :  t '+  C(X + l ) - - C : t " +  D(X + 1 )  e quindi  
C = t ' - -  t " +  (X + 1)G con G = U - -  D e k[X, ~]  di grado M pifl uno;  per t~nto  B 

del t ipo B = t '+  X( t ' - - f ' )  + X ( X  + 1)G. Le equazioni  delle superficie in esame 

sono quindi  fra  quelle del t ipo 2((X + 1)Z + t '(tX + 1) + X ( X  + 1)G = 0 con 
t, t ' e  k, t =/: 1 e t 'ea 0, G e k[X, Y] arbi t rar io  di grado al pifl uno. Ognuna  di tMi 

superficie ~ isomorf~, t r am i t e  (X I Y, Z) --~ (X, :Y, (Z + G)/t'), ad una  delle superficie 

di equ~zione X ( X + I ) Z + t X + I ~ - O  con t e k ,  t = ~ l .  Se t = 0  si o t t iene  la 

superficie 

38" X ( X  + 1)Z + 1 = 0 

e~ se t # O~ si o t tengono le superficie della famiglia  

39:  X ( X + I ) Z ~ - t X - ~ I = O  I te/r t r  

le cui chiusure proie t t ive  sono coni cubici che hanno Y~ come ver t ice  e Y~Z~ come 
re t t~  doppia.  L~ superficie ~(t)l  corr ispondente  ~l vMore t c kl t =/= 0~ 11 ~ l inear- 
mente  isomorfa solo alla 5( t / ( t - -1) )  t r ami t e  (X, :Y1 Z) --~ ( - - X - - l ,  :Y, Z / ( 1 - - t ) ) .  
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Le superficie 38 e 39 sono, per il Lemma 4.1, fattori~li.  

g~) A meno di i.1. di A~ si pub supporre the  r sin s.i.c, di 5 ton  il piano 
A~ ~ {X = 0} e che OZoo coincida con r. Sia ~ (h A~ = 53 (h A~ ~ r. Essendo d'~l- 
t ra  par te  5 ( h  A ~ :  O, si deduce che d iv~ , (B ' )  ~ #r  § (3 - - # ) a  e d i -c~(B ' )  ~ 3a, 
con # ---- 1, 2 perch~ a appar t iene ad A~ e ~1 luogo degli zeri di B' .  Con considerazioni 
anuloghe a quelle esl)oste nel caso e), essendo d i v ~ ( Y )  = r si deduce che esistono 
t', t"e  k, non nulli, tam che B -~ t' Y ~ § XC ~ t'~ § (X § 1)D con C, D e k[X, Y] di 
grado al pifl due;  da cui C ~ t ' Y ' - - t " +  (X + 1)G, con G-~ C - - D  ~ k[X, 1 z] di 
grado al pifl uno. Pe r t an to  B ~- t ' Y " +  X( t 'Y~- - t  ") § X ( X  § 1)G. Le equ~zioni delle 
superficie in es~me sono percib t ra  quelle del t ipo X ( X  § 1)Z- - t" ( t (X  § 1) ~ 4  X) + 
+ X ( X  § 1)G = 0, con t, t"e k, t~ t" non nu]li, G ~ lc[X, :Y] arbi trurio di grado ul 
pifi un% e # ~ 1, 2. Ognuna di tuli superficie ~ isomorfa, t r ami te  (X~ Y, Z)--~ 
-+ (x, (t)~/":~, --  ( z  + ~)/t") ad  un~  di equazione X ( X  + 1)Z § (X + 1) :Y"+ X : 0. 
Si ot tengono per tan to  le: 

40: X ( x  + ~ ) z  + ( x  + ~ ) y  + x = o  

41: x ( x  § 1)Z § (X § 1 )Y~§  X = 0 .  

Dall'Oss. 7.3, 1) segue the  l 'ordine dell 'duello k[~-] tor r i spondeate  alle super- 
ficie 40 e 41 ~ 2 = :17 2 r i spet t ivamente .  

gs) A meno di isomorfismi lineari  di A~ si pub supporl"e the  r sia s.i.c, di Y con 
il piano {X = 0}, che OZo~ coincida con r e c h e l a  r e t t a  {X § i -~ 17-~ 0} coincida 
con s. Si~ ~ - n ( X = 0 } = ~ S n { X = 0 } = r e  5 ~ - ~ { X + I = 0 } = : B n { X + I - - - - 0 } = s .  

Posto  B'  tome nel t~so e), ne deriva che dive1 (B') = #r  + ( 3 -  # ) a  ton  1 <~#<~3, 
di~c~(B ') : ~ s  + ( 3 - - v ) a  con 1<~v~<3. Pe r t an to  esistono t ' , t "~k  ~on nulli  ta]i 
che B -= t':Y ~' + X C  = t":Y ~ § (X § 1)D, con C, D e k[X, Y] di grado ~1 pih duB. 
Si o t t iene  C ~- t ' :Y'-- t":Y~+ (X + 1)G ton  G = D - -  CE~[X~ :Y] di grado al pi~k 
uno. Per t~nto  B -~ t ' :Y '+  X ( t ' Y ' - - t " Y  ~) § X ( X  § 1)G c o n # ,  v t~li che deg (t ':Y'-- 

- - t"P)<~2.  Le equ~zioni delle superficie ia  esame sono quindi tr~ quelle del t ipo 
X ( X  + 1)Z § t'[:Y ~ § X ( Y "  § t P ) ]  § X ( X  § 1)G = 0~ ton  t, t'~ k, t, t' non nulli, 
G c k[X, :Y] arbitr~rio di gr~do al pifi uno, /~, v interi  posi t ivi  tome det to sopra. 
Ognuna di tuli  superficie ~ isomorfa, t rami te  (X, ~Y, Z ) ~  (X, ~Y, (Z § G)/t') ad 
una delle superfitie di equazione X ( X  -~- 1)Z § X" § X ( Y  ~ § tY ~) = 0. Tenendo 
presente  che dog (:Y" § t:Y ~) <2, si ha c h e s e  # = 3 a]lora anche v = 3 (e vi teversa) ,  
in questo c~so dovendo essere t = -  1. Le coppie (#, v) possibi]i sono fol'nite da]la 
rubella 

/t 1 1 2 2 3 

v 1 2 1 2 3 

In  tor r ispondenza alia coppia (#, ~) = (1,1) si ot tengono le superfitie X ( X  § 1)Z + 

§ Y § X:Y(t § 1) = 0 con t e/~, t r 0. Ind ica ta  con ~-(t) la superficie the  si o t t iene 
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in corrispondenza al valore t e k, t =/= 0, non 6 difficile verificare che 5 ( - -  1) non 6 
i.1. ad a.lcuna ~-(t), t v e -  :[, e che ~-(t) 6 l.i. a ~-(~ 2) t r~mite l 'isomorfismo 

( X , Y , Z )  k a - - ~  §  
(a 2 ~  2a  - -  1) s 

( a - 1 ) ~  a~ § a Z \  :Y § a--ZT Z, ) 

con a tale che t(a -- 1) s - F  2 : 0. Si ottengono dunque le superficie: 

42  : 

4 3 :  

x ( x  § :Uz + Y =  o 

x ( x  -[- 1)z  + Y--  X 1 7 =  0 .  

D~I Lemma 4.1 segue che le superficie 42 e 43 sono fattoriali .  
In  corrispondenza a (tt, v) = (2~ 1) si ottengono le superficie di eqnazione X ( X  -t- 

-F 1)Z d- :ys -F X Y ( Y  d- t) = 0 che, t rami te  (X, :Y, Z) --~ (X, :Y/t, Z/t s) sono 1.i. ulla 

44: X ( X  -F 1)Z § Y'~ § X172 § XIZ = o .  

In  corrispondenza alia coppia (#, 1,) : (1, 2) si ottengono snperficie di equazione 
X ( X  q- 1)Z -4- :Fd- X:Y-F tY2X = 0 con t e k, t r 0 ; mediante (X, :Y, Z) ~ (-- X - -  1~ 
:Yt~- Zt) tall  snperficie vengono trasformate nella 44. 

Da]]a Oss. 7.3~ 2) e Prop. 7.2 si ott iene che l 'ordine dell'anello k[3 T] relativo slla 

4 4 6  4 = 2 .  
In  corrispondenza alla coppia (#, v ) :  (2, 2) si ottengono le superficie 

45: x ( x + l ) z + y s §  tek ,  t:/:o. 

Indica ta  con ~-(t) la superficie corrispondente al valore t E k, t =/: O, si ha che ~-(t) 6 
isomorfa solo alla ~(1/t), un isomorfismo essendo (X, Y, Z)-+ ( - - X - - l ,  Y , - -Z / t ) .  

l~g ionando  come sopra segue che per tali  superficie ~ = 2. 
In  corrispondcnza alla coppi~ (re, ~ ) :  (3~ 3) si ott iene la superficie 

4 6  : x ( x  + ~)z + Y~= o. 

Per tale superficie ~ : 3. 

Caso ~). - A meno di i.1. di A~ si pu~ supporre the i piani {X = 0} e {Y = 0} 
coineidano con A I =  {A1 = 0} e As = {Az~- 0} r ispett ivamente.  Dal Lemma 4.1, 
Prop. 4.1 e Oss. 4.3 si deduce ehe affinch6 una superficie 5- del caso h) sia a curve 
s.i.e. 6 neeess~rio e sufficiente che si presenti uno dei seguenti sottocasi: 

hs) A n 5~ = r, dove r non 6 singolare per ~- ed 6 s.i.c, di ~ sit~ col piano A~ 

che col piano As i 
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/~,) 

A c~ ~g = r, dove r g non singolare per  ~ ed g s.i.c, di ~- con uno dei due 
piani  A~ (i----1, 2) e non appar t i ene  al l 'Mtro;  

A C ~ - = r k )  s, dove r, s sono non singolari  per  5 e una  sola t r a  le 
r e t t e  r e s ~ s.i.c, di ~- con uno dei due p iani  A~ (i = 1, 2), men t r e  l ' a l t ro  

intersee~ Y es~t t~mente  seeondo le due retie r e s (la t e t r a  the  non ~ s.i.c. 
di ~ con alcuno dei p iani  r isul ter~ s.i.c, di ~- con una  oppor tuna  super- 
ficie 9, cir. Prop.  3.1 e Oss. 3.2). 

Supponiamo the  ~- = ( A Z  + B = 0} sia a curve s.i.c.. Esamin iamo  i va r i  sottoeasi.  

h~) Con considerazioni analoghe a quelle esposte nel caso e), si deduce che esi- 
stono t', t" ~ 1% no~ nulli, %ali che B = t' + C X  = t" + D Y con C, D ~/r I7] di 

grado al pifi due. Quindi  t ' =  t" e C = :YG, con G ~ k[X,  ~]  di grado al pifi uno. B 

dunque  del t ipo  B -= t + X X G  con t ~ k, tve  0, G e/~[X, ~g] di grado al pifi uno. Le 

equazioni  delle superficie in esame sono t r a  quelle del t ipo X Y Z  + t + X Y G  = 0 
con t e ~, t :/: 0, G ~ t~[X, ]r] a rb i tmr io  di grado al p ih  uno. Ognuna  di $Mi super-  

ficie viene t r a s f o r m a t a  da (X,  Y ,  Z) - .  (X ,  Y ,  (Z + G)/t) nella superficie 

47: X Y Z  + i = 0 .  

Tale  superficie g fattoriMe. 

h2) 8ia ~ ' . { X  = O} = ~B.{X = O} = #r  e ~ . { Y =  O) = ~ B . ( Y =  O) = vr, con 
1 <#~<3, 1 < ~ < 3 .  Poich~ ~- non pub essere singolgre h n g o  i pun t i  di r~ cfr. Prop.  6.1, 

deve  essere rain {/~ v} = 1. Sia # = 1 e v = 1, 2, 3. Con considerazioni analoghe 

quelle esposte  net  c~,so e)~ si deduce ehe esistono t ' ,  t"~ ~ non nulli  tal i  the  B = t ' ~  + 

+ X C  = t"X~-t - :YD~ con C, D E k[X ,  Y] di grado al pifi due. :Ne segue che ~7(t'-- D) = 
= X ( t " X  ~ - ~ -  C) e quindi 1) = t' + X G  con G ~ k[X~ I 7] di grado al pifi uno. B 
dunque  del t ipo B = t " X ~ +  t ' Y  + X Y G  con v = 1, 2, 3 6 t ' ,  t"e/~, non nulli, G ~ k[X, 17] 

di gr~do al pifl uno. Le equazioni  delle superficie in esame sono t m  quelle del t ipo 

X Y Z  + t~'X ~ + t ' Y  + X Y G  = 0 con t', t"e k, t', t" non nulli,  G ~ k[X, I ~] a rb i t ra r io  

di grado al pifl uno. At t r ibuendo  a v i valori  1, 2, 3 si o t t  engono superficie the  sono 

1.i. t r a m i t e  (X,  :g, Z) - .  (X ,  - -  (Z + G)/V, - -  :griP),  r i spe t t i vamen te  alle 24, 23, 22. 

D ' a l t r a  pa r t e  per  # ---- 1, 2, 3 e v = 1 o t t en iamo come sopra superficie the  sono 1.i. 
o rd ina t amen te  alle 24, 23, 22. 

h~) Su~poniarxo che siu 5 ~ (~ A1 = r. A meao  di i.1. possi~mo suppor t6  che is  
re t t~  {17+ 1 = X = 0} coincid~ con r. Pos to  :F .{X = 0} = :B.{X = 0} = #5 # :- 

1, 2, 3, essendo ~g (3 { Y =  0} = 9 ne segue cite esistono t', t"~ k n o n n u l l i t M i  che 

B = t '  + C:Y = t"(Y + 1) ~ + D X ,  con C, D e k[X, :g] di grado ul pifi due. Da l  con- 
f ronto segue che t ' ~  t" e che D = :YG con G ~ I~[X, I7] di grado M pill uno. B 

dunque  del t ipo B = t ( : g +  1) ~ + X:YG con # = 1~ 2, 3 e t ~ k~ t :/: 0~ e G e k[X~ Y] 

di grado ~1 pifi uno. Le equazioni  delle superficie in esame sono per t~nto  t r a  quelle 
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del t ipo X17Z + t(17 + 1) u + X17G ~ 0, con # = 1, 2, 3 e t ~/r t v~ 0, G 6/r 17] ar- 
bi~rario di grado al pifl uno. Ciascuna di queste b isomorfa, t rami te  (X, :g, Z) --~ 
--+ (X, 17, (Z + G)/t) ad una de]le superficie di equazione X17Z + (17 + 1 ) ' =  0, con 
tt = 1, 2, 3. La supcrficie che si ot t iene per tt = 1 risulta isomorfa alia 25 t rami te  
(X, 17, Z) -* ( X , - - Z , -  17). Per  # = 2, 3 si ot tengono r i spe t t ivamente  le: 

48 : 

49: 

y 1 7 z  + (17+ :t)~= o 

x y z  + ( y  + 1)~= o .  

Nel caso in eui 5 r (3 A~ = r, si t rovano r i spet t ivamente  superficie 1.i. alle 25, 

48, 49. 
Dall'Oss. 7.3, 2) e Prop.  7.2 seguc che per le superficie 48 e 49 si h~ 2 = 2, 2 = 3 

r ispet t ivamente .  

h~) A meno di i.1. di A~ possiamo supporre che le re t t e  {X = 17 + 1 = 0} e 
{17= X + 1 = 0}, a meno dell 'ordine, siano r e s r i spe t t iwmcn tc .  Si ponga a]lora 

= 0 )  = ( x  = 0 )  = 0 )  = 0 )  = c o n  = 

e 1~<#~<3~ 1 < ~ < 3 .  Consideriamo le topple  (/6 v) secondo la tabella 

1 2 1 2 3 1 3 2 3 

v 1 1 2 2 I 3 2 3 3 

In  questa situazione esisflono t', t"ek, non nulli, tal l  che B = t ' ( Y +  1 )u +  XC 
-= t"(X + 1) ~ + 17D, con C, D ~ I~[X, Y] di grado aI pifl due;  ne segue che t '-= t" e 
che, posto ( X + I ) ~ = X E §  con G e k [ X ,  Y] di grado al pifi 
uno. B risulta dnnque del t ipo B ---- t (Y  -4- 1)" + t (X + 1) ~ -  t + XYG,  con/~, ~ se- 
condo la tabel la  sopraseri t ta ,  t e k non hullo e G ~ k[X, Y] di grado al pifl uno. Le 
equazioni dcllc supcrficic in esgme sono fra quelle de] tipo X17(Z + G) + t((17 + 1)~+ 
+ (X + 1) ~ -  1) = 0 con #, v dati  dalla tabellg sopra scritt~, t ~ t~, t ,/: O, G ~ k[X, Y] 
arbi trar io di grado al pifi uno. Ognuna di tali  superfieie g isomorfa, t rami te  
(X, lz~ Z) -+ (X, Y, (Z + G)/t) ad una superfieie di cquazione X17Z + (17 + 1) ~ + 

+ (X + 1) ~ -  1 -~ 0 con #, f fornit i  dalla tabella. 
In  corrispondenza alia 1 ~ 2 ~ 5 ~ eoppia (#, v) si ot tengono superfieie 15. alle 28, 

30, 32 r i spe t t ivamente  t rami te :  (X, 17, Z) -+ (17, - -  Z, - -  X), (X, ;g, Z) --~ (17, - -  Z, 
- -  X - - l ) ,  (X, ~', Z) --~ ( 1 7 , - - Z , - - X - -  17-- 1). 

In  corrispondenza alia 3 ~ 6 ~ coppia si ot tengono superficie isomorfe r ispett iva- 

mente  allc 30, 32. 
In  corrispondenza alla 4 ~ 7 ~ 9 ~ coppia s" ot tengono r i spe t t ivamente  le: 

5 0 :  x y z  + (Y + 1)~ + x ( x  + 2) = o 

5 1 :  x y z  + ( y  + :t) ~ + x ( x  + 2) = o 

52:  X17Z + ( Y +  l )3+ X ( X 2 + 3 X  + 3 ) = O .  
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In  corrispondenzu alla 8 ~ coppia si o t t iene la superficie 1.i. alla 51. 
D~ll'Oss. 7.3, 2) e Prop.  7.2 segue che per le superficie 50, 51 e 52 si ha 

= 2, 6, 3 nell 'ordine. 

h~) A meno di i.1. di A ~ si pub supporre che quella delle re t te  r, s che r isulta 
k 

s.i.c, di 5 con uno dei piani A~, A~ siu r~= {X = $ =  0} e che il piano la cui in- 
tersezione con ~- ~ r~ sia {X = 0}; sempre a meno di i.l. possiamo SUpl)orre c h e l a  
r im~nente  r e t t a  fra r, s sia h---- {X + 1 ----- Y---- 0} e che il piano contenente  r, s 

0} .  = 0 )  = = 0 )  = 0 )  = 0 )  = 

-----/~h + ~r~ con 1 < ~ 4 3 ,  l < t t  , 1 < ~ ,  1 < #  + ~<3 .  Ricordando che rain {~,.a} = 1 
perch~ ~" non ~ singolare in codimensione :t~ si ha che ]e terne  (~ ~, #) di interi  posi- 
t ivi  corrispondenti  alle superficie in esame sono forni t i  dalla tabella 

1 1 1 2 2 3 3 

1 1 2 1 1 1 1 

/x 1 2 1 1 2 1 2 

In  tali  si tuazioni esistono t', t"e k, non nulli, per  cui B = t' ~Y~ + X C =  t ' (X  + I ) ' X ~  
-4- YD, con C, D ~ #[X,:Y] di grado al pffl due. Quindi D ~ t'~Ye-1 + XG, con 
GEk[X,  :Y] di grado al pi~ uno. B ~ dunque del t ipo B = t"(X + 1 ) ' X " +  t'Xze + 
+ X Y G  con (9, ~ , t  t) date da]l~ tabell~ sopra scritt~, t', t"Ek, non nulli, e G ~  
e k[X, ~] polinomio arbi t rar io  di grado ~1 pifi uno. Le equazioni delle superficie 
in esume sono per tan to  fr~ quelle delia f~miglia X:Y(Z-}-G) + t"(X + 1 ) ' X ~  
+ t'Ye = 0 con t', t"e #, non nulli~ G ~ #[X, Y] arbi t rar io  di grado ~l pifi uno e 
(~, ~, ,u) della tabella soprascrit ta.  Ognuna di t~]i superficie ~ 1.i., t r ami te  

(X, ~, Z) --+ (X, (t'/t")ll~y: (llt")(t"lt') 1/Q (Z + G)) 

ad una delle superficie di equazione X Y Z  + (X + 1)vX" + :Y~ = 0. In  corrispon- 
denza alla 1 ~ e ~lla 3 ~ te rna  si o t tengono superficie che sono isomorfe, t r ami te  
(X, Y, Z) --~ (X, - -  Z, --  ~) r i spe t t ivamente  alle 27 e 26. In  corrispondenza alla 2 ~ 
4 ~ 5 ~ 6 ~ 7 ~ terna  si ot tengono, nell 'ordine, le superficie: 

53:  X Y Z  -}- (X + 1)~X + Y = 0 

5 4 :  X Y Z +  (X + l ) X  + y2 = 0  

55:  X:YZ + (X + 1)'X + :y2= 0 

56:  X Y Z + ( X + I ) X + Y ~  = 0  

5 7 :  X Y Z  + (X + 1)~X + Y"= o.  

Si verifica che per le superfieie 54 e 56 si ha ~ . { Y Z  + X + 1 = O} = yr~ con 
= 2, 3 r ispett ivamen~e; ment re  per le r imanent i  si ha ~-. { ZYZ 4- X ~ + 2X + 1 = 0 } = 

~- Yh con y = 2: ~, 6 nell 'ordine. Osserviamo inoltre the  per  ognuna delle 53, ...~ 57 
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- -  1 (err. ta,bella,) e che y = / ~ .  Dall 'Oss.  7.3, 3) si deduce chela ,  min im~ molte-  

pl ici ts  con cui la r e t t a  r~ 5 comp]eta  intersezioiie di 5 con ann, superficie ~ c A~ 

esa t tamei i te  #0: in t u t t i  e cinque i casi essendo, per  POss. 7.3, 2), 9 la, min ima  mol- 
tepl ic i ts  rela,tiva a,lla retta, r~; per  la, Prop.  7.2 si o t t iene  che i = /~9 .  Pe r  le super- 

ficie 53, ..., 57 si ha  dulique ~ = #~ - -  2, 2, 4, 3, 6 r i spe t t ivamente .  

Caso i). - Dal  L e m m a  4.1 e da,lla Prop.  4.1 si deduce che in questo caso 5- 6 a, 

curve  s.i.c, se e solo se o A n 33 = 0 oppure  A c~ 33 = r, dove la t e t r a  r 6 non sin- 

gola,re di 5 ed ~ s.i.c, di 5 col p iano {Ao = 0}. 

Sin 5 = {AoZ + B = O} a curve  s.i.c. A meno di i.1. di A~ possia,mo supporre  

che {X = 0} coincida, col piano A = {A0 = 0} e c h e r  = OZoo. Poich6 5 - { X  = 0} ----- 

= 33.{X = 0} = # 5  con # = 0, 1, 2, 3, esiste t ~/c, tve  0, ta,]e che B = tY  ~ + XC, 
con C ~ k[X, ]3] di gr~do al pifi due. Scri t to C nel]a, fo rma  C = XG + a ' Y ~ +  b ' l r +  e', 

con G e/~[X, Y] di grado a.1 pifi uno, a', b', v'e lc, le equazioni  delle superficie in 
esa,me sono t ra  quelle della` fa,miglia, X~(Z + G ) + t Y ' +  X ( a ' Y 2 +  b ' Y + c ' ) = 0  
con t, a', b', c'e l~, t =/= O, e G ~ k[X, Y] polinomio arb i t ra r io  di grado ~1 pifi uno,  e 
/~ = 0, 1, 2, 3. Ogiinn~ di queste u l t ime superficie 6 isomorf% t r a m i t e  (X, Y,  Z) --~ 
-~ (X, Y,  (Z + G)/t), a,d una  delle superficie di equa~ziolie X~Z + X ( a ~ 2 +  b Y +  c) + 
+ Y~----- 0, a,veiido posto a = a'/t, b = b'/t, e = c'/t. 

Si osservi inol tre  ehe 116 l~ tetra, r pub essere luogo di pun t i  mul t ip l i  per  il cilin- 

dro 33, n6 B pub avere  fa,ttori mul t ip l i  (a] t r imenti  ]a retta, r sarebbe siiigolare per  5) .  
lgel caso iii cui a = b - ~  e = 0 si o t t iene lu superficie 

58: X~Z + 1 = 0 

e la superficie X~Z + Y = 0 che 6 ].i. alia 42. La  58 6 fat toriale .  
Esamin iamo ora le var ie  situazioiii  the  si p resentano  per  # = O, 1, 2, 3 in cor- 

r i spondenza  a te rne  (a, b, c) non nulle. 

Pe r  # ---- 0 si o t tengono superficie fa t tor ia l i  in quanto  A ~ 33 ---- O; esse hanno 
equazione X~Z -+- aX3~ ~ + b X Y  -+- cX  + I = 0. Se a v e  0, a meno dell ' isomorfismo 

(X, Y,  Z) --~ (X, Y + b/2a, Z) si pub  supporre  b = 0. Pe r t an to  o c ---- 0, e al lora si 

o t tengono superficie 1.i. alla 

59: X~Z + X Y ~ +  1 = O, 

o cva 0, e allora si o t tengono superficie 1.i. alia 

60: X~Z + X Y ~ + X +  1 = 0 .  

Sea- - - - -O le superficie hanno equazione X~Z + b X Y  + cX  + I = 0 ;  o b = 0, e 
ullora si otteligono superficie 1.i. ulla 

61~ X~Z + X + 1 = O, 
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o p p u r e  b =# 0, e Mlora  si o t t e n g o n o  superf ic ie  1.i. Mla 40 t r ~ m i t e  (X, 17, Z) --> ( X -  1, 

- - b Y - - Z - - c - - I , - - Z ) .  
P e r  # ----- 1 si o t t e n g o n o  superf ic ie  s  in q u a n t o  ~ . .4 ;  = A.  ~ = r e le loro 

equaz ion i  sono X~Z + aX17 ~ + bX17 + cX  + Y = 0. A m e n o  de l l ' i somor f i smo (Xt  

Y, Z) --~ (X, 17 + eX, Z - -  a e ~ X - -  2 a e Y - -  bc) si p u b  SUl0porre e = 0. P e r t a n t o  se 

a = 0, b # 0, si o t t e n g o n o  suioerficie 1.i. a l la  43 t r a m i t e  (X, 17, Z) --+ (buX + 1 + u, 
- -  b:u17 + (3 + 2u)Z ,  Z)  dove  u ~ = 2 ; se b = 0, a # 0, si o t t e n g o n o  superf ie ie  1.i. 

~lla 

62 : X~Z + X Y  ~ + Y =  0 . 

Se a =/= 0 e b V= 0 si o t t e n g o n o  SUl0erfieie i somoffe ,  t r a m i t e  (X, 17, Z) -+ (bX, 17a/b, 
Za/b3)~ a]lu 

6 3 :  X~Z + X172 + X 1 7 +  17= 0 . 

P e r  # = 2 si o t t e n g o n o  SUl0erficie di equuz ione  X 2Z  + a X Y  ~ + bX17 + e X  + 
+ 172= 0. A m e n o  del l ' i solnorf is lno (X, 17, Z) --> (X, ~ +  Xb/2~ Z - - X a b ~ / 4 -  a b Y - -  
- -  b~/~), si p u b  s u p p o r r e  b = 0. Si osserv i  inn~nzi  t u t t o  c h e e  =/: 0 10etch& a l t r i m e n t i  

]u t e t r a  r s~ rebbe  luogo di 10unti s ingoluri  di Y. P e r t a n t o  o a = 0, e a l lor~ si o t t en -  

gono  su!0erficie 15. all~ 

64 : X~Z + X +  1 7 3 = 0  

o p p u r e  a =/= 0, e a l lora  si o t t e n g o n o  superf ie ie  1.i. a l la  

65 : X~Z + X 1 7 2  + X +  1 7 ~ = 0  

t r a m i t e  (X, 17, Z) --~ (aX,  (a/c)�89 Z/(ca)). 
L ' o r d i n e  del l ' ane] lo  k[Y] pe r  le superf ic ie  64, 65 ~ 2 = 2, come  si deduce  dal-  

FOss.  7.3, 1). 
P e r  /, = 3 s i  o t t e n g o n o  superf ie ie  di equaz ione  X~Z + aX17 ~ + bX17 + oX + 

+ I z~ = 0. A m e n o  de l l ' i somor f i smo (X, 17, Z)-~  (X, 17+ Xa/3,  Z--Xa~/27--17a2/3  - 
- -  ab/3), si pub  SUl0porre a = 0. Si osservi ,  come  sopra ,  che c =/= 0. P e r t a n t o  o b = 0, e 

a l lo ra  si o t t e n g o n o  SUl0erfieie 1.i. a l la  

66 :  X2Z + X + 173= 0 

oi0pure b ~a 0, e a l lora  si o t t e n g o n o  superf ic ie  1.i. a]la 

67 :  X~Z + X 1 7 +  X + 173= 0 

t r a m i t e  l ' i so lnorf i smo (X, 17, Z) --+ (Xb3/e 2, Yb/c, Zc/b~). 
Dal l 'Oss .  7.3~ 1) segue  che l ' o rd ine  degli  anel l i  k[5-] pe r  le 66 e 67 5 2 = 3. 
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Case l). - Dul  L e m m a  4.1 e da]la Prop .  4 . t  si deduce  ehe condiz ione  necessa- 

ri~ e sufficiente a t ~ c h ~  9 r = {AZ -[- B = 0} sis a curve  s.i.e, di ques to  case /), 

che o A n 5~ = 0 o p p u r e  A ~ 5~ = r, dove  r 5 non  s inge]are  per  Y ed ~ s.i.c, di ~- 

col p iano  A. A meno  di isomorf ismi l ineari  si pub suppor re  che il p iano  {X = 0} 

coincida  con A e che la t e t r a  {X = Y =  0} coincida con r. Poich~ ~ - . {X  = 0} = 

= ~B.{X = 0} = # 5  cen  tt = 0, 1, 2, 3, esiste t e k, t va 0, ta le  che B = t Y  ~+  XC,  
con C ~/~[X, Y] di g rade  al pifl due. I no l t r e  pes to  C -= a 'X  2 + b ' X Y  + o' :Y~ + G, 
con  G ~ k[X, Y] di  g rade  ~1 pifl uno,  le superficie ~ cu rve  s.i.c, in  esame h~nno  equ~- 

zioni che r ien t r~no  fra  queile del r ipe  X Z  + t Y  ~ + X ( a ' X  2 + b ' X Y  + v' Y~) + XG = 0 
con  a', b', c', t ~ k, t V= O, G ~ k[X, Y] urb i t ra r io  di g r ade  ~l pifl uno  e # ---- 0, 1, 2, 3. 

O g n u n a  di ta l l  superficie ~ isomorfu,  t r~mi te  (X, Y, Z) ~ (X, Y, (Z + G)/t) ad  u n a  

delle superficie di equaz ione  X Z  + X ( a X  2 + b X Y  + c Y  ~) + Y" -~ O, ~vendo pos to  

a =- a'/t, b = b'/t, c =- c'/t. 
Si osservi  inn~nzi  t a t t o  c h e s e  # = 0, 1, 2 le t e rne  (a~ b, c) non  possono essere 

nul le  poich~ d e g B  ~ - 3 .  A meno  di un  isomorf ismo (X, Y,  Z ) ~  (X, Y - - a ~ X ,  
Z + b~X + c~Y + d~), dove  a~ 5 nna  r~dice de l l ' equaz ione  a -[- bU + cU 2 = 0 se 

/t = 0, 1, 2 e se (b, c) va (0, 0), o p p u r e  una  r~dice del l ' equ~zione a + bU -[- cU 2 -[- 
-{- U ~ =- 0 se /~  --~ 3 e b~, c~, d~e k oppor tun i ,  si pu6  suppor re  a = 0 (*). 

A t t  = 0 eor r i spondono  superfieie fa t tor ia l i  di  equ~zioni  X Z  + aX  ~ -[- bX ~ :Y -{- 
-{- c X Y  ~ + 1 = 0. Se b = c -~ 0 si o t t engono  superficie i somorfe  ~lla 

68" X Z  + X ~ + 1 = 0 . 

Se b @ 0 e c -= 0 si o~tengono superfieie the ,  come si vede  f~eilme~te,  sono isomor~e 

~lla 40;  se b = 0 e cva  0 si o t t e n g o n o  superficie i somorfe  al la  15 ; se b :/= 0 e c :/= 0 

si o t t engono  superfieie i somorfe  all~ 

69: X Z  + X ~ y § X Y ~  + 1 -= 0 

t r a m i t e  (X, Y, Z) ~ (X(b~/c) ~, :Y(c2/b) ~, Z(c/b~)~). 
A # = 1 cor r i spondono  superficie f ~ t o r i a l i  di equ~zione X Z  + aX  ~ + bX ~ :Y + 

+ c X Y  ~ + Y =  O. Se b = c = 0 si o t t e n g o n o  superfieie i somorfe  alla 

70: X Z  § X ~ + Y = -  0 .  

Se b :/: 0 e c = 0 si o t t engono  superficie i somorfe  alla 43 t r a m i t e  l ' i somorf ismo 

(X, Y, Z) -~  (1 - -  (2b)�89 (2/b)�89 -}- 3Y ,  Y).  
Se b = 0 e cva  0 si o t t e u g o n o  superficie i somorfe  ~11~ 16; se b va 0 e cva  0 si ot-  

t engono  superfieie i somorfe  alla 

71 :  X Z  + X ~ Y +  X Y ~ +  Y =  0 

nel l ' i somorf ismo (X, Y, Z) --~ (X(b) �89 Yc/(b) ~, Zv/b). 

(*) D'ora  in poi, per semplieit~, eon~inueremo ad indicare sempre con gli stessi simboli 
i coefficienti 4a cui dipendono le superfieie 4elle famiglie in esame. 
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A # ----- 2 corrispondono superficie di equazione X Z  + a X  ~ + b X ~ Y  + c X Y ~ +  

+ :Y~-~ 0. Se b ~ e = 0 si ot tengono superficie isomorfe Mla 

72 : X Z  § X~ § Y~-= 0 . 

Se b # 0 e e - ~  0 si ot tengono superfieie isomorfe alla 

73 : X Z  -k X ~ Y "-k Y~-~ 0 . 

Se b = 0 e e # 0 si ot tengono superficie isomorfe alla 

74:  X Z  -[- X Y  2 ~- Y~ = 0 . 

Se b V= 0 e c =/= 0 si ot tengono superficie isomorfe Mla 

75:  X Z  -k X ~ y ~ X Y  ~ ~ Y ~ =  0 

t r~mite  l ' isomorfismo (X, Y,  Z) --+ (Xc, Yc~/b, ZcS/b2). 

DMI'Oss. 7.3, 1) segue ehe l 'ordine dell'ane]]o k [5]  corr ispondente alle 72, ..., 74 b 
~ - 2 .  

A t t  ---- 3 corrispondono superfieie di equuzione X Z  ~- b X  2 Y ~- c X Y  ~ ~- P = O. 
Se b-= e ~ -0  si o t t iene 18 sul0erficie 

76 :  X Z  ~- Y ~ =  0 . 

Se b ---- 0 e c =/: 0 si o t tengono superficie 13. alla 18 t rami te  (X, Y,  Z) --. ( ~  Y,  Z/e, 
c X  ~ Y).  Se b =/= 0, mediunte  l ' isomorfismo (X, Y,  Z) --~ (X, - -  X ~ Y/d,  Z/d 3) dove d 
un~ r~dice dell 'equ~zione U ~ - / e U  -~ b ---- 0, e se si t0one t -~ (e + 2d)/d, si ot tengono 
le superfieie dell~ fumiglia X Z  -~ Y ( X  + Y ) ( t X  + Y)  ---- O. Le superficie che se ne 
deducono per t ~ 0 e per t = i sono l inearmente  isomorfe MI~ 18 r ispet t iv~mente  
t r ami te  (X, Y, Z) --~ (--Y, Z, X -/:Y), (X, Y,  Z) ---> ( iX  ~ - i Y ,  Z, - - i Y )  dove i~-- - - -1 .  
l~.imangono le superficie 

77 :  x z + : ~ ( x + y ) ( t x + Y ) = o ,  tek, t # o , t # l .  

Le superficie ~(t)  e 5( t ' )  dedot te  da]l~ (77) in corrisgondenz~ ai vMori t, t'~ 16 e 

diversi d~ 0 e d~ 1, sono l inearmente  isomorfe s e e  solo se 

r e  {1/t, 1 - t, 1/(1 - t), t / ( t -  ~), ( t -  ~) / t} .  

Inf~t t i  si h~ che 9~(1/t), 5 ( 1 -  t), ~ - ( 1 / ( 1 -  t)), 5-( t / ( t - -1) ) ,  ~-( ( t - -1) / t )  sono l.i. 
~(t)  ~ramite 

(x, ~, z) ~ (x, ty,  t~z) 

( x ,  y ,  z )  ~ ( x ,  - x -  y ,  - z )  

( x ,  y ,  z )  ~ ( x ,  - x + ( t -  1) :~, (t - ~)~z) 
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(X, ~,  Z) -~ (X,  - -  t X  + (1 - -  t) 1~, (1 - -  t)~Z) 

(x,  ~7, z )  --, ( x , - - t x - - t Y , - - t ~ z )  

nell 'ordine. Dall'Oss. 7.3, 1) segue che l 'ordi~e dell 'anello k[~]  eorrispondente alle 
76  e 7 7  ~ ) t = 3 .  

Caso m). - In  questo easo le superfieie ~ hanno equazione Z + B = 0 con 
B e k[X, Y] di grado 3; l 'anello k[~-] ad esse eorrispondente g isomorfo a k[X, Y] e 
pereib le superfieie 5 sono fattoriali .  Posto B = a X S +  b X ~ Y +  e X Y ~ +  d y e +  
+ eX~ + J X Y +  g Y ~ +  C, con C e k[X, Y] di grado al pifi uno, le superfieie in 
esame risul tano isomorfe, t rami te  (X, Y, Z) --+ (X, :g, Z + C), Mle superfieie di equa- 
zione Z + aX  s + bX~Y + e X ~  r~ + d Y  ~ + eX ~ + J X Y  + gY~=- O. Si.osservi innanzi  

t u t t o  ehe (a, b, e, d) non pub essere la quaterna  nulla perchg deg B = 3. Se b ----- e = 
= d -= 0, possiamo supporre,  a meno dell 'isomorfismo (X, Y,  Z) ---> ( X  + e/3a, Y,  
Z/a - -  X(e~/3a ~) - -  Y(eJ/3a ~) - es/27aa), che a = 1 ed e = 0. Cosl, se g r 0, si ot ten-  

gono superficie isomorfe alla 

78  : Z § X ~ -t- Y~ = 0 

t r ami te  (X, Y,  Z) --~ ( X - -  H12g, (g)�89 Y -t- (//2(g)�89 Z -  3 laX / (144 f )  -~/~/(12g)S). 
Se g = 0 e J =/= 0 si ot tengono superfieie l ineurmente isomorfe alla 70. Se g = 0 e 

] = 0 si o t tengoao superficie 1.i. alla 

7 9 :  Z -b X a -  0 . 

Se invece (b, e, d) non g la terna  nulla, a meno dell ' isomorfismo (X, Y, Z)--~ (X, 
Y - -  a~X, Z), dove al g una radiee dell 'equazione a -}- bU + eU ~ -t- dU 3-=- O, si pub 
s u p p o r r e a  = 0. Pe r t an to  o (e, d) ~ la eoppia nulla, e quindi b :/= 0, oppure  (c, d) r 
=/= (0, 0). Nella pr ima situazione si o t tengono superfieie di equazione Z -~ bX~Y + 

eX'--~ ]X~-~- g y 2 =  O. Tall superfieie, se g = 0, sono 1.i. Mla 42 t rami te  (X, Y,  Z) ---* 
--~ (X ~- ( f - -  b)/2b, :Y (b ~ ]~)/4b ~ -  XeJ/b ~ -~ Z/b -t- e(b ~ -  ]~)/db 8, Y -t- e/b), mentre  sotto 

1.i. alla 

80  : Z § X Y ~ §  X ~-= 0 

se g ~ 0, t r ami te  (X, Y,  Z) ~ ( ( Y  § el)(gl) �89 (X + 11/2)(gl) -~, - -  (]~14 § 2elg~)Y--  
- -  el]~X - -  (e~]~)/4 - -  e~g~ ~- Z/b), dove e~-= e/b, J~ = I/b, g~ = g/b. Nell~ seconda si- 

tuazione, quando cio~ (c, d) :/: (0, 0), ~ meno dell'i.1. (X, Y,  Z) --~ ( X -  b~Y, Y,  Z), 
dove b~ ~ una  radice dell 'equazione bU 2 + cU ~- d -= O, si pub s u p p o r r e d  ----= 0. Si 

ot tengono per tan to  superficie di equazione Z ~- X Y ( b X  ~- eY) ~- eX ~ ~- J X Y  ~- 
-t- g:g~ ----- 0. Se (b, c) = (0, 0) si ot tengono superfieie 1.i. ~lle 78 o 79; se (b, c) :/: (0, 0), 
a meno dell'i.1. (X, 17, Z) -~ (Y, X, Z), si pub supporre b r 0, potendo essere c == 0 
oppure  e :/: 0. S e e  = 0 si ot t iene la f~miglia di superficie sopr~ esnminate che soao 
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t.i. alla 42 o 80; se c # 0 si pub supporre b ~ c ---- 1, a meno dell'i.1. (X, Y,  Z) .-+ 
---> (X/e, 17/b, Z/b~c~). Posto h -= / - -  2(e + g), se h ee 0 si ottengono superficie 1.i. alia 

81: z + x 1 7 ( x  + 17) + x Y  = o 

t rami te  (X, Y, Z) -+ ( (X  § g)/h, (17 T e)/h, [(e ~ -  e])X § (g~ - -g / )Y -k  Z -k (e § g - -  
--])egJ/ha). Se invece h ~ 0 si ottengono superficie 1.i. all~ 

82: Z § X Y ( X  § 17 ) ---- 0 

t ramite  (X, 17, Z) --~ ( X  -k g, 17 ~- e , -  ( e ~  - 2 e g ) X - -  (g~-k 2eg)17-k Z ~ e g ( e  -~ g)). 

8.3. Equazioni ddle super]icie cubiche di A~ a curve s.i.c, qwn linearmente isomor]e. 

A questo proposito osservi~mo qu~nto segue. Siano 51, ~-~ c A~ due superficie 
cubiche l ineurmente isomorfe medi~nte a; allor~ ~ necessario che: 

a) det t i  S:1 e 5f~ i h o g h i  dei pun t i  singolari di ~-1 e di ~-~ rispett ivumente,  
l 'isomorfismo a induc~ una biiezione di 5:1 in Sf~ nellu quale punt i  singoluri 
corrispondenti sono dello stesso ordine e t ipo; 

b) det t i  5f'1 e ~ ' ,  i luoghi dei punt i  singolari all ' infinito di ~-~ e di ~-~ rispetti- 
v~mente, 1'i.]. ~ induca unn biiezione di 5:'I in 5~ nellu quale punt i  singolari 
corrispondenti sono dello stesso ordine e t ipo: 

e) k[~-~] e k[~-~] abbiamo 1o stesso ordine ~; 

d) ~oo e ~r risultino l inearmente isomor~e; 

e) se ~-~ 6 unu figaro, lo sia ~nche 5~, inoltre ~-~ e 97~ si~no dello stesso tipo. 

Questi fa t t i  permettono di concludere che le equazioni r iportate nella t~bellu 
seguente non 4anno coppie di superficie 1.i., ad eccezione dei casi esplicit~mente 
precis~ti nell 'ambito delle f~miglie 1, 3, 7, 39, 45, 77. In fa t t i  tenendo conto di 
a), ..., e) non 6 difficile riconoscere che potrebbero essere line~rmente isomorfe in A t 
solo le superficie qui sotto comprese t ra  parentesi 

(8, 11), (46, 52), (66, 67), (59, 60), (62, 63), 

(81, 82), (42, 43), (68, 79), (38, 39, 58, 61). 

Dal calcolo diretto si deduce che le superficie delle prime otto col)pie non sono 1.i. 
Per le r imanent i  quuttro superficie si verific~ dupprima col calcolo diretto che non 
esistono i.1. che mut ino la 38 nell~ 39 o l~ 38 nell~ 61. Constut~to poi che i piuni 
osculatori lungo la rett~ doppiu Y~oZco delle superficie in esame sono distinti  nel 
caso delle 38 e 39 mentre sono coincidenti nel c~so delle 58 e 61, si conclude che non 
vi sono COl)pie di superficie 1.i. tr~ le 38, 39, 58, 61. 
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