Probléme de Cauchy sur un concide caractéristique
pour des équations quasi-linéaires (*).

FrANCIS CAGNAC (Yaoundé, Cameroun)

Summary. —~ Cauchy problem for sysiem of quasilinear differential equations of order two on a
characteristic conoid ts solved. It is proved that, given o conoid with the values of the unknown
Jumctions on it such that it is @ characteristic conoid, there 18 a unigue solution, which is smooth
at the apex of the conoid. This resull is obtained under smoothness conditions on the dato
and some supplementary conditions on the date af the apex of the conoid, and by use of Leray’s
theory [6].

Introduction.

Le probléme de Cauchy sur un conoide caractéristique a été étudié d’abord pour
les équations linéaires & coefficients constants. D’ADHEMAR [1], au début de ce
siécle, étudia ce probleme pour les équations & 3 variables, et plus récemment, Marcel
Rrusz [2] pour les équations & » variables.

Je me suis moi-méme interessé a ce probléme pour des systémes d’équations
linéaires & coefficients variables [3], [4] en utilisant 1la méthode de solution proposée
par Mme CHOQUET-BRUHAT [5]. Ici ce probleme est abordé pour des systémes
d’équations quasi linéaires du second ordre en utilisant les méthodes de solution
proposées par LERAY [6].

Nous nous intéressons done aux systémes de n équations quasi-linéaires de »
fonetions inconnues w, de 4 variables réelles %, du type suivant:

(B;) AM(a% w,) Dy, w,+ fla® w,, Dyw,) =0

G 02
rys=1,..,0; 0 u=1..,4;D,=

5w Du= Ba? oaP

Dans leur domaine de définition, les 4™ définissent une forme quadratique de
signature — — — -, A% >0, A%< 0 (i=1,...,3).

Des données de Cauchy caractéristiques pour le systéme (#,) consistent en la
donnée simultanée:

— de n fonetions ¢,();

~— d’une hypersurface caractéristique 8, d’équation z*— S(zf) = 0, ol Sest

(*) Entrata in Redazione il 24 ottobre 1980.
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telle que:

B8 88088
(1) A 248 Ml

les A™ étant pris pour les arguments a*= 8(z¢), et w, = D,(z%).

Pour obtenir de telles données:

1). Ou bien on se donne une solution #, des équations (H,) et on construit
une hypersurface caractéristique 8§ pour cette solution. Les fonetions ¢, sontalors
la restriction & 8§ des w,.

2). Ou bien on se donne des fonctions arbitraires w,(#*); on détermine une
hypersurface $ solution de (1) quand on prend les A* pour les arguments w, = w,(x*)
et on prend pour ¢, les restrictions & § des @,. Iei, nous nous placerons essentielle-
ment dans cette deuxiéme hypothése (les résultats obtenus vaudront done aussi a
fortiori dans I’hypothése 1), en remplacant les @, par les u, de Ihypothése 1)).

Ici nous nous interessons au cas ol hypersurface est un conoide caractéristi-
que (,, c’est-3-dire une solution de (1) engendrée par les bicaractéristiques issues
du méme point 0. Le probléme de Cauchy consiste & chercher les fonctions w, solu-
tions du systéme (Z,) qui prennent sur C, les valeurs ¢,. Nous montrerons que,
moyennant certaines hypothdses de différentiabilité concernant les A%, f,,w,, ce
probléme a une solution et une seule au voisinage du sommet du conoide.

Pour cela, nous utilisons la méthode employée par LERAY [6] pour résoudre le
probléme de Cauchy ordinaire & données nulles pour des équations quasi-linéaires.

Dans la partie A de ce travail, nous montrons que cette méthode peut s’appli-
quer sans changement pour un probléme de Cauchy & données nulles sur un conoide
earactéristique.

Tout reviendra alors & montrer & quelles conditions on peut ramener un pro-
bléme de Cauchy quelconque sur le conoide caractéristique €, 2 un probleme de
Cauchy & données nulles sur C,.

Cela nous améne i montrer, dans Ia partie B, que moyennant des hypothéses
de diftérentiabilité convenable sur les données A%, f,, W,, et moyennant des con-
ditions concernant les valeurs au sommet 0 du conoide de ces fonctions et de leurs
dérivées, les solutions ¢ - 1 fois dérivables de ce probléme de Cauchy ont toutes
leurs dérivées jusqu’a l'ordre ¢ déterminées de fagon unique sur le econoide C,.

Enfin dans la partie O, utilisant les résultats préeédents, nous pourrons ramener
le probléme de Cauchy sur un conoide caractéristique défini par A%, f,, @,, & un
probléeme de Cauchy & données nulles sur C,, vérifiant les hypothéses voulues pour
que la méthode de Leray exposée a la partie A soit applicable.

Le théoréme obtenu est énoncé & la fin de ce travail.
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4) PROBLEME DE CAUCHY A DONNEES NULLES
SUR UN CONOIDE CARACTERISTIQUE

Les raisonnements de LErAY [6] s’appliquent sans changement en remplacant
Phypersurface #*= 0 par I'hypersurface ¢, d’équation: z*= S(z?), pourva que C,
ait la régularité suffisante pour que les traces des fonctions qui interviennent soient
définies sur (.

1. — Hypothéses.

o) Domaines de Définition.

~— Les fonetions 4*(z*, w,) sont définies dans un domaine U x W ol U est un ouvert
de B* contenant D’origine 0, et W est un ouvert de R* contenant 'origine.

— Les fonctions f(#% w,, w,) sont définies dans un domaine UXW X W', ot W'
est un domaine de R%* contenant l'origine.

— V(&% w,) e UXW, les A*(2® w,) définissent une forme quadratique de signa-
ture — — — 4, 44> 0, et A%< 0.

b) Propridtés de dérivation.

Les A™ et les f, ont des dérivées — au sens des distributions — jusqu’a Pordre ¢
qui sont des fonctions.

t>6 (ce nombre 6 correspondant & la dimension, 4, de l’espace ol nous nous
plagons).

Les A™, {, et leurs dérivées jusqua Dordre ¢, sont telles que: Sup |[D* A% (x, w,)]
ws€W
est une fonction localement de carré-intégrable, pour tout indice de dérivation o

par rapport aux variables % et w,, tel que |x|<i.

Sup |D*f (2, w,, w,,)| est localement de carré intégrable pour tout indice de dé-

wseW
WeEW '

rivation « par rapport aux variables #% w,, w,, tel que |u|<?.

¢} COonoide caractéristique C,.

— 0, est le demi-conoide de sommet 0, orienté vers les positifs. On suppose
quil a pour équation: @*== §(x%), i =1,...,3. O étant le sommet du conoide
8(0) = 0 et S(x))>0:

~ 8 est définie dans un voisinage ouvert U de 0 dans R3;
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— 8 est continue dans U;
~ 8 est de classe C¢ dans U — {0}.

— (), étant une hypersurface caractéristique pour le probléme de Cauchy & don-
nées nulles, § vérifie 'équation:

A 244q, -+ AYq,q;,= 0, en posant ¢,= —-%S;,

ot les A* sont pris pour les arguments #*= S(x), et w,= 0.

— 1l existe g, > 0, tel que le domaine: Y, = {#*|S(a’) <#*<0,} s0it contenu dans U.

d) Données nulles jusqu’a Vordre 1.

On suppose que:

Dif(a, S(@'); 05 0) =0 pour O<k<t—1 et (a¥)e V.

2, — Le Théoréme d’existence et umicité pour le probléme de Cauchy a données

nulles.

THEOREME. ~ Les hypothéses élant celles du § 1, il existe 0,> 0, tel que Yo < oy,
le systéme d'équations:

() AM(@®, ug) Dy, + @ Uy Do) = 0

a une solution unique (u,) telle que:
— (u,) est définie dams le domaine ¥ = {a*|S(a')<a*< o} ot u,€ H*Y(Y);

— sur Oy, Dfu,= 0 pour 0<k<1.

(H™(Y) désigne Despace des fonctions définies sur Y, ayant des dérivées jusqu’a
Pordre m qui sont des fonctions de carré intégrable, muni de la norme:

IluHH"‘(Y)=(f > |D“u,(m)[2dw)%.

|| <m
Y

DEMONSTRATION, — Klle résulte des deux lemmes suivants, que démontre Leray
dans le cas ot ¥ est une bande 0<#*< ¢, ¢t qui restent vrais dans le cas ou ¥
est le domaine S(zf)<xt< ¢. Ce domaine Y étant borné, les hypothéses de locale
sommabilité énoncées au § 1 b) sont suffisantes.
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LeMME 1. — Soit Véguation:
2) Az )D,, 4= w

ot les A™ sont définies dams un voisinage ouvert U de Vorigine dans R* et dedfinissent
une forme quadratique de signature — — — -, A#* >0 et

A< 0; e AMeHl (U), 1>6.
— Soit C,, le conoide caractéristique de sommet 0, d’équation x*= S(x?), o% S esi

défini sur un voisinage 0 de 0 dans K3, continu dans U et de classe C* dams U — {0}.

— Soit 64> 0, un nombre tel que le domaine Y,= {&*|S(#') < w*<< 0y} soit contenu
dans U.

1) Soit w une fonction définie sur ¥ = {@*|S(@')<at<<ol}, 0< 0y, wC HY(Y); sur
Oy, w==0. Alors Uéquation (2) a une solution unique u telle que: u € H¥Y)
et sur Cp, 4 =0 ¢t Dyu = 0.

2) Si en outre, we HY(Y) et st sur Oy, Diw =0, 0<k<i— 1, alors la solution u
est telle que:

— e IHY(Y);
— sur Op, Dyu = 0, 0<k<t;

— il existe des constantes o et 6,, ne dépendant que des bornes des A™ et de lours
dérivées, telles que pour o<a,,

|y <aro [wlgq, -

La démonstration est la méme que celle de Leray, en remarquant que puisque C,
est caractéristique, dans la variété Q = {v*<< o}, émission de Y est égale & ¥;
et que les propriétés de régularité de S suffisent & entrainer que si we H{Y) et si
sur Gy, Djw = 0, 0<k<¢— 1, alors le prolongement @& de w par 0 dans Q— Y
appartient a H{(L).

LEMME 2. — Les hypothéses étant celles du § 1, soit le systéme @ équations:

(3) A’I”(a;”‘, v) Dy, %, + f (2% vy, Do) = 0
ol

v,eH*™Y), s=1,..,n Y= @*8@)<s'<s}, o<o,

ei_sur Cy, Div,= 0 pour 0<k<t.

2 ~ Annali di Malematica
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Il existe des constamtes yq,y1, ya>> 0, telles que pour:
”'USHH'“(Y)<70 y s=1,..,n,

Péquation (3) a wume solution et wne seule (w,), telle que:

— e HH(Y), r=1,...,n
— sur Oy, Diu,= 0, 0<k<t

— l]pam<yo
et st u et u* sont les solutions correspondant & v et v*, on a:

Sup v, u3|m <yeo sup |v,— 03| my) -
T r

Ce lemme 2 est une conséquence du lemme 1, les hypothéses entrainant que les
fonctions A*[x*, v (x*)] et f.[x%, v (x*), D,v (x*)], vérifient les hypothéses du lemme 1
pourvu que [[v, | gy <o, et, sous cette condition, les constantes « et ¢, du lemme 1
peuvent étre choisies indépendantes des v,.

Du lemme 2, Leray déduit le théoréme sous la forme suivante, un peu plus
restrictive quant & I'unicité que ’énoncé donné ci-dessus:

il existe 0;> 0, tel que Vo<o,, le systéme (,) a une solution unique (u,)
telle que:

— u, est définje sur Y;
— 4,€ HHY) et [u,]guiry< ¥o5

— sur Oy, Diu, = 0 pour 0<k<1t.

Mais on peut enlever la condition |#,|g(y)<<ypo Par le raisonnement suivant:
La partie « existence » du théoréme ci-dessus, entraine que sur Y, le systeéme
(,) a une solution (u,) telle que ||u, | g y) <y, et sur Cy, Diu, =0, 0<k<t. Soit uy
une autre solution de (%,), définie sur Y, telle que sur C,, Diuy = 0, et telle seule-
ment que u, € H+(Y). On peut trouver ¢'<< ¢, tel que sur ¥'= {w8(a) <t < ¢'}

4) [ lgreesxy<< 7o -

Désignons par ¢* la borne supérieure des o’ tels que (4).

La partie « unicité » du théoréme ci-dessus entraine que sur ¥*= {w*[8(2%)<
<@ < o}, u, = uy, done [uy|gings<yo. Si on avait ¢*< g, on pourrait trouver
o’ > o*, tel que |u, gz < o, A0U 0* = 0.
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B) CONDITIONS POUR UN PROBLEME DE CAUCHY
BIEN POSE SUR UN CONOIDE CARACTERISTIQUE

Dans cette partie, nous montrons que, moyennant des hypothéses de différen-
tiabilité convenables sur les A%, f,,w,, et moyennant des conditions concernant
les valeurs au point 0 de ces fonctions et de leurs dérivées, les solutions ¢ 4 1 fois
dérivables du probléeme de Cauchy sur le conoide caractéristique C, défini par (A%,
fr, W,), ont toutes leurs dérivées jusqu’a Pordre ¢ déterminées de facon unique sur
le conoide C,.

Plan de cette partie.
I. Conoides caractéristiques.
II. Détermination des dérivées premiéres.

II1. Détermination des dérivées d’ordre plus élevé.

I. Conoides caractéristiques.

Dans ce chapitre nous précisons les propriétés des fonctions qui serviront & re-
présenter le conoide C, en fonction des données A*, w,. Dans un premier paragraphe
nous rappelons les résultats obtenus dans le cas des équations linéaires [3], [4].

1. - Conoide caractéristique d’équation linéaires.

Nous considérons ici des équations linéaires du type

_ D u,
AZ"(x“)m%ﬁ-f— =0

et nous rappelons, en les généralisant, les résultats obtenus dans [3], {4], [

HYPOTHESE 4, (p>2). — Les fonctions A™(a*), o, A, p=1,..,4, sont définies
dans wn owvert U de R* contenant le point 0 (%= 0),
B Dans _U, la forme quadratique Z""mﬂwy est définie, a ume signature - ———;
A4>0,4%<0,i=1,...,3.

Dans U, les fonctions A% sont de classe C°, p>2.
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Conséquences de A,.

@) Les bandes caractéristiques de 1’équation
o8

omt’

1) F(ze, q;) = A%+ 24%q,+ Aiq,q,=0; ¢o=——, a*= S(x)

issues du point 0, sont solutions du systéme intégral

X
z* :me(w”7 q5) A2y
@) o,
¢:= ¢+ [Bia*, 0) dhy
0

ot T*(a*, q;) = A% 4 A*q,

_ 1(oF oF
(" ) = == g,
R,(J) H QJ) 2 (awz Qz aw4)
ol les ¢} sont choisis de facon que
(3) F0,¢)=0.

Le systéme (2) a une solution 2*(1,, ¢9), ¢;(4;, ¢7), formée de fonctions qui sont
p — 1 fois dérivables par rapport aux ¢7 et a fortiori par rapport & Pensemble des

variables 1, .

Cefte solution est définie dans le produit d'un voisinage de 4, = 0 et d'un voi-

sinage dans R* de l'ensemble des ¢} vérifiant (3).
Nous nous limitons au domaine 4,0, ou #*>0.

b) Pour simplifier ’étude du conoide au voisinage de 0, nous faisons en plus
de ’hypothése 4, I'hypothése B suivante, qui peut toujours &tre vérifie moyennant

un changement de variables linéaires.
HyporrisE B.
A%0) =1, A%0)=0, A40)=— 9.
Conséquences de A, et B:
o) la condition F(0, ¢7) = 0 s’écrit

3
(@)=1.
=1

%
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On peut repérer les bicaractéristiques issues de 0 au moyen de coordonnées sphéri-
ques Ay, A5, telles que:
¢} = sin A, cos A5,
(5) 0= sin 2, sin 7, ,
g5 ==cosl,.
Compte tenu de (5) la solution #*(4,, ¢7) de (2) définit des fonetions 2*(;, 4, As)
qui sont une représentation paramétrique de C,.

B) 1l existe un domaine (C,) de C,, défini par une condition

0< A< p(4ay 4s)

(ol y est strictement positive et continue)

qui ne contient pas d’autre point singulier de C, que 0.
Sur (C,) les fonctions @i(4y, As, ;) peuvent &tre résolues en 1, 4,, 4, et (C;) admet
une représentation par une équation

xt = S(z?)

ol 8 a les propriétés suivantes:
— 8 est définie dans un voiginage D de 0 dans R?® et y est continue;

— 8 est p fois dérivable sauf au point 0.

o8

a—a}‘;— q; .

y) Au voisinage de 0, les fonctions @*(Ay, ¢3) et ¢.(4, ¢7) admettent des déve-
loppements limités de la forme:

p+1
w*=3 U+ o+,
k=1
(6)

D
%= kE D, 1(65) 23+ o(23) .
=0

Les 03(43), D; 4(g}) sont des polynomes par rapport aux ¢%. (On a: Oi= — g3,
O1=1, Dy= ).
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Désignons par A® Iensemble des nombres
DeA™0), pour Ap=1,.., 4 &= (.., %), lc<l.
— Les €, sont aussi des polynomes par rapport aux A%,

— Les D, sont aussi des polynomes par rapport aux A®,

Les dérivées des fonctions 2*(%;, ¢}), ¢,(4;, ¢) par rapport aux variables 4,, ¢
admettent aussi des développements limités en A, dont la partie réguliére s’obtient &
partir de (6) par dérivation terme & terme.

8) Sur (C), les fonetions 4,(#'), ¢2(2’) qui expriment les valeurs des parame-
tres A, ¢ en fonction des coordonnées ' des points de (C,) sont p — 1 fois dériva-
bles, sauf en 0.

Au voisinage de 0, ces fonctions admettent des développements limités en frac-
tions rationnelles homogeénes (frk) de ¢, s, dont le dénominateur est une puissance

de s, % s = \/z(wi)z, i=1,..,3

p+1
M(@?) = s+ kgz Ay -+ ofs?*1),
(7) . o P
qg(@"’) = "‘;‘{‘ k; Qz,k—l" o(s7) .

— Les 4;,Q,, sont des frh de d°k en «’,s; de dénominateur s°.

— Les A, sont aussi des polynomes par rapport aux A%,

— Les @, sont aussi des polynomes par rapport aux Awm,

Les dérivées des fonctions A,(x%), ¢)(«’) admettent aussi des développements
limités en frh de a%, s dont la partie réguliére s’obtient & partir de (7) par dérivation
terme 4 terme.

Bien entendu, les dérivées des fonections (%), ¢¥(«’) ne sont pas continues ni
méme bornées au voisinage de 0: soit v 'indice de dérivation, D4, a un dévelop-
pement limité dont le premier terme est de degré — jv| - 1.

D’¢? a un développement limité dont le premier terme est de degré — [v].

e) La fonction

8(@*) = w (@), ¢:(»")]

admet aussi un développement limité en frh de a7/, s:
p+1

(8) 8@) =s+ 3 8,4 ofs”)
k=1

ol 8, est une frh de degré k en 2%, s et est un polynome en A=,
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Les dérivées de S admettent aussi des développements en frh de x?, s dont la
partie régulitre s’obtient & partir de (8) par dérivation terme & terme.
On aura en particulier:

o8
—_ = — K 'nés .
L=55= -.. Ks K bornés
() o; 028 09 a'w
T 0w owion s §3

REMARQUES:

Remarque 1. Nous aurons & considérer des fonctions g définies sur (C). Nous
utiliserons tantdt la représentation paramétrique de (C,) au moyen des ¢ tantot
la représentation paramétrique au moyen des Ay, Ay, As.

En posant:

9(As, 47) = glo* (A, 45)]
3

on peut toujours supposer que g(4,, ¢7) est définie non seulement pour Y (¢)*=1,
i=1
mais dans un voisinage de la sphére unité comme les fonctions (2, ¢j) (cf. § a)).

Cela facilite Pétude des dérivées de g.

Remarque 2. Nous aurons aussi & considérer des développements limités de ces
fonctions au voisinage de 0. Nous utiliserons soit des développements limités en A%
dont les coefficients sont des polynomes en ¢}, soit des développements limités en
frhk de 27, s.

Les développements limités (6) et (7) permettent de passer de l'un & lautre.
Par exemple, les développements en A, des fonctions

8 o8
" owt Quf Owd
commenceront par:
S == A’l—{— ees g
a8 0

(10) —Qi——gx—;-‘—qi-}“m,
_Og; 08 06— qiqj

oxi oxicxt A

+ ...

Remarque 3. Si une fonction ¢ définie sur (G;) admet un développement limité
du type:

b
904,49 = 2 gul@) A+ o(47)
k=lk,
(ot k, entier, peut &tre négatif),
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et si ses dérivées par rapport aux ¢ admettent aussi des développements limités,
on obtient ceux-ci par dérivation terme & terme.

11 en résulte que les dérivées de g par rapport aux ¢S ont une partie principale
en A, qui est d’ordre supérieur ou égal & k,.

2. — Données de Cauchy sur un conoide caractéristique pour les équations (Z).

Les données sont constituées par les fonctions
Ay ), 0"y wy), W)
Pour appliquer les résultats du § 1 nous posons
AM(@*) = AM [z, W, (2¥)] .
Nous ferons les hypothéses suivantes:

HYPOTHESES o, (p>2). — Les A™ (&% w,) sont définis dans wn domaine U X W,
ot U est un ouvert de R* contenant 0, o W est un ouvert de R».

Dans UXW, les A™ définissent une forme quadratique définie de signature
——— A1> 0, A%< 0 (i =1,...,3), dans UXW les A™ sont de classe C”.

Il existe un point (a,) € W tel que

A%0;0,) =1, A%¥0;a,)=0, A¥0;a,)=— 57,
(Bien entendu, par un changement de variables linéaire, on peut toujours s’ar-
ranger pour que cette derniére hypotheése soit vérifiée en un point quelconque de W.)

HYPoTHESE f, (p>0). — Les fonctions f.(x%, w,, w,) sont définies dans le domaine
UXWXW ol W est un ouvert de R

Dans ce domaine les f, sont de classe O%; si p = 0, les f, sont lipschitziennes par rap-
port aux w,,.

HYPOTHESE vy, (p>2). — Les W,(s") sont définies dans U et & valeurs dans W.
Les w.(x*) sont de classe C°

w,(0) = a,
le point a,, = (0W,/00*)(0) appartient & W'
Les hypothéses o, et p, (p>2), entrainent que les
A7) = AM[2"; B(2%)]

vérifient les hypothéses 4, et B du § 1.
La partie de conoide caractéristique (G,) qui porte les données de Cauchy est
définie comme au § 1 & partir de ces fonctions A (%),
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NOTATIONS:

— Nous désignerons par A"”, Pensemble des nombres
oA
(P TGP Bw ) . (Bwy O %)

Dﬂ_D”AZ”(O,OL,) = i
B=(Br,..., Ba)y v = 1y ey )

pour 0<|f] + v|<L.

— Nous désignerons par o lensemble des nombres
o= D*w,(0), 0= (Otay +oey %) bour 0<[“l<l
les A sont donc des polynomes des AY et des a®.

Nous désignerons par /¥ ensemble des dérivées jusqu’s Pordre I par rapport i
toutes leurs variables des fonctions f, au point (0;a,; a,,).

Si g(z) est une fonetion définie dans un voisinage de 0 dans R%, nous désignerons
par [g] la restriction de g & (C,) et par g 'ensemble des dérivées de g au point 0
jusqu’a Pordre I:

g4 = {D2g(0)} pour 0<|x|<l.
Si les hypotheses o, et y, sont vérifiées, et si g est m fois différentiable, m<p — 1,

[g] est m fois différentiable dans (C,) — 0.
Au voisinage de 0, g admet des développements limités

(11) [9] = kZ 9u(49) 23 + o(A7) = kZOGk—l— o(s")
=0 =

ou g, est un polynome en ¢) et un polynome en A*-v, gD, g, o G, est une frh
de d°k en 2,5 et un polynome en A®-D, g1, g®): les D[g] admettent aussi des
développements limités en A* et en frh de %, s & Pordre m — Jul.

On aura en particulier pour ¢, = [i,] et ses dérivées, des développements limi-
tés commencant ainsi:

3
Pr = a’ro_l_ (Zl (I;”-CU"'—‘— (ZMS)—I—

o, i

(12) o= Gyt g = = G g
R 0 wtai 0" — qigs
=5 5 J o= e S

et de méme:

[A4] = — &4 ...
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II. Détermination des dérivées premiéres.

On pose
A= [Dyw,] .
§ 1. Détermination des ..
§ 2. Dérivées des y,.
§ 3. Développements limités des y,.

§ 4. Régularité des y, en 0 et détermination des dérivées successives.

§ 5. Condition pour assurer la régularité des y,.

1. — Détermination des y,.

THHOREME. — Si les A, f,w, vérifient les hypothéses sy Pos Ve, 8 existe un do-
maine (Cq) C (Cy), voisinage de 0 sur Co, sur lequel sont délerminées de fagon unique
les dérivées D,yw, des fonctions 1w,

— qui sur (Cy) premment les valeurs [,];

— qui sur (Co) — 0 ont des dérivées 1° continues et borndes, des dérivées secondes
continues, et vérifient les équations (E,).

Les [Dyw,] sont continues aw point 0 el y prennent les valewrs D,,(0).
DEMONSTRATION. —~ On. pose
@Qr = [w,] = [@,] .

Sur (G,), les équations (F,) peuvent s’écrire:

@) W AN gy 4] T =

awf aw’

" (1) est un systéme différentiel par rapport aux yx, sur chaque bicaractéristique de C,.
f. est & prendre pour les arguments:

a* = 0*(}s, 43)
W, == (ps(}'h qg)

0,
Wy = a(pl (ll) QJ) + q:(ll’ QJ)

Wsy == Ys

[f,] est donc une fonetion continue de A, et des y,, lipschitzienne par rapport aux y,.
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Les fonctions [Ai7](dg,/0x?) et [A#](6%¢, /(0w dx7)) ne sont pas bornées au voisi-
nage de 0.
Compte tenu des développements limités (I, 10; I, 12) on peut écrire

0 2
(4] A 2 + q(44, 43)

ori A
i 0@, - 20 | )

ou ¢(A,, q) et @,(4;, ¢)) sont des fonctions continues bornées quand A, 0.
En posant

7

Yo = Xe™ Oy
les équations (1) peuvent s’écrire:
d%:‘ 1 I k1] r
AT ! =90.
(2) dﬂ.l + 3-1 xr_l_ gr(ﬂ'ly QH Xs)
1 , -
(3) IS §{Q(/11, 41+ @) + 6,4, 65) + LT}

Les solutions bornées de (2) vérifient le systéme intégral:
N
1
() v=7 |~ 1) @
0

Les g, étant continues en 4, et lipschitziennes par rapport aux y, le systéme inté-
gral (4) a une solution et une seule qui soit bornée au voisinage de 4, = 0. Pour
=0, =0 done y,= a,.

Cette solution peut étre prolongée sur chaque bicaractéristique tant que le point
(Cp./02' + g3+, 2r) ne sort pas de W, ce qui définit le domaine (C,) ¢ (Gy), de projec-
tion D'c D sur Pespace des x°.

2. — Dérivées des ..

8i les g, sont de classe 0?, on peut montrer, par un raisonnement analogue & celui
que ’on fait pour les équations différentielles ordinaires dépendant de paramaétres [7],
que les fonctions y,(4, ¢?), solutions de (4) sont de classe C”?, et que leurs dérivées
par rapport aux ¢} vérifient les équations intégrales dérivées.

On obtient ainsi le résultat suivant:

THEOREME. ~ 8% les A™, f,, W, vérifient les hypothéses Opy Bo_zy Vo, l68 fonctions y,

ont des dérivées (p — 2)* continues payr rapport & Pensemble de leurs variables sur
(Cy) — 0.
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3. — Développements limités des y. et de leurs dérivées.

Des équations intégrales (4) vérifiées par les y,, on déduit existence de dévelop-
pements limités en 4, pour les fonctions y,.

En procédant de méme pour les dérivées des y,, on démontre I'existence de déve
loppements limités en A, pour les dérivées des fonctions y,.

De facon précise, on a le résultat suivant:

THEOREME. — Si les A™, f,, ®, vérifient les hypothéses a,, Bo_s, Vo, 68 fonctions y,
admettent des développements limités de la forme

p—1
(3) %=+ 3 X4 0(277Y)
B=1

X, est polynome en ¢S

el est ausst um polynome par rapport auy A%V, fE—D g+,
Les dérivées des 1y, admetient aussi des développements limités dont la partie régu-
liere est la dérivée de la partie réguliére de (5).

Bien entendu, conformément & la remarque 2 du chapitre I, § 1, y, admettra
aussi des développements limités en f#h de % 8. Et on obtiendra les développe-
ments limités des D"y, par dérivation terme & terme de ces développements limités.

4. — Régularité des 3, en 0 et détermination des dérivées sucecessives.

&) = [D2w,] est déterminé par un systéme différentiel sur chaque bicaracté-

ristique:

dwi‘z) I ij aq’ (2) ji azx" .
(6) zdll +[4 ]%"Pr + [4 ]W"l—hr—-o-

On peut refaire pour le gystéme (6) le raisonnement fait pour le systéme (1) et
montrer qu’il a sur chaque bicaractéristique une seule solution bornée.

La seule différence est que, ici nous savons seulement que y, admet un dévelop-
pement limité qui commence ainsi:

$r= O+ H ..., Hifrh de x¢,s de d°1
done

2
—821_7663207: Li+.., L_frh de d—1en & s.
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done

o2y, olgd)

A e = 4

+..

ol ¢(g)) n’est pas nécessairement une constante.
On trouvera donc une fonction y{* bornée, qui sur la bicaractéristique de para-
h 0 0
métres ¢ tendra vers — %e¢(gj) quand 1, — 0.
¥ ne sera donc pas nécessairement continue en 0 et v aura un développement

limité commengant ainsi

(7) P =Fy+ ...

Fy: frh de d°0 en a%, s, de dénominateur s°, F, n’étant pas nécessairement une
constante,

On ne pourra pas en général continuer et déterminer des {* bornés, car dans
le systéme différentiel vérifi6 par les 9 figure le terme

o iz)
[44] 0x¢ ou?
et compte tenu de (7), on aura:
az,w;z)
oxt 0w~ Cog oo

G_, frh de d°— 2 en &%, s et [A7](0°¢\"/(0x" 0a’)) se comportera en 1/i; au voisi-
nage de 0.
Cette difficulté ne se présentera pas si H; est de la forme

3
Hy= 3 b+ bys
i=1

c’est-a-dire si y, est la restriction & (C"]) d’une fonetion différentiable en 0.

Pour pouvoir déterminer des y{* continues en 0 ou des 9 bornées, il convient
donc d’imposer aux données des conditions qui assurent la régularité des .

De méme, on ne pourra déterminer des v continus en 0 ou des ¢'* bornés que
si les ¢/® sont la restriction & (G,) de fonctions différentiables en 0, ce qui impose des
conditions supplémentaires pour les données.

Et ainsi de suite.

L’object du théoréme suivant est de donner des conditions qui assurent la ré-
gularité des x,.

Ces conditions portent uniquement sur la valeur & l'origine des fonctions A™,
frs W, ot de leurs dérivées, ou plus précisément:

— valeurs au point 0 pour les @, et leurs dérivées;
— valeurs au point (0; a,) pour les A™ et leurs dérivées;

-— valeurs au point (0; a,; @,;) pour les f, et leurs dérivées.
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5. ~ Condition pour assurer la régularité des y,.

THROREME. — 8¢ les A™, f,, W, vérifient les hypothéses o, Bu_s, Va, i los A4,
fD oD g<p, sont tels que les équations (E,) sont vérifides au point O ainsi que les
équations dérivées jusquw'd Uordre q— 2, alors la partie régulicre du développement li-
mité de y, jusqu’a Vordre q— 1 est égale & celle de [D,,).

REMARQUE. — Il y a égalité aussi bien pour le développement en 2* que pour le
développement en frh de #i, s.

DEMONSTRATION. — On considere le probléeme de Cauchy analytique suivant ou
les données de Cauchy sont portées par 2¢= 0:

02w,

A‘Zu(wa, 'wr) W + ﬂ(.’)ﬁ‘x, Wg, wsv) =0

wr(xi’ 0) = dr(wi)

ow, , . .
= (@, 0) = B(a)

Les 4, sont analytiques au voisinage de 0 et leurs dérivées en 0 jusqu’a Pordre ¢
coincident avec celles des ,(xf, 0).

Les ©, sont analytiques au voisinage de 0 et leurs dérivées en 0 jusqu’s I'ordre
g — 1 coincident avec celles des D,,.(x%, 0).

Les A** sont analytiques au voisinage du point (0, a,) et leurs dérivées en ce point
jusqwa Pordre ¢ — 2 coincident avec celles des A%

Les f, sont analytiques an voisinage du point (0, a,, a,;) et leurs dérivées en ce
point jusqu’a Pordre ¢ — 2 coincident avee celles des f..

Le Théoréme de Cauchy-Kovalewska entraine que ce probléme a une solution
analytique @, définie dans un voisinage de 0.

I’hypothése que les 4@ 2, f@=2) 4@ vérifient les équations (E,) et toutes les équa-
tions dérivées jusq’a Pordre ¢ — 2, entraine que les dérivées des @, au point 0 jusqu’a
Tordre ¢, coincident avec celles des ,.

On considére maintenant le probléme de Cauchy sur un conoide caractéristique
défini par les données ff’“‘, fry ®,. Tl admet évidement une solution: @,.

Les théorémes des § 1, 2, 3, de ce chapitre s’appliquent & ce probleme de Cauchy.

Nous désignerons par A®, fv, 4™ les ensembles de nombres définis en I, § 2,
correspondant & ces nouvelles données de Cauchy, A*,f,,®,. On a done:

(8) A‘(q—Z) — A(q—Z) , ]';'(a—z) — ]e(a—2) , d(a)z a(a)
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le théoréme du § 3 montre que:
) a—1
%r: Ay z Xk(q(z)y A(q_2), fM—Z), d(q))ﬂllc—{— o(ﬂg_l) .
k=1

Et, & cause de (8), la partie réguliére de ce développement limité coincide avec
celle de z,.

D’autre part, compte tenu de I — 11, ¥, = [D,®,] admet un développement li-
mité qui peut s’écrire

~,

a—1
= 2 glad, A4, 8970, (D, @) V) B4 o257
k=0

compte tenu de d@= a9, on a aussi (D,®,) V= (D,w,) .
Donc la partie réguliére du développement de ¥, & Pordre ¢ — 1 coincide aveo
celle de [D,w,].

Il en résulte ’égalité des parties réguliéres jusqu’a Pordre ¢ — 1 des développe-
ments limités de y, et de [D,w,].

I11. Détermination des dérivées d’ordre plus élevé.

THEOREME :

I Si les AM, f,, W, vérifient les hypothéses oy, By_g, v (D>2), 8i les A4, §4=9),
a"™, (29<p), vérifient au point O les équations (E,) et foutes les équations dérivées
jusqu’d Dordre q — 3, alors sont déierminées de fagon unique sur (C,) les dérivées jusqu’d
Vordre g des fonctions w, telles que:

st e s e . r
— Les w, sont définies dans un voisinage de (Gé) ou dans un domaine ayant C,
pour fromtiére.

— Dans ce domaine les w, ont des dérivées jusqwe Vordre q + 1 qui sont des
fonctions localement sommables et y vérifient les équations (I,).

— Sur (Cy) — {0} elles ont des dérivées jusqu'a Pordre q qui somt bornées.

— Sur (C(',), elles prennent les valewrs ¢, = [W,].

8i Uon pose ¥ = [Diw,], restriction de Dlw, & (Cp), 1<l<gq les fonctions y®
sont de classe 0"~ sur (Cg)— {0}:

— les " admettent des développements limités au voisinage de 0 en Ay ow en frh. de

wty s jusquwa Vordre p— 1, et leurs dérivées admettent les développements limités
dérivés;
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— la partie régulitre du développement limité de v coimcide avee celle de [D}w,]
jusquw'a Vordre q— 1 — 1.

I1. Si en outre, les AC™®, 9= 6l wépifient aw point 0 les équations dérivées des
(E,) & Vordre q— 2, alors il y a coincidence des développements limités de v e de
[D'w,] jusqwa Vordre q— 1.

La démonstration se fait par une pseudo-récurrence sur I, 2<I1<gq.
Pour la partie I du théoréme elle repose sur le lemme suivant:

LEMME A. — Sous les hypothéses de la pariie II du théoréme. (Hypothése de
récurrence):

«) si sont ddtermindes de fagon unique sur (Cy) les dérivées jusqu’a Vordre 1 — 1,
2<l<yq, des solutions du probléme de Cauchy défini par A f,. W,, qui ont des déri-
vées (I — 1)-es-continues et bornées sur (Cy) — 0;

B) si les p™ = [Difw,], m<l— 1, ont des dérivées continues sur (Cp) — 0 jusqu'd
DPordre p — 2m;

y) si les '™, m<l— 1, admettent des développements limités de la forme:

T

p—m
W= 3 XA ol

k=0

o X est un polynome en q? et en A®T™D, jETm=D qE+my gf g les dérivées Py,
lu|<p — 2m, admetient des développements limités & Vordre p— m— |ul;

8) si la partie régulitre du développement limité des w{™, m<l— 1, jusqu’d Dor-

dre ¢ — m est égale d celle de [Dyw,].

(Conclusion):
alors toutes les propriéiés ci-dessus sont encore vérifiés en remplagant | — 1 par I

Sous les hypothéses de la partie IT du théoréme, hypothése de récurrence du
lemme A est vérifiée pour I = 2 (cf. chapitre II). Le lemme A entraine donec la par-
tie IT du théoréme.

Pour démontrer la partie I du théoréme il faut utiliser le lemme suivant:

LEMME B. — Sous les hypothéses de la partie I du théoréme.
(Hypothése de récurrence):

o)
B) t comme dams le lemme A;

?)

8)  comme dans le lemma A en remplagamt q— m por ¢— 1— m.
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(Conclusion):

alors st 1<q— 1, toutes les propriétés ci-dessus somt encore vérifides em rempla-
damt 1 — 1 par 1;

si l=ygq, les propriéiés o), B), v), sont encore vérifides en remplagant
I— 1 par q.

Sous les hypothéses de la partie I du théoréme, I’hypothése de récurrence est
vérifiée pour 7 = 2; le lemme B entraine done la partie I du théoréme.
Nous esquissons maintenant la:démonstration de ces lemmes.

a) Détermination unique des .
Les équations dérivées des (F,) I— 1 fois par rapport aux %, peuvent s’écrire:

aH—l w,

W — A g Gy =

ol &, est un polynome des fonctions suivantes:
— dérivées des A™ jusqu’y lordre I — 1;
— dérivées des w, jusqu'a Pordre I;

— dérivées des f, jusqu'a l'ordre [— 1.

Sur (CG,) ces équations peuvent s’écrire:

oy,
a)-]_

az,‘p(l—lj
T

@) 2 ozt 0wt

ij _Ei‘:’j @ i _
—I_[A Jawo-’q)r? [A ] +[hrl]-“0-

Compte tenu des hypothéses y) et d), on peut écrire:

2y olgl)

[4%] datom A, + @4, 42)

ol @,{A, q7) est une fonction continue bornée.
(e(g?) est en fait une constante égale & — 2D! @,(0), sauf dans le cas du lemme B,
sil=gq.) '

[k,,] est une fonction linéaire des y¥:

[hy] = Z hﬁﬂpgl) + by
§=1

3 -~ Annali di Matematica
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Si Pon montre que les &, kY, sont des fonctions bornées, continues sur chaque
bicaractéristique, le systéme (2) est un systéme différentiel sur chaque bicaracté-
ristique pour lequel on démontre Pexistence et Punicité d’une solution bornée comme
au chapitre II, § 1.

Les restrictions & (Cp) des dérivées des A* et des f, qui figurent dans [h,] sont
évidemment des fonctions continues.

Les [D*w,] s’expriment au moyen des ™, de leurs dérivées et des dérivées de S.

Si o= (0, %o, Uy, M),
()  [D*w,] = [D"Drw,] =3 D'y D48 .. D8,
v+t =, 0<p<luf, m 4 p<lal.

Pour Ja|<I— 1, Phypothése J) entraine gue la partie réguliére du développement
limité de [D*w,] & Lordre g — |a| (lemme A) ou g— 1— |x| (lemme B}, coineide
avec celle de [D*w,], ce qui entraine que le dernier membre de (3) est borné et
continu sur chagque bicaractéristique.

Pour |¢| =1, on a:

(D*w,] = [D*Drw,] = (D, 8)"... (Dy8)*+
+ 3D ymIphy .. DP8, mtp<li—1
le coefficient de ¢ est borné et continu sur chaque bicaractéristique comme les
.DiS = - qi'
I’hypothése 8) entraine que le terme 3 D’y *2 D1 §... D*§ a un développement

limité dont la partie réguliére & lordre ¢— 1 1 (lemme A) ou ¢-— ! (lemme B)
coincide avec celle de

(D*W,] — [DLw,)(D; 8)" ... (Dy8)™ .

(’est donc une fonetion bornée, continue sur chaque bicaractéristique.

b) Dérivées des v,

Compte tenu de I'hypothése ) les équations (2) sont dérivables par rapport
aux q;, p— 2— 1 fois.

Compte tenu de la Remarque 3 du chapitre II, § 1, le systéme différentiel obtenu
ainsi aura ses coefficients qui se comporteront au voisinage de A,= 0 comme les
coefficients du systéme (2), et il a encore une solution et une seule.

Ceci démontre Pexistence des dérivées des ¢ jusqu’s Pordre p — 21.

¢) Développements limités des v et de leurs dérivées.

I’hypothése y) entraine que les fonctions hy, by admettent des développements
limités en 4, jusqu'a Pordre p — 1. ‘
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On a démontré en a) que ces développements commencent par un terme de 4°0.
On a done:

by Bgy= ZH Ao

ol compte tenu de y), les H, sont des polynomes en ¢] et en

Al+1-2) , flri=2 D)

D’autre part, y) entraine que

2t ol

-1
—_ k p=Il-1
Gt 2, AT o)

[4%]

ot I, est un polynome en ¢ et en AWTI—D flri=1) gerTt)

On en déduit que les 1,0(” admettent des développements limités de la forme:
R !
1/)2): > Xﬁ‘,)lcﬂ'l + o217
E=0

ot XU, est un polynome en ¢f et en A®HI7), fEti=2) GE+D

On démontre de méme 'existence de développements limités & 'ordre p — 1 — |u|
pour les dérivées D"y,
d) Partic régulitre de v® & Dordre ¢ — 1 (lemme A) ou ¢— 1 — 1 (lemme B).
— Limitons-nous au cas du lemme A.
— On raisonne comme au chapitre II, § b.
— On introduit les mémes données analytiques A™, f,, @,.

En appliquant ce qu’on vient de démontrer en ¢) 4 la fonction @,, on trouve que
”(” = [D}w,] admet pour développement limité:

D=1
~(1 1 F+1-2) Fe+i—2) olk k -
"Pa('):" EXﬁ,i(!l?, Ari=2) jlet 2), A H)Mq’l‘ 0("{(11J %)
k=0

comme A2 = 4@ -2 _ fe-2) 5@ a , il en résulte que la partie réguliére
de ¢ & Pordre g— I est égale & ce]le de 9.
D’autre part, la formule I (11) montre que 'on a aussi

~(l) zg( 0 (k 1) a(k 1) (-Dzwr)(k))ﬂf_l_ O(}g—l)
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et lo fait que &@= a@ entraine (D}, "= (D, *"Y, done la partie régulitre de
P9 & Pordre g— I est égale & celle de [D)w,]. Ceci achéve la démonstration du
lemme A. Démonstration identique pour le lemme B.

La construction méme des fonctions y dans la démonstration ci-dessus montre
qu’on peut aussi énoncer le théoréme suivant qui nous servira dans la partie C:

THEOREME. — Sous les hypotheses de la partie I du théoréme précédent, si des fonc-
tions w, sont telles que:

— Flles sont définies dans wn voisinage de (Cy) ow dams un domaine ayant (Cy)
pour frontiére.

— Sur (C(')) elles prennent les valeurs [w,].

— Bur (Cy)— {0} elles ont des dérivées jusqu'a Vordre q -+ 1 localement som-
mables, et telles que:

[Dyw] =4, 1<i<q.

Alors sur (G(')) — {0}, les fonctions w, vérifient les équations (E,) et les équa-
tions dérivées par rapport & x* jusquw'd Pordre ¢ — 1.

() COMMENT SE RAMENER AU PROBLEME DE CAUCHY
A DONNEES NULLES

Soit un probléme de Cauchy sur un conoide caractéristique C,, défini par A™,

fry W
Comment choisir » fonctions w,(2*) de sorte que en faisant le changement de

fonctions inconnues
1) W, = o, v,

les nouvelles fonctions inconnues, »,, vérifient un probléeme de Cauchy & don-
nées nulles vérifiant les hypothéses de la partie A4)?

~

1. — Conditions a imposer aux w,.

Le théoréme énoncé au § A), 2, fournit des solutions dans un espace H*(Y).

Pour de telles solutions, si on suppose de plus qu’elles ont des dérivées ¢t bornées
sur (Cy), lo théoréme B, III, montre que les dérivées jusqu’s 'ordre ¢ sont déter-
minées sur (G,).
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Donc moyennant les hypothéses voulues sur les données A, f,, %,, le problome
AM(a%, w,) D, 0, + 1,0 w,, D,w,) = 0
w,e H*(Y)

les D*w,, pour |i|<t, sont bornées sur (Cp)

sur (e(;)’ Wy = [@r_]
est équivalent au probléme:

A (w%, w) Dyw, + f (2% w,, w,) = 0
T w,e HH(Y)
sur (Cy) — {0}: [Dliw,] = v, 0<i<t.

Pour ramener par un changement de type (1), le probléme I' a un probléme de
Qauchy & données nulles, il est donc nécessaire de choisir les w, telles que:

(2) o€ Hyl,
(3) sur (Co) — {0}: [Dio,] = 9%, O0<i<t.

Si ces conditions sont vérifiées par w,, le probléme I’ est équivalent au Probléme:
‘i&%w‘x’ Us) Dﬂuvr -} f;(w“’l)_g, 'Dﬂlvs) =0
II v, € HHY(Y)

sur (Cp), Dlv, = 0 pour 0<I<t
en posant
A~;~Il(w0¢7 Us) = AZ‘”[“‘“? ws(w“) + /Us]
(4) fr(xai T Dv/vs) - A/':.u(mrx’ ws(xa‘) + Ivs) Dlywr(m“) +

+ 1,[2% w,(@%) + v, D,a,@”) + D,v] .

Pour que les hypothéses de différentiabilité b) du § A), 1, soient vérifiées par
le probléme II, nous sommes amenés & imposer aux o, la condition:

i+2

w,€ Hi7 " .

Cette condition suffit pour que 4™ et f, vérifient ces hypothéses de différentia-
bilité, compte tenu des hypothéses déja imposées aux A™ et f,.
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Quant & I'hypothése d) du § 4), 1, D, (@ 0,0) = 0 sur (C;) pour k<?, elle
exprime que les w, doivent vérifier sur (Cy) les dquations (%,) et les équations déri-
vées par rapport & ¢ jusqu’a Pordre {.

Nous avons vu dans la partie B) que les conditions (3) suffisent & entrainer ce
résultat.

Ex Risums. — Si les A™, f,, W,, vérifient les hypothéses du théoréme B IIT, I,
avec ¢ = t, et si les w, vérifient les conditions (3) et (5), le probléme II, équivalent
au probléme I, vérifie les hypothéses de la partie 4).

2. — Hypothéses sur les données.

La condition (3) implique que, au voisinage de tout point z € (C(',) — 0 les fone-
tions o, doivent é&tre de la forme

t1 )
(6) = 3 5 (@' = S@)fpe) + (@'~ 8)'e o)
& — 0 quand »*— S( ).
Pour que des expressions du type (6) aient des dérivées & P'ordre ¢ + 2 qui soient
des fonctions, nous sommes amenés & faire des hypotheses telles que les fonctions
p¥(a%), 0<k<t, aient des dérivées jusqu’d Lordre ¢ -- 2 qui soient des fonctions.

Compte tenu du théoréme du § B), III, cela nous améne & faire sur les données,
I’hypothése suivante:

HypoTaESE H. ~ @) les A™,f,, W, vérifient les hypothéses g oy Bas Vorros

by les A2 {3 0O périfient au point 0, les équations (B,) et toutes les équations
dérivées jusqu’a Dordre t— 2.

(La nécessité de 442 ... et non A®®, ... apparaitra plus loin dans I’étude du
comportement des dérivées de w, aun voisinage de 0.)

3. - Construction des w, .

L’hypothése H etant supposée vérifide, les fonctions y®(2'), 0< k<, sont déter-
minées et sont au moins de clagse "2 sur (Cy) — {0}.
Maig dans l'expression (6) de w,, la fonction:

i
Z _' (rk)(mz)
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n’a pas de dérivées localement intégrables au voisinage des points z'= 0, #* quel-

conque, car les dérivées d’ordre supérieur & 2 des fonctions S et »{* sont au moins

en 1/s? au voisinage de 2’= 0, et ne sont donc pas localement de carré intégrable,
Pour surmonter cette dlfﬁculte, on procéde ainsi:

a) On pose:

(7) > a7, oua, ;= D0

o<]/1]<t

() est done un polynome et est la partie réguliére jusqu’d Pordre £, du dévelop-
pement limité de %, an point 0).
On pose ensuite:

0,(@%) = wy(@”) + w(@") .

N

Compte tenu des conditions & imposer aux w, vues au § 1, les w} doivent vérifier
les conditions suivantes:

(8) 1) sur (Cy)— {0}: [Diw!] = o pour 0<k<t
en posant: o = ¢®_ [D¥e0];
2) o} doit avoir des dérivées jusqu’a Pordre ¢ + 2 qui sont des fonctions loca-
lement de carré intégrable.
b) Définition des o}.
— ! =0 dans les domaines x*>28(z") et 2*<0.

— Dans le domaine S(x') <a*<28(x?):
[ 1 i+1
(9) =zk_ — 8)eoP(z?) + (a'— 8)"* T (2*— 28)Ft, 1 (2")
k=0
ow les o, , sont choisis de fagon que sur x*= 28(x%), on ait
Diwl=0 pour 0<k<t+ 1.
— Dans le domaine 0<at< 8(x?):

t41

L1
g k_ ’k)(m ) + T __S t+42 z ﬁr,k(w

k=

C

ot les B, sont choisis de fa:on que sur x*= 0, on ait

Diwl=0, pour 0<k<t+ 1.
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On a évidemment:

A 1 &1
0(1,,0(,’[,") —_ — Z —_

gtz k!

8% (a2

et on vérifie, par récurrence, que les «,;,, O0<l<? - 1, sont déterminés de fagon
unique et sont de la forme suivante:

11
(10) ocu(goi) — z clko'(rk)(wi) Sh—1-t-2
E=0

ott les ¢, sont des constantes ne dépendant que de 7, %, . On a un résultat serablable
pour les B, ;.

11 régulte de (10) que les fonctions o, ;, B, ; sont comme les o{ de classe C**2 sur
(Co) — {0}

w; est définie dans un voisinage V de 0 (V= D'XR, ol D' est la projection
de (C,) sur lespace R* des 7). ,

Dans V— {0}, w} est donc de classe (“*! et a des dérivées d’ordre ¢ + 2 qui ont
seulement des discontinuités de 1° espéce sur xt= 0, 2t = 8, ¢ = 28.

Sur (Cp) — {0}, [DEw}l] = o pour 0<k<t.

11 reste donc & étudier le comportement des dérivées des o, au voisinage de 0
afin de vérifier que ces dérivées sont de carré intégrable au voisinage de 0.

¢) Comportemeni des dérivées de wl au point 0.

T’hypothése H et le théoréme (B, III) entrainent que les 4", donc aussi les o,
ont des développements limités en f.r.h. de #?, s au voisinage de 0 jusqu’a ordre
3t 1-2—1, et que leurs dérivées admettent les développements limités dérivés.

Comme la partie régulitre du développement limité de ¢ coincide avec celle
de [D)%,] jusqu'a ordre ¢t— I, et que la partie régulitre du développement limité
de [D}w,] coincide évidemment avee celle de [D! w?] jusqu’a Pordre ¢t — I, on trouve
que le développement limité de o'ff” commence seulement par un terme de degré
t— 1+ 1.

Ft de méme, les dérivées D”o'” ont un développement limité commencant par
un terme de degré: t— 14 1— |ul.

On en déduit que les o' et leurs dérivées satisfont & des inégalités:

T

loeP(a')] < K s'F 0<i<t, K constantes.
(11) _
D" 6Py < K s o< lu|<t + 2.

Compte tenu de (10), on en déduit que les «,; et leurs dérivées satisfont & des
inégalités:

o (') [ < K s777Y 0t 41,
(12)

|D¥a, (2| < K s M o< ul<t + 2.
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Bt de (11) et (12) on déduit que dans le domaine S(x?)<#*<28(x?):
(13) ID*ol(@*)| <K s Mo< |i|<t+ 2, K constante.

Ceci étant, (13) entraine:

— les dérivées des o) jusqu’a Pordre ¢ sont continues au point 0 et y pren-
nent la valeur 0;

— les dérivées d’ordre ¢t -- 1 sont bornées;

— les dérivées d’ordre ¢ -+ 2 sont en 1/s: elles sont donc de carré intégrable
au voisinage de 0.

4. — Conclusion.

THHOREME. — 84 les A™, f,, W,, vérifient les hypothéses oy, s, Bays Vaivas 6.
Si les A2, {42 oW perifient au point 0, les équations (B,) et toutes les équations
dérivées jusquw’a Uordre t — 2, il existe une constanie oy, telle que le systéme &’ équations:

(B, AM (™, w) Dy, w, + 1,57, wy, D,w,) = 0
a une solution unique (w,) telle que:
— les w, sont définis dans un domaine

Y = {p8(r))<at<<o}, o<oy
— w,€ HHY(Y);

— sur lo conoide caractéristique (Cy), les D w,, |A|<t, sont bornés;

— sur (Cy), w, = ,.

REMARQUE. — II suffit que les 4% f,, ,, vérifient les conditions oz, faty Vairs
sur G,.

En dehors de G, il suffit que les A* et les f, aient des dérivées jusqu’a ordre ¢
qui soient des fonctions vérifiant les hypothéses de § A4),1, b).
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