
Probi~me de Cauchy sur un conoide caract6ristique 
pour des 6quations quasi-lin6aires (*). 

]FRANCIS CAGNAC (Yaound6, C~meroun) 

Summary. - Cauehy problem for system o] quasilinear di]]erential equations o/ order two on a 
characteristic eonoid is solved. I t  is proved that, given a conoid with the values o] the unknown 
]u, netions on it such that it is a characteristic eonoid, there is a unique solution, which is smooth 
at the apex of the conoid. This result is obtained under smoothness conditions on the data 
and some su2plementary conditions on the data at the al~ex of the eonoid, and by use of Zeray's 
theory [6]. 

Introduction. 

Le probl~me de Cauchy sur un  conoide caract6ris~ique a 6t6 6tudi6 d 'abord pour 
les 6quations lin6aircs ~ coefficients constants. D 'AI )m~A~ [1], au d6bu~ de ce 
sibcle, 6tudia ce probl~me pour los 6quations ~ 3 variables, et plus r6cemment, Marcel 
RIESZ [2] pour les 6quations ~ n variables. 

Je  me suis moi-m6me interess6 ~ ce probl~me pour des systbmcs d'6quations 
lin6aires ~ coefficients variables [3], [4] en utilisant la m6thode de solution propos6e 
par Mine CHOQV~T-B~U~ [5]. Ici ce problbme est abord6 pour des syst~mes 
d'6quations quasi lin6aires du second ordre en utilisant les m6thodes de solution 
propos6es par LE~Au [6]. 

~ous  nous in~6ressons done aux syst~mes de n 6quations quasi-lin6aires de 
fonctions inconnues w~ de 4 variables r6e]les x% du type  suivant:  

(E,) A~ ' ( x  ~, w D D ~ , w , +  ],(x ~, w ,  JP~w~) = 0 

r, s = 1, ..., n;  :r ~,/~ = 1, ...~ 4;D~----- ~x~, 
D~, -- ~x ~ ~x , . 

Duns lcur domaine de d6finition, les A ~" d6finisscnt une forme quadratique de 
signature ~-, A ~ >  0, A " <  0 (i ----- 1, ..., 3). 

Des donn6es de Cauchy caract6ristiques pour le syst~me (E,) consistent el1 la 
donn6e simultan6e: 

de n fonctions ~,(x~); 

d 'une hypersurface caract6ristique 8, d '6quation x 4 -  S (x  ~) ~ O, off S est 

(*) EnCrata in l~edazione il 24 oCtobre 1980. 
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teUe que: 

~S 8% 
(1) A ~ -  2A ~ ~ -}- A ~ 

les A ~ 6t~nt pris pour les arguments x * = S(x*), et w~-~ q)~(x*). 

Pour obtenir de telles donn6es: 

1). Ou bien on se donne une solution ~, des 6quations (E,) et on construit 
une hypersurface caract~ristique $ pour cette solution, l~es fonctions ~0, sontalors 
la restriction ~ 8 des u,. 

2). On bien on se donne des fonctions arbitraires @,(z~); on d6termine une 
hypersurface 8 solution de (1) quand on prend les A ~ pour les arguments w~ = @~(z ~) 
et on prend pour ~o, les restrictions ~ 8 des @,. Ici, nous nous placerons essentielle- 
ment duns cette deuxigme hypothgse (les r6sultats obtenus vaudront done aussi a 
fortiori duns l'hypothgse 1), en remplapant les @, par les u, de l'hypothgse 1)). 

Ici nous nous interessons au cas off l'hypersurface est un cono'ide caract6risti- 
que U0, c'est-~-dire une solution de (1) engendr6e par les bicaract6ristiques issues 
du m~me point 0. Le probl~me de Cauchy eonsiste g chercher les fonctions w, solu- 
tions du syst~me (E,) qui prennent sur go les valeurs ~0,. :Nous montrerons que, 
moyennant certaines hypotheses de diffdrentiabilit6 concernant les A u', ]~, ~ , ,  ce 
probl~me a une solution et une seule au voisinage du sommet du conoide. 

Pour cela, nous utilisons la m6thode employ6e par LERAu [6] pour r6soudre le 
probl~me de Cauchy ordinaire ~ donn6es nulles pour des 6qua~ions quasi-lin6aires. 

Duns la pattie A de ce travail, nous montrons que cette m6thode peut s'appli- 
quer sans changement pour un probl~me de Cauchy ~ donn6es nulles sur un conoide 
caract6ristique. 

Tout reviendra alors ~ montrer ~ quelles conditions on peut ramener un pro- 
blame de Cauchy quelconque sur le conoide curact~ristique Co ~ un probl~me de 
Cauchy ~ donn6es nulles sur go. 

Cela nous amine ~ montrer, duns la partie B, que moyennan~ des hypotheses 
de diff6rentiabilit6 convenable sur les donn6es A *', ],, ~,,  et moyennant des con- 
ditions concernant les valeurs au sommet 0 du conoide de ces fonetions et de leurs 
d~riv6es, les solutions q ~ 1 fois d6rivab]es de ce probl~me de Cuuchy ont toutes 
]eurs d6riv6es jusqu's l'ordre q d6termin~es de fupon unique sur le cono~'de Co. 

Enfin duns la partie C, utilisant les r6sultats pr6c6dents, nous pourrons ramener 
le probl~me de Cauchy sur an conoide caract6ristique ddfini put A ;'', 1~, ~ ,  ~ un 
probl~me de Cauchy ~ donn6es nulles sur Go, v6rifiant les hypotheses voulues pour 
que la m6thode de Leray expos6e ~ la partie A soi~ applicable. 

I~e th6or~me obtenu est 6nonc6 ~ la fin de ce travail. 
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A) P I ~ O B I ~ M E  D E  CAUCHY A DONlq]~ES :NUiLLES 

S U ~  UiN COiNOIDE CA~ACTEI~ISTIQUE 

Les raisonnements de LE~AY [6] s 'appliquent sans changement  en remplug~nt 
Phypersurfa.ce x ~ :  0 par  Phypersurface Co d'~quution: x ~-~ S(x~), pourvu que Co 
air lu rdguluritd suffisante pour  que les traces des fonctions qui interviennent  soient 
ddfinies sur Co. 

1 .  - H y p o t h e s e s .  

a) Domaines de Dd]inition. 

Les fonctions A~'(x~'~ w~) sont ddfinies d~ns un  domuine U • W o~ U est un  ouver t  
de/~4 conten~nt  Porigine 0, et  W est un ouvert  de /~"  contenunt  Porigine. 

- - L e s  fonctions ]~(x ~, w~, w~) sont dSfinies duns un domuine U•215 off W ~ 
es t :un  domuine de R ~. contenunt  l'origine. 

- -V(x~,  w~)~ U• les A~'(x~', w~) d~finissent une forme quudrutique de signs- 
tu re  --  -- ~ -k, A ~  0, et  A " ~  0. 

b) ~Propridtds de ddrivation. 

Les A ;'~ et les I~ ont  des ddriv~es J uu sens des distributions - -  j u squ~  l 'ordre t 
qai sont des fonctions. 

t ~ 6  (ce nombre  6 correspondunt ~ lu dimension, 4~ de Pespuce off nous aous 
plugons). 

Les A~'~ ]~ et leurs ddrivdes jusqu'~ l 'ordre t, sont telles que: Sup ID~A~Z(x~ w~) I 
WsEIY 

es~ une fonction localement de curr~-intdgrub1% pour  tou t  indice de d~rivutioa 
par  rappor t  aux variables x ~ et w~ tel  que ]~]~$. 

Sup [D~/(x, w~, w~)[ est loculement de curr~ intdgTable pour  tou t  indice de d~- 
w~W 
ws~EW' 

ri~-ution ~ par  rappor t  uux variables x ~, w~, w~, tel  que ]aI<t. 

c) Cono~de caractdristique Co. 

Co est le demi-conoide de sommet 0, orient~ vers les x 4 positffs. Oa suppose 
quail a pour  ~quution: x d :  S(x~), i ~- 1, ..., 3. 0 4t~nt le sommet da  conoide 
S(0) ~ 0 et  S(x') ~> 0: 

- S est d~finie duns un voisinuge ou~ert  ~U de 0 duns /~3; 
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- S es~ continue duns qY; 

- ~ est de classe r duns r 

- -  Co 6tant  une hypersurface caruct@istique pour le probl~me de Cuuchy $ don- 
n6es hullos, S v@ifie l~6quar 

~S 
A ~ +  2A~q~+ A~q~q~=- 0 ,  eu posan~ q~-- 8x ~ , 

off les A ~" son~ pris pour  les arguments x~ = S(x~), e~ w~ ~ O. 

- -  I1 existe o0 > 0, tel  que lc domaine: Yo = {x~lS(x ~) <~x~<Oo} soit contcnu duns U. 

d) Donndes nuZles jusqu'~ l'or&'e t. 

On suppose que: 

I)~i~(x~, S(xq; o; o) = o pour 0 < / ~ < t - - 1  et  (x * ) e ~ .  

2. - Le Th~or~me d'exis tence  et unicit6 pour le  probl~me de Cauchy h donn~es 

nulles. 

T~OB~4:u. - Zes hypotheses dtant celles du w 1, il existe o~ > 0 7 tel que Vo < o~, 
le syst~me d' dquations : 

(~)  A~(x% u~)D~,u~ + ]~(x ~, u~, D~u~) = 0 

a une solution unique (u~) telle que: 

- -  (u~) est dd]inie duns re domaine Y--~ (x~IS(x~)<~xd<o} et u~eHt+:(:Y); 

sur Co, D~u~= 0 pour O<~k<t. 

(H~(:Y) d6signe l'esp~ce des fonctions d6finies sur Y, ~y~nt des d6riv6es jusqu 'a  

l 'ordre m qui sont des fonctions de carr6 int6gr~ble, muni de la norme:  

F 

:D]~O:NSTI~ATION. -- :Elle r6sulte des deux lemmes suivan~s, que d6montre :Leruy 
duns le cas off :Y est une bande 0 ~<x~< o7 et  qui res tent  ~rais duns le cas off :Y 
est le dom~ine S(~)~<xd< o. Ce dom~ine :Y 6t~nt born6~ les hypotheses de locale 

sommabilit6 6nonc6cs au w 1 b) soar suffisantes. 
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:LElVY~E 1. -- Soit l'dquation: 

(2) A~'(x )D;, u - =  w 

o~ les A ~ sont dd]inies dans un  voisinage ouvert U de l'origine dans _~ et ded]inissent 

une ]orme quadratique de signature --  --  --  + ,  A ~ >  0 et 

A~*< 0; et A~ '~H~oo(U) ,  t > 6  . 

- -  Soit Co, le COhOS'de caractdristique de sommet 0, d'dquation x ~ :  S(x~), o~'e S est 

dd]ini sur un  voisinage "U de 0 dans R3~ coutinu dans r et de classe C ~ darts "15 - -  (0}. 

- -  ~qoit (~o > O, un  hombre tel que ~e domaine Yo = (x~[S(x~) < x~ < ~o) soit eontenu 

darts U. 

1) Soit w une ]onetion dd/inie sur Y - ~  ( x ~ l S ( x i ) < x ~ <  (rl} , o<(ro, w c H~(~r); sur 

Co, w = O. Alors l'dquation (2) a une solution unique u telle que: u e H ~ ( Y )  

et sur Co~ u : O et Dau = O. 

2) Si  en outre, w ~ H t ( X )  et si sur Co~ D~w ---- O~ 0 < k < t - -  1~ alors la solution u 

est telle que: 

- -  u e H * + ~ ( : Y ) ;  

- -  sur Co, D~u = O~ 0 < k < t ;  

- -  il existe des eonstantes o~ et (/o, ne ddpendant que des bornes des A ~'~ et de leurs 

ddrivdes~ ~elles que pour  a<~'o, 

Lu d6monstration est lu m4me que celle de Leruy~ en remurquunt que puisque Co 
est c~ract6ris~ique, d~ns 1~ v~ri6t6 ~2---- {x4< ~}, l'6mission de :Y est 6g~le ~ ~Y; 
et que les propri6t6s de r~gu]~rit6 de S suffisent ~ entrainer que si w ~ Hi(Y) et si 
sur Co, 1)~w----0, 0 < k < t - - 1 ,  alors le prolongement ~ de w par 0 duns zQ-- Y 
app~rtiellt ~ H'(~2). 

LE~zvl_r~ 2. - Les hypotheses grant celles du w 1, soit le syst~me d'dquations: 

(3) A~'(x ~, v.)l)~.u~ + ?~(x ~, v,, D~v,) = 0 

v ~ e H ' + l ( : 0 ,  s = 1, . . . ,  n, y =  {x~lS(x')<x~< ~),  

et--sur Co~ D~v~-~ 0 pour  O < k < t .  

! 

~7 ~ (~o 

2 - A n n a l i  d i  M a t e m a t i c a  
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I1 existe des constantes ~o,Y~, ~ >  O, telles que pour: 

l[v~]l~,+,(r)<ro, s = 1, ..., n ,  

l'dquatlon (3) a une solution et une seule (ur), telle que: 

- -  u~eHt+~(Y), r = 1, ..., n 

- -  sur Co, D~u ,=  O, O < k < t  

et si u et u* sont les solutions eorrespondant c~ v et v*, on a: 

Ilu - sup II ,- 

Ce lemme 2 est une cons6quence du lemme 1, les hypotheses entra tnunt  que les 
fonctions Aa"[x ~, %(x~)] et  /,.[x~, v~(x~), D,%(x~)], v6rifient les hypotheses du lemme 1 

! 
pourvu que I[%l]n,+~(r)<7o, et, sous cette condition, les constantes ~ et  % du lemme 1 
peuvent  6tre choisies ind6pendantes des v,. 

Du lemme 2, Leruy d6duit le th6or~me sous la forme suiv~nt% uu peu plus 
restr ict ive q u i n t  ~ l 'unieit6 que P6nonc6 donn6 ci-dessus: 

il existe ~ >  0, tel  que Va<a~, le syst~me (E~) ~ une solution unique (u~) 
telle que: 

- -  u~ est d6finie sur Y; 

sur Co, / )~u~= 0 pour  O<k<t .  

Mais on peut  enlever la condition Ilu~IIH,§ par  le r~isonnement suivant:  
Lu part ie  (~ existence ~> du th6or~me ei-dessus, entralne que sur Y, le syst~me 

(Er) a une solution (u~) telle que l]%]lH,+.(y)<~o, et  sur Co, D ~ % =  0, 0< /~< t .  Soit u* 
une autre solution de (Er), d6finie sur :Y, telle que sur Co, D~u, ~- O, et telle seule- 
merit que u*eHt+~(Y). On peut  t rouver  a ' <  a, tel  que sur :Y'= (x~lS(xO<x4<a '} 

Ilu: 

D6signons par  a* 1~ borne sup6rieure des a' tels que (4). 
L~ p~rtie ~( unicit6 ~) du th6or~me ci-dessus entraine que sur :Y*= (x~lS(xO< 

< x 4 <  a*}, u ~ :  u~, donc IIu,.llw+l(y,)<7o. Si on avait  a * <  a, on pourrai t  t rouver  
.r 

d ' >  a*, tel  que []u~IIH,+~(y,,)< 70, d'ofi a* = a. 
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B) CONDITIONS P O U ~  UI~ PI~OBLEME DE CAUCHY 

BIEi~I 1)OS]~ SUR UN CONOIDE CAI~ACT]~I~ISTIQUE 

Dans cette partie, nous montrons que, moycnn~nt des hypotheses de diff6ren- 
tiabilit6 convenables sur les A ~'z, ]~, ~ ,  et moyennunt des conditions coneernunt 
les vuleurs au point 0 de ces fonctions et de leurs d6riv@es, les solutions q -~ 1 lois 
d6rivubles du probl@me de C~uchy sur le conoide car~ct6ristique r d6fini p~r ( A ~  
]~, ~ ) ,  ont routes leurs d6riv6es jusqu's rordre q d6termin6es de f~om unique sat 
le cono~de ~o. 

Plan de vette pattie. 

I. Conoides c~r~ct~ristiques. 

II.  D6terminution des d6riv6es premieres. 

III. D6termination des d6riv6es d'ordre plus 61ev6. 

I. Conoides caract6ristiques. 

D~ns ce chupitre nous pr6cisons les propri6t6s des fonctions qui serviront ~ re- 
pr6senter le cono~de Co en fonction des donn6es A ~, ~ .  D~ns un premier p~r~gr~phe 
nous rappelons les r6sult~ts obtenus d~ns le c~s des ~quutions lin~aires [3], [4:]. 

1. - Conoide caract6ristique d'6quation lin6aires. 

i~ous consid6rons ici des 6quutions lin6uires du type 

A~(x~) ~ § h = o 

et nous r~ppelons, en les g6ndrnlisant, tes r6sult~ts obtenus dans [3], [4], [5]. 

HYPOTH]~SE A~ (i0~2). - Les ]onctions A~(x~)~ ~, ~,# • 1, ..., 4, SOq~t dd]inies 
darts un ouvert U de l~ 4 contenant le point 0 (x~-~ 0). 

Darts U, la ]orme quadratique A ; ' x ~ x ,  est ddfinie, a u n e  signature ~ - - - - - - - ;  
~ 4 4 ~  O, ~ i ~ <  O, i -~ 1~ ...~ 3. 

Darts U~ les ]onetions A ~ sont de classe C ~, ~ > 2. 
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Consdquences de A~. 

(1) 

a) Les bandes caract6ristiques de l'6quation 

.F(x~,, qj) - - ~ 4  + 2.~q~ + .~q~qj = O; ~S 
- - - - -  x ' =  S(x~) 

q~-- ~x ~, 

issues du point 0, sont solutions du systSme int6gral 

(2) 
x ~ = f ~ ( x , ,  qj) d ~  

0 

0 

~,(x., q~) = ~ ~ - ~ -  

ofi les qO sont choisis de fagon que 

(3) P(o ,  q~) = o .  

Le syst~me (2) a u n c  solution x~(,~l, qO), q~(21, qO), form6e de fonctions qui sont 
p -  I lois d6rivables par rapport aux qO et a fortiori par rapport ~ l'ensemble des 
variables 21, qO. 

Cette solution eat d6finie duns le produit d'un voisinage de ),1 = 0 et d'un voi- 
sinage dana R 3 de l'ensemblc des qO v6rifiant (3). 

Nous nous limitons au domaine AI~>0, ou xd~>0. 

b) Pour simplifier l'6tude du conoide au voisinage de 0, nous faisons en plus 
de l'hypoth~se A, l'hypoth~se B suivante, qui peut toujours 6tre v6rifi6e moyennant 
un ehangement de variables lin6aires. 

HVPOTm~SE B. 

. ~ ( o )  = 1 ,  _~-(o) = o ,  .~ , (o)  = - ~ r  

Co~sdquenees de A~ et B: 

a) la. condition ~v(0, qO) = 0 s'6crit 

8 

Z (qO)2 = 1 .  
i = 1  
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On peut  repgrer les bicuruct6ristiques issues de 0 uu moyen  de eoordonn6es sph6ri- 
ques 2~, 23, telles que: 

(5) 

qO = sin 2~ cos 2a, 

q] = sin 42 sin 2a, 

q] = cos 2~. 

Compte tenu de (5) lu solution x~(21, qO) de (2) d6finit des fonctions x~(2~, 2~, ha) 
qui sont une repr6sentation purum6trique de r 

fl) I1 existe un domuine (r de Co, d6fini par  une condition 

0 < 4 1 <  ~(2~, 2a) 

(o~ ~o est str ictement positive et continue) 

qui ne contient pus d 'autre  point  singulier de eo que 0. 
Sur (Co) lcs fonctions #(21, 42, 23) peuvcnt  gtre r6solues en 41, 2~, 2a et (Co) admet  

nne repr6sentution par  une 6quution 

X 4 = S ( Z  i) 

off S u les proprigt6s suivantes: 

- -  N e s t  d6finie duns un voisinuge ~ de 0 duns R s e t  y est continue; 

- -  S est p lois d6rivable saul au point  O. 

8S 
- -  = m 

~X i q i  �9 

y) Au voisinuge de 0, lcs fonctions x'(21, q~) et q~(21, q~) admet ten t  des d6ve- 
loppements limit6s de lu forme: 

(6) 

2)+1 

Ck(q~) 21 "t- 0(2~ +1) , 

= D~,~(qj)21 + 0(2[) .  
k = 0  

L e s  ~ 0 0 0 Ck(qJ),/)r sont des polynomes par  rapport  ~ux q~. (On a: r = - ~o 
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D4signons par ~(~) l 'ensemble des hombres 

D~A~(O), pour 2 , / t  = 1, ..., 4, ~ = (~1, ..., ~,), 1~[</. 

Les C~ sont aussi des polynomes par rapport  aux ~(~-1). 

Les D~,~ sont aussi des polynomes par rapport  aux ~ ) .  

Les d4riv4es des fonctions x~(2~, qO), qr qO) par rapport  aux variables 2~, qO 
admet ten t  aussi des dTveloppements limit4s en 21 dont  la partie rTguli~re s 'obtient 
part ir  de (6) par dTrivation terme s terme. 

~) Sur (Co), les fonctions 2~(xJ), q~(x ~) qui expriment les valeurs des paramg- 
tres 2~, q~ en fonction des coordonnTes x ~ des points de (C0) sont p -- 1 lois dTriva- 
bles, saul en 0. 

Au voisinage de 0, ces fonctions admet tent  des dTveloppements limitTs en frac- 
tions rationnelles homog~nes (]rh) de x ~, s, dont  le d4nominateur est une puissance 

de ~, ~'; ~ = V~(~ ' )~ ,  i = ~, . . . ,  3 

~ + l  

2~(x~) = s + ~, A~ + o(s~+~) , 
k = 2  

(7) x~ , 
q~(x ~) . . . .  t- Y_, Q, .~§ o(s~). 

8 k = l  

- -  Les A~, Q~,~ sont des ]rh de d~ en x ~, s; de dTnominateur s ". 

- -  Les A~ sont aussi des polynomes par rapport  aux Z ~-~). 

- -  Les Q~, sont aussi des polynomes par rapport  aux z~ (~). 

Les d4riv4es des fonctions 2~(xJ), q~ admet tent  aussi des d4veloppements 
limit4s en ]rh de x ~, s dont la partie rTguli~re s 'obtient ~ partir  de (7) par d4rivation 
terme ~ terme. 

Bien entendu, les d4rivTes des fonetions 21(xJ), q~ ne sont pas continues ni 
m6me born4es an voisinage de 0: spit v l'indice de d4rivation, D'21 ~ un 44velop- 
pement  limit6 dont le premier terme est de degr4 -- Iv[ -{- 1. 

v 0 D q~ a un d6veloppement limit4 dont le premier terme est de 4egr4 -- Iv I. 

z) La  fonction 

~(x ' )  = x~[~,(x~), q~(x~)] 

admet  aussi un 46veloppement limit4 en /rh 4e x ~, s: 
~ + 1  

(s) S(z~) = s + ~ ~ + o(s~+~) 
k = l  

0~ S~ est nne [rh de degr6 k e n  x~ 7 s et est nn polynome en Z (~-1), 
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Les derivees de E admet tent  aussi des developpements en /rh de x ~, s dont la 
partie reguli~re s 'obtient ~ partir  de (8) par derivation terme ~ terme. 

On aura en partieulier: 

~S x ~ 
--q~ = Ox ~ s § K s  K bornes .  

(9) ~q~ ~2 S ~i~ x i x  ~ 
§  

~x~ ~x ~ ~x~ -- s s ~ 

~EYIAI~QUES: 

t temarque 1. Nous aurons ~ eonsiderer des fonetions g definies sur (Co). Nous 
utiliserons tan t6 t  la representation paramfitrique de (eo) au moyen des x ~ t an t6 t  
la representation param4trique au moyen des 2~, 2~, ha. 

En  posant:  

g ( ~ ,  qO) = g[x~(~, q~)] 

3 

on peut  toujours supposer que g(2~, q~) est definie non seulement pour ~ (q~)~= !,  

mais dans un voisinage de la sphgre unit6 comme les fonctions x~(Z~, qO) (cf. w a)). 
Cela facilite l '~tude 4es deriv4es de g. 

Remarque  2. Nous aurons aussi ~ considerer des developpements limites de ees 
ionctions au voisinage de 0. Nous utiliserons soit des developpements limitgs ea 2~ 
dont  les coefficients sont des polynomes en q~, soit des d~veloppements limites en 
]rh de x i, s. 

Les developpements limitSs (6) et (7) permet tent  de passer de l 'un ~ l 'autre. 
Par  exemple, les 46veloppements en ).~ des fonctions 

S, ~x~, Ox ~ ~xJ 

commeneeront par:  

(10) 

S -= ,~ § . . . ,  

~q~__ ~2 S __ d~ q~qjO o 

~x~ ~x ~ ~xJ ~ 
- -  + . . . .  

l~emarque 3. 
du type:  

Si une fonetion g definie sur (Co) admet un d6veloppement limit6 

kl 
g(Xl, qO) o /; o(~,) = ~ g~(q~) ~1 § 

/;=/co 
(off ko entier, 1)eut gtre neg'atif), 
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et si ses d6riv6es par rapport  aux q admet tent  aussi des d6veloppements limit6s, 
on obtient eeux-ei I)ar d6rivation terme $ terme. 

I1 en r6sulte que les d6riv6es de g par rapport  aux qO out une partie principale 
en 2~ qui est 4'ordre sup6rieur ou 6gal ~ ko. 

2. - Donn~es de Cauehy sur un  conoide caraet~risfique pour les ~quations ( E ) .  

Lee donn~es sont constitutes toar les fonetions 

A~'(x~w~), /~(x ~,w.,wo~), ~ ( x ~ ) .  

Pour appliquer les r6sultats du w 1 nous posons 

~ , ( x  ~) = A~[x ~, ~(x~)]. 

Nous ferons les hypotheses suivantes: 

ttYPOTn~SES ~ (p>2) .  - Zes A ~ ( x  ~, w~) sont dd]inis dans un domaine U•  W, 

o~ U est un ouvert de t~ 4 contenant O, o~ W e s t  un ouvert de ~% 

Dane U •  lee A ~'" dd]inissent une /orme quadratique dd]inie de signature 

- - - - - - ~  A4~> 0, A ~ <  0 (i = 1, ..., 3), dans U x W  lee A ~" sont de elasse C'. 

I I  existe un point (a~) e W tel que 

A 4 ~ ( 0 ; a , ) = l ,  A ' ~ ( 0 ; a ~ ) = 0 ,  A " ( 0 ; a ~ ) = - - ~ .  

(Bien entendu, par un  changement de v~riables lin4aire, on peut toujours s'~r- 
ranger pour que cette derniSre hypoth@se soit v4rifi4e en an  point quelconque de W.) 

HYPOTHI~SE fl~ (p > 0). -- Zes ]onctions ]~(x ~, w~, w~) sont dd]inies dans le domaine 

U • W • W'  oi~ W'  est un ouvert de t~ 4~. 
Dane ce domaine les ]~ sont de classe C~ ; st p -= O, les /~ sont lipsehitziennes par rap- 

port a ~  ~)sv" 

ttYPOTt~SE y~ (p>2) .  - Zes ~ ( x  ~) sont dd/inies dane U et it valeurs dane W. 

_Lee @~(x ~) sont de elasse C ~ 

~(0 )  = a, 

le point a,r~ ' -= (~/3x~)(0)  appartient d~ W'.  

Lee hypothSses ~ et y~ (p>2) ,  entrainent que les 

~ . ( x  ~) = A~[x~; ~(x~)] 

v6rifient lee hypoth6ses A~ et B du w 1. 
La partie de conoide car~ct@ristique (Co) qui porte les donn6es de C~uchy est 

d@finie eomme ~u w 1 ~ partir  de ces fonctions A~(x~). 
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~ O T A T I O N S  : 

- -  ~ous  d6sigrrerons p~r A(~)~ l~ensemble des rrombres 

~A~ 
D~D~A~"(O, a~) = (~x~)~ ~ ...l (~z ' )~(~w~) ~ . . .  (~w~) TM (o, a~) ,  

fi = (fi~, . . . ,  ~ ,) ,  ~ = ( ~ ,  . . . ,  ~ )  

pour o <  I#l § I~l<Z. 
~ous  d6sigaerorrs p~r a (~) l 'ensemble des nombres 

a , ~ = / ) ~ , ( 0 ) ,  a = ( a ~ , . . . , ~ , ) ,  pour 0 < [ a I < /  

lea X (*) sont donc des polynomes des A (*) et des a (*). 

~ous  ddsignerorrs par ](*) l 'ensemble des d6riv6es jusqu'~ l 'ordre I p~r rapport  
r leurs vuriub]es des fonetions ], uu point (0; a,; a,~). 

Si g(x~) est une fonctiorr d6finie duns nn voisinuge de 0 duns R ~, nous d6signerorrs 
p~r [g] 1~ restriction de g ~ (Co) et pgr g(~) l 'ensemble des d6riv6es de g au point 0 
jusqu'g l 'ordre l: 

g">= {D~g(O)} pour 0 < I ~ I < Z .  

Si les hypotheses ~ et y~ sorrt v6rifi6es, et si g est m lois diff6rerrtiuble, m < p -  1~ 
[g] est m fois diff6renti~ble duns (Co) -  0. 

Au voisinage de 0, g admet des d6veloppements timit6s 

~ i (11) [g] = ~_,g~(q~) .~ + o(,~ ~) = G~ + o(s ~) 
k = 0  k = 0  

o6 g~ est un polynome en qO et un polynome en A (~-~), a(~-~)~ g(k) oh G~ est urre ]rh 
de d~ err x ~, s e t  rrrr polynome ea A(~-~)~ a(k-~)~ g(k); les D~[g] ~dmettent  aussi des 
d6veloppements limit6s en ~ et err ]rh de x~ s ~ l~ordre m -  lul. 

On aur~ e~ purticu]ier pour ~ = [~]  et ses d6riv6es~ des d6veloppements limi- 
t6s commerrgarrt airrsi: 

(12) ~ ,  x ~ 
- -  a r i - -  ara  q i -~- . . .  

~2qD ~ [5~j x~x! ~ ~ _ q O q ~  

~x~ ~x~ - a~ ~ -~ s~ I § . . . .  a~ ~ 
- -  + ... 

et de m6me: 

[ A i J ]  =-  _ ~ § . . . .  
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i I .  

On pose 

D6termination des  d6r iv6es  premieres. 

Z,  = [ / h ~ , ]  �9 

w 1. D6terminution des Z~. 

w 2. D6riv6es des Z~. 

w 3. D6veloppements limit6s des Z,. 

w 4. Ir des Z~ en 0 et d6termin~tion des d6riv6es suceessives. 

w 5. Condition pour ussurer 1~ r6gularit6 des Z~. 

1. - D~terminat ion  des ~ .  

Tn-~om~E. - Si  les A ~,/ , .  w~ v&i/ient les hypotheses ~2, rio, Y~, il existe un do- 
maine (C~)c (Co), voisinage de 0 sur Co~ sur lequel sont ddtermindes de fafon unique 

les ddrivdes D4w~ des ]onctions w~ 

- -  qui sur (C'o) prennent les valeurs [~] ;  

- -  qui sur (C'o)- 0 ont des d&ivdes 1 ~ continues et borndes, des d&ivdes secondes 
continues) et v&i]ient les dquations (E~). 

Zes [D4w,] sont continues au point 0 et y prennent les valeurs Da~,(O). 

D]~MONSTRATION. -- O n  p o s e  

Sur (Co), les 6quations (Er) peuvent s'6crire: 

(1) 2 ~ + [A'~q ~ .  Zr + [n"]  ~ + [1~] = 0 

�9 (1) est un syst6me diff6rentiel p~r r~pport ~ux Z, sur cheque bic~raet6ristique de r 
[, est g prendre pour les ~rguments: 

x ~ = x ~ ( ~ ,  qO) 

w~ = % ( ~ ,  q~) 

r --= Zs  

[/~] est done une fonction continue de 2~ et des Z~, lipsehitzienne p~r r~pport ~ux Z~. 
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Les fonctions [A{~](~q{/~x ~) et [A~](8~fl(Sx{ 8xP) ne sont pas born6es an voisi- 
nage de 0. 

Compte tenu des d6ve]oppements limit6s (I, 10; I, 12) on pent @crire 

~ .  2 
[A'] = -- § q(h, qD 

A 

[AO] ~q~, 2a,~ 
~x ~ ~x~ -- A ~- 5'(~ ' q?) 

off q(2~, qO) et ~ ( ~ ,  qO) sont des fonctions continues born~es quart4 ~ - +  0. 
En posant 

! 

X~. : Z r - -  at4 

les ~quutions (1) peuvent s'~crirc: 

(~) ~z: ~_ ~ o 

(3) g ,=  ~{q( x, q?)(Z',+ a,,) 4- c5:(~l~, q~) 4- [1,]} 

Les solutions born~es de (2) v@rifient le syst~me integral: 
,h 

(~) , 1 [ _  

o 

Les g, 4rant continues en ~, et lipschitziennes par rapport aux Z] le syst~me int6- 
gral (4) a u n e  solution et une seule qui soit bornSe au voisinage 4e )~----0. Pour 
~---- 0, Z',---- 0 done X , -  a,~. 

Cette solution peut 8tre prolong~e sur chaque bicaract4ristique t~nt que le point 
(~ , /~x  ~ 4- q*z,, Z,) ne sort pas de W ~, ce qui d4finit le domaine (C~) r (r de projec- 
tion ID'r ID sur l'espace des x t  

2.  - D~riv@es d e s  Z~. 

Si les g~ sont de classe C ~, on peut montrer, par un raisonnement analogue g celui 
qne l'on fair pour les 6quations diff6rentielles ordinaires d6pendant de param~tres [7], 
que les fonctions X'~(),~, q~), solutions de (4) sont de classe C r, et que leto's d6riv6es 
par rapport aux q~ v6rifient les 6quations int6grales d6riv6es. 

On obtient ainsi le r6sultat suivant: 

TIn'On,ME. - Si les A ~, ],, ~, vdri]ient les hypotheses ~ ,  fl~_~, ~ ,  les ]onctio~s Z, 
o,~t des ddrivdes ( p -  2) ~8 continues par rapport ~ l'ensemble de leurs variables sur 
(c'~)- 0, 
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3.  - D6ve loppements  l imit6s  des %~ et de leurs  d6riv6es. 

Des 6qnations int6grales (4) v6rifi6es par les %~, on d64uit l 'existence de d6velop- 
pements limit6s en 2~ pour les fonetions g~. 

En  proc6dan~ de m6me pour les d6riv6es des Z~, on d6montre Uexistenee de d6ve 
loppements limit6s en i~ pour les d6riv6es des fonctions Zr. 

De fagon pr6cise, on a l e  r6sultat suivsnt:  

T ~ O ~ f E .  - Si  les A ~, f~, ~ vdri]ient les hypothbses :r fl~_~, y~, les fonctions Z, 
admettent des ddveloppements limitds de la ]orme 

9--1 

(5) z~ = a,~ + ~ x~z~ + o(~ -~) 
/c=1 

X~ est polynome en qO 

etes t  aussi ~n polynome par rapport a~x A (~-a), ](~-~), a (k+~). 
Les ddrivdes des g~ admettent a~ssi des ddveloppements limitds dont la part@ rdg~- 

li~re est Ia ddrivde de la partie rdgglikre de (5). 

Bien entendu, conform6ment s ls remarque 2 du chapitre I, w 1, ;/~ ~4mettr~ 
aussi des d6veloppements limit6s en /rh de x ~, s. Et  on obtiendra les d6veloppe- 
ments limit6s des D ~ %~ par d6rivation terme ~ ~erme de ces d6veloppements limit6s. 

4.  - R6gular i t f fdes  g~ en  0 et  d6terminat ion  des  d6riv6es success ives .  
5~ 

~v~2)= [D2%] est d6termin6 par un syst~me diff6rentiel sur chsque bicaract6- 

ristique: 

~2"/r  ~o'2 ~q' ~ ) +  [A"] ~ + h~ = O. (6) 2 ~ -}- [A ij] ~ ex cx 

On peut refaire pour le syst~me (6) le raisonnement fair pour le syst6me (1) et 
montrer  qu'il a sur chuque bicaract6ristique une seule solution born6e. 

Ls  seule difi6renee est que, ici nous savons seulement que g~ admet un d6velop- 
pement_limit6 qui commence ainsi: 

%~---- a~ q- Hl q- ... , Hl /rh de x~, s de d~ 

donc 

~x ~ ~x~ "'" ' 

L_I frh de d ~ en x ~, s. 
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done 

Ox ~ ~x~ ,~ ~- "'" 

oh. c(q ~ n'est  pus nScessuirement une constunte. 
On trouveru done une fonetion ~o) bornSe~ qui sur lu bicuruet@ristique do pars- 

_ _  1 0 m~tres qO tendru vers ~e(q~) quund 2~--> 0. 
~f~e) ne sera done pas q~dcessairement continue en 0 et ~e) uuru un d@veloppement 

limit4 eommengant uinsi 

(7) ~ ) =  -~o + ... 

-~o: ]rh de d~ en x~,s, do dSnominuteur s~,Fo n'~tunt pus n~eessuirement une 
constunte. 

Oa ne pourru pus en g~ndrul continuer et ddterminer des F~) bornds, car duns 
le syst~me 4iffdrentiel v~rifi~ par les F~) figure le terme 

et compte tenu do (7), on uuru: 

8x ~ ~xJ --  G_~ + ... 

G_~ ]rh de d ~  en x ~ s  et ~ ~- (2) [A ](~ % /(~x ~x~)) se comporteru en 1 / ~  ~u voisi- 
nage de 0. 

Cette difficult4 no se prSsenter~ pas si H~ est do 1~ forme 

3 

tt~= ~ b~x~ + bds 
i=1  

e'est-~-dire si Z~ est lu restriction ~ (r d 'une fonction diffSrentiuble en 0. 
Pour pouvoir d~terminer des ~2) continues en 0 ou des ~8) born~es, il convient 

done &imposer uux donn~es des conditions qui ussurent ]u r~gulurit~ des Z~. 
Do m~me, on ne pourru dSterminer des ~8) continus ea 0 ou des yJ~)bornSs que 

si ]es ~r gout lu restriction ~ (C~) de fonetions diff6rentiubles ea 0, ce qui impose des 
conditions suppl6mentuires pour les donn~es. 

E t  uinsi do suite. 
L 'objeet  du th~or~me suivunt est de donner des conditions qui ussurent lu r~- 

gulurit5 des Z~. 
Ges conditions portent  uniquement  sur 1s vuleur s l'origine des fonctions A~'~ 

]~, ~ et de leurs d~rivSes, ou plus pr~cis~ment- 

vuleurs au point 0 pour les ~r et leurs dSrivSes; 

vuleurs uu point (0; a~) pour lea A ~" et leurs d~riv~es; 

valeurs au point (0; a~ a~) pour les f~ et leurs d~riv~es. 
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5. - Condition pour assurer la r~gularit6 des g~. 

Tm~o~g~m. - Si les A~g,],, ~ ,  vdri]ient les hypotheses a~, fl,_~, ~ ,  si lea A (q-2), 
](~-2) a(q), q<p,  sont tels q~e les dquations (E,) sont vdrifides au point 0 ainsi que les 
dqq~ations ddrivdes jq~squ'd l'ordre q -  2, alors la pattie rdguli~re du ddveloppement li- 
mitd de 9~, fltsqu'd l'ordre q -  1 est dgale ~celle de [D,@,]. 

R~A~Qv~.  - I1 y a 6galit6 aussi bien pour le d6veloppement en ~ que pour le 
d6veloppement en frh de x ~, s. 

D~o~smlc~m~o~. - On consid~re le probl~me de Cauchy a.nalytique suivant off 
les donn6es de Cuuchy sont port6es par x~= 0: 

~ 2 W  r ~ 

zI~(x ~, w,) ~x-~x" -4- ],(x~, w~, w,~) = o 

w~(x*, o) = 4~(x*) 

~), 
- ~  (x*, o) = ~,(x ~) 

011 : 

Les ~, sont analytiqucs au voisinage de 0 et leurs d6riv6es en 0 jusqu'~ l'ordre q 
coincident avcc celles des @,(x *, 0). 

Lea ~, sont analytiques au voisinage de 0 et 1ears d6riv6es en 0 jusqu'~ l'ordre 
q -  1 coincident avee celles des D~@~(x ~, 0). 

Les _~" sont analytiques au voisin~ge du point (0, a,) et 1curs d6riv6es en ce point 
jusqu'~ l'ordre q -  2 coincident avec ce]les des A ~. 

Lea ], sont analytiqucs an voisinage du point (0, a,, ar~ ) et leurs d6riv6es en ce 
point jusqu's l'ordro q -  2 coincident avec celles des I,. 

Le Th6or~me de Canchy-Kovalewska entraine que ce probl~me a une solutioa 
analytique @, d6finie da.ns un voisinage de 0. 

L'hypoth~se que les A (q-2), ](a-2)  a(a)u les 6qu~tions (E,) et routes les 4qua- 
tions d6riv6es jusq's l'ordre q -  2, entraine que les 46rivdes des ~,  uu point 0 jusqu's 
l'ordre q, coincident uvcc eelles des ~, .  

On consid~re maintenant lc probl~me de Cauchy sur un conoide curact@istique 
ddfini par lea donndes .~z, ],, @,. I1 admet 6videment une solution: ~,.  

Les thdor6mes des w 1, 2, 3, de ce chapitr~ s'appliquent ~ ce probl6me de C~uehy. 
~qous d6signerons par ~(t), ](~), 5r les ensembles de hombres d6finis en I~ w 2, 

correspondant s cos noavelles donn6es de Cauchy, ~; ' ' , f , ,  ~ .  On ~ donc: 

(8) X(~-2)_ A(~-~), ](~-2)_ #o-:),  ~(~)_ a(~) 
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le th~or~me du w 3 montre que: 

q--1 

2,  = + X (q ~ + . 

Et, ~ cause de (8), lu p~rtie r~guli~re de ce d6veloppement limit4 coincide ~vee 
ceile de g~. 

D'uutre purt, compte tenu de I - -  11~ ~ = [ D ~ ]  udmet un d~veloppcment li- 
mit~ qui peut s'4crire 

q--1 
0 . o ( ~ r  

k = O  

compte tenu de 5(a)= a (q), on a aussi (Da~r) (a-l)= (Dtwr) (a-l). 
Donc la partie r6guli6re du d6veloppement de ~ ~ l'ordre q -  1 coincide ~vee 

celle de [D~r 
I1 en r6sulte l'6galit6 des p~rties r6guli6res jusqu'~ l'ordre q -  I des d6veloppe- 

ments limit6s de Z~ et de [D~,] .  

III. DStermination des d~rivSes d'ordre plus ~lev~. 

T n ~ Z O ~ E  : 

I. Si les A~', ]~, ~ vdrifient les hypotheses ~ ,  fl~-2, 7~ (p~2),  si les A (a-s), ](a-s) 
a (~-~), (2q<p), vdri]ient au point 0 les dquations (E~) et toutes les dquations ddrivdes 
jusqu'5 Pordre q -- 3~ alors sont ddtermindes de fagon unique sur (C'o) les ddrivdes jusqu'~ 
l'ordre q des ]onetions w~ telles que: 

f 
- -  Les w, sont dd]inies darts un voisinage de (C~) ou dans u~ domaine ayant C o 

pour ]ronti~re. 

- -  Dans ee domaine les w~ ont des ddrivdes jusqu'd l'ordre q + 1 qui sont des 
]onetions loealement sommables et y vdrifient les dquatioq~s (E~). 

- -  Sur (Co)-  {0} elles ont des ddrivdes jusqu'~ t'ordre q qui sont born~es. 

- -  Sur (C'o) , elles prennent les valeurs ~ = [~,.]. 

f 
Si l'on pose F~)= [1)~%], restriction de D4w ~ ~ (Co) , l < / < q  les ]onctions ~o 

sont de classe C ~-2~ sur (C~)-- {0}: 

les ~ )  admettent des ddveloppements limitds au voisinage de 0 en 21 ou e~ ].r.h. de 
x ~, s jusqu'd l'ordre p -  l, et leurs ddrivdes admettent les ddvdoppeme~ts limitds 
ddrivds ; 
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- -  ~a pattie rdguli~re du ddveloppement limitd do y~) co~'ncide avee celle de [D]~,] 
jusqu'h l'ordre q -  1 -  1. 

II. Si en outre, les A (a-2), ](q--2) a(q) vdri]ient a~ point 0 les dquations ddrivdes des 
(E~) ~ l~ordre q - - 2 ,  alors il y a coincidence des ddveloppements limitds de y~(z) et de 

[ D ~ ]  jusqu'h l'ordre q -  1. 

Lu dSmonstr~tiou se f~it par une pseudo-r~eurrence sur l, 2 < l < q .  
Pour lu~partie I I  du th4or~me~elle repose sur le lemme suiwnt :  

L E ~ E  A . -  Sous les hypotheses de la pattie I I  du thdor~me. (Hypoth~se de 

rdcurrenee) : 

o:) si sont ddtermindes de ]aport unique sur (C~o) les ddrivdes jusqu'd~ l'ordre l -  1, 
2 < l < q ,  des solutions du probl~me de Cauchy dd]ini par A ~,  ]~, ~ ,  qui ont des ddri- 
vdes (1--1)-es-eontinues et borndes sur (C~o)--0; 

fl) si les ~f~)-= [D~%], m < l - -  1, ont des ddrivdes continues sur ( C ~ ) -  0 jusqu'h 

l'ordre p -  2m; 

y) si les ~o~ ~), r e < l - -  1, admettent des ddveloppements limitds de ta ]orme: 

.~(~) - -  ~(~) ~ . i _  - X ~  
k=O 

oit v(~) est un polynome en qo et en A (~+~-e), ](~+~-e) a(~+~); et si les ddrivdes D~f~ ~), 
[u [<p- -2m,  admettent des ddveIoppements limitds ~ l'ordre p--m--]u]; 

. ( r a )  (~) si la partie rdg~li~re du ddveloppement limitd des w~ , r e < l - -  17 jusqu'~ l'or- 

tire q -  m est dga~e ~ celle de [D~'~,.]. 

(Conclusion) : 

alors routes les propridtds ci-dessus sont encore vdri]ids en rempla~ant l -  1 par I. 

Sous les hypoth6ses de l~ p~rtie I I  du th~or6me, Fhypoth~se de rScurrence da 
lemme A est v~rifi4e pour 1 = 2 (el. ch~pitre II). L~ lemme A en~r~ine doric 1~ par- 

tie I I  du th6or~me. 
Pour d6montrer la p~rtie I du th6or6me il fuut utiliser le lemme suivant: 

L]~lcym B. - Sous les hypotheses de la partie I du thdor~me. 
(Hypoth~se de rdcurrence): 

~) 

fl) comme duns le lemme A; 

~) 

~) comme duns le lemma A en remplapant q -  m par q -  1 -  m. 



~RAI~CIS CAG:NAC: Probl~me de Cauchy sur un cono~de 7 etc. 33 

(Conclusion) : 

alors si l < q - - 1 7  toutes les propridtds ci-dessus sont encore vdri]ides en remp~a- 
5ant l - - 1  par ~; 

si 1 = q7 les propridtds ~), fl)7 7)7 sont encore vdri]ides en rempla~ant 
l - - 1  par q. 

Sous les hypotheses de la partie ! du th@or~m% l'hypothgse de r@currence est 
v4rifi@e pour 1 = 2; le lemme B entraine done la partie I du th@orgme. 

Nous esquissons maintenant la=~d@monstration de ces lemmes. 

a) Ddtermination unique des ~f~). 

( z )  

off h,~ est un polynome des fonctions suN~ntes: 

- -  d~riv~es des A ~ jusqu'~ l'ordre l - - 1 ;  

d4riv4es des w, jusqu'~ l'ordre l; 

- -  d~riv~es des ]~ jusquT~ l'ordre 1 -  1. 

Sur (r ces ~qu~tions peuvent s'~crire: 

(2) 2 ~w~')~1 [A'] ~-~-~ ~,~q~ ~' " ~" ( ~ - "  § ,§ [A'] ~ § [h,,] 

Compte tenu des hypotheses y) e t a ) ,  on peut 5crire: 

~x' ~x~ - L § ~'(~' q~) 

Les ~quations dSriv~es des (E~) l - - 1  lois par rapport uux x 4, peuvcnt s~Scrire: 

A~ ~ ~+~w~ 
8x~ 8x,(Sx~) '-~ § h,,----- 0 

- - 0 .  

off &,(J17 qO) est une fonction continue born4e. 
(c(q ~ est en fuit une constante ~gMe ~ -- 2D~ ~5,(0)7 s~ui d~ns le c~s du lemme B~ 

si ~ = q . )  

[h,~] est une fonc~ion lin6~ire des ~0: 

S = I  

3 - A n n a l i  d~ i g a l e m a t i c a  
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Si l'on montre que les h~, h~ sent des fonctions born6es, continues sin' chaque 
bicaract6ristique, le syst~me (2) est un syst~me diff6rentiel sur chaque bicaract6- 
ristique pour lequel on d6montre l'existenee et l'unicit6 4'une solution born6e eomme 
au chapltre If, w 1. 

Les restrictions ~ (~'o) des d6riv6es des A x~ et des f~ qui figurent duns [h~] sent 
6videmment des fonctions continues. 

Les [D~'%] s'expriment au moyen des w~" (~), de leurs d6riv6es et des d6riv6es de S. 
Si ~ = (~1~ u~, ua, m),  

~ - t - ~ +  ... + t ~ =  u, o < p < l u [ ,  m + ~ < l ~ l .  

Pour lal < t -  1, l'hypoth~se d) entraine que la pattie r6guli~re du d6veloppement 
limit6 de [Dc'w~.] ~ l'ordre q-- ]g l  (lemme A) ou q - - 1 -  [~[ (lemme B), coLueide 
avcc celle de [D~'~,.], ce qui entraine que le dernier membre de (3) est born6 et 
continu sur ehaque biearact6ristique. 

Pour  [~[ = l, on  a: 

[D'~w~] = [1)~D~w~] = ~g)(D~S)  ~'. . .  ( D s S ) ~ ' +  

+ ~D~p~m+~)Dg~S . . .Dt '~S,  m ~ p < l - -  1 

le coefficient de ~z) est born6 et continu sur chaque bicaraet6ristique comme les 

D i S  --- - -  qi. 
L'hypoth~se ~) entraine que le terme ~ D'~o~ ~+~) D *' S... D**S a u n  ddveloppement 

limit6 dent l a pattie rgg~ali~re s l'ordre q -  l ~ 1 (lemme A) ou q -  l (1creme B) 
coincide avee celle de 

[ D ~ r  [DI~.](DIS)  ul ... (DaS) ~ . 

C'est douc une fonction bornSe, continue sur chaque bicaraet6ristique. 

b) Ddrivdes des ~f~g). 

Compte tenu de l'hypoth~se fl) les 6quations (2) sent d6rivables par rapport 
~ux qO, p _ 2 - -  l lois. 

Compte tenu de la Remarque 3 du chapitre II,  w 1, le syst~me diff6rentiel obtenu 
ainsi aura ses coefficients qni se coml)orteront au voisinage de 2~-= 0 commc les 
coefficients du syst~me (2), et ii a encore une solution et une seule. 

Ceci d6montre 1'existence des d6riv6es des ~o~ ~) jusqu'~ l'ordre p -  21. 

e) Ddvelop1~ements limitds des ~o~ ~) et de leurs ddrivdes. 

L'hylooth~se 7) entraine que les fonctions h~z , h~ admettent des d~velolol)ements 
limit's on ~ jusqu'~ l'ordre p -  I. 
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On u d6montr6 en a) que ces d6veloppements commencent par un terme de d~ 
On u done: 

~--~ 

. o ~: H ~  + o(~ -~) 
/ : = 0  

off compte tenu de ?), les H~ sont des polynomes en qO et en 

A(~+~-~) ] (~+~-~)  a(~+0 ~ * 

D'~utre part ,  y) entrulne que 

rA~s- I ~ ~ _ ~ ~x~ ~x~ - ~ l~i§ o(i~ -'-I) 
~=--I 

o6 I~ est un polynome en qO et en A(~+~-I), ](~+~-~), a (~+~+~). 
On en d6duit que les ~%0 admet tent  des d6veloppements limit6s de la forme: 

~)  ~ ~(~) ~_1_ o(;.~ -~) 
k = 0  

off ~-(o est un  polynome en qO et 6n A(~+~-'~), ](k+~-2) a(k+o 
On d6montre de m~me 1'existence de 46veloppements limit6s ~ l 'ordre p -- 1 -- lul 

pour les d6riv6es D ~  ~). 

d) .Pattie rdguli~re de ~f~o dt l'ordre q -  1 (lemme i )  oq~ q -  1 -  1 (lemme B). 

Limitons-nous au cas du lemm6 A. 

- -  On raisonn6 comme au chapitre I I ,  w 5. 

- -  On introduit  les m~mes donn6es analytiques .4~', ], ,  ~ .  

En  ~ppliquant c0 qu'on vient de d6montrer en c) s la fonction ~ , ,  on trouve que 
~o_= [D~w~] admet pour d6veloppement limit6: 

k = 0  

eomme Z (~-2) : -  A (~-~), ](~-2) = ](q-e), 5(~) = a(~) fl en r6sulte que la partie r6guli~re 
de v~ ~) ~ l 'ordre q l e s t  6gale ~ celle de (o 

D'gutre  part ,  la formule I (11) montre que l 'on a aussi 

q--1 
~l)= Zgk(qi, 2~(h - -1 ) ,  ~ ( k - - 1 )  k ~ (k) k o (/)4w,) )Z l+  o(~ -z) 

k = 0  
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et le fair que g(~): a (~) entraine (D[@,)(~-~): (D[~,) (~-z), done lu purtie r6guli6re de 
~ )  ~ l'ordre q--  t e s t  6gale ~ celle de [D[ ~,]. Ceci ach~ve lu d6monstration du 
lemme A. DSmonstrution identique pour le lemme B. 

La construction mgme des fonctions ~ )  duns lu d~monstrution ei-dessus montre 
qu~on peut uussi 6noncer le th~orgme suivant qui nous serviru duns lu pattie C: 

Tm~onk~n.  - Sous les hypotheses de la part@ I du thdor~me prdcddent, si des/one- 
tions w~ sont telles que: 

- -  Elles sont dd]inies duns un voisinage de (Co) ou duns un domai~e ayant (Co) 
pour ]ronti~re. 

- -  Sur (Co) elles prenneq~t les valeurs [~].  

Sur (Co) -- {0} elles ont des ddrivdes jusqu'~ tbrdre q -}- 1 loealement sore- 

rouble 6 et telles que: 

[D[w,] : '~) ,  l<l<q. 

Alors sur (C~o)- {0}, les ]onctions w, vdri]ient les dquations (E,) et les dqua- 
tions ddrivdes par rapport ~ x 4 jusqu~  lbrdre q -  1. 

C) COMMENT SE RAMENEt~ AU PROBL]~ME DE CAUCHY 
A DONNI~ES NULLES 

Soit un problSme de Cauchy sur un conoide caruet~ristique Co, d4fini par A~': 

Comment choisir n fonctions eo~(x ~) de sorte q u e e n  fuisunt le chungement de 
fonctions inconnues 

(1) w, = mr-}- vr 

les nouvelles fonctions inconnues, v,, v6rifient un probl&me de Cuuchy ~ don- 
n4es nulles v4rifi~nt les hypotheses de la partie A)? 

1.  - C o n d i t i o n s  h i m p o s e r  a u x  ~o~. 

Le th~or~me ~nonc~ uu w A),  2, fournit 4es solutions duns un espuce H~+I(Y). 
Pour de telles solutions, si on suppose de plus qu'elles ont des ddrivdes fs borndes 

sur (Co), le th6or~me B, I I I ,  montre que les d6riv6es jusqu ,& rordre t sont d~ter- 
min~es sur (Co). 
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Doric moyennant  les hypoth6ses voulues sur les donn6es A ~', f,, ~ ,  le probl6me 

A~(x  ~, w~)D,,w, 4- L(x ~, w~, D~%) = 0 

I 
les D~w~, pour [2[<t, sont born6es sur (C'o) 

sur (e'o), w~ = [~1 

est 6qnivalent au probl6me: 

A~(x  ~, w~)D~,% + lJx ~, w~, %~) = 0 

sur ( e 'o ) -  {o}: [ D ~ ]  = ~'>, o < z < t .  

Pour  ramener par un chungement de type  (1), le probl6me I '  a u n  probl6me de 
Cauchy t~ donn6es nulles, il est done n6cesssire de ehoisir les ~o~ telles que: 

/:/-t + 1 (2) o~.a ~oo , 

(~) sur ( G ) -  {o}: [ D i ~ ]  = V~ ~), 0 < ~ < t .  

Si ees conditions sont v&ifi6es pax ~o~, le probl6me Y est 6quiwlen t  au Probl~me: 

X~'(a ~', v~)D~,v~ 4- 7Jx%,  D~v~) = 0 

I I  v~ e H t - l - l ( Y )  

sur (r D~v~= 0 pour 0<~<~ 

en posant 

(4) 

~ ' ( x  ~, v~) = A~'[x ~, co~(x ~) + v~] 

L( x~, G, D~G) = A;"( x~, e~ + G)D~,~176 4- 

+ L[x ~, co~(x ~) 4- v~, D~o)~(x ~) 4- D v~]. 

Pour  que les hypoth6ses de diffdrcntisbili% b) du w A), 1, soient v6rifi6es par 
le problgme II ,  nous sommes amen6s ~ imposer aux co~ la condition: 

/:#+2 
(D~. ~ ~ l o c  " 

Cette condition suffit pour que / I  ~'~ et 7~ v6rifient ces hypoth6ses de diff&entis- 
bilit G compte tenu des hylooth6ses d~j~ impos6es ~ux A ~" et /~. 
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Quant ~ l'hypoth~se d) du w A), 1, D J ~ ( x ,  0, 0 ) =  0 sur (Co) pour k < t ,  elle 
exprime que les (o~ doivent v6rifier sur (~'o) les equations (E~) e~ les equations deri- 
vees par rapport s x ~ jusqu's l'ordre t. 

Nous avons vu duns la partie B) que les conditions (3) suffisent s entrainer ce 
resultat. 

E~ R~svlv~. - Si les A ~, ]~, ~, verifient les hypothbses du th6or~me B III ,  I, 
avee q = t, et si les ~ verifient les conditions (3) et (5), le probl~me II, 6quivMent 
an probl~me I, v6rifie les hypotheses de la partie A). 

2.  - H y p o t h e s e s  s u r  l e s  d o n n 6 e s .  

Za condition (3) implique que, au voisinage de tout point x e (C'o) -- 0 les fonc- 
tions eo~ doivent 6tre de 1~ forme 

(6) 
1 

k = 0  
e~ -+ 0 quand x '  -> S( x i) . 

Pour que des expressions du type (6) aient des deriv6es ~ l'ordre t + 2 qui soient 
des fonctions, nous sommes amends ~ faire des hypotheses telles que les fonetions 
~)(x~), 0</~<t,  aleut des d6rivees jusqu'~ l'ordre t + 2 qui soient des fouctions. 

Compte tenn du th6or~me du w B), III ,  cela nous amine ~ faire sur les donnees, 
l'hypoth~se snivante: 

HYPOTI~SE H. - a) les A ~,  ]~, ~ vdri/ient les hypotheses ~ + 2 ,  fls~, Yu+2; 

b) les A (~-2), ](t-e), a(o vdrifient au point  O, les dquations (E~) et toutes Ies dquations 
ddrivdes jusqu '~  l'ordre t -  2. 

(La necessit6 de A (~-2), ..., et non A (t-~), ... apparaitr~ plus loin duns l'etude du 
comportement des deriv~es de w, au voisinage de 0.) 

3 .  - C o n s t r u c t i o n  d e s  o)~. 

L'hypoth~se t t  etant supposee verifiee, les fonctions ~)(x~), 0 < k < t ,  sont deter- 
minees et sont au moins de elasse C t+e sur (r  (0}. 

Mais duns l'expression (6) de eo~, la fonction: 

t 1 
~=-o ~ ~ (x~- ~)~'(x') 



FRA~C~S CA(~AC: _Probl~me de Cauchy sur un cono~de~ etc. 39 

n'~ pa, s de d4riv4es loculement int~grubles au voisinuge des points xg= O~ x ~ quel- 
conque~ car les d4riv4es d 'ordre  sup~rieur ~ 2 des fonctions S e t  ~ )  sont au moins 
en 1/s ~ au voisinage de x ~ ---- 0, et ne sont donc pus localement de c~rr~ int4grable. 

1)our surmonter  cet te  diifieult4, on proe~de ainsi: 

a) On pose: 

~" off D ~ ( O )  (~) ~~ = ~: % ~ ,  a~,~= 
o<t~t<t 

(~o ~ est donc un  polynome et  est l~ part ie  rSguli~re jusqu'~ l 'ordre t, 4u d4velop- 
pement  limit4 de ~ ,  au point  0). 

On pose ensuite: 

~o,(x ~) = ~~ + o)~(x~) �9 

1 d0ivent v4rifier Compte t enu  des conditions ~ imposer aux co~ rues  au w 1, les w~ 
les conditions suivantes:  

(s) 1) sur (C~)  {0}: k ~ a?) --  [D4o)r] = pour  0 < k < t  
en pos~nt:  (~k)_ ~ (7~) k o .  -- ~, - [D~co~], 

2) co1~ doit uvoir des d4riv4es jusqu'~ l 'ordre t ~- 2 qui sont des fonctions loe~- 
lement  de carr5 int~grable. 

1 b) Dgfiq~itior~ des r 

a)lr ~- 0 dans les domaines x~>~2S(x ~) et x~<O. 

Duns le domaine S(x~)<x4<~2S(x~): 

~1 t+l 
(9) c91"(x~) = ~T. ( x ' - -  S)ka(f)(x ~) + (X 4 -  S) ~+2 ~ (X'--  2S)e~,~(x i) 

k =O k=O 

ole les ~,~ sont choisis de /a~on que sur x 4 :  2S(x~), on ait 

Ir 1 D4co~----- 0 pour  O<~k<t ~ 1 .  

Darts le domaine O~x4<S(x~): 

t 1 t+l 
~~ = ~o ~ (x~- s)~?~(x~) + ( x ' -  ~1'+~ ~: (x~)~,~(~ ~1 

= �9 k = 0  

olt les fl,,~ sont ehoisis de /a:on que sur x~-~ 0, on ait 

k 2 _  pour  O < k ~ t - ~  1 D , ~ , -  0 ~ 
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On ~ 6videmment:  

1 t 

~'~(x~) - -  S ~+~ ~ffo k ! - ~ 

et on vTrifie, par  %currence, que les a~,l, O<.l<t-~ 1, sont d6terminTs de fagon 
unique et sont de la forme suivante:  

t 

(lO) ~r,l(g) = ~ 61~%(~)(x ~) ~ - l - t - 2  
k=O 

off les c~ sont des constantes ne d@cndant  que de l~ k, t. On a un %sulfur semblable 

pour  les fl~,~. 
I1 rTsulte de (10) que les fonctions %,~/5~,~ son~ comme les a~ ~) de classe C t+~ sur 

(e'o)- {0}. 
es~ dTfinie duns ml voisinage V de 0 ( V =  ~ '  • Oil ~ '  est la project ion (D r 

de (~o) sur l'esp~ce R a des x 0. 
est donc de classe C ~+~ et ~ des dTriv6es d~ordre t -}- 2 qui ont Duns V- -  {0}, (D~ 

seulement des discontinui%s de i e esp6ee sur x ~ =  0, x~--  - S, x ~ =  2S. 

(C'o) {o}, 1 4 --  [D~(Dr]----- pour  O<k<t .  
1 I1 reste doric t~ 6tudier le compor tement  des dTrivTes des (o r ~u voisinage de 0 

grin de v&ifier que ces d&iv6es sont de c~r% int@rable au voisinago de 0. 

e) Comportement des d&ivdes de (D~ au point O. 

L'hypoth6se H et le thTor6me (]3, I I I )  entrainen~ que les yJ~), doric aussi les a~z), 
out des dTveloppements limit6s eu f.r.h, de x ~, s an voisin~ge de 0 jusqn'~ l 'ordre 
3 t - } - 2 -  l, et que leurs dTrivTes admet ten t  les dTveloppements NmitTs d4rivTs. 

Comme la part ie r6guli6re du dTveloppement limit6 de F~) coincide avec celle 
de [ D ~ ]  jusqu'~ ordre t -  l, et  qne la part ie rTguli6re 4u dTveloppement limit6 

de [ D ~ ]  coincide 6videmment avec celle de ~ o [D~(DJ j u sq u ~  l 'ordre t - -  l, on t rouve  
que le dTveloppement limit4 de a~ ~) commence seulement par  un terme de degr6 

t - - l q - 1 .  
E t  de m~me, les d6rivTes D ~ a~z) out un dTveloppcment limit6 commengant  par  

un te rme de deg%: t - - l  ~ 1 - -  ]u]. 
On en d6dnit que les ~ )  et  leurs d6riv6es s~tisfont ~ des in6g~lit6s: 

]~0(x~)] < K s t-~+~, 0 < l < t ,  K constantes .  

Compte tenu de (10), on eli dTduit que les G,~ et leurs dTrivTes satisfont ~ des 

inTgali%s: 

[ I%,~(g)[<Ks -~-1, 0 < / < t  Jr 1, 
(12) / I.D'%o,(~+)I < K ~-,-,-I~l, 0< I~I<t + 2. 
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E t  de (11) et  (12) on d~duit que 4~ns le 4om~ine S(x~)<x~<2S(x~): 

(13) ID~co~(x~)[<K s/+~-[~I O< I,~]<t ~- 2 ,  K const~nte .  

Ceci ~t~nt, (13) entr~ine: 

j~squ'~ l 'ordre t sont continues au point  0 et y loren- - -  les d~riv~es des co~ 
nent  lu ~alettr 0; 

- -  les d4riv4es d 'ordre t + 1 sont born4es; 

- -  les d4riv4es d 'ordre t ~ - 2  sont en l / s :  elles sont donc de c~rr~ int4grable 
uu voisinuge de 0. 

4 .  - C o n c l u s i o n .  

T n ~ o I ~ _ ~ .  - Si les A~ ' , ]~ ,~ , ,  v&i]ient les hypotheses ast+~, flu, 7~t+e, t > 6 .  
Si les A (t-2), ](t-~), a(0 veri]ient au point 0, les dquations (E,) et routes les dquations 

d&ivdes jusqu'5 l'ordr~ t -  2, i~ existe ~tne constante ao, telle que le syst~me d'dquatio~s: 

(~,) A~'(x ~, % ) D ~ %  + r ~, % ,  D~%) = 0 

a une solution unique (w,) telle que: 

- -  les w~ sont dd]inis dans un domaine 

= { ~ l ~ ( ~ ) < x ' < ~ } ,  ~<~0;  

w,e  H~+*(y) ; 

- -  sur le cono~de caract&istique (C:), Ies D~w~, [~I<t, sont bornds; 

- -  sur (C'o), w~ = ~ .  

I~E~AI~QUE. -- I1 suftit que les A ~', ]~, ~ ,  vSrifient les con4itions ~3t+~, fist, 73~+2 
8~?" CO. 

En  dehors de Co, il suflit que les A ~" et les ]~ ~ient des dSriv~es jusqu'~ l 'ordre t 
qui soient des fonctions v~rifi~nt les hypotheses de w A)~ 1, b). 
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