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Su un'equazione non lineare della corda vibrante (*). 

MAURO SASSETTI - ANTONIO TARSIA 

Sunto. - Per il problema di Cauchy-Dirichlet relativo ad un'equazione non lineare della corda 
vibrante del tipo 

Sx \ sx / j Sx ] st 2 

in ~ • [0, T] con ~ intervallo limitato di R, si dimostrano esistenza locale e unicitd di solu- 
zione. A tale scopo si utilizza una generalizzazione del lemma di Gronwall appositamente 
dimostrata: se u(t) ~ tale che in [0, T] risulta 

t 

u(t) <~ Uo + ){f(s)  +g(s)u~(s)} ds (~ > 1), 
0 

allora esiste T <. T tale che in [0, T] 

lu(t) I <- c(T, fl, f ,g ,  uo). 

Summary.  - In the Cauchy-Dirichlet problem related to the non-linear equation of a vibrating 
, string 

in O x [0, T] (t~ being a bounded interval of the real line) local existence and uniqueness of a 
solution is established. To this aim we use a generalized version of GronwaU's inequality: i f  
u(t) is a solution in [0, T] of the inequality 

t 

u(t) <~ uo + j{f(s) + g(s) uZ (s)} ds (~ > 1), 
0 

then there exists T <. T such that in [0, ~']: 

]u(t)] <. c(T,~,f,g, uo). 

(*) Entra ta  in Redazione il 17 dicembre 1987. 
Indirizzo degli AA.: Dipartimento di Matematica, Universit~ di Pisa, Via F. Buonarroti 2, 

Pisa. 
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O. - I n t r o d u z i o n e .  

Un prototipo fisico del problema studiato nel presente lavoro ~ quello delle vibra- 
zioni puramente longitudinali di una corda omogenea a sezione trasversale unifor- 
m e .  

Se indichiamo con ;0 la densit~ costante della corda nella configurazione di equili- 
brio, con x la posizione di una sua sezione in tale configurazione, con u(x, t) il suo spo- 
stamento da essa al tempo t, con ~(x, t) la tensione sulla sezione e conf(x, t) una forza 
esterna, allora l'equazione del moto diventa 

8z ,z0 ~2u 
8x ~-~ = f (x ,  t) , 

con (x, t )c  t ) x  [0, T], 0 indicando un intervallo limitato della retta reale. 
Se si suppone che gli estremi della corda siano fissi ad ogni istante, si hanno le con- 

dizioni agli estremi di tipo Dirichlet 

u(x, t) = O Vx ~ SQ , Vt~[O,T] .  

Si suppongono poi asseg~ate le condizioni iniziali 

8u 
u(x, O) = uo (x), - ~  (x, O) = ul (x) in Q. 

Per ottenere un'equazione differenziale nel solo spostamento u si possono formulare 
ipotesi specifiche sulla dipendenza della tensione z dallo spostamento stesso. La pifi 
semplice di queste ipotesi ~ data dalla legge di Hooke, per cui 

z = E0 8__uu 
~ x  ' 

E0 essendo una costante positiva. In questo caso l'equazione differenziale dedotta 
quella lineare delle onde. 

Se si assume una dipendenza non lineare di v da ~u/Sx,  cio~ se 

:(a l 
z =  \ S x ] '  

si ottiene un'equazione non lineare delle onde 

, ( S u )  82u 
-~x - ,oo ~ = f (x ,  t). 



MAURO SASSETTI - ANTONIO TARSIA: Su un'equazione non lineare, ecc. 

La dipendenza non lineare che si assume net presente lavoro porta a formulare il 
problema: 

(I) 
1+  ~ ~ at ~ 

8u 
u(x, O) = Uo (x), - f ( ( x ,  O) = u,  (x) in •,  

u(x, t) = 0 in 8Q, per quasi ogni t e [0, T]. 

Di questo problema vengono studiate esistenza locale e unicit~ di soluzione. 
I1 punto essenziale per ottenere l'esistenza ~ quello di stabilire una maggiorazione 

dell'energia. Procedendo in modo formalmente analogo al caso lineare, questa si ottie- 
ne non appena si sappia: 

i) dare un senso alle ripetute applicazioni della formula di Gauss-Green, il che 
implica poter lavorare con funzioni opportunamente regolari, 

ii) utilizzare un lemma di Gronwall in cui il secondo membro della maggiorazio- 
ne dipende dalla funzione incognita non in modo lineare, ma ,,super-lineare,,. 

Nel presente ]avoro il punto i) (che nel caso lineare ~ risolto mediante uso di con- 
voluzioni) ~ superato penalizzando il problema con un termine contenente derivate 
nello spazio, di ordine sufficientemente alto. 

Per  quanto riguarda il punto ii), esistono in letteratura vari risultati del genere in- 
dicato; la versione che qui si dimostra, in modo indipendente da tali precedenti, per- 
mette di indebolire le ipotesi di regolarit& sulla f(x, t) a secondo membro di (I). 

Una volta ottenuta la maggiorazione dell'energia, gli strumenti utilizzati per rica- 
vare l'esistenza sono quelli classici: 

1) regolarit~ del problema linearizzato, 

2) teoremi di punto fisso. 

Sembra opportuno sottolineare il fatto chela  maggiorazione dell'energia e i risul- 
tati dei punti 1) e 2) sono ottenuti per il problema penalizzato la cui equazione diffe- 
renziale ~ della forma " 

(II) S~x 2m +-~x l+  \ ox /  j S x j  at 2 =f(x, t);  

soltanto come ultimo passo si passa al limite in z. Questo modo di procedere ha il van- 
taggio che nel punto 1) la regolarit~ richiesta per il coefficiente di au/ax nell'equazio- 
ne ottenuta dalla (II) per linearizzazione ~ meno forte di quella che si avrebbe nel caso 

= 0 e questo ovviamente facilita la scelta degli spazi in cui operare nel punto 2). 
In ogni caso, ~ relativamente pill facile dimostrare l'esistenza di soluzioni per pro- 

blemi in cui il termine non lineare contiene le derivate di ordine inferiore (problema 
penalizzato) che non quelte di ordine massimo (problema (I)). 
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Per quanto riguarda l'esposizione degli argomenti ~ stato seguito il seguente 
ordine: 

w167 1 e 2: sono forniti risultati di esistenza e regolarit~ per un problema astratto 
associato all'equazione data, del tipo (eA + B)u  + u" =fi  risultati in gran parte origi- 
nali e ottenuti utilizzando il metodo della decomposizione spettrale dell'operatore A, 

w 3: si traducono in concreto nel caso unidimensionale i risultati precedenti, 

w 4: si stabilisce la maggiorazione dell'energia, 

w 5: si ottiene l'esistenza di una soluzione locale per il problema non lineare 
penalizzato, 

w 6: passando al limite per e--. 0, si stabilisce l'esistenza e l'unicit~ di una solu- 
zione locale per il problema (I), 

w 7: si dimostra una generalizzazione del lemma di Gronwall, 

w 8: si dimostra un risultato sull'incollamento di soluzioni di un problema diffe- 
renziale, usato nel w 5. 

Per quanto riguarda il risultato di esistenza locale, pub essere ottenuto anche con i 
metodi studiati da KATO (cf. [K]), che sono diversi da quelli utilizzati nel presente la- 
voro, in quanto inquadrati nell'ambito della teoria dei semigruppi. 

Altri risultati di questo tipo, ottenuti non con tecniche di semigruppo, ma con i 
metodi classici della maggiorazione delrenergia e dei teoremi di punto fisso, iniziati 
da KRZY2AlgSKI e SCHAUDER [KS] si possono ritrovare in vari lavori. Ad esempio, 
in [CW] ~ dimostrata l'esistenza locale del problema di Cauchy-Dirichlet in un aperto 
di R 3, in [DH] gli stessi risultati sono ottenuti per un aperto di R ~. I1 presente lavoro 
rientra in questo ambito di problematiche, differendone perb nella tecnica e, di conse- 
guenza, anche nelle ipotesi assunte sui dati. 

Altri lavori sulrargomento usano il metodo di Faedo-Galerkin per ottenere l'esi- 
stenza di una soluzione periodica su tutta la retta reale (cf. ad es. [D]), oppure affron- 
tano un problema non coercivo penalizzandolo con un termine contenente derivate mi- 
ste di ordine superiore (cf. ad es. [T] e, con altre tecniche, [GCM]). 

Per quanto riguarda l'unicit~ di soluzione si hanno dei risultati anche per problemi 
pitl generali di quello qui studiato (cf. ad es. [HI). 

1. - Un risultato di es i s tenza  per un problema astratto.  

Siano V, H due spazi di Hilbert, tali che V 8 denso in H con immersione compatta; 
sia V' il duale di V, in modo che risulti V r H c V'. 

Sia A: V--~ V' un operatore lineare e simmetrico tale che 

(1.1) I<Au, v>[ <~M]lulHIv[[v Vu, v e V ,  

(1.2) (du,  u> >I ~tlull~ Yu e V ,  
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( , )  indicando la dualit~ tra V' e V, ~ e M essendo costanti strettamente positive. 
Posto 

D(A) = {u �9 V: A u  �9 H}  , 

consideriamo gli spazi di Hilbert di interpolazione (per la loro definizione e le relative 
propriet~ rimandiamo a [LM]): 

[[D(A), H]I -  0 se 0 �9 [0, 1], 

H0 = ~ [[H, (D(A))']_o se 0 �9 [-1,  0]. 

Per questi spazi si hanno le seguenti inclusioni(1): 

D(A) c H~ r H se 0 �9 [0, 1], 

H c H o c ( D ( A ) ) '  se 0 � 9  

le immersioni essendo continue rispetto alla topologia indotta dalla norma IJ II0. 
Per la definizione di I[ Jl0, osserviamo che, essendo A simmetrico e coercivo ed es- 

sendo compatta l'immersione di V in H, la decomposizione spettrale di A ~ data da 

Acon = ~n ~ , n �9 N 

~n>O, ~n--> + ~ ;  

scegliendo i O~n in modo che (~o~, ~ ) H  = ~ ,  i ~ formano un sistema ortonormale corn- 
pleto in H. Allora, essendo 

D(A) = {utu 

e 

----- n=l  ~ Un~ n : l  ~ )~2jUn[2~--~ o9} 

poniamo 

(1.3) Ilull = (u,v)o= 
n=l n=l  

Sia inoltre 

B(t): H~ ---) H_~, 

con t e [0, T] e con ~ �9 (0, 1/4) opportuno una famiglia di operatori lineari e simmetrici 
tali che 

(1.4) B(t): H 2 : ~  H con continuith 

(1) In particolare, H1/2 ---V, H_I/2 = V'.  
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(1.5) 

(1.6) 

(1.7) B(t) e H 1'1 (0, T; ~e(H~,H_~)) , 

(1.S) I(B'(t)u,v}:l <-M, Llull~l[vllo, Vu, v e H : ,  

essendo ( ,  }o la dualit~t tra H_: e H:.  
Per il problema di Cauchy 

I( ~A + B(t))u + u" = f , 

(1.9) [u(0) = U0, U'(0)  = U l ,  

I(B(t)u, vLl<M~llulI, LIvlL,, Vu, veils,  Yte[0, T], 

(B(t)u,u)~>~v~Null~, VueH~, Vt e [0, T], 

Vte  [0, T], 

e 8e 

LEMMA 1 . 1 . -  Sostituendo l'ipotesi (1.7) con la 

(1.7') B(t) e C | ([0, T]; ~e(H~,H_~)) 

f e C ~ ( [ O , T ] ; H ) ,  uoeD(A) ,  u l e V ,  

la soluzione u del problema (1.9) ~ tale che 

u ~ C 1 ([0, T]; V) 

e per essa vale la maggiorazione (1.10). 

DIMOSTRAZIONE DEL LEMMA. - Per quanto riguarda la regolarita di u, si veda [GI]. 
Dall'equazione (1.9) si deduce 

e ( A u ,  oon} + (B( t )u ,~on}  + (u",con} = (f,(o~} , 

DIMOSTRAZIONE. - L'esistenza e l'unicit~ sono risultati noti (cfr. [BA]). La maggio- 
razione segue con argomenti standard di densit~ dal seguente lemma: 

d o v e ,  ~ un parametro reale positivo, vale il seguente risultato: 

TEOREMA 1.1. -Sot to  le ipotesi (1.1)... (1.8), se f e LI(O, T;H), Uo e V, ul e H, il 
problema (1.9) ha una ed una sola soluzione u(t) con 

u e C~ ([0, T];V) c~ C1 ([0, T];H) 

e vale per essa la maggiorazione 

(1.1o) ~llu(t)ll~ + ~oll~(t)ll~ + II~'(t)Ll~ 

< c e x P i  [lIB'(s)llds IIf]]HdS +~llUoll~+ M, lluoll2~~llUlll2H �9 
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essendo i o~ gli elementi del sistema ortonormale completo sopra introdotto, e 
quindi (2) 

e anche 

Quindi, ponendo 

si ha 

d 2 
du,  AoJ~ )H + (B(t) u, % )u + - ~  (u, ~ )~ = (f, %)H , 

d 2 
r COn) H § ( B ( t ) u ,  O)n) H § 7 . o  (U, OOn) H = ( L  ~ 

r ~ 

u~ = (u, ~ ) ~ ,  f~ = (f, ~o~)., 

~s + (B(t)u, COn)~ + u g =f,~. 

Moltiplicando per u" e integrando rispetto a t: 

i1.11) 

t 

~ u~ it) + u; 2 it) + 2 f (Bis) u(s), ~ )~ u~ (s) d, = 
0 

Sommando rispetto ad n, si trova 

(1.12) 

t 

= 2 f fn (s) Un (s) ds + &~ u~ (0) + u~ 2 (0). 
0 

t t 

0 0 

Si osservi che 

t t 

n=l  n=l  
0 0 

perch~ ~ (B(s) u,~o~)HU'=(B(s)U,U')H e ](B(s)u,U')HI<~I]B(s) UlIHIlU']IH<~ClllUlI2~IlU'IIIt<~ 
n=l 

<- ~ 11,4~ rlu'll. . 
Riprendendo la (1,12) e osservando ehe 

d 2(B(t) u, u')~ = -d~ (B( t) u, u)~ - (B' ( t) u, U)H 

(~) (B(t)u, % ) = (B(t) u, o~)~ perch~ u ~ V c H~: e B: H2~---~ H. 
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si ottiene 

(1.13) ~llull~ + Ilu'll~ + (B( t )  u ,  u )  H = 

t t 

= 2 f(f, u').g8 + f(B*(8)u, ~).g~ + ~ll~oll~ + [1~111 2 + (B(O)uo, UODH 
0 0 

Tenuto conto del fatto che 

(8(t) u, u). = <B(t)u, u>~ >1 ~llu]12~, 

da (1.13) si ottiene 

t t 

~llull~ + ~ Ilull2~ + Ilu'll~ <~ 2 f Ilfll.llu'll~ds + f IIB'(s)[I tluli2~ ds + ~llUo [L~ + M~ Iluo [1~ + llux 112. 
0 0 

Da questa, utilizzando il lemma di Gronwall, si deduce la maggiorazione 
(1 .10) .  " 

Nelle ipotesi del Lemma 1.1, riprendiamo la (1.12) ricordando che IIB(t)ull~1 < . 

<- CllLUll2~ -< c2 Ilullv" 

t t 

~llui[~ + llu'll~ < 2 f IIB(s)ulIHIlu'lIHdS + 2 ~ IlfllHllU'll.d8 + 
0 0 

t 

2c f ~llulfvllu'll~ds + 2 f IlfliHIl~'tl.d~ + 
0 0 

t t 

f cf c ~llull~ds + ~ Ilu'lled~ + 

t 

+ 2 f IlflluliU'llgdS + ~[lUoll~ + Ilu~ ll~" 
0 

Utilizzando il lemma di Gronwall, da questa segue: 

(1.14) zUuH~z+t]u'UzH<~C( I[fllHdS +llUoll~+llulll2H. 



MAUR0 SASSETTI - ANTONIO TARSIA: S u  un'equazione non linear e, ecc. 

Poich~ la costante c in (1.14) non dipende da B' (ma solo da B e da z), con 
fi consueto metodo di densit~ resta provato il seguente risultato: 

TEOREMA 1.2. -Sot to  le ipotesi del Teorema 1.1 escluse la (1.7) e la (1.8), il proble- 
ma di Cauchy (1.9) ha una ed una sola soluzione u(t) con 

U e C O ([0, T];  V ) o  C 1 ([0, T ] ; H )  

e vale per essa la maggiorazione 

~Hu[l~+][u'l[~<~c(!! [If[[HdS + ~lluoll~+ Ilu, l[5 �9 \ r  

Si osservi the il passaggio da una soluzione L = (0, T ; V ) n H  1'= (0, T;H) ad una 
C~ T ] ; V ) n  CI([0, T];H) segue con tecniche standard (si eonfronti, ad esempio, 
[AR]). Anche l'unicit~ si ottiene facilmente. 

2. - Un r isul tato  di regolari th  per il problema astratto.  

Riprendiamo il problema di Cauchy (1.9), aggiungendo alle condizioni del Lemma 
1.1 l'ipotesi 

"liB(t) ulL < c~(t)llullo+~, Vu ~ v ,  vt  ~ [o, T] ,  
(2. !) con 

~ ,ze [0 ,1 ]  e ~ + 2 z ~  < 1 ~ ,  e c~ (t) funzione positiva, non decrescente, limitata. 

Moltiplicando la (1.11) per ~ ,  si ottiene 

t 

(2.2) ~1+~o [u. t 2 + ~ 'l ~ f $An 2n lUn +2~2n ~ (B(s) u, oJn)HUnds' = 
o 

t 
2 [ 2~ , = f . ~ . u . d s + ~ + ~ t u . ( o ) l ~ + ~ Z [ u ~ ( O ) l  ~. 
0 

La serie 

~ (B(t) u, ~ ) .  u;, 
n=0 

converge assolutamente, in quanto 

K ( \1 /2 /  K U . ,  ~1/2 
, - 2 �9 / x~ ,2 ~4~/ E ),2a](J~(t)u,(On)HUn]<'~ ~ l(B(t)u,O)n) H ) [ ~ 0  n n/ <IIB(t)ulIHtlU'II2~ n=O n=O 
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inoltre 

t 

f I lB(s)ul l . l lu ' l l~ds < +oo, 
0 

poich~ 

j jB(s)ujl .  <<. JIB(s)ul[: <~ c:  (T)jlujl= + 2: < c; tlull,, 

e u e CI([0, T];V). 
Ci6 posto, dalla (2.2) si ricava: 

t t t 

~2n~ (B(s)u,+~)HU'ds= ~(B(s)u, co~)HU ~ ds= (B(s)u,u')~ds, 
n=O 0 0 0 0 

e da questa l 'energia a-esima: 

(2.3) 

t t 

dlull~/~ += + Ilu'lF= + 2 f(B(s)u, +)=ds = 2 f(f, u')=ds + dlUo IIf/~ += + Ilu~ IF=. 
0 0 

Si ha cosi 

t t 

dlullf/~ += + Ilu'lF= < 2c= (t) f Ilull= + dlu'll= d~ + 2 f Ilfll= Ilu'B d~ + ~Lluo LI~/~ += + Ilu, t1~ < 
0 0 

t t t 

c~ (t) c= (t) 

0 0 0 

Per  il lemma di Gronwall, 

(2.4) I if(' tc=(t) llfli=dt] dlul[~/~+= + Jlu'll~ ~< ~ +xp ~ j + ~lluo]l~/~+ + IJullllo 
0 

Da questo risultato, con metodo standard segue il 

TEOREMA 2.1. - Sotto le ipotesi (1.1)... (1.6), (2.1), se 

feLI(O,T;H=), uoeH=+l/2, uleH= 
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il problema di Cauchy (1.9) ha una ed una sola soluzione u(t) con 

u e L ~ (0, T; H~ + 1/~) n H 1, | (0, T; H~ ) 

e per essa vale la maggiorazione (2.4). 

OSSERVAZIONE 2.1. - Procedendo come in [LM] (Lemma 8.2, Capitolo 3), ottenia- 
mo anche che 

u e Cs(O, T;H~+I/2) r~ C~(O, T;H~) 

nel senso della continuita scalare (3). u 

Alle ipotesi del Lemma 1.1 aggiungiamo le seguenti: 

�9 1 
Esiste a > ~ con ~ + ~ < ~ tale che 

(2.5) (B(t) u, u)~ _ K: <- M~ I]ul]2,_ ( g -  1)~, 

2 2 

(B'(t)u,u)~_g~<~M:IlUlI2~_(K_~)~, Y u e V ,  V te  [0, T], V K e N :  ~ > K ~ ,  

(2.6) (B(t) u, v)~ = (B(t) v, u)~ + a~ (t, u, v) - a~ (t, v, u),  

Vu, v e V ,  Yt e [ 0 ,  T] ,  V ~ = ~ - K ~ ,  

dove az (t, u, v) ~ una forma bilineare tale che 

Ilaz(t, u, v) I <. czHu]lz[IvHz+~, 

(2.7) [la; (t, u, v)l-< # Iluil llvrl § o, 

Cib posto, riprendiamo la (2.3). Poiche 

t t 

f (B(s)u, u')ads = f { d (B(s)u, u).~- (B'(s)u, u)~-  (B(s)u', u)~} ds = 
0 

V U ,  V E V .  

t t 

= (B(t)u, u)~-  f (B'(s)u,  u)~ds-  f (B(s)u,  u')~ds + 
0 0 

t 

+ f(a (s, u, u')- a~(s, u', u)} ds - (B(O)uo, Uo)~, 
0 

(3) Se X ~ uno spazio di Hilbert, u e Cs (0, T; X) significa che u �9 L ~ (0, T; X) e che l'applica- 
zione t---~ (u(t), v)x ~ continua in [0, T], Vv �9 
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sostituendo nella (2.3), si ottiene 

t 

(2.8) 2 f =llull~ § ~/~ + Ilu'll~ + (B(t) u, u)~ = (B'(s) u, u)~ ds + 
o 

t t 

+ f{a~ (s, u, u ' ) -  a~ (s, u', u)}ds + (B(0)Uo, Uo)~ + 2 f(f,  u')~ dt+ ~llUo fIZ § ~/~ + ]In1 lift. 
o o 

Esaminiamo separatamente i termini che compaiono nella (2.8). Si ha: 

2 2 (B(t) u, u)~ >I v~ IlulL + ,  - ~ ilu]l~ 

t t 

o o 

dalle (2.5) scritte per K = 0; 

o o o 

dalla (2.7) seritta per K =  0; 

t 

of a~(s,u, u')ds =] 

t 

o 

t 

o 

t t 

o o 

t t 

f <~ c~ {llull~llull~+~ + Iluoli~liUoll~+~} + c'~ IluH~Null~+~ds + ~ liu'il~ ds + 
o o 

t 

o 

o o 
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(B(0) Uo, Uo )~ ~< M~ llUo II~ +~," 

t 

f (f, ~')ods <. f II/ll~ilu'll~ ds. 
o o 

Tenendo conto di questi risultati, posto 

r (t) = 41~ilf/~ +o + ~: I1~11~§ + Itu'l12 

dalla (2.8) si deduce 

t t t 

[o, T] 
0 0 0 

Scegliendo 3< 1 e applicando il lemma di Gronwall nella forma del successivo Teore- 
ma 7.1 (ii) con t7 = 1/2: 

[ t/)l r ~< c r + sup Ilull~ + fll~ds , 

[o, T] o 

cio~ 

(2.9) ~llullK + ,/2 + '~ IlulI2~ + ~ + Ilu'llZ 

<. c l i f l l~ds  --I- sHUoll2a+ 1/2 -I-I1%111 2 -i-ll%otl2a+: -t- s u p  Ilull2a . 
[0, T] 

0 

La costante che compare nella (2.9) dipende dalle costanti del problema, ma non da s. 
Ripetiamo questo procedimento scegliendo nelle (2.5)... (2.7) K = 1. Questo porta 

a maggiorare sup Ilul[~ con termini che dipendono dai dati del problema e dal 

sup Nulls-=. Eo,~ 
[0, T] 

I1 procedimento si itera sino ad arrivare ad un intero K tale che ~ - K~ < ~. A que- 
sto pnnto, essendo sup Ilul[~_s~ ~< c sup IluIl~ perch6 l'immersione di H~ in H~-s~ 6 conti- 

[o, T] [0, T] 
nua, per la maggiorazione del Teorema 1.1 dalla (2.9) si deduce 

(2.10) r + 1/2 + tiuN~ +: + Hu'[l~ <- c Hfil~ds -J- $liUoIL+ 1/2 -t-I[Ul H 2 -p-HUoH2a + ~  . 

Ancora con metodi standard, dalla (2.10) si deduce il seguente risultato: 
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TEOREMA 2.2. - NeUe ipotesi (1.1).. .  (1.8), (2.1) (con ~ = 0), (2.5).. .  (2.7), se 

f e L I ( O , T ; H ~ ) ,  uoeH~+l /2 ,  u l e H ~ ,  

dove ~ ~ come in  (2.5), la soluzione u del problema di Cauchy (1.9) b tale che 

u e L ~ (0, T; H1/z + ~ ) (~ Hi'  ~ (0, T; H~) 

e verifica la maggiorazione (2.10). 

COROLLARIO 2.1. - Nelle ipotesi (1.4).. .  (1.8), (2.1) con ~ = O, (2.5).. .  (2.7), se 

f e L I ( O , T ; H ~ ) ,  uoeH~+~,  u l e H ~ ,  

la soluzione u del problema di Cauchy limite 

B(t) u + u" = f ,  
(2.11) [u(0) = Uo, u'(0) = u l ,  

tale che 

u e L ~ (0, T;H~+~) c~H 1,~ (0, T;H~) 

e vale la maggiorazione 

{(: ; } {{u][~ +~ + {[u'[[~ ~< c N/I{~ ds + Ilul I]~ + {{Uo [iz +: . 

dove 

DIMOSTRAZIONE DEL COROLLARIO. - Consideriamo il problema 

[~Au~ + B(t) u~ + u:' = f , 

IU~ (0) = •0, U: (0) = Ul, 

f e L 1 (0, T;H~),  

Dalla (2.10) segue l 'equil imitatezza delle u~ 

u o E H1/2 + ~, u 1 E H~. 

in L ~ (0, T ;H~+: )  n H 1'~ (0, T;H~) e dun- 
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que l'esistenza di una u tale che 

u~ ~ u debole-star (4) in L ~ (0, T; H~ + ~) c~ H 1, ~ (0 ,  T; H~ ). 

Per  provare che u ~ soluzione del problema limite (2.11), basta far vedere che 

T 

f ~ < A u ~ , ~ > d t ~ O ,  ' r  
o 

e questo segue da 

T 

f ~ (Au~, ~> dt <~ c~ sup I lu~ I Iv ~< c~ sup I]u~ I I~ + ~/2 ~< V~ c(f, Uo, Ul ) per la (2.10). 
o [0, T] [o, T] 

Inoltre per la soluzione u vale la maggiorazione (2.12). 

Se poi u0 e H~ + ~, il corollario risulta dimostrato con il consueto procedimento di 

approssimazione per densitY. " 

3. - I1 p r o b l e m a  l ineare  c o n  t e r m i n e  di p e n a l i z z a z i o n e .  

Sia t~ un intervallo aperto e limitato di R. Poniamo 

aK u(x, t) 
DKu(x ,  0 -= 

aX K 

~u(x, t) 
u'(x, t) = - -  

at 

Riferendosi alle notazioni dei paragrafi precedenti, siano 

A = (-1) '~D 2~, 

B(t) = - D(b(x, t) D).  

Scelti 

ed essendo 

H = L 2 (t~), V = H $  (t~), V '=  H-m (t~), 

D(A) = H 2~ (~) n H ~  (t~), 

(4) x~ ~ x debole star in L ~ (0, T;X) con X di Hilbert se Vv s L 1 (0, T;X) 

T T 

f (x n (t), v(t)) X dt --.-> f (x(t), v(t))x dt.  
o o 
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consideriamo gli spazi d'interpolazione (cf. [LM], pag. 45) 

(3.1) H~ = [D(A), L 2 (t))]l _~ = H02~ (t~), 

con s e [0, 1/2]. 
L'operatore A: H~ ~ (t~) -~ H - ~  (fg) ~ lineare, simmetrico, continuo e coercivo (ipo- 

tesi (1.1), (1.2)). 
Posto r = D • [0, T], sia 

(3.2) b(x, t) e L ~ (C), b(x, t) 1> ~ > 0 in C. 

B(t) ~ una famiglia di operatori lineari e simmetrici di H01 ( t~)~  H -1 (t~), quindi di 
H ~  H_~ se ~ = 1/2m. 

B(t) ~ continuo e coercivo (ipotesi (1.5), (1.6)). L'ipotesi (1.4) che B(t): H02 (t~)--> 
L2(D) sia continuo ~ verificata se 

(3.3) b(x, t) e L ~ (0, T ; H  1' ~ (t~)). 

Consideriamo il problema di Cauchy 

I ~(-1)mD2"~u - D(b(x, t) Du)  + u" = f ( x ,  t) in C, 

(3.4) u(x,  O) = Uo (x), u'(x, 0) = ul (x) in ~ ,  

[u(x ,  t) e H~(t~) per q.o. t e [0, T].  

Dal Teorema 1.2 si deduce per esso il seguente 

TEOREMA 3.1. - N e l l e  ipotesi (3.2), (3.3), se 

f e L 1 (0, T; L 2 (t~)), Uo e H ~  (t~), ul e L 2 (t~), 

il  problema di Cauchy  (3.4) ha una  e una  soIa soluzione u con 

u �9 C O ([0, T]; H ~  (t~)) c~ C ~ ([0, T]; L 2 (tg)) 

e vale per  essa la maggiorazione (5): 

(3.5) r + Ilu't]~ ~< c (. 1). l[fllo + r + tlUl �9 

(5) Nei problemi concreti, ]] ]1~ indica la norma in H'~((2), It II0 quella in L2(t~). 
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Se poi ~ = K / 2 m  con K e N e K <  m, e se ~ = 1/2m, la condizione (2.1) diventa 

NB(t) u)lK <- CK (t)tiUl]K + 2 YU ~ H ~  (t)) , 

e questa ~ verificata se 

(3.6) b(x, t) e L ~ (0, T; H ~ + ~' ~ (~)) , 

c o n  

(3 .7 )  eK (t) = ijbl[c~ (o,  t; H ~ § 1, ~ (~)), 

Cib posto, si pub enunciare il seguente risultato di regolarit~: 

TEOREMA 3.2. - N e l l e  ipotesi (3.2), (3.6), se 

f ~LI(O,T;HoK(~9)), u o e H K + ~ ( t ) ) n H ~ ( t ~ ) ,  ul eHoK(t)), 

la soluzione u del problema (3.4) ~ tale che 

u e C~ (0, T; H K + m (t~) n Hg ~ (t?)) n C2 (0, T; No K (f2)), 

e vale per essa la maggiorazione 

i lI(  ) } (3.8) *Null~+m+llu'll~<~cexp[ v ,  J[\o "llfllKds +*IIUoII2K+m+IIUIII2K" 

Questo risultato ~ un'immediata conseguenza del Teorema 2.1 e dell'Osservazione 
2.1, notando che H:+l/2 = HK+m(~) nH~(~9).  

Dal Corollario 2.1 analogamente si deduce il seguente risultato di esistenza e rego- 
larit~ per il problema limite: 

T E O R E M A  3 . 3 .  - Se 

b e H 1' ~ (0, T ; H  K+ i, ~ (~)),  

b(x,t)  l> ~ > O  in C, 

f a  L 1 (0, T;HoK (t?)), 

~s E H o  K + 1 (.(2), 

~1 ~ Ho  ~ (~), 

con K e N,  il problema 

u(x ,  O) = Uo (x), 

u(x, t) ~ Ho ~ (~) 

- D(b(x, t )Du)  + u" = f ( x ,  t) 

u~(x, O) = ul (x) 

in C, 

in ~ ,  

per q.o. t e [0 ,  T], 
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ha una ed una soIa soluzione 

u e L "  (0, T ; H ] +  ~ (t~)) n g  ~'~ (0, T; H0K (t~)) 

e vale per essa la maggiorazione Vt ~ [0, T] 

I[utl~:+~+tlu'H2K<~C NfH~ds +]lUoH~+l +l]ulll �9 

4. - I1 problema non  l ineare con termine  di pena l i zzaz ione:  una  magg ioraz ione  
a priori.  

In questo paragrafo proveremo il seguente  risultato: 

TEOREMA 4.1. - Dato it problema eli Cauchy 

(4.1) [ ~(_ 1)~ + 1D2~u + D([1 + (Du) 2 ] Du) - u" = f 

u(x, O) = Uo (x), u'(x, O) = ul (x) in t~, 

u(x, t) e H~(D) per  q.o. t e [0, T] ,  

con m intero > 2 e con 

f e  L4(0, T;H~ (~)), 

Uo e HZ+'~(~) c~H~(t~), 

ul e H2o (t~) , 

se u ~ soluzione del problema in [0, T] tale che 

u e L ~ (0, T;H2+m (~) n H ~  (t~)) c~H 1'= (0, T; H0~ (t~)), 

+ lLUoH2+m+llUoIL3+Ll llL2+3 i f (Duo )2 (D3uo )2 dx) 1/2" 

in C, 

esiste 

= T(uo, ul ,  f )  ~ T,  

tale che, preso tl e (0, ~ ,  vale Vt ~ [0, T - tl ] la maggiorazione 

(4.2) V~ NuHz + ,~ + I]ulls + Ilu'l12 <~ c(T) Hflp~dt + t~/----- ~ 
0 
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DIMOSTRAZIONE. - Riprendiamo la (2.3) con = = l / m  e B ( t ) u = - D ( [ l +  
+ (Du) 2 ] Du). 

0sservando che H~ = H~ (t~ ), H~ § ~/2 = H2 + ~ (t) ) n H2o (t) ) e (,)~ = (D2 , D2. )L2(a) , si 
trova 

(4.3) 

t 

z]lul[~+m + ]lu'll~ - 2 f f Da([1 + (Du)e]Du).Deu ' dxds = 
0 

t 

= 2 ] f D~f D2u ' dx ds + ~]tUo ]l~+,~ + HuI lI~; 
0 

tenendo conto dell'uguaglianza 

D 3 ([1 + (Du)2]Du) = D4u + 6(DZu) 3 + 18DuD2uDSu + 3(Du)eD4u, 

consideriamo i termini della (4.3): 

t t 

-2ff D4uD2u'dxds=2ff 
Ot~  O D  

t 

= f f ~s(D3u)2dxds= f{(D3u)2-(Dauo)2} dx, 
0 t~ 

t 

-12 f f (DZu)a(DZu')dxds 
0 t) 

t 

~< 12 f []D2u]l~ds f ID2u[ tD2u '] dx <<- 
0 t) 

(per la maggiorazione di Sobolev) 

t 

f(D2u) 2 \112/ ( ~iI2] 
dx) lJ(DZu')Zdx) l 



20 ~L[AURO S A S S E T T I  - A N T O N I O  TARSIA:  S u  un'equazione non lineare, ecc. 

(per la disuguaglianza di HSlder) 

t 

sI(~ t's s 1 <~c(~) ds (D%)2dx + (D2u)2dx (D2u')~dx 
o L\U / a a j 

~_..<o,S~sf(S<.o,.,.,.,..~.;-+s<.o.,.<,..s<o.u,,. 4 
o [\a / a a j 

(per la maggiorazione di Sobolev) 

t 

<. c(D) f ds (D~ufl dx -~ 
o L\~ i U 

t 

JIr t <. c(D) ds [(Dau) 2 + (D2u'fl]dx ; 
0 ~" 

t 

- 3 6 f f D u D 2 u D a u D 2 u ' d x d s  
0 

~< 

(per la 

<. 

+ 1 D2u') 2 dx 

t 
36 f IID~uII~ ds f IDsl IDaul ID~u'Idx 

0 

t 

'(~)fI(fID3uI2dx)I/2(j'iDu'2iD3uI2dx)l/2(jID2~'~'12dx)i/2} a l S O  ~. 

disuguaglianza di HSlder e la maggiorazione di Sobolev) 

t t 

ss s(l s )' c(D) ds 2(Dau)2dx+c(O) ds (Du)2(Dau)2dx+ (D2u')~dx 
o a o \~ a 

(in quanto abe <. a2/2 + (b ~ + c2)2/4); 

t 

- 6  f ds f ( D u ) e D 4 u D 2 u '  d x  = 

o 

t t 

0 D 0 t~ 

In questa uguaglianza il primo termine a secondo membro si maggiora come sopra; 
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per quanto riguarda il secondo, si ha: 

t t 

6 f ds f (Du)2 Dau Dau ' dx = 3 f ds f (Du)2 -~s (Dau)e dx = 
0 ~ 0 

e inoltre 

t 

~2 0 0 0 

6fdsfDuDu'(Dau)2dx 
0 ~2 

t 
" \ 1 / 2  

o m I 

c \~1~ 
](DSu) ~ dx) 

t 

~c(o) f d, t r \1t2 r \'l~l r \112 

o ty  "+) (f~~ tJ ~~ 
t t 

Is 
o ~ o La 

t t 

2f d, fD~fD~u'd~ 2fd~( \1/21 ~" \1/2 
0 1"2 0 

in definitiva, dalla (4.3) si deduce 

t~ t9 

{/ <~ c(O) ds 

t 

+ 

t t 

t(s i 7ss + ds tDul2lDaut2dx+ [D2u'tZdx + ds ID2u'ldx+ 
o \a ~ I o 
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t 

+ fds 
0 

2 - 71/2 I- I (D2u')2dxl + 

§ ~ll~ollL~ +tlu, tl~ + f(D%)~dx § 3 f(D~o)~(D%)~dx. 
Q 

Posto 

G(t) - 41utl~ +,~ § Ilu'll~, § J((D~u) 2 dx + 3 f(Du)~(D~u) ~ dx 

"~(t)=lj(D2f)2dx ) , 

la maggiorazione precedente  assume la forma 

t t t 

a(t) <~cl f a2(~)ds§ f ~(~)d~+c~ f ~(s) X/~)ds+ a(O). 
0 0 0 

Per  il Teorema 7.1 ii) (con/~ = 1/2), si ott iene 

G(t) <~ c4 l, G~ (s) ds + e(s) ds + G(O) <- c4 G 2 (s) ds + c5 ~2 (s) ds + G(O). 
0 0 0 0 

Per  il Teorema 7 iii) (con/~ = 2), da questa  si deduce che esiste T <~ T funzione di G(0) e 
di e, e dunque di uo, ul  e f,  tale che, preso t, e (0, ~'), vale: 

cT1/-----~2 + G(O) IIG(t)H%[o,~._tl] ~ c(T)II9211L2(O,T) "4- t~/2 Vte [01 ~'-- t 1], 

e cio~ 

~[[ul[~+~ + I[ull~ + Ilu']l~ ~< c(T) [If[]~dt + cT1/---~2 + 
t~12 

+ 41Uo [[~ + ~ + tlu, 112 + Iluo l[~ + 9 f(D~o)~ (D3uo)2 dx, Vt e [0, ~ -  tl] 

e da questa  segue la (4.2). ! 
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5. - II p r o b l e m a  n o n  l ineare  con  t e r m i n e  di p e n a l i z z a z i o n e :  e s i s t e n z a  e un i c i t~  
di s o l u z i o n e .  

In questo paragrafo ~ dimostrato il seguente 

TEOREMA 5.1. - Se 

f e L ~ ( O , T ; H ~ ( t ) ) ) ,  u o e H 2 + ~ ( t ) ) n H ~ ( t ~ )  e u~ e H ~ ( ~ ) ,  

il problema di Cauchy  (4.1) ha una  ed una  sola soluzione locale 

u~ e L "  (0, '!';HZ+ m (t)) n H~"(t))) n H  1,~ ( 0 ,  ~'; Ho2 (t))) (6) 

con T = ~'(Uo, u , f )  <~ T e per essa vale la maggiorazione (4.2). 

DIMOSTRAZIONE. - Per  quanto riguarda l'unicit/~, siano v~ e v2 soluzioni di (4.1) in 
[0, T]; allora v l -  v2 ~ soluzione in [0, T] del problema 

I 
r 1)m + 1D2~ (vl - v2 ) + D([1 + (Dvl)2 ] D(vl - v2 )) - (vl - v2 )" = 

= - D([(Dvl )2 _ (Dv2)2 ] Dv2 ) ,  

(5.1) |(v~ - v2)(0) = (v~ - v2)' (0) : 0, 

[v~ - v2 e H ~  (~9), Vt e [0, T].  

Essendo verificate le ipotesi del Teorema 3.2, per  la maggiorazione (3.8) e ponen- 
do 

(5.2) e , v 1 = C exp ]tDv~IIL~<O,T;HO~<~)> , 

si ha Yt e [0, T]: 

1 v 0 f 
o 

<~ 

~<c (1 ,  vl)Jlv21h4 IIvl § v2t1~,5 f l!vl-v2114ds <c (1, ~, v~) f 
0 0 

+2d8, 

Dal lemma di Gronwall, si deduce vl = v2 in [0, T]. 

Per  quanto riguarda l 'esistenza di soluzioni, fissata ~ ~L~(O,s;C4(-~) )  con 

(6) In realtY, u e C~ (0, T; H 2 + m (~2) c~ H $  (~9)) c~ C~ (0, ~'; H 2 (~)). 
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s e (0, T], consideriamo il problema l ineare 

t 
' s(_ 1)~ + 1D2~ u + D([1 + (D~) 2 ] Du)  - u"  = f ,  

(5.3) u(x ,  O) = Uo (x) ,  u ' (x ,  O) = u l ,  

[u (x , t )eH~"~( t ) )  per  q.o. t e [ 0 ,  s] ,  

e sia u e L ~ (0, s ;H2+~( t ) )  n H~( t ) ) )  n H  1,~ (0, s ;H~ (t~)) la soluzione (7), per  essa vale 
la maggiorazione (3.8), con 

Res ta  in tal  modo stabil i ta un'applieazipne S: o ) ~  u.  Tale S ~ cont inua di 

L ~ (0, s; C 4 (~)) ~ L ~ (0, s; H ~ § ~ (~) c~ H g  (~)) c~ H ~' ~ (0, s; Hg (~9)). 

Infat t i ,  se u~ = S(co~), u ~ - u 2  risolve il problema 

~D 2~ (Ul - u2) + D([1 + (D~o 1 )~ ] D(ul  - u2)) - (ul - u2)" = - D([(DoJ1 )2 _ (Boo 2 )2 ] Du2  ),  

(U 1 - u  2)(0)= (U 1 - u  2)'(0) = 0 ,  

(Ul-U2) EH~n(f2) per  q.o. t e [ O , s ] ;  

per  la maggiorazione (3.8) con il t e rmine  (5.4), si ha Vt e [0, s] 

(5.5) ~l lUl-  u~1122+~ + llu; - u~ I1~-< 

1 <<-cexp[ ~]l~l]lL~(O,~;c~(~)) [ID([(D~l)2-(D~e)2]Du2)l[eds <- 
o 

0' 

fr )2 1 �9 t 2 Ilfl[2 ds + ~11u0112§ -4- IlUltl 2 I10~, -4- 0~ 112,4 ]]oJx - ~02 t[24.  
o 

Da questo segue la continuit~ di S. 

(7) In realt~ si ha anche la continuit~ scalare. 
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Si hanno inoltre le seguenti inclusioni 

L ~ (0, s;H2+~(t~) n H~n (t2)) n H  I'~ (0, s;H02 (t2)) r 

(5.6) c H ~' 2 (0, s; H ~ + (1 - ~)m (~)) V0" �9 [0, 1], 

(5.7) cC~ ~ - � 9  ( ~ 1 ] ;  

( 5 . 8 )  c L | (0 ,  s; C 4 (~)) se ~ = 1 - 3 .  
m '  

(per la (5.6), cf. [LM]; la (5.7) segue dal teorema di Sobolev, cf. ad es. [AD]; la (5.8) 
compatta). 

Quindi 

S: L ~ (0, s; C 4 (~)) ~ L ~ (0, s; C 4 (~)) 

compatta. 
Per  applicare il metodo del punto fisso, mostriamo che S manda un'opportuna pal- 

la di L~~ in s~. 
A tale scopo, sia z~ = S(0); dalla maggiorazione (3.8) si ricava Vt �9 [0, s]: 

I]zl (t)llc~(~) <- IIflt2ds + v~llUoll~+2 + IlUlt[2 v~ " 
o 

Scelto R = 4 c M / V ~ ,  sia Bs=B(O,R)  in 
Vs �9 (0, T]. 

Se w �9 B, e u = S(oJ), dalla (5.5) si deduce 

L ~ (0, s; C 4 (~)); ovviamente zl �9 Bs 

Ilu- zlllL~(O,s;c~(~)) ~ ~ e x p  [IoJ]I~(o,s;c4(~)) sM][col[2L~(O,~;c~(~)) <- 

c / sR 2 ) ~<~exp [~  sMR •, 

e quest 'ultima quantit~ ~ minore di R/4  per  s �9 [0, s,], opportuno in [0, T]. 
Percib, se ~o e B(O, R) in L"  (O, s,; C4(-~)), u = S(~o) e B(zl ,R  /4) c B(O,R) nello 

stesso spazio. 
Questi risultati e i precedenti  permettono di utilizzare il teorema di punto fisso di 

Schauder-Tychonov (cf. [DS]) per dedurre  una soluzione per il problema (4.5) hell'in- 
tervallo [0, s,]. 

Come nel paragrafo 4 (Teorema 4.1) e successivamente nel paragrafo 7, sia 

= T(u0, u l ,  f )  
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con T <~ T tale che in [0, T] esiste la soluzione del problema di Cauchy: 

v'  = v 2 + ~ ( t ) ,  

v(O) = Vo, 

con 

/ r \1/2 
~(t) = t J (D2 f )2dx  ) , 

f f 
Vo = llUo I1~ + ~ + Ilu~ II~ + ( D3 Uo )2 dx + 9 j (Duo)2 (D ~ Uo )2 dx.  

D 

Se s~ I> T, [0, T] ~ un intervallo non dipendente da ~ in cui il Problema 4.1 ha 
soluzione. 

Se invece s~ < T, indicata con ul (t) la soluzione del problema (4.1) in [0, s~ ], consi- 
deriamo ancora il problema (4.1) in cui perb le condizioni iniziali sono adesso date 
da 

(5.12) { u(s~ ) = u, (s~ ) , 

u'(s~) = u; (s~), 

e studiamolo nell'intervallo [st, s]. 
Sia z2=S(0) con i dati iniziali (5.12); dalla maggiorazione 

e [s~, s] 
(3.8) si ha Vt 

c IIf(s)ll2ds + ~ l l u l  (s~)llm +2 + Ilu~ (s~)l12 IIz2(t)llc4( ) 0 

Essendo s~< T, la maggiorazione (4.2) vale sulrintero intervallo [0, s~] e quindi, 
posto 

(5.13) 

/ T ~1/4 

N=c(T)lof , l f ( t ) , ,~dt  ) +c(T)+"Uo"2+m+ 

[ f ~1/2 
+l'Uol[~+t'ull'2+ 31~(Duo)2(D3uo)2 dx ) , 
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(cf. (4.2)), si ha 

(5.14) 1]z2(t)]]c~(~) <<- - ~  T 3/4 ][f]]tdt + N <. 2N__cc 

Come prima, scelto R = 8Nc/u sia Bs = B(0, R) in L ~ (s~, s; C 4 (9)); ancora ze e Bs 
Ys e (S~, T]. Se ~ e B~ e u = S(~), dalla (5.5) si deduce 

)2NCR  /s-s  

e quest 'ultimo terrnine ~ minore di R/4  pureh~ sia s -  s~ < ~ opportuno. 
Percib, come sopra, si arriva ad una soluzione u2 (s) del problema di Cauchy (4.1) 

con le condizioni iniziali (5.12), definita in [s~, s~ + ~r~]. 
La funzione 

[ul(s)  in [0, s~], 
v2 (s) = 4[u2 (s) in [s~, s~ + ~ ] ,  

~ soluzione del problema (4.1) (vedere Appendice 2, tenendo eonto del fatto ehe in 
realt~ u i ,  u2 sono scalarmente continue). 

Se s~ + ~ < ~', ripetiamo it procedimento, eonsiderando il probtema (4.1) con le 
condizioni iniziali 

[u(s~ + ~ )  = v2 (s~ + ~ )  , 

(5.15) ~ [u'(s~ + ~ )  = v~ (s~ + ~ ) ,  

e studiamolo nell'intervallo [s~ + :~, s]. 
Sia z8 = S(0) con i dati iniziali (5.15); dalla maggiorazione (3.8), si ha Yt e [s~+ 

ilza (t)ltc~(~) <- llf(s)ll2 ds + ~ Itv2 (s~ + ~)11~+2 + ttvi (s~ + 
0 

<- - ~  T~/4 II (s)ll~ ds + Y <~ 2Nc 

essendo N come in (5.13). 
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Sia ancora R = 8Nc/V~ e sia Bs = B(O, R) in L ~ (s~ + ~ ,  s; C 4 (~)); allora zs e Bs 
Vs e (s~ + ~ ,  T]. 

Se ~o �9 Bs e u = S(~), dalla (5.5) si deduce 

l l u  - <- 

_• s - s~ - ~ ) - z ) 2NC R2 = 
exp -2-~ R2 ( s -  s~ ~ V~ 

( 8--8~--~'~ ) 2NR2cZ exp (8 - s _ -  ~ )  
~ ' 

e quest 'ultimo termine ~ minore di R/4  se s -  s~ -  :~ < z~ (si confronti con il passo 
precedente).  

Perci6 si arriva ad una soluzione u8 (s) del problema (4.1) con i dati iniziali (5.15), 
definita in [s~ + z~, s~ + 2~ ]. La funzione 

(5.16) 
Iv2(s) in [0, s~ + ~ ] ,  

v3 (s) = [ua (s) in [s~ + ~ ,  s~ + 2z~], 

soluzione del problema (4.1) in [0, s~ + 2:~]. 
I terando opportunamente il procedimento, in un numero finito di passi si arriva ad 

una soluzione in [0, ~ .  I 

6. - I1 p r o b l e m a  n o n  l ineare  del la  corda  v ibrante .  

In questo paragrafo ~ studiato il problema non lineare della corda vibrante; i risul- 
tati  ot tenuti  sono compendiati nel seguente teorema: 

TEOREMA 6.1. - Se 

f e L 4 (0, T; H~ (t2)), Uo e H03 (t2), ul e H02 (t2), 

il problema di Cauchy 

D([1 + (Du)2]Du) - u "  = f  in e ,  

(6.1) iu(x,  O) = Uo (x), u'(x, O) ul (x) in t ) ,  

[u(x, t) e H ] (•) per  q.o. t e [0, T] ,  
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ha una ed una sola soluzione locale u tale che 

(6.2) u � 9  u' eL~(O,T;H~(t~)) ,  u"eL4(O,T;H~(t~)) ,  

con T(uo, Ul , f ) < - T ;  la soluzione verifica la maggiorazione 

(6.3) I[u'(t)ll2 + [lu(t)ll3 < c(T) Ilfll~dt + 

( +K(T)+llu~N2+]luoll3+3 ((Duo)2(DSuo)2dx �9 

Dimostreremo il teorema supponendo dapprima Uo �9 H 2 + ~ (t~) (~ H~ n (tg) con m in- 
tero maggiore di 2; premett iamo il seguente lemma dunque: 

LEMMA 6.1. - S e m  ~ un  intero > 2 e s e f  �9 L 4 (O, T; H 2 (~) ) ,  u 0 e H 2 + m (t~) n H ~  (t)) e 
ul �9 H~(t)), il problema di Cauchy (6.1) ha una ed una sola soluzione locale u verifi- 
cant�9 le (6.2) e la maggiorazione (6.3). 

DIMOSTRAZIONE DEL LEMMA 6.1. - Per  quanto visto nel paragrafo precedente,  nel- 
le ipotesi del lemma il problema 

(6.4) I 
t ( -  1) m § 1D2m u + D([1 + (Du) ~ ] Du) - u" = f ,  

u(x, O) = uo (x), u'(x, O) = ul (x), 

u(x, t) �9 H ~  (t)), 

ha una ed una sola soluzione locale 

u~ e L ~ (0, T;H2+m (t)) n H ~  (t))) r~H 1'~ (O, ~'; H0e (~9)), 

con T che non dipende dal parametro z, e per essa vale la maggiorazione Vt e 
e [O, ~]: 

r )1/4 

(6.5) V~llu~]l~ +m + [lu'~lle + llu~H~ <~ e(r) f Ilfll4 dt + k ( ~  + V~llUoll2 .m + 
5 

Dalla (6.5) segue che {u~}~ ~ limitata in L ~ (0, ~';Hg(~)) n H  ~, ~ (0, ~'; Ho2 (~)), e pereib 
esiste u tale the  

u~ ~ u debolmente in L 2 (6, T; Hg (~)) n H i (O, ~';//o2 (~9)) 



30 M A U R O  S A S S E T T I  - A N T O N I O  T A R S I A :  S u  un'equazione non lineare, e c c .  

ed anche 

u ~  u debole star in L (0, T;H0~(~)) ~ H  ~'~ (0, T;H0~(t))). 

Vogliamo far vedere che u ~ soluzione di (6.1) in [0, T]. Scriviamo il problema (6.1) in 
forma debole 

(6.6) 

- s  f f Dmu~Dm~dxdt - f f [l +(Du~)e]Du~D~dxdt+ f f u:~'dxdt= 
o ~ 9  O Q  o ~  

= ]]f~dxgt-fu~(~)~(x,O)dx, v~ ~ c~([o,f];Co~(~)): ~(~,f)= o, V x ~ ;  
o t) 

u~(x, O) = Uo (x). 

L'equazione in (6.6) pub essere riscritta nella forma 

(6.7) - r  f f Dm+2u~Dm-2q~dxdt- f f [1 + (Du~)~]Du~D~dxdt + f f u: dxdt  ~0 r ~ 

0 D o ~) o ~ 

= fff~dxdt-fu~(x)~(x,O)dx. 
o ~) 

Poieh~ 

f~ Dm+2u~D~-~dxdt ~ ~,D~+2u~lbD m-~l~xdt 
O t ~  O O  

title~2 r I Din-2 , , <<- V~ ~[Dm+2u~]2dx ~]2dxdt <~ u uo ul) 
o ~ o 

per la maggiorazione (6.5), il termine penalizzante nella (6.7) tende a zero per 
~'--~ Oo 

Si ha poi 

f f [1 + (Du~)2]Du~D~dxdt - f f [1 + (Du)2]DuD~dxdt = 
O r )  O t ~  

= -  f f (Du~-Du)D~dxdt- f f (Du~)2(Duo-Du)D~clxdt - 
O Q  O ~  

- f f  
o t~ 
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e i termini a secondo membro tendono a zero con ~; infatti si hanno le seguenti  inclu- 
sioni (continue): 

L 2 (0, ~'; H 3 (~)) n H 1 (0, ~'; H 2 (t2)) r H ~ (0, ~'; H 8.s (t?)) 

c C~ ([0, T];H3-~(t~)) 

Vs e [0, 1],  

c C O ([0, T]; H 2 (t2)) con immersione compatta 

C C 0 ([0, T]; C 1 (~)). 

Dunque, le {u~}, che sono equilimitate in L2(0, T ; H 3 ( ~ ) ) ) n i l ' ( 0 ,  T;H2(t~)), con- 
vergono (forte) in C~ T] ;CI(~))  alla u (a meno di passare ad una sottosucces- 
sione). 

Cosi 

ff : 'd dt  ff ' 'dxdt, 
0 ~ 2  O D  

per la convergenza debole delle u~, e 

u~(x, O)~u(x, 0), 

per la eonvergenza forte in C o ([0, T]; C 1 (5)). 
In definitiva, dunque, u ~ soluzione in L = (0, T;H03(~)) n H  t'= (0, T;H0~(~9)) del 

problema 

- ff[1 +(Du)2]DuD dxdt+ f f  
O Q  O r 2  

u '  ~' dx dt = 

= f f f~dxdt- fu l (x)~(x ,O)dx  
0 ~ 

V~ e c ~ ([0, ~]; C~ (~)): ~(~, x) = 0 

u(x, O)=uo(x). 

Dall'equazione (6.7) e dai risultati precedenti  si deduce anche 

U"~ L 4 (0, T;H~ (t2)). 

La maggiorazione (6.3) si deduce dalla (6.5) passando al minimo limite per ~--~ 0 e te- 
nendo conto della convergenza debole star  delle u~. 

Per  quanto r iguarda l'unicit~, questa si deduce dalle seguenti  considerazioni. 
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Se ul ,  u2 sono soluzioni del problema in [0, ~ ,  posto ~ = Ul - u2, ~ ~ soluzione del 
problema 

[[1 + 3(Dul)2 ] D2 r ~ ' ' = -  3D2u2(DUl + Du2)Dr 

(6.8) Ir = ~o (0) = O, 

Ho 

Posto 

= - 3D 2 u2 (Dul + Dwz), 

dalla maggiorazione dell 'energia per  fi problema (6.8) (cf. [AR]) si deduce Vt 

(poich~ Ul e H 1'~ (0, T;H~(~))  e d/d t (Dul )  ~ e L (O, T ;HI (~) )  questo ha senso), 

t t 

~<c ~ 
0 0 

(per la regolarit~ di u l ,  us ha senso ll~ll~,a) 

t 

0 ~ 

Dal lemma di Gronwall segue Vt �9 [0, T] 

f ,Dcol2 dx = f loJ'12 dx = O . 
D D 

Da questo e dalle condizioni su co segue t 'asserto. �9 

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 6.1. - L'unicit~ si ottiene come nel Lemma 6.1. 
Per  resistenza, siano u0~ e H2+m(~O) nH~(~O) tali che u 0 ~  u0 in HoB(D), e indi- 

chiamo con un la soluzione del problema di Cauchy (6.1) con i dati iniziali u0~, Ul. Dalla 
(6.3) si ottiene che {Un } ~ limitata in L ~ (0, T; Ho ~ (t))) n H 1' ~ (0, T; Ho 2 (t))) e quindi esi- 
ste u tale che Un-* u debolmente in questo spazio. 
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Per provare che u ~ la soluzione indicata nell'enunciato del teorema, si procede 
come nella dimostrazione del Lemma 6.1. 

Poich~ per le un vale la maggiorazione (6.3), passando al minimo limite si deduce 
che la stessa vale per la u. �9 

7. - A p p e n d i c e  I: u n a  g e n e r a l i z z a z i o n e  del  l e m m a  di G r o n w a l l .  

1~ ben noto come il lemma di Gronwall (cf. [GR]) costituisca un risultato fondamen- 
tale nella teoria delle equazioni differenziali. I1 lemma ~ stato generalizzato in pifi mo- 
di da vari autori; la forma in cui la presentiamo ~ legata alla sua utilizzazione nel pre- 
sente lavoro e differisce da quella classica ottenuta da BELLMAN-BIHARI (cf. [BB], ca- 
pitolo IV, paragrafo 5), anche per quanto riguarda il tipo di dimostrazione. 

TEOREMA 7.1. - S i a  u e C ~  con u(t)>~O e u(O)=uo>O,  tale che 
Vt e [0, T] 

(7.1) 

t 

u(t) <<. uo + f (f(s) + g(s) ds, 
o 

dove/~>0 ed f ,  g �9 T) con f ,  g>~O (g~>~>0 se fl> 1)(s). 
Allora 

i) se ~ = 1 

[/ u(t) <. exp g(s) ds 

i]) se 0</~<1  

(r) 1 f(s) ds + uo 
u(t) <-< ~ o" 

o;f( ) d 8 8 +uo t Yt �9 [0, T],  

§ jtg(s) ds 

o 

1/(1-8) 

Vt �9 [0, T],  

iii) se /~ > 1, esiste T(uo, f ,  g) <~ T tale che, scelto tl �9 (0, T), si ha Yt  �9 [0, T -  
- tl ]: 

Z IfgllL2(O,~/flffl~(o, § e(tl, ~)lrgl]~2(o, § u(t) <~ c(T) 1 + (fl _ 1)~ T) T) UO 
/ 

con c(tl, ~, ~) --> + ~ per tl -o 0 § 

(s) Come si vede nella dimostrazione, per i) e ii) possiamo indebolire l'ipotesi f, g e L 2 (0, T) 
sostituendola con f, g �9 L 1 (0, T). 
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In  particolare, se fl >12 c( tl , /~, )~) = c(,3, s ) / t~ ~ + 1)/(2(z- 1)) 

(7.2) 

DIMOSTRAZIONE. - i) ]~ il lemma di Gronwalt classico. 

ii) Dalla (7.1), V t s  [0, T] si ha 

t ~ 

o 0 

Fissato t e (0, T] e posto 

x = ilul] ,c0, l, 

la (7.2) diventa 

(7.3) 

e da questa  si deduce 

t t 

o 0 

t 

A - - u o +  f f ( s ) d s ,  B =  f g ( s ) d s ,  
o 0 

x < . A  + Bx~, 

(7.4) x <  A + B1/1-~. 
1- /~  

Basta infatti considerare la funzione ~(x)= A + Bx  ~ - x  e il relativo grafico: 

B1/(1-B) \ k ~  

A 
Xo= ~ _ f l  +BY(l-P) A 

Dalla (7.4) segue immedia tamente  la tesi. 
0sserviamo che nel caso/~ = 1/2 r i troviamo il r isultato di [BA]. 

iii) Consideriamo nell ' intervallo [0, T] il problema 

I v'  = g(t) vP + f(t) , 

(7.5) Iv(0) = Uo, 

dove f ,  g, Uo sono i dati del teorema; v(t) ne sia soluzione in [0, ~') per  un opportuno 
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T(f,g,u~) ~ T. Moltiplicando per v ,~ la (7.5), nell'intervallo [0, T) si ha 

v' v ~ = f(t)  v ~ + g(t) v ~ 

o anche 

d { v ~ + l \  
(7.6) -~ i ~ ] = f(t)ve + 

Sia tl e (0, ~') e sia 0 ~ C1[0,  T] tale che 

0~<o~<1 

O(t) = 1 

o(t) = o 
10'l < cdtl  

Moltiplieando la (7.6) per o u, 

ossia 

g(t) v ~ . 

in [0, T], 

in [0, T -  tl ], 

in [ T -  t l /2,  ~ ,  

in [~r- t~ , ~r- q/2] . 

= 02zf(t) v ,~ + g(t)(Ov) ~ 

g(t)(0V) ~ ---- ~'~ ~ --  0' 0 2fl - i V~ + 1 __ OUf(t) v ~" 

Integrando rispetto a t in [0, T]: 

T T T 

2~ f o ,~_lva+ldt_ f o%ff(t)dt; f g(t)(ov)= dt < - 5 +---~ 
o o o 

poich~ g t> ;~ > O, si ha: 

T 

f (ov) 2~ dt 
(} 

. {(0v)~ }(,e + n/~ dt + f(ov)ZO~f(t) dt 
o 

T T 

~2fl f ]O' t~- lvZ+ldt+ f oaevzf(t)dt -- 
o o 

T T 

~ + 1  f l + l  
o o o 

< 1 2fl ~(Ov)2~d t 
(Holder) .~(~ + 1)/~ fl ~- 1 

0 

{, tl (~- �9 o.[(]o,lo~-2)a~/(~- 1)d 

1) }(8- i)/2~. 

(~ + i)/28 

~)/~ 

+ 

, llJ2f 11J2 
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[ ~' ]112 

In definitiva, dividendo per l~J(Ov)~ dt I : 

1 

Se 77f>2, 

1 2~ 
-t 

2(n+l)/~ 77+ 1 I lo, 7 
* 0 ~ 

~ ](/3-1)/2~ k(fl) 
of(lo'lo~-2W(~-l)dt I ~< ~it(J + 1)/----'-~" 

Se 1 <77< 2, vale un risultato analogo, imponendo su 0 l'ulteriore condizione che per 
t o  T-  sia 0 -  ( T -  t)~; allora 

Io'1 ~ ~ < ( ~ -  t )  ~ -  1 

( to ,  io ~ -  ~ } ~ t ( ~  - 1) ~ c ,  ( ~  - t)(E: - 1 + a ( f l  - 2 ) ]  2 f l ) / ( f l  - 1) 

Scegliamo ~ in modo che risulti [ a - 1  +~(77-2 ) ]2~ / (77 - .1 )> -  1, 
+ 1)/(28(77- 1)). 

Si ottiene cosi in entrambi i casi 

cio~ ~ > (77 + 

(7.7) {~oS(Ov) 2~dt] ~ l~ff2dt ~AlO J 9r c(tl '77' ~') .( ~(0v)2~ dt 

con c(tl, 77, ~) ---> + ~ per tl --* 0 +. 
Posto 

~' ]1/2 

I T ]1i2 
A :  , 

 to" J 
B = c(tl, 77, ~), 
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la (7.7) assume la forma 

x <~ A + Bx 11~ , 

analoga alla (7.3), da cui, come sopra, si deduce 

x <. flfl~_l A +B ~t(,~-1), 

ovvero  

~ )i/2 

~of (Or) 2r dt I 

in particolare, se/3 I> 2 

[ r ]i/2 

cl (tl, ~, ~) = c(Z, ~) ) 
t~fl+ 1)/(2(~- 1)) ; 

+ cl (tl,/3, ~), 

da questa 

[ ~' 11t2 [ T 11/2 
(~ ~< ( / 3 -  1)~ ' 

o anche, per come ~ stata definita ~, 

o f v~dt l < (Z_l)Z [of f2dt I +c(tl,Z,~). 

D'altra parte, dalla (7.5) Vt e [0, T -  tl/2] 

t t t 

0 0 0 

e quindi 

Ilvll=, Fo, ~-,,t~3 < 

- tU2 

I fd t  + 
J 

0 

- h/2 

f gv~dt+uo; 
0 
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tenendo conto della (7.8), si deduce 

(7.9) t s o  o 

+U0<~ 

T i T t1/2[ i T \1/2 } 

o o 

1 '  1'~ti ' 1 'j'~ i '  1 '~'~ 
<.c(T) 1 +  (fl-1))~------[/0fg2dt) ) [  ff2dt)o +c(tl'~'s Iofg2dt) + u o .  

Per  passare dalla maggiorazione per  l a v  soluzione di (7.5) all 'analoga maggiorazione 
per  la u soluzione di (7.1), osserviamo che V te  [0, T] 

t 

u(t) - v(t) <~ f g(s)(u ~ (s) - v p (s)) ds .  
o 

Essendo 

u(s) 

u ~ (s) - v~ (s) = ~ f t ~- 1 dt = ~(u(s) - v(s)) ~ -  1(8), 
v(~) 

con ~(s) compreso tra  u(s) e v(s) (in particolare, dunque,  ~(s)/> 0), 

t 

u(t) - v(t) <~ ~ f g(s)(u(s) - v(s)) ~ -  l(s) ds .  
o 

Definiamo V t e  [0, T - tl ] 

~+ (t) = {s e [0, t]: u(s) - v(s) >i 0}, 

~-(t) = [0, t ] - ~ + ( t ) ;  

allora 
r r 

u(t) - v(t) < fl J g(s)(u(s) - v(s)) ~ -  l(s) ds <~ [3M J g(s)(u(s) - v(s)) ds , 

con 

M --- m a x  (lluil~7Eh, ~-,,~, Ilvil'=,~o,~,-,,j }. 
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Poniamo 

Ovviamente 

v(s) = u(s) - v(s),  ~* (s) = e(s) v O. 

t 

f g (s )~(s )ds= f g ( s ) e * ( s ) d s ,  
~+ (t) 0 

e dunque si ha Vt e [0, T -  t~ ] 

e anzi(9) 

(7.10) 

Per  il lemma di Gronwall 

cio~ 

dunque 

t 

~(t) <~ ~M f g(s) ~* (s) ds 
0 

t 

~* (t) ~ ZM f g(s) ~* (s) ds . 
0 

~* (t) = 0 V t e  [0, T - h ] 

~(t) ~< 0 Vt e [0, T - t I ] ;  

u(t) ~ v(t) Vt e [0, T -  tl ] ( 1 0 )  

e quindi anche per  la u vale la maggiorazione (7.9): 

"u'I~,co, T-~l~ <- c(tl ) {1+ (~-~1) Z II g]lL~(~ T)} IlflIL2(O,T) + c(T, ~, )~)"gHL2(O,T) -~- U 0 �9 

8. - A p p e n d i c e  II .  

Con le notazioni gi~ introdotte nel testo, sia d: H---~ 2(V,V')  continuo; fissata 
oJ(t) e C~ T];H), poniamo A(t) = (~(~(t)); dunque A(t) e L ~ (0, T; 2(V, V')). Siano 
poi 

f e L 1 (0, T; H) uo e V ul e H 

(9) Se ~(t)>0 6 ovvia; se ~(t)<~O, ~*(t)=O mentre il secondo membro di (7.10) 
positivo. 

(lo) Cf. anche [PSV]. 
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e sia 

V 1 e Cy ([0, T1 ]; V) (~ C~ ([0, T 1 ]; H) 

soluzione in [0, T1 ] (T1 < T) del problema 

[A(t) u + u" = f ,  
(8.1) ~[u(0) = Uo, u'(0) = ul 

e sia 

v2 e C o ([T1, T]; V) r~ C 1 ([T1, T]; H),  

soluzione in [T1, T] del problema 

I A(t) u + u" = f ,  
(8.2) [u(T1 ) = vl (T1), 

Vogliamo provare che l a  funzione 

u'(T 1 ) = v~ (T1). 

Ivl(t) se t E [0, T 1 ] ,  

u(t) = [v2(t) se t  e [T1, T], 

in C~ T] ;V)n  C)([0, T];H) risolve il problema (8.1) in [0, T]. 
Questo significa che 

(8.3) 

e che 

(8.4) 

T T T 

f <Au, d r -  f(u ' ,  ~')Hdt = f ( f ,  ~)Hdt-  (ul, ~(0))H 
0 0 0 

V~ e C ~ ([0, T]; V): ~(T) = 0, 

u(0) = Uo. 

La (8.4) ~ ovviamente verificata. Per  quanto riguarda la (8.3), riscriviamola nella 
forma 

T1 T 
+ 

0 T1 

TI T 

---- f ( f ~  ~))H dt + f ( f ,  ~.)H d t -  (ul,  p(0)) H -- (V~ (T 1 ), p(T1 ))H + (V~ (T1), ~(T1 ))H 
o T~ 

V~ c C = ([0, T]; V): ~(T) = o. 
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Dal fatto che v2 ~ soluzione di (8.2) in [T1, T] segue che 

T T 

f {  <Ave, ~> - (v~ , ?')H }dt = f (f, ~)H dt - (v~ (T~ ), ~(TI ))H" 
TI T1 

Rimane da far vedere che Y~ �9 C ~ ([0, T1 ]; V) 

(8.5) 

T1 T1 

f { <AVl , > - (v~ , f')H } dt = f (f, ~)Hdt -- (ul, ~(0))H + (V~ (T 1 ), ~(T1 ))H. 
o o 

D'altra parte, poich~ Vx ~ soluzione di (8.1) in [0, T1], 

(8.6) 

T I T~ 

f { <nvl, - i v ; ,  } dt = f (f, (Ul, ~(0)) H 
o o 

Vr e C ~ ([0, T1 ]; V): r = 0 

e anche 

T1 T1 

(8.7) f {<dVl ,~) - - (v~ ,~ ' )H}dt= f( f ,  ~)Hdt-(v~(T1),~(T1))H 
o o 

V~ �9 C ~ ([0, T1 ]; V): [(0) = 0. 

(ricordiamo che v~ (T1) = v~ (T1)) Poich~ ogni ~ �9 C ~ ([0, T1 ]; V) si pub scrivere come 
somma di una ~ nulla in TI con una ~ nulla in 0 (basta prendere ~(t) = (1 - t/T1 )?(t) e 
~.(t)=(t/T1)~(t)), sommando membro a membro la (8.6) e la (8.7), si ottiene la 
(8.5). " 
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