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Su un’equazione non lineare della corda vibrante (*).

MAURO SASSETTI - ANTONIO TARSIA

Sunto. — Per il problema di Cauchy-Dirichlet relativo ad un’equazione non lineare della corda

vibrante del tipo
3 u\|ou|_ &u _
- ([1+( ax” ax) 5 =@

i Q X [0, T'] con Q intervallo limitato di R, si dimostrano esistenza locale e unicitd di solu-
zione. A tale scopo si utilizza una generalizzazione del lemma di Gronwall appositamente
dimostrata: se u(t) ¢ tale che in [0, T] risulta

t
ut) Sug+ [{f(5) + 9w ®)ds (8> 1),
0

allora esiste T<T tale che in [0,771 ¢

Iu(t)‘ = C(T)‘B) f,g,uo) ¢

Summary. - In the Cauchy-Dirichlet problem related to the non-linear equation of a vibrating

. String
B ou\lou| Pu _
Az ([1 * < dx > } dx ) ot2 =fb

in QX [0, T'1(Q being a bounded intervol of the real line) local existence and unigueness of a
solution is established. To this aim we use a generalized version of Gronwall’s inequality: if
w(t) is a solution in [0, T of the inequality

t
wt) S up+ [{f8) +g)u@}ds (8> 1),
0

then th_ere exists T<T such that in [0, 71:
Iu(t)‘ = C(T; ‘B; f: g9, uO) .

(*) Entrata in Redazione il 17 dicembre 1987.

Indirizzo degli AA.: Dipartimento di Matematica, Universita di Pisa, Via F. Buonarroti 2,
Pisa.
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0. - Introduzione.

Un prototipo fisico del problema studiato nel presente lavoro & quello delle vibra-
zioni puramente longitudinali di una corda omogenea a sezione trasversale unifor-
me. '

Se indichiamo con g, la densita costante della corda nella configurazione di equili-
brio, con « la posizione di una sua sezione in tale configurazione, con u(z, t) il suo spo-
stamento da essa al tempo £, con =(z, £) la tensione sulla sezione e con f(x, f) una forza
esterna, allora l'equazione del moto diventa

L ®u
s 7 a2

=fla, 1),

con (x,t) e 2 x[0,T], Q indicando un intervallo limitato della retta reale.
Se si suppone che gli estremi della corda siano fissi ad ogni istante, si hanno le con-
dizioni agli estremi di tipo Dirichlet

ulx,f)=0 Vred2, Viel0,T].

Si suppongono poi assegnate le condizioni iniziali
w0 = u@, L@0=w@ ino.

Per ottenere un’equazione differenziale nel solo spostamento u si possono formulare
ipotesi specifiche sulla dipendenza della tensione = dallo spostamento stesso. La pit
semplice di queste ipotesi & data dalla legge di Hooke, per cui

U
7=E0$7

E, essendo una costante positiva. In questo caso l'equazione differenziale dedotta &

quella lineare delle onde.
Se si assume una dipendenza non lineare di « da du/dx, cioé se

=of22]
' dx )’

si ottiene un’equazione non lineare delle onde

,{ du Fu _
° (55>_p° oz T
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La dipendenza non lineare che si assume nel presente lavoro porta a formulare il
problema:

E ou\loul|_ Su _ -
%{{H(ax”ax} & =f@p i axp,r,

(I) 9 au R
u(x, 0) = uy (), —5{(03, 0)=u,(x) inQ,

(u(x,f)=0 indQ, per quasiognitel0,T].

Di questo problema vengono studiate esistenza locale e unicitd di soluzione.

Il punto essenziale per ottenere Pesistenza & quello di stabilire una maggiorazione
dell’energia. Procedendo in modo formalmente analogo al caso lineare, questa si ottie-
ne non appena si sappia:

i) dare un senso alle ripetute applicazioni della formula di Gauss-Green, il che
implica poter lavorare con funzioni opportunamente regolari,

ii) utilizzare un lemma di Gronwall in cui il secondo membro della maggiorazio-
ne dipende dalla funzione incognita non in modo lineare, ma «super-lineare».

Nel presente lavoro il punto i) (che nel caso lineare & risolto mediante uso di con-
voluzioni) & superato penalizzando il problema con un termine contenente derivate
nello spazio, di ordine sufficientemente alto.

Per quanto riguarda il punto ii), esistono in letteratura vari risultati del genere in-
dicato; la versione che qui si dimostra, in modo indipendente da tali precedenti, per-
mette di indebolire le ipotesi di regolarita sulla f(x, f) a secondo membro di (I).

Una volta ottenuta la maggiorazione dellenergia, gli strumenti utilizzati per rica-
vare Pesistenza sono quelli classici:

1) regolarita del problema linearizzato,
2) teoremi di punto fisso.

Sembra opportuno sottolineare il fatto che la maggiorazione dell’energia e i risul-
tati dei punti 1) e 2) sono ottenuti per il problema penalizzato la cui equazione diffe-
renziale ¢ della forma

RFmy 9 ou \*| du | 32u
II + 2 ou ) |cuoU .
In e axﬂ”(ax”ax} b =f@;

soltanto come ultimo passo si passa al limite in e. Questo modo di procedere ha il van-
taggio che nel punto 1) la regolarita richiesta per il coefficiente di du/dz nell’equazio-
ne ottenuta dalla (II) per linearizzazione ¢ meno forte di quella che si avrebbe nel caso
¢=0 e questo ovviamente facilita la scelta degli spazi in cui operare nel punto 2).

In ogni caso, & relativamente piti facile dimostrare l'esistenza di soluzioni per pro-
blemi in cui il termine non lineare contiene le derivate di ordine inferiore (problema
penalizzato) che non quelle di ordine massimo (problema (I)).
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Per quanto riguarda Pesposizione degli argomenti ¢ stato seguito il seguente
ordine:

§8 1 e 2: sono forniti risultati di esistenza e regolarita per un problema astratto
associato all’equazione data, del tipo (A + B)u + u” = f, risultati in gran parte origi-
nali e ottenuti utilizzando il metodo della decomposizione spettrale dell’operatore A,

§ 3: si traducono in concreto nel caso unidimensionale i risultati precedenti,
§ 4: si stabilisce la maggiorazione dell’energia,

§ 5: si ottiene l'esistenza di una soluzione locale per il problema non lineare
penalizzato,

§ 6: passando al limite per ¢— 0, si stabilisce l'esistenza e I'unicita di una solu-
zione locale per il problema (1), :

§ 7. si dimostra una generalizzazione del lemma di Gronwall,

§ 8: si dimostra un risultato sull’incollamento di soluzioni di un problema diffe-
renziale, usato nel § 5.

Per quanto riguarda il risultato di esistenza locale, puo essere ottenuto anche con i
metodi studiati da KaTo (cf. [K]), che sono diversi da quelli utilizzati nel presente la-
voro, in quanto inquadrati nell’ambito della teoria dei semigruppi.

Altri risultati di questo tipo, ottenuti non con tecniche di semigruppo, ma con i
metodi classici della maggiorazione dell’energia e dei teoremi di punto fisso, iniziati
da KRrzZYZANSKI e SCHAUDER [KS] si possono ritrovare in vari lavori. Ad esempio,
in [CW] & dimostrata l'esistenza locale del problema di Cauchy-Dirichlet in un aperto
di R®, in [DH] gli stessi risultati sono ottenuti per un aperto di R”. Il presente lavoro
rientra in questo ambito di problematiche, differendone perd nella tecnica e, di conse-
guenza, anche nelle ipotesi assunte sui dati.

Altri lavori sull'argomento usano il metodo di Faedo-Galerkin per ottenere I'esi-
stenza di una soluzione periodica su tutta la retta reale (cf. ad es. [D]), oppure affron-
tano un problema non coercivo penalizzandolo con un termine contenente derivate mi-
ste di ordine superiore (cf. ad es.[T] e, con altre tecniche, [GCMI).

Per quanto riguarda unicita di soluzione si hanno dei risultati anche per problemi
piu generali di quello qui studiato (cf. ad es. [HJ).

1. = Un risultato di esistenza per un problema astratto.

Siano V, H due spazi di Hilbert, tali che V & denso in H con immersione compatta;
sia V' il duale di V, in modo che risulti VcHcV'.
Sia A: V—V’ un operatore lineare e simmetrico tale che

1.1 (Au,v)| < My loly Y, veV,
1.2) (Au, u) = vl VueV,
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(,) indicando la dualitd tra V' e V, v e M essendo costanti strettamente positive.
Posto

DA)={ueV: Aue H},

consideriamo gli spazi di Hilbert di interpolazione (per la loro definizione e le relative
proprietd rimandiamo a [LM]):

_ (DAY H) -, sebel0,1],

|, 0@y, se 6el-1,0].

Per questi spazi si hanno le seguenti inclusioni (}):
DA)cH,cH se 6el0,1],
HcHy,c(DA) sedel-1,0],

le immersioni essendo continue rispetto alla topologia indotta dalla norma | |l
Per la definizione di || ||;, osserviamo che, essendo A simmetrico e coercivo ed es-
sendo compatta Pimmersione di V in H, la decomposizione spettrale di A & data da

Aw, =, w,, neN
>0,  X,— + o

scegliendo i w, in modo che (w,, w,, )y = &, i », formano un sistema ortonormale com-
pleto in H. Allora, essendo

DC4)={uhL= iluMWu ﬁ Aﬂunp<h+w]
7= n=1

e
Hy,= {ulu: 2 Uy o, > )‘%Biunf2< + oo}’

n=1 =1

poniamo

(1.3) llf = 2 2% [ual?, (@, 0= 2 2 Unv,.

n=1 n=1
Sia inoltre

B{):.H —-H_,,

con t [0, T'] e con s € (0, 1/4) opportuno una famiglia di operatori lineari e simmetrici
tali che

(1.4) B(): H,,— H con continuita

() In particolare, Hy ), =V, H_;;5=V".
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(1.5) (BOw,v),| <M I, VYu,veH, Vtel0,T],
(1.6) (Btyu,u), = v,|ulf, VueH,, Vtel0,T],
.7m B(t) e HY1(0, T; &(H,,H_,)),

(1.8) (B'®w,v).| <M Jullvl., Yu,veH,, Vielo,T1,

essendo {, ), la dualitad tra H__ e H,.
Per il problema di Cauchy

] t " —
9 {(€A+B( Vu+u' =f,
#(0) = uy, u'(0) = u,,

dove ¢ & un parametro reale positivo, vale il seguente risultato:

TEOREMA 1.1. — Sotto le ipotesi (1.1)...(1.8), se fe L*(0, T;H), uge V, u, € H, il
problema (1.9) ha una ed una sola soluzione u(t) con

ueC'(0, TEV)ACH(0, T, H)
e vale per essa la maggiorazione

(L10) el + v, ) + ' DI <

}‘ t t 2
scexp{ / nB'<s>nds} ( J nqudS) + el + Mo [+ s 3}

DIMOSTRAZIONE. — L’esistenza e 'unicita sono risultati noti (efr. [BAJ). La maggio-
razione segue con argomenti standard di densitd dal seguente lemma:

LEMMA 1.1. -~ Sostituendo Uipotesi (1.7) con la
1. Btye C*([0,T); &(H,,H.,))
e se
feC>(0,TLH), wuyeDA), wmeV,
la soluzione u del problema (1.9) ¢ tale che
ue CH0, T V)

e per essa vale la maggiorazione (1.10).

DIMOSTRAZIONE DEL LEMMA. — Per quanto riguarda la regolarita di u, si veda [GI].
Dall’equazione (1.9) si deduce

5<Au’ wn) + <B(t) U,y Wy, > + (u”, wn) = (f; wn) ’
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essendo i w, gli elementi del sistema ortonormale completo sopra introdotto, e
quindi (%)

2
5(“7 Awn )H + (B(t) Uy oy, )H + '(;itz'(uy Wy, )H = (f, wn)H 3
e anche
dZ
ey (U, 0, )g + (B 4, 0, )y + zﬂ-ﬁ;(u, w, g = (f, w)g -

Quindi, ponendo

Uy = Wy, fo= (o0,
si ha

ey Uy + (BO U, 0, )y + Uy = fr-

Moltiplicando per u, e integrando rispetto a &

i
L1 o, ul () +u20) +2 [ BE) uls), o)y () ds =
0

t
=2 j £,(8) . () ds + sh, w2 (0) + .2 (0).
0

Sommando rispetto ad =, si trova

i i
1)l + w2 [ B w,uwds =2 [(fwads + duolf + o -
0 0

Si osservi che

t

[<5]

t
> f (B(s)u, e, )ty ds = f 2 (B(s)u, w,)gu,ds,
n=1 0 o n=1
perche 2 (B(s)u,w)gu,=(BS)u,u' )y e [(B(s)u,u)g|<||B()ullgllw lz<cllululz<

< ¢z [Jully [[oe |l -
Riprendendo la (1.12) e osservando che

2B u, u)y = %(B(t)u, Wy — B O u, )y

® (B wu,o,) = (B{t) %, w, )y perché ueV c Hy e B: H*— H.
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si ottiene

L13) e+ [ + (B w, w)y =

i t
= 2 [(f s + [ (B, ulyds + o+ o+ (BO o, 0y
0 0

Tenuto conto del fatto che &
Bt u, )y = (Bt)u,u), = v, |ul?,
(BO) ug, uo )y < M_|Juo|,

da (1.13) si ottiene

el . ol + o B < 2 [ 1o o [Fds + elluo |+ M llo [ + floer [
0

Da questa, utilizzando i lemma di Gronwall, si deduce la maggiorazione
(1.10). =

Nelle ipotesi del Lemma 1.1, riprendiamo la (1.12) ricordando che ||B()ully <
< ¢ |full. < eoluly:

el + o <2 | 1B bl s + 2 | 1ol s +
0 0

b ol < 22 VAo + 2 bt +

0

+ ool + sy < S f dff s + - f s +

t

2 ol ds + el + o -
0

Utilizzando il lemma di Gronwall, da questa segue:

2

(114 o+l < e (21| [ Wl | + ol + o
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Poiche la costante ¢ in (1.14) non dipende da B’ (ma solo da B e da ¢), con
il consueto metodo di densita resta provato il seguente risultato:

TEOREMA 1.2. — Sotto le ipotest del Teorema 1.1 escluse la (1.7) e la (1.8), il proble-
ma di Cauchy (1.9) ha una ed una sola soluzione u(t) con

ueC’([0,TEVINC (0, T H)
e vale per essa la maggiorazione

2

il + < ([ 211 [1flheds| + ol + s}
/ 0

Si osservi che il passaggio da una soluzione L0, T;V)nH>*(0,T;H) ad una
C°([0,T); V) C*([0, T];H) segue con tecniche standard (si confronti, ad esempio,
[AR]). Anche Junicitd si ottiene facilmente.

2. - Un risultato di regolarita per il problema astratto.

Riprendiamo il problema di Cauchy (1.9), aggiungendo alle condizioni del Lemma
1.1 lipotesi

“B(t) u“zx g cnz (t)“u“a-}-ZJ ’ Vu € V’ Vt € [07 T] ’

@.1) ¢ e
a,0€[0,1] e a+ 25 < %, e ¢, (t) funzione positiva, non decrescente, limitata.

Moltiplicando la (1.11) per 2%, si ottiene

4
(2.2) At ® |u, P+ 02 u, |2+ 222 f(B(s) W, Vg Uy, s =
0

t
= 2 fa2uy ds + 17 |y (OO + 22, O
0

La serie
20 )\,21“ (B(t) U, wy, )H 'Ll/,,: y
P

converge assolutamente, in quanto

K K 1/2/ g 1/2
2 |(BO®, w)gus| < (20 (BOU, vy :2) (20 u.? )\fj") < IB® wl el ;
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inoltre

J 1B e s <+,
0

poiche
1B(s) ullyr < |1B(s) ull, < e, (Dl +.2, < ¢ [y,
4 [l < |l

eueCL(0,TL;V).

Cid posto, dalla (2.2) si ricava:

3 t t
% f (B(8) w, wp Jp Ur ds = f ( 2 x (B, am)a%) ds = f (B(s)u,u'),ds,
=0 H =
0 0 0
e da questa l'energia «-esima:

t t
@3) iz + B+ 2 [Bl&) w,u),ds = 2 [(fw),ds + oo+ B
0 0

Si ha cosi

awmn+WW<n@ﬁwm%wnﬁ+4mmwn@+wmmﬂ+wms

<c(t) c,(®

fﬂmmua jnlwm+zﬂvuwnds+4%mmﬂ+whm.

Per il lemma di Gronwall,

2

C@q ﬁmwt+mwmmH%M'

2.4 4wmﬂ+wwsmm[

Da questo risultato, con metodo standard segue il

TEOREMA 2.1. — Sotto le ipotest (1.1)...(1.6), (2.1), se

fELl(O’T;Ha)y uOEHa+1/29 u’leHa
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il problema di Cauchy (1.9) ha una ed una sola soluzione u(t) con
weL®0,T;H,12)nH" (0, T;H,)

e per essa vale la maggiorazione (2.4).

OSSERVAZIONE 2.1. — Procedendo come in [LM] (Lemma 8.2, Capitolo 3), ottenia-
mo anche che

U € Cs(O! T;Ha+1/2) nCSI(O) T;Ha)

nel senso della continuitd scalare®). =
Alle ipotesi del Lemma 1.1 aggiungiamo le seguenti:

Esiste a>oc con a+o< % tale che

(25) (B(t) U, u)a - Ka = Ma “u“z —(K=1o)

(B(t) U, u)a - Ko = Y HuHE- K-De cz “u”z —Ko»

| B'Ou, W, g, <M |ulf 1., YueV,Vtel0,T], VKeN: a>Ko,

(2-6) (B(t) u, v)ﬁ = (B(t) U; u)ﬁ + a‘ﬁ (ty u, /U) - a/ﬁ (ty ’U, ’U;) >
Vu,veV, VYtel0,T], V8=a— Ko,

dove a4(t,u,v) & una forma bilineare tale che

2.7

ag (t, u, v)| < cgllulls flls
[t ol <ol —

la; & w, )| < o5 lulls ol

Cio posto, riprendiamo la (2.3). Poiche

i

f (BS)u,u'),ds = f {%(B(S) u,u), — (B'(8)u, u), — (B(s) ', u),,} ds =
0

0

t t
= (B(t)u,w), — J(B’(s)u, u), ds — J(B(s) u, u'), ds +
[i] 0

+ f{aa (s,u, 1) —a,(s,u', )} ds — (BO) uy, ug),,
q

(®) Se X & uno spazio di Hilbert, u ¢ C, (0, T; X) significa che u € L* (0, T; X) e che I'applica-
zione t— (u(f), v)y & continua in [0, T'1, Vv e X.



12 MAURO SASSETTI - ANTONIO TARSIA: Su un’equazione non lineare, ecc.

sostituendo nella (2.3), si ottiene

t

2.8)  eluffiije+ B+ B, u), = f(B’(s) u, ), ds +
0

t t
e [0ty ~ a5, 00y s+ (B, 00), +2 [0+ e B i -
0 0

Esaminiamo separatamente i termini che compaiono nella (2.8). Si ha:

BOw,w), = villull+ . — 2. lull

i t
(@, as < [z ds,
0 0

dalle (2.5) scritte per K=0;
t

Ja,, (s, u',u)ds

0

dalla (2.7) scritta per K =0,

t
f[iaa(s,u, w)—a (s, u,u) — a,s, u’,u)} ds

t t t
C, ,
<c. [ lds < | [hwleds + [ e as
0 0 0

t

Jaa (s, u,u")ds

0

=

==

ds
0

t

¢
< |a, (¢, w, u)| + |a, (0, ug, %g)| + j @, (s, uw, )| ds + J’ |a, (s, %, w)|ds <
0 0

t i
C, ,
< 0, {lellllll + o + ol llso Lo } + ¢ f el el + o ds + = f lkw'|E ds +
0 0

t
C, 1
+ % [ e ds < el Al o+ T+ a2+ FloolE+
0

b4 4 b4
o [l s+ [Ttz as + [l s
0 0 1]
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BO) ug, ug), < M, |luolf+ .

[uneds < [I ot as.
0 0

Tenendo conto di questi risultati, posto

82 (0) = el g s o+ valll B + eI
dalla (2.8) si deduce

t

4 t
FM)<c f #2(s)ds + f [, $(s) ds + fy!f||a #(s) ds + 842 (1) + ¢, ¢ (0) + (
0 0

0

O |t

+c.) sup o
[0, 71

Scegliendo §< 1 e applicando il lemma di Gronwall nella forma del successivo Teore-
ma 7.1 (i) con g=1/2:

2

t
# 0=l +sup g+ [Irl.ds] |
’ 0

cioe
2.9 dulfiet .+ B <

2

11
<c f Iflles |+ el 1o + o [+ 2 -+ s o
X ,

La costante che compare nella (2.9) dipende dalle costanti del problema, ma non da e.
Ripetiamo questo procedimento scegliendo nelle (2.5)...(2.7) K=1. Questo porta
a maggiorare sup |juf, con termini che dipendono dai dati del problema e dal

[0, 7]
sup el ...
"1l procedimento si itera sino ad arrivare ad un intero K tale che « — Ko < 0. A que-
sto punto, essendo sup ||u]l, _ x, < ¢ sup |ju, percheé Pimmersione di H,in H, _g, & conti-
0

nua, per la maggiorazione del Teorema 1.1 dalla (2.9) si deduce

2

@10) el 1o+ fodll s+l < f”flLds +elio [ 12+ oan [+ o [ .-

Ancora con metodi standard, dalla (2.10) si deduce il seguente risultato:
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TEOREMA 2.2. — Nelle ipotesi (1.1)...(1.8), (2.1) (con «a=0), (2.5)... 2.7), se
fELl(O}T;Ha)7 uOEHaH-l/Z’ uleHu’

dove o & come n (2.5), la soluzione u del problema di Cauchy (1.9) ¢ tale che
weL®©,T;Hyjpy,)nH"*(0,T;H,)

¢ verifica la maggiorazione (2.10).

COROLLARIO 2.1. — Nelle ipotesi (1.4)...(1.8), (2.1) con «=0, (2.5)...(2.7), se

f_ELl(O,T;H“), uOEHa+cra uIEHay

la soluzione u del problema di Cauchy limite

@.11) {B(t) urw=s,

w0) =uy, u'0)=uy,

e tale che

uwelL*0,T;H,, )nH"*(0,T;H,)

e vale la maggiorazione

t

ol + Tl < ( | I!fliadS) o 2+ oo 2+ -

0

DIMOSTRAZIONE DEL COROLLARIO. ~ Consideriamo il problema

(eAu,+ By u,+u! =f,
w0 =uy, u (0)=u,

dove
fELl(O,T;H“), u0€H1/2+a; /U’IEHa'

Dalla (2.10) segue l'equilimitatezza delle . in L*(0, T;H, ., )nH L=, T;H,) e dun-
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que l'esistenza di una u tale che
u.—> u debole-star (*) in L=, T;H,, )nH""(0,T:H,).
Per provare che u & soluzione del problema limite (2.11), basta far vedere che

T
[e(4u,, 0y dt >0, VoeCrO,T:V),
0

e questo segue da

T

J€<Aue’ @) dt = ce sup ”us”V =Ce sup .Iu5“a+ 1/2 = \/Ec(.f’ Up ul) per la (210) .
0,7 [0, 7] .
jt

Inoltre per la soluzione u vale la maggiorazione (2.12).
Se poi uge H,,,, il corollario risulta dimostrato con il consueto procedimento di

approssimazione per densita. ®

3. — Il problema lineare con termine di penalizzazione.

Sia @ un intervallo aperto e limitato di R. Poniamo

Fulx, t)
DEu(x, t) = ———2—,
(x, 1) k
, Sulzx, t)
u'(x, t) = Eramt
Riferendosi alle notazioni dei paragrafi precedenti, siang
A= (-1"D*,

B(t) = — D(b(z,t) D) .
Scelti
H=L*Q), V=HIQ), V=H™Q),
ed essendo

D(A) = H*" (@) n H{"(Q),

(*) ®,— x debole star in L™ (0, T;X) con X di Hilbert se Vv e L1(0, T: X)

T T
[, v dt— [, v dt.
0 0
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consideriamo gli spazi d’interpolazione (cf. [LM], pag. 45)
3.1 H,=[DA), L*X @), -s = Hi"™ @),
con se[0,1/2].

L'operatore A: Hi*(Q) — H™""(Q) & lineare, simmetrico, continuo e coercivo (ipo-
tesi (1.1), (1.2)).

Posto =0 x [0, T'], sia
8.2) bx,t) e L*(®, bx,H)=a>01in €.
B(t) & una famiglia di operatori lineari e simmetrici di H}(Q)— H™1(Q), quindi di
H,—H_, se c=1/2m.

B(t) & continuo e coercivo (ipotesi (1.5), (1.6)). L’ipotesi (1.4) che B(t): HE (Q) —
— L2(Q) sia continuo & verificata se
3.3) bz, 1) e L= (0, T; H > (Q)).

Consideriamo il problema di Cauchy

(=1 D¥y — D(b(x, ) Du) + u" = f(x,t) in @,
3.4) ulx, 0) =ug(x), u'(x,0)=u(®) inQ,
u(x,t) e H*(Q) per q.0. tel0,T].

Dal Teorema 1.2 si deduce per esso il seguente

TEOREMA 3.1. — Nelle ipotesi (3.2), (3.3), se
fel*(0,T;L*(Q), wuoeHIQ), wueL?Q)),
il problema di Cauchy (3.4) ha una e una sola soluzione u con
we CO[0, TL HP @) n C* ([0, T}, L*(2))

e vale per essa la maggiorazione (°):

o |

.5 ety + < ( L) ( J ufuods) + e+ 3}

0

(°) Nei problemi concreti, || |, indica la norma in H™(Q), ||, quella in L*(Q).
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Se poi «a=K/2m con KeN e K<m, e se s =1/2m, la condizione (2.1) diventa
1BO ullx < cx Ollullg+»  Yue HQ),

e questa & verificata se

(3.6) b, ) e L0, T; HE* 4= (@),
con
(3.7 cx @) = lbllp- (0, £ HE+1> (@),

Cio posto, si puo enunciare il seguente risultato di regolarita:

TEOREMA 3.2. — Nelle ipotesi (3.2), (3.6), se
feL'(0,T;HE@), ueH™@nHI@, weH{@),
la soluzione u del problema (3.4) & tale che
ueC (0, T, H ™ (@) nHE' @) n C3 (0, T; HE (@),

e vale per essa la maggiorazione
2

6 Ao lwcern) | [1rds) + o+l

Ve

Questo risultato & un’immediata conseguenza del Teorema 2.1 e dell’Osservazione
2.1, notando che H,, /2 = HX*™(Q) n Hi*(Q).

Dal Corollario 2.1 analogamente si deduce il seguente risultato di esistenza e rego-
larita per il problema limite:

TEOREMA 3.3. — Se
beH- (0, T, HX 1 =(Q),

bz, )=a>0 in C,
fe L' (0, T; HE @),
uy € HEY1(Q),

Uy € H(g{ (Q) ’
con KeN, il problema
- D(b(x, ) Du) +u" =f(x,t) in G,
w@, 0) =uy(®), @0 =u(x) inQ,

u(x,t) e HH(Q) vper q.0. t€[0,T],
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ha una ed una sola soluzione
weL”0, T;HETHQ) nHY= (0, T; HE (@)
e vale per essa la maggiorazione Ve [0, T']

t

s + < c (J lifHKdS) g s+ s

4. — 11 problema non lineare con termine di penalizzazione: una maggiorazione
a priori.

In questo paragrafo proveremo il seguente risultato:

TEOREMA 4.1. — Dato il problema di Cauchy

(=17 T1D¥y + D((1 + (Du*1Du) —u"=f in @,
4.1) w@x,0) =uy (@), w0 =u@ inQ,
u(x,tye H*(Q) per q.0. tel0,T],
con m intero >2 e con
feL*(0, T, H{ @),
uo € H**™(Q) n H{" (@),
U € Hg (Q) ]
se u & soluzione del problema in [0, T] tale che
ueL” 0, T; H** (@) n H{ @) nHY" (0, T; H§ (),
esiste
T= :’1\1(1’5077’4’1;.)“)s T)
tale che, preso t; € (0, T), vale Vi e [0, T~ 4,1 la maggiorazione

1/4

T
@2 Veldyon+ s+ el < | [l +
0

1/4
cT n
¢/

12
+ Veluollz 4 m + lolls + oer |l + 3 f(Duo 2 (D3uy ) dx) .

Q
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DIMOSTRAZIONE. — Riprendiamo la (2.83) con a=1/m e Bl u=-D(1+
+ (D)1 Du).

Osservando che H, = H{ (Q), H, 1= H**™ Q) nH{ @) e (,), = (D%, D?)12(q), si
trova

4.3) .+l -2 jf D3*([1+ (Du)1Du)-D*u' dx ds =

0 Q

_ 2 j j Df D’ dads + oo By + | I

0 Q

tenendo conto dell'uguaglianza
D3([1 + (Dw?1Du) = D*u + 6(D*u)® + 18 Du D*u D3y + 3(Du)? D*u ,

consideriamo i termini della (4.3):

3 t
—2ffD4uDzu'dacds=2fJD3uD3u’docds=

f s —(D*u)deds = f{(D%L)Z (D3uy)?} dee,

0 Q

!
; -12 ff(Dzu)?’(Dz VYdods | < 12f[]D2uH2 dstDzu[ |D%w' | dx <

t
S1(9)) f ds
[}

j(Dsu)ZdachDzu! |D*u| dx)
Q

(per la maggiorazione di Sobolev)

t
1/2 1/2
=< c(Q)fds {( f(D3u)2dac)< f(Dzu)z dx) ( f(Dzu’)zdac) ]
0 Q Q Q
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(per la disuguaglianza di Holder)

J’(D?’u)2 da

Q

< ¢(2) des [( j(D3u)2 de
0

Q

< ¢(Q) f tds
0

2
+ j)(Dzu)2 da J’(Dzu’)2 dx}
0 o]

4 f (D*u)? dar f D)2 dx]
Q

o]

(per la maggiorazione di Sobolev)

t
2
< c(Q)jds j(D3u)2dx) + —21~
0 2

2
f(Dzu’)Z dac)
Q

2
f (D%)de) + %
02

! 2
< c(Q)J’dsl f[(D?’u)2 + (Dzu’)z]dw} ;
0 Q

£
<36 f ID2ul. ds f \Ds| D] D |d <
0 9]

1/2
f |D%u'|? dm) ] ds

1
—36[[DuD2uD3uD2u’dmds
0 0

< () f[
0

(per la disuguaglianza di Hélder e la maggiorazione di Sobolev)

1/2 1/2
f|D3ulzdx [‘Dulz !D3u|2dac)
Q

Q

Q

4 t
2
< c(Q)fdsz(D%)zdac + c(Q)st J’(Du)2 (D3u)? da + I(Dzu’)zdoc)
0 Q 0 Q fo]

(in quanto abc<a?/2+ (b2+c?)?/4);

t
- Gfds f(Du)2D4uD2u’dx =
0 Q -

i t
= 12fdstuD2uD3uD2u’dm+6jdsJ(Du)2D3uD3u’dx.
0 0 0 Q

In questa uguaglianza il primo termine a secondo membro si maggiora come Sopra,
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per quanto riguarda il secondo, si ha:

i t
6 f ds f (DU D*uD%' ds = 3 f ds j (D) Eds—(D%)zdx -
0 Q [i] Q

4
= SJ(Du)Z(D3u)2dx—SJ(Duo)z(Dsuo)de—- 6jdstuDu’(D3u)2dx,
0 0 o 0

e inoltre

=

t
6fdstuDu’(D3u)2dx
0 o

t
sfif”Du’Heo ds
0

1/2
j (Du)? (D3u)? dx)

Q2

1/2
f (D3u)? dac)
0

1/2

t
< ¢(Q) J ds
0

f (D*u')?
Q

1/2 12
f (Dw)? (D3u)? dac) ( f (D*uw)? dx)

Q ]

t t 2
< (@) j ds J (D*u' P da + e(Q) f ds[ j [(Dw?(D3*u)* + (D?’u)z]dw} ;
0 Q2 0 Q

t t
2jdst2fD2u’dx<21ds
0 Q 0

Q

12
[wery dx)
0

in definitiva, dalla (4.3) si deduce

1/2
J’(Dzu')2 dac) ;

s+ B+ f D*ulde +3 f (Du (D) ds <

Q Q

t t
2
< c@Q) fds f(fD3u|2+ JDzu’lz)dm) +fdsj |D3uf*dx +
0 Q 0 Q

+f tds< [ Ipupiptupas + [Dzu’lzdx)z +f tds [ Dt o+
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! 1/2 1/2
+ f ds f 0% dw} f(Dzu')Z dm} +
0 Q

0

t
2
j [(Du)* (D3u)? + (D3u)2]dw) +2 f ds
a 0

+toBen + B+ [0PunRde + 3 [Dug 2 D%y P

Q Q

Posto

G0 = chilg o+ [P + 3 [ D DR

Q Ie]

1/2

o =| [@rp dwj ,
Q

la maggiorazione precedente assume la forma

2

1 t
G < ¢ J’ G*(s)ds + ¢, J G(s)ds + ¢35 f o(3) VG(s)ds + G(0).
0 0

0
Per il Teorema 7.11i) (con 8=1/2), si ottiene

14 2

¢ :
G < c4f G2(s)ds + fgo(S) ds| +G0) < C4J G2(s)ds + c; f ¢ (8)ds + G(0).
0 0

0

t

0

Per il Teorema 7 iii) (con 8= 2), da questa si deduce che esiste T < T funzione di G(0) e
di ¢, e dunque di u,, u; e f, tale che, preso ¢; € (0, T), vale:

9 CTI/Z .
©, 10,7 —t] = C(T)“§D ”L?(O,D + ==+ G(0), Viel0,T—-1],

G| o

e cioe
1/2

T
2 2 4 /1B < o(T |7l dt +cT1/2
eltelB+ oo + el + k'l < (D) | | IfIE
0

¢3/2

el -+l B +[hao [+ 9 f (Do DPug)dee,  Vte(0,T-t]
Q

e da questa segue la (4.2). ®
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5. — Il problema non lineare con termine di penalizzazione: esistenza e unicita
di soluzione.

In questo paragrafo ¢ dimostrato il seguente

TEOREMA 5.1. - Se
feL*(0,T;HZ(Q), ueH* ™QnHIQ) e wu eH{Q)),
il problema di Cauchy (4.1) ha una ed wna sola soluzione locale
u, € L* (0, T; H>*"™(@Q) n H* @) n HY* (0, T; H3 (@) )

con T="Tuy,u,f)<T e per essa vale la maggiorazione (4.2).

DIMOSTRAZIONE. — Per quanto riguarda l'unicitd, siano v, e v, soluzioni di (4.1) in
[0, T']; allora v; — v, & soluzione in [0, T'] del problema
(=1 1D (v; — vp) + D([1 + (Dvy P1DWw, — v3)) — (0 — vp)" =
5.1) = — D([(Dv, )2 = (D, )2 1Dv, ) s
Wy =1 )(0) = (0, — v,) (0) = 0,
v - e H*(Q), Vtel0,T].

Essendo verificate le ipotesi del Teorema 3.2, per la maggiorazione (3.8) e ponen-
do

i
5.2) € (l’v1> = C€xXp “‘t“HD%HLw(o, THY=@) | )
& \/z 5

si ha Vte{0, T

vy = vallmra+ ol — vl c (%, 1)1) j ID(L(Dw, ) — Dz )21 Dy Yo ds <
0

¢ t

1 [ 1
sc|—,0n ”7)2”00,4H711+712”w,5J]I”1—Uzl|4d3$0 =, 01,0 | o — vglln+2ds.
€ J €
0 0

Dal lemma di Gronwall, si deduce v; = v, in [0, T].

Per quanto riguarda lesistenza di soluzioni, fissata we L”(0,s;C*(Q)) con

® In realta, u e C(0, T; H2*™(Q) n H* (@) n CL(0, T: HE(Q)).
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s€(0, T'], consideriamo il problema lineare

(=1)"*1D¥ 4 + D([1 + (Dwf1Du) —u" = f,
(5.3) u(x, 0) = uy (), u'(x,0)=u;,

w(x,t) e H"(Q)  per g.0. te[0,s],
esiaueL”(0,sH>""(@Q)n Hi (@) nH"* (0, s; H} () 1a soluzione (), per essa vale

la maggiorazione (3.8), con

- ¢ o (1
(5.4) Cy = Cexp [“\Z leallz= o, t;C“(.Q)):l = Cz( = ©) t) .

Resta in tal modo stabilita un’applicazione S: w— u. Tale S & continua di
L7(0,8;,C* @) — L*0,s; H" " 2(Q) " HI (@) n HV= (0, s; HE (Q)) .
Infatti, se u; = S(w;), u; — Uy risolve il problema
D™ (uy — uz) + D([1 + (Desy 1Dy ~ p)) — (uy — %)" = — D([(Dew; )* = (Des )* 1 Dz ),
(41 — 42 )(0) = (1~ uz)'(0) = 0
(uy ~ug) e H*(Q) per q.0. tel0,s];
per la maggiorazione (3.8) con il termine (5.4), si ha Vte [0, s]
6.5) el —uplBp + lef —ug[B<

2

Llli-asen | [ 1D~ D 1D ots| <
0

SCexp{

t 2

<cexp [—jfuwlumm} of ol o+ onl o = onlf 4 <

”f“z ds| + ellug sz + B} lleor + %, allesy — wslf% 4.

{—\é/: (ot = o, &, c* @y + oz =0, 5,04 )}

Da questo segue la continuita di S.

(") In realty si ha anche la continuiti scalare.
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Si hanno inoltre le seguenti inclusioni

L= 0, H* ™ @) nH{ @) nH* (0, HF (@) ¢

(5.6) CH*2(0,HA-m(Q) Vo e[o,1],
5.7) c COe V2 ([0, s]; ¢+ Im U2 () vae(-;—,l]; |
5.8) cL=(0,5C @) se c=1—%;

{per la (5.6), cf. [LM]; la (5.7) segue dal teorema di Sobolev, cf. ad es. [AD]; 1a (5.8) &
compatta).
Quindi

S: L=(0,s;,C4(@)) — L= (0, s;C*(@))

& compatta.

Per applicare il metodo del punto fisso, mostriamo che S manda un’opportuna pal-
la di L>(0,s;C*(@)) in se.

A tale scopo, sia z; = S(0); dalla maggiorazione (3.8) si ricava Vtel0, sl

T
s Ol < Of s+ Veltl oo+ bl = 3.

Scelto R =4¢M/Ve sia B,=B(,R) in L~(0,sC*(@)); ovviamente 2 € B,
Vse (0, T]
Se we B, e u=8(w), dalla (56.5) si deduce

Hu —2 ”L*«), sC' @) = T(/:—; €xp ( Ei—/—; ”wH%w(o, s;c4@>> sM “w”%“(o, 5C4@) =

<-£ exp< SR
Ve T \2Ve
e quest’ultima quantitd ¢ minore di R/4 per s € [0, s.], opportuno in [0, T].

Percid, se weB(0,R) in L*(0,s,;C*@)), u=S(w) e B(z;,R/4) c B(0,R) nello
stesso spazio.

Questi risultati e i precedenti permettono di utilizzare il teorema di punto fisso di
Schauder-Tychonov (cf. [DS]) per dedurre una soluzione per il problema (4.5) nell’in-
tervallo [0, s, ].

Come nel paragrafo 4 (Teorema 4.1) e successivamente nel paragrafo 7, sia

)SMRZ,

TzT(uO)ulhf)
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con T<T tale che in [0, T esiste la soluzione del problema di Cauchy:

v =%+ o),
v(0) = vy,

con

o) =

1/2
f(sz)z dx) ,
Q

0= B+ B+ [ D% 02 +9 | Dy (D% P

Q Q

Se s,=T, [0,T] & un intervallo non dipendente da ¢ in cui il Problema 4.1 ha
soluzione.

Se invece s, < T, indicata con u, (f) 1a soluzione del problema (4.1) in [0, s, ], consi-
deriamo ancora il problema (4.1) in cui perd le condizioni iniziali sono adesso date
da

(5.12)
u'(s.)=u(s.),

{u(ss) =, (s,),

e studiamolo nell'intervallo [s., s].
Sia 2o=S8(0) con i dati iniziali (5.12); dalla maggiorazione (3.8) si ha Vie
€ls.,s]

T
leaOllooay < 4 [ L@ds + Vel (5 + f 6.
\/; 0

Essendo s,< T, la maggiorazione (4.2) vale sullintero intervallo [0,s,] e quindi,
posto

T 1/4
(5.13) N——-c(T)( | Hf(t)ll‘édt) + o0 + s+
0

1/2
ol + e+ s( [Dur @0y dx) ,

Q



MAURO SASSETTI - ANTONIO TARSIA: Su un'equazione non lineare, ecc. 217

(ef. (4.2)), ¢i ha

T 1/4

6.1 bVl < G2 7| [t vy 2.

Come prima, scelto R = 8Ne¢/V/, sia B, = B(0,R) in L™ (s, s; C*(Q)); ancora 2, € B,
Vse(S,,T]. Se we B, e u=S(w), dalla (56.5) si deduce

8

\ s—s
Hu— zZHL‘(sE,s;C‘*@)) = éEXP( 2 \/5 ”w”%”(s,,s;c4(§))> S j ||22“c4(5) dt ”“’IlZL”(st,s;C‘*(ﬁ)) =

& §—8, 2 2N¢ 2 ZNRZCZ $§—8, 2
< —Zexp|——R*|(8—s8,)—=R*= ex R*i(s—s,),
Ve p( 2Ve ) Ve ¢ Pl eve

e quest’ultimo termine & minore di R/4 purche sia s —s, <o, opportuno.

Percio, come sopra, si arriva ad una soluzione u,(s) del problema di Cauchy (4.1)
con le condizioni iniziali (5.12), definita in [s.,s, + .1

La funzione

u,(s) in {0,s.],

Vy(8) = {

%u9(8) in [s,,s,+oc.1,

¢ soluzione del problema (4.1) (vedere Appendice 2, tenendo conto del fatto che in
realtd 1wy, Uy sono scalarmente continue).
Se s, + 0. <T, ripetiamo il procedimento, considerando il problema (4.1) con le
condizioni iniziali
u(s, +0,)=vy(s,+3,),
(5.15) { el TRReTE

ui(s +s)=v3(s,+0.),

e studiamolo nell'intervallo [s, + ¢, s].
Sia 25 = S(0) con i dati iniziali (5.15); dalla maggiorazione (3.8), si ha Viels, +
+ ., 8]

llzs Dllos @ <

T
& Of LFOads + Vel + ol + o 5.+ o) <
1/4

T
€ Imaj4
< Cir Ofuf(s)ngds +Nl<

essendo N come in (5.13).
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Sia ancora B = 8Nc/Ve e sia Bg= B(0,R) in L* (s, +5,,s;,C*(@)); allora z; € Bg
Vse(s,+q,T].
Se w € Bg e u= S(w), dalla (5.5) si deduce

e~ 23l 5.4 o, 505 @) <

s

¢ §—8§,—a, 2 f 2 o
< ——exp| ———= (s 4o 50T 23 Ollos@y dt (s +g .5 =
\/; p( 2\/; ”‘"“L (s, + 5,3,04«2») ! ” 3 “C‘*(a) ”w”L (s, + 3,5, C*(Q)
< .E_exp(:g_:sﬂ___szZ) (3_83_05)22%' R2=
Ve

: 2Ve Ve

2NRZc2 §—8,—oa

= ex (8—8.,—a.),
Eoen( Ty Jome

e quest’ultimo termine & minore di B/4 se s —s,— s, <o, (si confronti con il passo
precedente).

Percio si arriva ad una soluzione u;(s) del problema (4.1) con i dati iniziali (5.15),
definita in [s,+ 0., s, + 20.]. La funzione

_[va(s) in [0, SE“+ .1,
(5.16) Us(8) = {ug (s) in[s,+a.,s. +20],

& soluzione del problema (4.1) in [0, s, + 20,1
Iterando opportunamente il procedimento, in un numero finito di passi si arriva ad

una soluzione in [0,7]. M

6. — Il problema non lineare della corda vibrante.

In questo paragrafo é studiato il problema non lineare della corda vibrante; i risul-
tati ottenuti sono compendiati nel seguente teorema:

TEOREMA 6.1. - Se
fel*(0,T;HF @), weH{@), weH{Q),
il problema di Cauchy
D1+ (Du1Du)—u"=f in G,

(6.1) w(x,0) =ug(x), u'@,0=u;(@) inQ,
ulx, t) € Hy (Q) per q.o. te[0,T],
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o una ed una sola soluzione locale u tale che
6.2) weL>(0,T;H{@), weL~(0,T;H{@), weL*(0,T:Hi@),

con T(ug,u;, f)<T; la soluzione verifica la maggiorazione

T 1/4
©6.3) o' @lle + llutt)le < o(T) ( [t dt) +
0

1/2
+ K(T) + g [l + lo |l + 8 ( f(Duo Y (D3 uy)? dx) .

Q
Dimostreremo il teorema supponendo dapprima u, € H2*™(Q) n H{*(Q) con m in-

tero maggiore di 2; premettiamo il seguente lemma dunque:

LEMMA 6.1. = Se m & un intero >2esef e L*(0, T, HZ(@Q)), ug e H2*™( Q) nHI" Q) e
u; € HE(Q), 1l problema di Cauchy (6.1) ha una ed una sola soluzione locale u verifi-
cante le (6.2) e la maggiorazione (6.3).

DIMOSTRAZIONE DEL LEMMA 6.1. — Per quanto visto nel paragrafo precedente, nel-
le ipotesi del lemma il problema

(=1 1D¥y + D((1 + (Du)21Du) —u' =f,
(6-4) 'M/(x, O) = Uy (.’,U) ’ 'M/’(w, 0) =U (x) )
ulx, t) € Hi' (Q),
ha una ed una sola soluzione locale
u, € L= (0, T; H** (@) n Hi (@) n HY* (0, T; H} (@),

con TA che non dipende dal parametro s, e per essa vale la maggiorazione V{e
el0,T]

T 1/4
6.5) Vel lorm+ el + llls < e(T) ( f 716 dt) + k(D) + Vel llp+m +
0

1/2
+uu1nz+nu0u3+3< f<ouo>2<muo>2dx) .

Q2

Dalla (6.5) segue che {u,}, & limitata in L= (0, T; H3(Q)) n H>* (0, T; H3(2)), e percid
esiste u tale che

u,— u debolmente in L2(0, T HE (@) n H1(0, T; HZ(Q))
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ed anche
u,— u debole star in L= (0, T H} (@) nH“>= (0, T; H} ().

Vogliamo far vedere che u & soluzione di (6.1) in [0, T1. Seriviamo il problema (6.1) in
forma debole

< [[ Dru,D"gdwdt~ [ [ 11+ Du.?1Du Do dudt+ [ ] wle dwdt=
0 Q 0 Q

-

66) ¢ T _ _
= [[fodwdt~ [ @ ste,0de, Vo e 070, THCF@): o2, T) =0, Va <0;
¢ Q Q
\us(xy 0) = Uy (x)-

L’equazione in (6.6) pud essere riseritta nella forma

T
60 < [[Dm*u,Dm2pdzdt— [ [[1+@Wu,)?1Du,Dodudt + ]f ! o' dedt =
0 0 0 Q o]

T
f dx dt — f %y () olz, 0) dix .
Q

Poiche

U D™ 2, D™ 2o dudt | </ ” Ve D™ 2| D™ 2 olda dt <

0 Q

T

T \1/2 1/2
s\&( jJale”uEFdxdt) (U |Dm‘2go]2dxdt) <Veele, T, f 0, 1),
00 0 Q

per la maggiorazione (6.5), il termine penalizzante nella (6.7) tende a zero per

e—0.

Si ha poi
T 7
| [ 11+ ©u,?1Du, Dy dw dt - [ [ 1+ @w?1DuDgdw dt =

0 Q 00

T
= [ Wu,~ DwDededt~ | [ (Du,?Du, — Du) Dy dev dt -
0 0

[(Du, ? — (Du)?1 Du Do dx dt,

|
S - -
© B
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e i termini a secondo membro tendono a zero con ¢; infatti si hanno le seguenti inclu-
sioni (continue):

L2, T; H3(@) nH (0, T; H2(Q)) c H* (0, T; H3~*(Q)) Vs e[0,1],

cC%([0,TLH?* Q) Vse (%,1), a=§— —;—,

c C°([0, T]; H2(Q)) con immersione compatta
cCl0, T, C'@)).

Dunque, le {u.}, che sono equilimitate in L2(0, T; H3(Q))) n H'(0, T; H2(Q)), con-
vergono (forte) in C°([0,T%;C'(@)) alla u (a2 meno di passare ad una sottosucces-
sione).

Cosi

ij u. o' dx dt— ij u'y dedt,
0 Q 0 Qo

per la convergenza debole delle u,, ¢
4, (x, 0) — u(x, 0),

per la convergenza forte in C°([0, T']; C1(Q)). R B
In definitiva, dunque, % & soluzione in L= (0, T; H$(Q) nH-> (0, T; HZ(Q)) del
problema

7 7
~ [ |11+ @uw1DuDpdwdt+ [ [ u' g dwdt =
00 0 Q

T
= f fodadt— f uy (@) o, 0)dx Vo e C= (0, T Cy(Q): (T, ) =0
0 0

Q

ule, 0) = wuy (x) .
Dall’equazione (6.7) e dai risultati precedenti si deduce anche
w"e L0, T H: Q).

La maggiorazione (6.3) si deduce dalla (6.5) passando al minimo limite per ¢ — 0 e te-
nendo conto della convergenza debole star delle u,.
Per quanto riguarda P'unicita, questa si deduce dalle seguenti considerazioni.
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Se u; , uz sono soluzioni del problema in [0, T, posto w = #; — 4y, w & soluzione del
problema

[1+3Du,*1D%w ~ o' = — 3D%uy (Duy + Dty Do,
(68) CU(O) = w’(O) =0 ’
we HH Q).

Posto
= 3D2u2(Du1 + Duz) ,

dalla_maggiorazione dell'energia per il problema (6.8) (cf.[AR]) si deduce Vte
e[0,T]
¢ 2
j\lezdx+J]m"2dac$c fds (ﬂj |o|? |Dew|? de exp(
Q Q 0

(poiche u; € H* (0, T; HZ(Q)) e d/dt(Du, ) € L™ (0, T; H' () questo ha senso),

<) [lellads (j llezdac)m

1/2

d 2
l dt Duy) L™, T;L“‘(Q)))

i

t
<c[lplt.ads [ [ IDoftaat
0

0 Q

(per la regolarita di u;,u, ha senso ||l o)
t
<c fj |Deo? daz dt .
00

Dal lemma di Gronwall segue Vt € [0, T')
fIlezdx = f lw"zdﬂc =0.
Q 0

Da questo e dalle condizioni su « segue I'asserto. ®

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 6.1, — L’unicita si ottiene come nel Lemma 6.1.

Per esistenza, siano ug, € H2""(Q) n HI*(Q) tali che ug, — uo in HE(Q), e indi-
chiamo con u,, la soluzione del problema di Cauchy (6.1) con i dati iniziali u,,, «, . Dalla
(6.3) si ottiene che {u, } ¢ limitata in L= (0, T; H¢ (@)) n HY* (0, T; H§ (Q)) e quindi esi-
ste u tale che u,— % debolmente in questo spazio.
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Per provare che u & la soluzione indicata nell’enunciato del teorema, si procede
come nella dimostrazione del Lemma 6.1.

Poiché per le u, vale la maggiorazione (6.3), passando al minimo limite si deduce
che la stessa vale per la . ®

7. — Appendice I: una generalizzazione del lemma di Gronwall.

E ben noto come il lemma di Gronwall (cf. [GR]) costituisca un risultato fondamen-
tale nella teoria delle equazioni differenziali. Il lemma ¢é stato generalizzato in pitt mo-
di da vari autori; la forma in cui la presentiamo ¢ legata alla sua utilizzazione nel pre-
sente lavoro e differisce da quella classica ottenuta da BELLMAN-BIHARI (cf. [BB], ca-
pitolo IV, paragrafo 5), anche per quanto riguarda il tipo di dimostrazione.

TEOREMA 7.1. - Sia ueC°[0,T] con w®)=0 e wu(0)=wu,>0, tale che
Vtel0, T]

i
(7.1) u(®) < up + J{{f(s) + g(s)uP(s)} ds,
0

dove 8>0 ed f,g € L*(0,T) con f,g=0 (g=21>0 se g>1)).
Allora

i) se g=1

t t
u(t) < exp f g(s)ds J- f&)ds+uy| Viel0,T1,
0 0

i) se 0<p<1

t \ 14 1/1-38)
ult) < l—iE Off(s)ds+uo)+ Ofg(s)ds Vtelo,T],

i) se 8>1, esiste T(uy, f,9) < T tale che, scelto t, € (0,T), si ha Vte[0,T—
- tl ]:

u(®) < (T) (1 + G_IBT))\H!]HLZ(O, 77) 1f 20,7 + ¢ty B, VNG llLeo, 1 + %o

con ¢(t;,B,1)— + © per t;— 07.

() Come si vede nella dimostrazione, per i) e ii) possiamo indebolire lipotesi f,g € L2(0, T)
sostituendola con f,g e L1 (0, T).
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In particolare, se =2 c(ty, B, 2) = {8, A)/ 1+ D/EE-1),

DIMOSTRAZIONE. — i) E il lemma di Gronwall classico.
i) Dalla (7.1), Yte[0, T] si ha

t t t t
(1.2)  tllo 0,00 < 0 + ff(s) ds + fg(s) uP(s)ds < uy+ Jf(s) ds +|[ullfs 10,0 fg(s) ds.
0 0 0 0

Fissato te (0, T] e posto

t

t
&= |ulopg, A =uo+ff(s)ds, B= jg(s)ds,
0 0

la (7.2) diventa
(7.3) x<A+Bzx*,

e da questa si deduce
A _
A < -2 4 BVI-#,
(7.4) x -5 +

Basta infatti considerare la funzione o(x) = A + Bx® — 2 e il relativo grafico:

L= .]% +B]/(1—ﬂ)

0 BYa-p \ Y’

Dalla (7.4) segue immediatamente la tesi.
Osserviamo che nel caso g=1/2 ritroviamo il risultato di [BA].

iii) Consideriamo nell'intervallo [0, T] il problema

v’ =g + 1),
@5 {’U(O) = U,

dove f, g, uo sono i dati del teorema; v(f) ne sia soluzione in [0, T) per un opportuno
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T(f, g, u) <T. Moltiplicando per v* la (7.5), nellintervallo [0, T) si ha
v v = F(t)vP + g(t)v ¥

o anche

A R NP 2
(1.6) dt(ﬁ-%l)"—f(t)v + gty v¥.

Sia t; € (0, T) e sia 6 € C1[0, T] tale che

0<6<1 in[0,7],

6(t) =1 in [0,T-t1,

o(t) = 0 in [T—1t/2,T1,

o'l <e/t, inIT—t,T—1/2].
Moltiplicando la (7.6) per 6%,

azﬂd(

551 ) FEf () v? + gE)(ov)¥

ossia

gB(ov)* =

dt(e%ﬂ;*rl) ;fle'e% Lyt ) o

Integrando rispetto a ¢ in [0, T'}:
’ T

fg<t)(ev)2ﬂdts ~~B%BT Jre’ezﬂ*‘vﬁ“dt—jBzﬁvﬁf(t)dt;
0 0

poiche g=21>0, si ha:
T

[(Ov)zﬂdt< —f}ﬁ ¢ 1v'@“olif+}(6‘251;%‘(15)(%15

¢

- ‘B+1 J’|0 |6°~ 2(6@f+1dt+f(ﬂvf05f(t)dt ,B+1

T T

)28 LB+ D/28 f 8 128 f 2
{( v) } dt +0 (6v) eﬁf(t)dt(H;ier) G 41 Mov)* dt
0

(8- 1)/28 T 1/2

(B+1)/28

. f(]o’}eﬁ—z)zﬂ/@“‘)dt + )\J(Gv)%dt )ljazﬁfzdt
; !

0

f{(‘e |97~ 2)%/(8 - D ) (8- 1/26.

1/2
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7 1/2
In definitiva, dividendo per [A [(6v)? dt} :
]

T 1/2 T 1/2

Af(ev)%dt s%fﬁzﬂfzdt -
0 0

T 1/28( 7T (8-1)/28

1 28 f 2 f /| gB-2Y28/8 -1
+A<ﬂ+1>/2ﬁ 541 Aov)# dt (jo' | 6%~ 2)% dt
0

0

Se g=2,

7 (= 1)/28
f([G"GB‘Z)Ze/(B"I)dt
0

< k(g)
e+ /28”

Se 1<8<2, vale un risultato analogo, imponendo su 6 l'ulteriore condizione che per
t— T sia 6~ (T ~t)*; allora

|6'| ~ (T — £y~ 1

{|01!93—2}2ﬂ/(ﬂ—1) ~ ¢ (T _ t)([a—1+a(ﬂ~2)]2ﬁ)/(ﬁ— D

Scegliamo. « in modo che risulti [x—1+a(8—2)]28/(B—1)>—1, cioé a>(8+
+ 1D /23(8~1).

Si ottiene cosi in entrambi i casi

7 1/2 T 1/2 T 1/28
n A f (w¥dt; < % f f2dty  +elt,B,2) f Aov)# dt
0 0 0
con ¢(t;, 3, 2)— += per t;— 0",
Posto
T 1/2
x =14 J (wydty

0

1/2

T
_lfz
A= frar
0

B= c(thﬂaA);
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la (7.7) assume la forma
x<A+Bx'/f,
analoga alla (7.3), da cui, come sopra, si deduce

A 8/(8-1
< —— ;
x 5 1A+B ,

ovvero

1/2 T /2

ﬁwa%ﬂ sEgT %ff%h +c(8,8,2),
0

(in particolare, se =2

C(f87)\)
Cl(tl,ﬁ,)\)zm);
da questa
12 1/2
()Y dt < f Zdt +c(ty, B, 2
J ) |l oh

o anche, per come & stata definita 4,

T-t/2 1/2 ‘ /2

(1.8) fvzﬂdt < f FEdty  +elt,B,2).

(8- 1)/\

D'altra parte, dalla (7.5) V¢ e [0, T —t,/2]

t

t t
fv’dt=ffdt+fgvﬁdt,
0 0

0
e quindi
T-t/2 T-1/2

[l 0,7 121 < f fdt+ f gvPdt +uy;
0 0
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tenendo conto della (7.8), si deduce

T T y2{ T-t/2 \1/2
(79) ”v”m,[o,i‘—tl/g] = ffdt + ng dt ]( ?]2'6 dt + Uy =
0

0 0

1/2 1/2

T T T
2 B 2
Soffdt+ Ofg dt G=D7 Off dt| +ecp+u

T 1/2

T
8 2 2
se(Mi+ -1 Ofg dt OJ’f dt

1/2 1/2

T
+c(ty,5,0) fgzdt + Uy
0

Per passare dalla maggiorazione per la v soluzione di (7.5) all’analoga maggiorazione
per la u soluzione di (7.1), osserviamo che Yte[0, T'] &

14
u(t) —v(t) < f g(s)w? (s) —v* (s)) ds .
[i]

Essendo

u(s)

W ()= v4(s) = [ 171 dt = Bu(s) — v(s)) ¥ 1(s),
u(8)

con &(s) compreso tra u(s) e v(s) (in particolare, dunque, &(s)=0),

t
u(t) ~ v(t) <8 f g(s)(uls) — (s)) & L(s) ds.
0

Definiamo Vt e [0, T —t;]
g7 (@) = {s € [0, t]: u(s) —v(s) = 0},
@ =1[0,t]-5"@¥);
allora
u(t) —v(t) < g J 9(&)u(s) — v() E~Hs) ds < gM f g&)uls) — v(s)) ds,
5@ 5t @)
con

M = max {Jull% 6,71, 10, 7— 01 ) -
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Poniamo
o(8) =u(s) —v(s), ¢*(s)=¢(s)VO.

Ovviamente

t
f 9(s) p(s)ds = f 9(8) o™ (s)ds,
0

LU

e dunque si ha Vte[0,7 —¢;]

1
o) <M [ 9(s) 6% 5) ds
0
e anzi (°)

t
(7.10) & ()< 5M [ g(s) ¢* () ds .
4]

Per il lemma di Gronwall

=0 Vtel0,T—1]
cioé

oO)<0 Viel0,T-141];
dunque

u®) <o) Vtel0,T—t]1(

e quindi anche per la u vale la maggiorazione (7.9):

8

e o= 1+ 7

Hﬁb@nwﬂbum+dﬂﬁMmMW@n+um

8. — Appendice II.

Con le notazioni gia introdotte nel testo, sia @: H— £(V,V’) continuo; fissata
w(t) € C°([0, T1; H), poniamo A(t) = A(w(t)); dunque A(t) e L™ (0, T; £(V,V")). Siano
poi

feLY(0,T;H) wuyeV wueH

®) Se p()>0 & ovvia; se p(t)<0, ¢*(®)=0 mentre il secondo membro di (7.10) &
positivo. :
(3% Cf. anche [PSV].
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e sia
v €Cy (0, T\ ; V)N Ci ([0, T, J; H)
soluzione in [0, T';] (T; < T) del problema

{A(t)u +u'=f,

w0)=uy, u'(0)=1u,

8.1

e sia
v e CJ(Ty, TEVINCL(Ty, T H),
soluzione in [T, T] del problema

{A(t)u +u’"=f,

8.2)
w(Ty) = v (Ty), uw'(Ty) = v{ (T1).

Vogliamo provare che la funzione

v, (t) se tel0,T,],

v = {Ug ® setelly,T],

in C2([0, T; V) n CL ([0, T]; H) risolve il problema (8.1) in [0, T'].
Questo significa che

T T T
®3) [(Au,p)dt— [, mdt = [(, o dt— (O
0 0 0

VoeCT(0,TT; V): o(T)=0,
e che
(8-4) u(O) =Uyp.

La (8.4) & ovviamente verificata. Per quanto riguarda la (8.3), riscriviamola nella
forma

T T

[((av,2) — @, o) dt + [{(Avs, 8) = 5,60} di =
0 T,

T, T

= [, ot + [(f, Dt = (ur, 5O — (@5 (L), 9T g+ @ (T), (T
0 Ty

Yo e C= (0, T V): o(T) = 0.
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Dal fatto che v, & soluzione di (8.2) in [T, T] segue che
T T
J{<sz,;o> — (3,9 )} dt = f(f, P dt— (w3 (T1), o(T1))g -
T, :

Rimane da far vedere che Yo e C*([0,T,];V)
T 7
f{<AU1 o) — @,y }dt = J‘(f, o) dt — (uy, $(0)g + (g (T1), o(T1))y -
0

0
D’altra parte, poiché v, & soluzione di (8.1) in [0,T}], &
T,

Ty
B0 (v, ) =, 9 dt = [(f, O dt =y, YOy
0 0

Voe Co (0, T, ;V):(Ty) =0

e anche
T T

G1  [{(Av,2) = @f, D) dt = [(f, O dt — w5 (T), CT))y
0 0

Ve C* (0, T V):10) =

(ricordiamo che v{ (T}) = 3 (T})) Poiche ogni ¢ € C* ([0, T,1; V) si pud scrivere come
somma di una ¢ nulla in 7, con una ¢ nulla in 0 (basta prendere y(t) = (1 —t/T;) o(t) e
) = (t/T,) o(t)), sommando membro & membro la (8.6) e la (8.7), si ottiene la
8.5). =
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