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M6thode de compacit6 et de d6composition applications: 
minimisation, convergence des martingales, 

lemma de Fatou multivoque (*). 

CHARLES CASTAING 

Summary. - New results of decomposition for bounded sequences in L~ and in the space of inte- 
grably bounded multifunctions with non empty convex weakly compact values in a Banach 
space E and its applications to problems of Minimization, convergence of martingales, Mul- 
tivalued Fatou lemma are presented. 

0 . -  I n t r o d u c t i o n .  

On se propose de pr6senter dans ce papier quelques nouveaux resultats de d6com- 
position pour une suite born6e dans L~ et dans l'espace 2c~(E) des multifonctions int6- 
grablement born6es ~ valeurs convexes faiblement compactes non vides d'un espace 
de Banach s6parable E. Ces r6sultats permettent d'obtenir de nouveaux r6sultats de 
minimization, de convergence des martingales, du lemme de Fatou multivoque. 

1. - N o t a t i o n s .  

Soit (t~, ~,P) un espace probabilis~ complet, E un espace de Banach s6parable. 
On @signe par cfk(E) l'ensemble des parties convexes faiblement compactes non 
vides de E et par 1 2r ~) l'espace des multifonctions 5-mesurables X de 
dans cfk(E) telles que IXI: o J~  sup{llull: ueX(oJ)} soit int6grable sur 5. Un 
ensemble H dans 2~(E)(#) est bornde (resp. uniformdment intdgrable) si l'ensemble 
{ I X I : X e H }  est bornd (resp. uniformgment int4grable) darts L~(#) .  Enfin, on 

(*) Entrata in Redazione fl 28 dicembre 1989, in forma finale ricevuta fl 26 febbraio 
1991. 

Ind~zo  dell'A.: D6partement des Sciences Math6ma~ques, Un~ersit~ Montpellier II, 
France. 
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d~signe par E~' (resp. E~') le dual fort (resp. faible) de E et pour tout K e cfk(E), 
x' ~ * ( x ' , K )  la fonction d'appui de K (x' E E'). 

Dans toute la suite, E est suppos~ s6parable bien que cette hypoth~se n'intervien- 
ne pas dans tous les ~nonc~s, on d~signe par 2(E) l'ensemble des convexes ferm~s lo- 
calement faiblement compacts et ne contenant pas de droites (LCSD) et par ~(E) 
l'ensemble des convexes ferm~s dont l'intersection avec route boule ferrule de E est 
faiblement compacte. On a cfk (E) r ~(E) c ~(E). 

2 .  - T r o n c a t u r e  - C o m p a c i t ~  - D ~ c o m p o s i t i o n .  

Le r~sultat suivant et son corollaire sont inspires des techniques de troncature de 
la d~monstration du Th~or~me 4.1 dans CASTAING ([24], p. 2.14). 

THt~0R~]ME 2.1. - Soit (t~, ~, t~) un espace mesur6 avec ~ ~-finie et ~,~-complete 
(u~)~>~l une suite born6e darts L1E (~) qui v6rifie la condition d'approximation suivan- 
te. Pour tout E > O, il existe une multifonction 5-mesurable et int6grablement born6e 
L~ de t~ dans cfk(E) avec 0EL~(~),  Y ~ e ~  et une suite (t~n)~>~l dans 5: telle 
que 

{v 
n/> 1, Vo~ e t~, 1~ (~o) u~ (~o) a L~ (~o), 

n >I 1, f IU~_l~u~ I d~ ~< ~. 

Alors la suite (Un)n>~l est relativement faiblement compacte dans LI(:~), et il 
existe une sous suite (Un~)k>~l de (u~)~l  et u~ dans L}(~),  tele que 

{ u~ ~ u~ pour ~(L} (~), LE:' (~)) , 

u~ (~) e ~Ls{u~(oJ)} p.s., 

o~ Ls{u~ (oJ)} = ~l{U,~ (~): m >1 k} ~ et d6signe l'adh6rence pour la topologie faible 

~(E,E'). 

DEMONSTRATION. - Soit ~ > 0. Soit L~ et ~ qui satisfont aux conditions de l'~non- 
c~. Pour tout n >I 1, on a 

Un = 1~ un + 1~\~ un. 

De sorte que la suite (l~u~)~>~ demeure dans rensemble S~ des sections int~grables 
de L~, qui est z(L~(~), Lz:,(5~)) compact. Comme on a 

l un - 1~ u n I L 1 ~ e 

pour tout n /> 1, on conclut que (u~)~>l est aussi r e l a t i v e m e n t  G(L~(~:),LE;()) 
compact. 
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Le deuxi~me point de l'~nonc~ qui est plus difficile r~sulte des arguments de la 
d~monstration du Th~orbme 4.1 dans CASTAING ([24], p. 2.16-2.18). 

Voici un corollaire qui intervient direetement dans la suite. 

COROLLAIRE 2.2. - Soit (t2, ~,,~) un espace mesurd avec ,~ z-finie et ~ tz-compl~te, 
E un espace de Banach s~parable, (u,)~>~ une suite uniform~ment intdgrable dans 
L~ (5:), h une fonction strictement positive [z-inte'grable sur t2. On suppose que la suite 
( u ~ ) ~  admette la propridtd d'approximation suivante. Pour tout ~ > 0, il existe une 
multifonction ~mesurable L~ de t2 ~ valeurs dans 8~(E) avec 0 e L~ (o~), Vw �9 ~ et une 
suite ( ~)~>~ dans 5:telles que 

{ Y n ~  > 1, 

Vn >I 1, 

I hdg.<.~, 

Alors la suite (u,)~>~ ~ est relativement z(L~(gY), L ~  (#)) compacte. 

DEMONSTRATION. - Soit h une fonction strictement positive et t~-int4grable sur 0. 
Comme (u~)~l  est uniform~ment int6grable darts L~ (~, ~), pour tout ~ > 0, il existe 

> 0  et v > 0 t e l s  que 

[ n ~ l  []u.l >•h] 

En vertu de l'hypoth~se, il existe une rnultffonction 5:-mesurable Le ~ valeurs 
dans ~(E) avec OeL~(o~), Valet), et (~2~)~1 dans 5:tel que I hdtt<<'Z' Vn>~l 

et tel que u~(~o) e Lz(oo) pour tout oJ e ~ .  Pour tout n i> 1, on a 

Un = 1D'~ n [lu. I ~ ~h]Un + l(t~)~ M [{u~] ~< r~h]Un "~ lttu, I > ~h]Un 

de sorte que la suite 

demeure dans l'ensemble S~. des sections int~grables de la multifonction #-mesurable 
int~grablement born~e ~o. de ~2 h valeurs darts cfk (E) d~finie pa r  

off B e s t  la boule unit~ de E. Vu le choLx de 3 et V, on a, pour tout n >t 1 
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de sorte que (Un)n~> 1 est relativement z (L~(#) ,L~, (~) )  compact, en vertu du 
Th~or~me 2.1. 

Dans le cas multivoque, on a le r~sultat de compacit~ suivant que est dfi 
CASTAING-CLAUZURE ([22]). 

TI-II~OR~.ME 2.3. - On suppose E~ sgparable et E ayant la propridtd de Radon- 
Nikodym. Soit (Xn)~l une suite uniform~ment intdgrable dans ~e~fk(E)(g:) telle que, 

pour tout A e #, ~ 1  1 X~ dP soit relativement faiblement compacte dans E. Alors il 
A 

existe une suite (X~(~.))n'~I extraite de ( X ~ ) ~  et X~ e ~e~fk(E)(N) telle que 

nli~m~ I ~*(x"  X~(n)(~176 existe dans R 
n 

pour tout A e 5 et tout x' e E', et un filtre ~t plus f in  que le filtre de Fr~chet tel 
que 

lira ~ ~* (u(oJ), X~(n) (oJ)) P(doJ) = I ~* (u(o)), X~ (o~)) P(daO 
t )  ~2 

pout tout u e L~, (~). 

DI~MONSTRATION (Cf. Appendice). - Passons maintenant ~ la d~composition dans 
1 LE(~r) et dans .e~(~)(5~). 

Pour la commodit~ du lecteur on reproduit ici la version multivoque du lemme de 
Slaby ([53]) car cette version intervient dans les d~monstrations. Vu les d~finitions et 
notations introduites dans w 1, le lemma de Slaby s'~tend mutadis mutandis au cas 

1 ~c~(E) (5~). 

LEMME 2.4. Soit (Xn)~>.l une suite bornde dans 1 - 2e~(E) (5~). Alors il existe une 
suite extraite (Xnk)k~> 1 de (X~)~i,  une suite (Bk)k>.~ dans 5telles que: lira P(Bk) = 1 et 

k---~ ~ 

(1BkX~)k~>l est uniform~ment intggrable. Par suite, (1B~Xnk)k>~ 1 converge vers 0 en me- 
sure, c'est-~-dire, pour tout ~ > 0, lira P{1Bz IX~ I > z} = 0. 

k---> ~ 

R E M A R Q U E .  - E. BALDER m'a signal~ que la d~composition du type precedent pour 
le cas des espaces L~(5)  a ~t~ obtenue ant~rieurement par GAPOSHKIN ([36], Lemme 
C, p. 384). 

Voici un corollaire de ce lemme qui est une version du ~,biting lemma, ([1], [9], 
[11], [14], [15], [25]). 

COROLLAIRE 2.5. - Sous les hypoth~se et notations du Lemme 2.4, il existe une 
suite croissante (Am)m>_1 dans ~ telle que ,!'m~ P(Am) = 1 et une sous suite (X~k ) ,~ 1 de 
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(Xn~)k>~l telle que la suite (I~,oX~)~>~ soit uniformdment intggrable. Par suite, pour 
tout entier p >I 1, la restriction de (Xn~,)m>~ ~ A~ est uniformgment intggrable. 

DI~MONSTRATION. - Le premier point de l'~nonc~ a ~t~ d~montr~ par L uu  ([32]) de 
la faqon suivante. Puisqu'on a lira P(B~)= 1, il existe une sous suite (B~)q~>~ de 

k --e* zo 

(Bk)k>~ 1 telle que 

P(B~,)/> 1 - 2 -q, Yq �9 5;* 

Pour  tout entier m i> 1, posons 

r 

A,~ = ~ --~m B~ 

Alors (A~)m~>l est croissante avec A,~ c B ~  pour tout m/> 1. On a 

= p ~ ~< 12 ~" 
P(A~) 

q q=m q=m 

D'ofi, lim| P(Am) = 1. En vertu du Lemme 2.4, la suite (Xnk~),~>~l r~pond ~ l'~nonc~ car 

la suite (1Bk X~k )m~>l est unfform~ment int~grable, donc (1A X~k,),~>l l'est aussi. V~- 
rifions le deuxi~me point de l'~nonc~. Soit p un entier /> 1 fLX~. Soit t > 0. On a 

sup [ I I sup f I I + sup f I I 
m>~lApN[tX:kml t] I<~m<~P-IA~N[I nkml t] p<~m > X > A,A[IXnkm[ >t] 

comme le premier terme vers 0 lorsque t--> + ~ ,  le second terme est major~ par  
sup f [Xnko I qui tend vers 0 lorsque t ~ ~ car (1AoX~k),~ ~> 1 est uniformS- 
~ < m A , ~ [ I X , ~ [  >t] 

ment int~grable. 

En utilisant le Corollaire 2.5, le Th~or~me 2.3 et les arguments de la d6monstra- 
tion du Th~or~me 3.1 dans CASTAING-CLAUZURE ([25]), on a l'~nonc~ suivant. 

THI~ORI~ME 2.6. - On suppose E~ sdparable et E ayant la propridtd de Ra- 

don-Nykodym. Soit (Xn)n>~l une suite bornge dans 2c~(E)( ) telle que n~l 
A 

soit relativement a(E, E') compacte. Alors il existe une suite croissante (Am)m~, telle 
que l i ra  P (Am)= 1, une suite (X~(m))n~l extraite de (X~)n>~l telle que (1A,oX~(,~))m>~I 

soit uniformdment intggrable, une suite (Xz~(~))~>~ extraite de (X~(n))~>~, X~ ap- 
partenant ~ 2~(E) (5~) telles que, pour tout p >i 1 fixd, tout A �9 Ap A ~,, tout x' �9 E', 
on ait 

nlim f f 
A A 
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Voici d'abord une application du r~sultat precedent qui intervient dans l'~tude 
de la d~composition et de la convergence des martingales pr~sent4es dans le 
paragraphe 3. 

THEOREME 2.7. - On suppose Eg sdparable et E ayant la propridtd de Radon-Ni- 
kodym. Soit (Xn)n>~l une  suite bornde dans 2~rk(E)(,~) telle que 

(1) Pour tout oJet~, sup IXn(~)] < + r 
n>~l 

(2) Pour tout A �9 ~ U [ x~ est relativement z(E,E') compacte. 
o ~  

n = l  J 
A 

(3) Pour tout x' �9 D', oie D' est une suite dans E', dense pour la topologie de la 
norme de E~, la suite (8* (x ', X n ) ) ~  converge p.p. vers une fonction intdgrable ~, .  

Alors il existe X~ ~ s ~) et un n~gligeable N e ~: tel que pour tout 
(~o, x') �9 t ~ \ N  • E ', on ait 

8" ( x ' ,  = 8" ( x ' ,  . 

Dt~MONSTRATION. - Appliquons le notations et les r~sultats du Thdor~me 2.6. 

I1 existe une suite croissante (A~)m~>l dans 5 ~ avec l 'mlP(A,~)= 1, une suite 
1 (X~))~>I extraite de (X~)~>I et X~ e 2c~(E)(#) telle que 

A A 

pour tout p I> 1, tout A �9 Ap N 5 ~ et tout x' �9 D'.  Comme lira 8" (x ', X~ (oJ)) = ~ ,  (oJ) 
~ - - - > ~  

p.p. et comme la restriction de (Xr(~))~>I ~ chacun des Ap (p I> 1) est uniform~ment in- 
t~grable, on en d~duit que 

1 8" (x ', X~ (~o)) P(doJ) = lim 18" (x ', Xr(~)(o~)) P(dco) 
A A 

pour tout p i> 1, tout A �9 Ap A ~, tout x' e D'.  
Par  suite, pour tout p I> 1, tout x' fLx~ dans D',  

A 

except~ sur un n~gligeable Np, x, dans Ap N ~ Soit 

Alors Np est un n~gligeable dans Ap (~ 5 ~ et on a 

lim 8" (x ', X~ (oJ)) = 8" (x ', X| (oJ)) 
n . - ~  oo 

= I ~x' (o J) P(doJ) 

8" (x ', X~ (~o)) = ~ ,  (~) = lira 8" (x ', X~ (~o)) 
n ---> oo 



CHARLES CASTAING: Mdthode de compacitd, etc, 57 

pour (w, x') �9 ( A p \ N p )  • D '. En vertu de la condition (1), on obtient, 

lira ~* (x ' ,  X~ (oJ)) = ~* (x ' ,  X~ (~)) 
n - - ~  ao 

pour (oJ, x') e (Ap \ Np) x E '  car on a, pour tout x' �9 E '  et  tout e' �9 D', tout ~o �9 ~, tout 
n>~ l ,  

1~* (x ' ,  Z~(~)) - ~* (e ' ,  Z~ (~))l -< 

-< [Ix'-  e'llsup IX,~(o,)l + I~*(e', X~(~,)) - e* (e', X~ (02)] + [Ix'- e'[lIX~ (~,)l. 
n~>l  

Comme l'~galit~ l i m  ~* (x ', X,~(oo)) = ~* (x ', X~)  est vraie p.p. sur chaque A~ (p I> 1), 

on obtient finalement 

pour (~, x ' )  �9 

~i+m ~* (x ' ,  X~ (~,)) = ~* (x ' ,  X~ (~,)) 

•  
p = l  

REMARQUE. - Si l'on se contente de la convergence scalairement p.p., on peut sup- 
primer la condition (1) sup [X~(co) I < + ~ ,  ~'o~ � 9  dans l'~nonc~ du Th~or~me 2.7. 

n>_.l 

Dans ce cas, on a l i ra  ~ * ( x ' , X , . ) =  ~'*(x', X~) p.p. except~ sur un n~gligeable 
N ~ , ( x ' � 9  D') .  

Voici maintenant un r~sultat qui ~tablit le lien entre la d~composition de Slaby et 
la caract~risation des formes sous lin~aires continues additives sur L Z ,  E ~tant un 
espace de Banach r~flexif s4parable (cf. CLAUZURE ([29]), p. III.37)). Rappelons que 
toute forme sous-lin6aire continue additive 1 sur L ~  se d4compose en 

l= l~+18  

off la est une forme sous-lin~aire continue sur L ~ E telle que 

l~ (u) = ~ ~* (u(w), I'(eo)) P(doJ), Yu e L ~ E , 

t) 

off P e s t  une multffonction mesurable et int~grablement born~e de ~ fi valeurs dans 
cfk (E), et l~ est une forme sous-lin~aire, additive, continue sur L ~ ,  singuli~re au sens 
suivant: il ex@te une suite d~croissante (Ap)p>~ darts :~ d'intersection vide tetle 
que 

ls (1A; u) = 0 

pour tout u �9 L ~  et tout entier p >/1, cf. CLAUZURE ([29], Theor. 3, p. III-41). Par  ail- 
leurs, si (X~)~>~I est  une suite born~e dans 1 ~ ( E )  (~), alors {X~: n t> 1 } est  relative- 

L ~ merit compact dans l 'espace S ( E ' )  des formes sous-lin6aire continues additives sur 
L~, muni de la convergence simple. 



58 CHARLES CASTAING: Mdthode de compacitd, etc. 

En vertu des considerations pr~c~dentes et du Th~or~me 2.6, on a l'~nonc~ sui- 
vant qui ~tablit le lien entre la d~composition de Slaby et la caract~risation des formes 
sous-lin~aires continues additives sur L~,. 

THEOREME 2.8. - Soit E un  espace de Banach rgflexif sdparable, soit (Xn)n>~l u n e  

suite bornde dans 1 ,~r (~). 

(a) alors il existe: ( ~=lBp) 

- -  une suite ddcroissante (Bp)p~ dans 5 ~ telle que P = O, 
p 

- -  une suite (Xy(~))~>~ extraite de (X~)~>~ telle que, pour  tout p >~ 1, (Xy(~) IBm) 
soit uni formdment  intdgrable clans 1 c ~ ( E )  (Bp A 5~), 

X~ appartenant  & ~ - -  ~r (~) telle que pour  tout p >I 1, tout A ~ B~ N ~ tout 
x' e E', on ait 

A A 

(b) Soit l une valeurs d'adhdrence de (Xy(~))n>~ dans S(LE~,) m u n i  de la conver- 
gence simple et soit 1 = l~ + l~ la dgcomposition de 1 en patt ie  absolument continue et 
partie singuli~re. Soit  F la densit~ de l~. Alors on a 

F = X ~  p.p. 

Dt~MONSTRATION. - ( a )  Est  la reprise du lemme de Biting multivoque (Th~o- 
r~me 2.6). 

(b) I1 existe un filtre ~ plus fin que le ffltre de Fr~chet tel que, pour tout 
co  u ~ LE,, on ait, 

8" (u(co), X~.(n)(~o) ) P(doJ) = l(u). lira 
~2 

On sait que l se d~compose en 

off la est de la forme 

1 = l~ + l~ 

la (u) = 1 8" (u(~o), F(co)) P(do~). 

VU c LE, , 0~l F appartient ~ 1 ~c~(E) (5~) et l~ est singuli~re au sens: il existe une suite d~- 
croissante (Ap)p~l dans 5:d'intersection vide telle que l~ (1A;u) = 0 pour tout u e LE% et 
tout p I> 1. Posons 

Cp =Ap U Bp, p i> 1. 
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On a, pour tout A E A~ A ~, tout u E L E  ~, . 

A A 

et pour tout A E B~ ~ #, tout x' e E ' ,  

A A 

Par suite, pour tout A e C~ ~ ~, on a 

f ~* (x ', X~ (o~)) P(do~) 
A 

= f ~* (x ', F(~o)) P(do~). 
A 

Co Comme ( ~)~>~ est croissante avec lira P(C~) = 1, on en d~duit que 
p - - ~  

(x , x ~  (~o)) = e* (x , p(~o)) 

p.p. sur ~, pour tout x' E E' .  D'ofi X~ = / '  p.p. 

Pour terminer ce paragraphe, on a le r~sultat suivant qui est  l'analogue du Th~o- 
r~me 2.6 pour le cas vectoriel et qui illustre les techniques de troncature et de compa- 
cit~ dans le Th~or~me 2.1 et dans son Corollaire 2.2. 

THI~ORI~ME 2.9. - Soit (~9, ~,,/z) un  espace mesurd avec t~ z-finie et J:lz-compl~te, E 
un  espace de Banach sgparable, ~: t) • E -~ [0, + ~ ] un  intggrande, 5:| ~(E)-mesu- 
table tel que ~(co, O)= O, VoJ e t) et tel que pour  tout oJ Eta, pour  tout r e  R +, 
l'ensemble 

{x E E: ~(~, x) <~ r} 

appartient  ~ ~(E). Soit  (Un)n>~l u n e  suite bornge dans L~(~,,~) telle que 
sup I ~(o9, Un(CO))~(doJ) < + ~. Alors il existe une suite (Bk)k>~l dans 5~ et une sous 
n>~lD 
suite (un~)n~>l telle que (l~un~)k>~l soit relativement ~(L~ ( ~), L ~  ( ~)) compacte et telle 
que (1BfUn~)k~>l converge vers 0 ~-p.p. 

DI~MONSTRATION. - On va se ramener  au cas t~ finie de fagon standard. Pour ]a com- 
modit~ du lecteur, on va d~tailler les arguments de la d~monstration. Soit h une fon- 
ction strictement positive et ,~-int~grable. Soit ~ = h[~. I1 est clair que la suite 
(( l /h)  l u~ ])~>1 est born~e dans L~ (~, ~). En vertu du Lemme 2.4, il existe une suite 
(Bk)k~>~ dans ~ avec lira v(Bk)=v(~)  et une sous suite (u~)k>_~ telle que 

k ----> m 

( l ~ h  -~ lu~l)k~>l est  uniform~ment int~grable dans L~(~,  v). On peut supposer que 
(1B2 lUn~ I)~1 converges vers 0 ~-p.p. Mainenant on va montrer  que (1~ u ~ ) ~  ~ est re- 
lativement ~(L ~, L ~) compacte dans L~ (~,, t~)- 

Posons v~ = 1B~U~, Vk I> 1. Alors (h -~ lv~ I)~>~ est  uniform~ment int~grable darts 
L~ ( ~  ~) ee qui ~quivaut ~ l'uniforme int~grabilit~ de ( I v~ I ) darts L~ (~/z).  Soit ~ > 0, 
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il existe V e t  )~ > 0 tels que 

v([~(vk) > ~h]) < 2 '  Vk >/1, 

~([]vk I > ~h]) < 2 '  ~'k >i 1. 

Car (h-l~(vk))k>~l et (h -1 ]Vk])k.>l sont born~es dans L1(5 ,  v). Pour tout k>~ 1, 
on a 

vk = l[v~ > ~h] n [~(v~) < ~,h] vk + l[iv~l .< ).hi n [~(v~) ~< ~,h] Vk + l[~(v~) > rfl] Vk. 

Soit B la boule unit~ dans E. Consid~rons la mu]tifonction 

~(oJ) = {x e ;~h(oJ)B: ~(~, x ) ~  < vh(oJ)} 

pour ~ e t]. En vertu de rhypoth~se, ~(~) est convexe ~(E, E ')  compact e t l a  multi- 
fonction ~ est ~-mesurable int~grablement born~e avec 0 e ~(oJ), V~o e ~. Par  cons- 
truction, on a pour tout k I> 1, pour tout eJ e ~9, 

Donc la suite (1[1~ I ~< ~1 n ~(~)~ -< ~,hl v ~ ) ~  est relativement faiblement compacte dans 
LE(~, ~), donc (v~)~>~ l'est aussi d'apr~s le Corollaire 2.2. En effet, (v~)~>~ est unifor- 
m~ment int~grable. Posons, pour tout k i> 1, 

~ = [t v~l < ~h] n [~(v~) < vh]. 

Alors l~(o~)v~(o~) e q~(~o), Vk >i 1, V~o e l i  et 

~(t2\~2~) ~< ~{[~(v~) > vh]} + v{[v~l > Zh} < ~ + ~ = e, Vk 1> 1. 

3. - A p p l i c a t i o n s .  

Ce paragraphe est consacr~ aux applications des r~sultats du paragraphe 2. Voici 
d'abord un r~sultat de minimisation des fonctionnelles convexes semi continues inf~- 
rieurement pour la convergence en mesure. 

THI3ORI3ME 3.1. - S o i t  E u n  espace de Banach sgparable. Soit  9: ~ • E --~ [0, + ~ ] 
intdgrande 4 |  ~(E)-mesurable  tel que ~(co, O) = O, VoJ ~ t9 et tel que pour  tout oJ E D, 
tout r e F~ +, l 'ensemble 

{x ~ E: ~(~, x) <~ r} 

appart ienne ~ ~(E) .  Soit  K u n  ensemble convexe fermd en mesure  dans L~ (4)  tel que 

sup f ~(o~, u(~)) P(d~) < + ~.  Soit I: K--> R une fonct ion convexe semicont inue 
u~K~ 
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infdrieurement pour la convergence en mesure et inf-borade, c'est-&-dire, pour tout 
e R ,  {u e K: I(u) <~ :r est borage pour la norme de L~ (:7). 

Alors I atteint son m i n i m u m  sur K. 

D t ~ M O N S T R A T I O N .  - Posons z = inf I(u). Soit (Un)n>~l une suite minimisante. On a 
u e K  

lira I(u~) = z avec u~ e K, Yn t> 1. Comme I e s t  inf-born~e, la suite (u~)~>~ est bor- 
~ ---> ~o 

n~e dans L~(50 et il est clair que (U~)n~>l satisfait aux conditions d'applications du 

Th~or~me 2.9. Donc il existe'une suite (B~)~>~ darts ~ e t  une suite (u~,)~>~ extraite de 
(u~)~>l telle que (1B, U ~ ) ~  soit relativement faiblement compacte dans L~ (50 et telle 
que (1BZUn,)k~ 1 converge vers 0 p.p. Posons v~ -- l~u~,  et w~ = l~u,,~, Vk I> 1. Alors 
on a u~, = v~ + w~, Vk i> 1. Quitte ~ extraire des suites convergentes, on peut suppo- 
ser que (v~)~>~ converge vers u~ e L~(5 ~) pour ~(L ~, L ~) et qu'il existe (~)~>~ avec 
~ a co {v~: k 1> m} telle que ( ~ )  --~ u~ p.p. Pour chaque entier rn I> 1, il existe donc 

(~m~)~.<~_,~ avec 0 ~< ~ ~< 1, ~] ),~ -- 1 tel que 
k=m 

Ym 

= 
k=m 

~m 

Posons wm= ~] ~ w ~  
k=m 

On a Um 

v~a 

k=m 

Vm 

m I  = E ( % )  
k=m 

= ~ + ~,~ et par  convexit~ de I, 

v~ 

( . )  I(~,~) <~ ~,~ = ~, 2~I (u~) .  
k=m 

I1 est clair que ~ - - ~  0 p.p. lorsque ra-~ ~ .  Doric (?~m)m~>l converge vers u~ p.p. car 
(~,~) ~ u~ p.p. Or ( ~ ) ~  ~> 1 demeure dans K car K est convexe. Comme K est ferm~ en 
mesure, on a u~ ~ K. Lorsque m --* ~ ,  le second membre de (.) tend vers z, par suite, 
on a z <~ I(u~) <~ lir~minf I ( ~ )  ~< z grace ~ la semi continuit~ inf~rieure de I. 

REMARQUES. - 1) Au cours de la d~monstration, on a obtenu une consequence in- 
t~ressante du Th~or~me 2.9. Soit (ur~)~ ~>1 une suite born~e dans LE 1 (~) qui v~rifie les 
conditions de l'~nonc~ du Th~or~me 2.9. Alors il exite une suite (u~)k ~> 1 extraite de 
(Un)~ ~> 1, une suite (um)m >~ 1 avec ~,~ e co {u~: k I> m}, u~ appartenant ~ L 1 (~) teUes 
que (~m)~ ~>1 converge p.p. vers u~.  

2) R~cemment BALDER ([6]) a obtenu le r~sultat suivant. Soit (t~, ~,,t~) un espa- 
ce mesur~ ~-fini et H: t~ • E --.] - ~ ,  + ~ ] un int~grande inf-convexe compact pour 
une topologie z int~m~diaire entre la topologie de la norme et la topologie z(E, E').  

Soit (Un)n ~>1 telle que sup I H(~o, u~ (o~))~(doJ) < + ~ .  Supposons en outre qu'il existe 
n~>l 
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des fonctions measurables a: ~--) ]0, + :r [ et b: t~ ~ R telle que 

+ 

puor tout (o~, x) e/2 • E. Alors il existe une suite (u~)~ ~ ~ extraite de (u~)~ ~ ~ et une 
suite ( ~ ) u  ~> ~ avec ~ e co {un~: k i> m}, u~ appartenant ~ L 1(4)  telle que (Um)~ ~ 1 
converge p.p. vers u~. 

La d~monstration de Balder consiste ~ se ramener au cas off rint~grande H v~rffie 
H(~, x) I> ~[]x][ + r Y(a, x) e t2 • E, off ~ est un nombre strictement positif et r ap- 
partient ~ L~ (~), et est bas~e sur une technique enti~rement diff~rente qui repose sur 
le Th~or~me de Komlos ([46]) et les extensions en dimension infinie de ce Th~o- 
r~me ([8],[10]). Je renvoie le lecteur au preprint de BALDER ([13]) pour les 
d~tails. 

3) Le Th~or~me 3.1 est connu dans le cas off E est r~flexif, cf. ([9], [16], [17], 
[32], [33], [34], [47], [55]). En ce qui concerne les probt~mes de minimisation sur les 
ensembles d~composables cf. ([13], [22], [37], [56]). 

Maintenant, on pr~sente des applications directes des Th~or~mes 2.6, 2.7 et 2.9 
la d~composition et ~ la convergence des martingales ~ la limite ([54]). Dans cette vei- 
he, de nombreaux r~sultats de d~composition et de convergence ont ~t~ d~velopp~s 
dans CASTA~NG-EZZ~K~ ([27]). 

Soit (4~)~ ~ une suite croissante de sous ~r-alg~bres de g avec ~r ~ = ~. Une 

suite (X~)~ ~ ~ dans L~ (~) est une martingale ~ la limite (mfl) au sens de T~AGRa_ND 
([54]) si, X~ e L~ (~) ,  Vn >t 1, et si, pour tout ~ > 0, il existe p tel que, pour tout 
n >I p on air 

P[~.<q~<~sup [Xq-E~X~! > ~ ] < ~ ,  

off E~(X~) est l'esp~rance conditionnelle de X~. Cette d~finition s'~tend au cas 
~ ( E ) ( 4 )  lorsque Eb' est s~parable comme suit. 

Soit X ~ 1 1 2c~(E)(4). Alors E<(X) est un glgment de ~ ( ~ ) ( q )  et est d~fini 
par 

S~q(x~ {E~(f) :  f e  $1(5~)} 

o~ SE~q(~ est l'ensemble des s~lections ~-mesurables et int~grables de Es~(X) 
et Sxl(~) est l'ensemble des s~lections 4-measurables et int~grables de X, cf. 
VALADmR ([58]). Pour tout x ' e  E', on a 

~* (x ~, E< (X)) = E< (~* (x',  X)).  

Une suite (X~)~>I dans 2~(E)(4) est un rail si, pour tout ~ > 0, il existe p 



CHARLES CASTAING: Mdthode de compacitd, etc. 63 

tel que pour tout n/> p, on ait 

P[p<~q<~nSUp h(X~ , E~(X~))>  s ] < s  

off h d~signe la distance de Hausdorff sur l'ensemble cfk (E). 
Le th~or~me suivant est un r~sultat de d~composition et de convergence des mils 

horn,s dans ~ ~ L~ (~). 

THI~0RI~ME 3.2. - Soit ~: t) • E --) [0, + ~ ] un intggrande ~ |  ~(E)-mesurable tel 
que ~(~o, 0 ) = 0 ,  ~o~et) et tel que, pour ,~eF~ +, r �9  +, o~�9 l'ensemble 
{x �9 ~B: ~(~o, x) <<. r} soit convexe faiblement compact. Soit (X~)~ 1 un rail bornd dans 
L~ (;Y) tel que 

I ~(~' X~ (~o)) P(do~) < + s u p  
n~> l ~  

Alors il existe X~ dans L~(~) tel que (X~-  E~X~)~>~z converge vers 0 p.p. 

Dt~MONSTRATION. - Comme pour tout x ' e  E',  ((x ', Xn>)~ >~1 est un rail born4 dans 
L~ (5~), ((x ', X~>)~>~ converge p.p. vers une fonction int4grable ~ ,  d'apr~s TALA- 
GRAND ([54], Theor. 4, p. 1193). En vertu du Th~or~me 2.9, il existe une suite (Xn~) ex- 
traite de (Xn)~ ~>1 et (Bk)k~>l dams 5~tel que (1~ X~) converge pour ~(L 1, L ~) vers 
X~ e L~ (5 ~) et (18zX~,) converge vers 0 p.p. Par suite, (X~)~ ~> 1 converge vers X~ sca- 
Iairement p.p. Soit E~(X~ -) l'esp~rance conditionnelle de X~. Alors (X~-  
- E ~ (X~))n ~ 1 est un rail born~ dans L~ (~) qui converge scalairement p.p. vers z~ro. 
Doric (X~-  E~"(X~ ) ) ~  converge vers z~ro p.p. pour la norme de E d'apr~s TALA- 
GRAND ([54], Theor. 6, p. 1193). 

CONSt~QUENCE. - (Zn) n >11 converge vers X~ p.p. pour la norme de E. 

REMARQUE. - Un 4noncd analogue ~ celui du Th4or~me 3.2 pour le cas des martin- 
gales avec ~(~o, .) inf-compacte a ~t4 obtenu par BALDER ([13]). 

Voici une version multivoque du th~or~me precedent. 

THI~ORI~ME 3.3. - Supposons E~ sgparable et E ayant la proprigt4 de Radon-Niko- 
dym. Soit (Xn)~>~I un mil bornd dans 1 t /  t 2c~(E) (~) tel que Xn alP: n >I 1 soit relative- 

) 

merit z(E, E') compact. Alors il existe X ,  darts 2~(E)(5:) tel que linm h(X~, E~'X~) = 
= 0  p.p. 

D]~MONSTRATION. -- Pour tout x' e B', (~* (x ', Xn))~ ~> 1 est un rail born~ dams L~ (5). 
D'apr~s TALAGRAND ([54], Theor. 4, p. 1193), (8* (x ', X~))n ~> 1 converge p.p. vers une 
fonction int4grable ~, .  
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En vertu du Th6or~me 2.7 et de sa remarque, il existe X~ e ~e~ek(U)(g~) tel que 
(Xn) --+X~ scalairement p.p., c'est-~-dire, 

(1) lira a* (x ', X~) = r (x ', X~) p.p. 
n 

i.e. except~ un n~gligeable N~, (x ' e  B'). 
D'apr~s CASTAING-EZZAKI ([27], Appendice p. 21) la relation (1) implique 

(2) ~lirn h(X~, E<'X~) = 0 p.p .  

REMARQUES. - 1) La d~monstration de (1 )~  (2) n'est pas triviale. I1 s'agit 1~ d'une 
version multivoque d'un r~sultat de TALAGRAND ([54], Theor. 6, p. 1193). 

2) Le Th~or~me 3.2 et 3.3 admettent de nombreuses variantes cf. CASTAING- 
EZZAKI ([27]). 

3) La relation l i m  h(X~, E < X ~ ) =  0 p.p. implique la convergence de (Xn)~I  

vers X~ au sens de Mosco cf. CASTAING-EZZAKI ([27]). 

4) La convergence faible des Amarts multivoques ([24]) et des Pramarts multi- 
voques ([4]) est consequence directe du Th6or~me 2.7. 

Passons maintenant au lemme de Fatou multivoque. 

THI~0REME 3.4. - On suppose E[ sgparable et E ayant la propridtg de Radon-Ni- 
kodym. Soit (V~)~N*u{~} une suite d'applications scalairement mesurables de ~ dans 
la boule unitd B' de E' telle que (Iv~ - v~ I)~ >~ 1 converge vers 0 p.p.. Soit (X~)~N. une 
suite bornde gans s ~) tetle que { ] X~dP: n >i 1} soit relativement z(E, E') com- 

A 
pact pour tout A fixd dans ~. On suppose: 

(i) (~* (Vn, X~)- )~ >~ 1 est uniformdment intdgrable. 

(fi) I1 existe une multifonction mesurable L: t~-+ ~(E) telle que 

X~ (~o) C L(~) 

pour tout n >- 1 et tout oo e ~. 
Alors il existe X~ ~ ~e~fk(E)(g~) telle que 

(a) liminf I~*(%,X~)>>- I ~ * ( v ~ , X ~ )  

(b) X= (oJ) ~ g6 Ls {X~ (o~)} 

= [~ {X~ (oJ): n >t k} ~ et Ls �9 ~ dgsigne l'adh&ence pour ~(E,E'). 

D E M O N S T R A T I O N .  - (a) La suite (X~)~/> 1 satisfait aux conditions d'applications du 
Th~or~me 2.6. I1 existe une suite croissante (A~),~>~ 1 dans ~avec lim P(A~) = 1, une 

1 suite (X~))~ ~> 1 extraite de (X~)~ ~ 1, X~ E 2~(E) (:Y) tels que, pour tout m I> 1, tout 
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A e A~ Yl ~ tout x '  e E ' ,  on ait 

lira f f 7b ---~ ce 

A A 

Ceci ~tant, soit ~ > O, choisissons un entier N~ > 0 tel que 

A N r  

Jim sup [ ~* (v~, Xn)- <~ ~. 

Pour tout n I> 1, tout co e t?, on a, 

[~* (V n (09), X n (~)) - ~* (v~ (oJ), X n (o.1))1 ~ IlVn (O)) -- V~ (~)l[ IX~ I (~ ) .  

Comme la restriction de (XT(n)),,~>~ 1 a A ~  est uniform~ment int6grable et comme 

i v~ - v~ I --> 0 p.p., on en d~duit que 

lira [ ] v n -  v~ I [Xr(~)l = 0 
7t ---> cc j 

Ag e 

car (I v~ - v~ I)~ ~> 1 converge vers 0 uniform~ment sur toute partie uniform~ment int~- 
grable de L ~ ( ~ )  (cf. CASTAIN~ ([21], Theor. 1) pour un r6sultat plus g6n~ral. 

D'o~ 

n l ~  A ' e* (V~ , ~ (n ) )  = 0 
z 

Soit a -  lirn inf f a* (v~, Xn). On peut supposer que liAm ~ f z* (v~, x~;)= a ~ R. D'ofi 

l im f 3 * ( v ~ , X y ( ~ / ) - l i r n s u p  f 3*(Vn, Xy(~))->~lim f a*(vn 
n-'-> cv n---> ~ 

A,v~ Afv~ AA,~ 

, x~ (~ )  - ~. 

Or la s u i t e  (1ANXr(n)) n ~> 1 satisfait aux conditions d'applications du th6or~me de compa- 

cit6 faible de Castaing-Clauzure (Theor. 2.3). I1 existe un ffltre ~t plus fin que le ffltre 
de Fr~chet  et 2:~ e ~e~fk(E)(~)(AN~ n ~) tel que, pour tout u e LE:,(A~ C)~), on 
ait, 

AN~ A~v~ 
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On a S~ (o~) = X~ (o~) p.p. s u r  AN~ car, pour tout A e Ay~ ~ Y, tout x' e E ' ,  on a 

A A 

D'ofi 

a ~  >~_.~lim I~*(v~'X~'(n))-~:~-*~lim I ~ * ( v ~ ' X ' ( ~ ) ) - s :  
AN~ A ~  

=lim~ I ~ * ( v ~ , X v ( n ) ) - ~ =  I~*(v~,X~)-z>~I~*(v~,X~)-2s.  
Ag e AN~ f2 

Ceci prouve le premier point de l'6nonc6. Observons que la condition (ii) n'intervient 
pas dans la d6monstration de (a). 

(b) Le point (b) r6sulte de CASTA][NG-CLAUZURE ([26]). Pour la commodit6 du 
lecteur on en donne la d~monstration. Posons ~(o~) = ~ Ls{X~(~) (oJ)}, V~o e t~. Comme 
X~ (oJ) r L(~o), Vn >I 1, V~o e O, la multifonction ~ est  ~-mesurable et ~ valeurs LCSD 
en vertu d'un r~sultat de HESS ([38], Prop. 6.39). Pour  v~rifier l'inclusion 
X~ (~o)cq)(~o) p.p., il suffit, en vertu, d'un r~sultat de CASTAIN~-VALADIER ([28], 
Lemme III.34) d'utiliser les fonctions d'appui. De fa~on pr6cise, si l'inclusion n'avait 
pas lieu, il existerait x' e E' ,  A e ~ avec P(A)> 0 tels que l'on ait pour tout 

cA, 

8" (x', X~ (~)) > 8" (x', ~(~)). 

Pour chaque Xy(~), il existe une section mesurable %(~) telle que (%(~), x '} = 
= 8" (x ', X).(~) (~o)) pour tout ~ e O. Appliquons le Th~or~me 2.6 ~ la suite (%(~))n ~> 1. I1 
existe une suite d~croissante (D~)~ ~> 1 dans 5 ~ telle que l i r a  P(Dm) = 0, une suite 
( ~ ) ) ~  , 1 extraite de (%(~))n ~> 1 et ~ dans L 1 ($)  telle que pour tout m >i 1, 1D~ Zorn) con- 

z(LE (D~ N ~), E; m N ~)).  I1 r~sulte du Th~or~me 2.1 et de verge v e r s  1D~ o-~ pour ~ ~ L ~ (D 
don Corollaire 2.2, qu'on a z~ (o~)e ~6 Ls{X~(~)(~)} p.p., car %(~)(~o)e Xr(n)(~)cL(o~) 

_ _  C pour tout n/> 1 et tout ~o e tX Posons B~ - Am et C~ = B~ U D~,  pour m ~> 1. Alors on 
a lira P(C,O=O et lira I z~x~) = I ~ '  Vm>/1 .  De plus on a 0 < P ( A ) =  

/9/, ---> cr ~ ---~ ao 
~\c~ ~\c~ 

= lim P((O\C,~)~A). Done il existe C~ avec P((fJ\C~)~A)>O. Or A~(O\C~)c 
c t ) \  Bp = Ap. D'ofi 

lira I 8" (x ', Xy(~)) = I 8" (x ', X~ ) ~t ---> or 

A • ( ~ \ C p )  A N (f~\Cp) 

et 

A A ( ~ \ G )  A A ( t ) \ G )  
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car t ) \ C p  c t ) \ D p .  Par suite, on a 

f f 
A n (~2\Cp) A n (~)\C,) 

Comme z~ (~) e ~ Ls{Xy(~)(co)} c ~ Ls{Xr(~)(co)} p.p., on obtient 

f e*(x ' ,Xm) ~ f ~ * ( x ' , ~  Ls{Xy(n)(') }) 
A N (t)\C~) A n (t)\C~) 

ceci est en contradiction avec l'hypoth~se faite qui implique 

A N (tgNC~) A D (s 

REMARQUE. - En combinant les techniques de troncature et de compacit~ du Th~o- 
r~me 2.1, et de son corollaire ainsi que celles de la d~monstration du Th~or~me 3.4, on 
a la variante suivante. 

THI~OREME 3.5. - S o i t  (v~)~ ~ N* u {~} une suite d'applications scalairement mesura- 
bles de ~ dans la boule uniM B' de E' telle que (lv~ - v~ l)n >~1 converge vers 0 p.p. 
Soit (Un)~ >~1 une suite bornge dans L~(~)  qui vgrifie la condition d'approximation 
suivante. Pour tout ~ > O, il existe une multifonction mesurable L~ de ~ ~ valeurs 
dans ~(E) avec 0 e L~o (co), VoJ ~ t~ telle que 

Vn i> 1, P[oJ e t~: u~ (co) r L~ (oJ)] ~< ~. 

On suppose que ((v~, Un})-)n>~l 
u~ e L~(~:) telle que 

soit uniformgment inMgrable. Alors il existe 

l inff(v ,u }  
U~ (ca) ~ -i6 Ls{u~(oJ)} p.p. 

Consid6rons maintenant un espace lusinien m~trisable S. Soit g~+ (S) l'ensemble 
des mesures de probabilit~ de Radon sur S, muni de la topologie ~troite. Alors :~+ (S) 
est un espace lusinien m~trisabte. D~signons par R(~9, g~l (S)) l'ensemble des applica- 
tions mesurables de t9 dans g~l+ (S) et par JCAR (~9 X S) l'ensemble des int~grandes de 
Carath~odory int~grables sur t~ x S. On a l e  r~sultat de compacit~ dans g~l (S) sui- 
vant. Cf. BALDER ([7]). 

THEORI~ME 3.6. - Soit r u n e  multi-fonction mesurable de t~ ~ valeurs fermges non 
vides de S. Soit 3C un sous ensemble de R(t~, g~+ (S)) qui vgrifie les conditions 
suivantes: 
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(i) Pour  tout 2 ~ ~ on a 

pour  presque tout co e ~. 

(ii) Pour  tout s > O, il existe une multi fonction mesurable de ~ ~ valeurs com- 
pactes non vides de S, K~, telle que 

sup f )~(S\K~(oJ))P(do~) <~ ~. 

Alors M est relativement sgquentiellement z(M, JCAR (t) X S))  compacte, c'est-5-dire, 
pour  toute suite (~)~ >~ 1 dans ~ il existe une sous suite (2~)k ~ 1 de (~)~ >~ ~ et u n  dld- 
ment  s e R(~,  g~+ (S)) telle que 

;~ ( r (~) )  = 1 

pour  presque tout o~ e ~, et telle que pour  tout f e J c ~  (~ • S), on ait 

lira (;~,~, f )  = (~, f ) .  

On dira alors que (),~)~ ~ ~ converge faiblement vers ~ dans R(fJ, OE~+ (S)). Le r4sul- 
tat  suivant permet  de comparer les modes de convergence eonsid6r6s pr6e6dem- 
ment. 

THI~ORI~ME 3.7. - Soit E un  espace de Banach rdflexif sdparable, (un)n >~1 une suite 
born~e dans 1 ~,. LE (~r ) telle que la suite (e~.)n >~1 vgrifie la condition de Prokhorov (ii) du 
ThdorOme 3.6, et telle que pour  tout x 'E E', ({x', Un))n ~>1 converge p.p. vers une fon- 
ction intdgrable ~x'. Alors il existe une suite croissante (Am)m~>l dans ~ avec 
lira P(A~) = 1, une suite (U~(m)),~ ~ ~ extraite de (u~)~ >~ 1, u appartenant  ~ L~ (59, ~ ap- 

~/t---> ~ 

partenant  ~ R(t~, g~l+ (E)), 1 appartenant  ~ (LE,)' teUe que: 

(1) IA,,U~(m)'-->U pour z(L}, L~,), 
t X t (2) lim| u~(oJ)) = { , u(~o)} = ~x, (oJ) pour  presque tout o~ e t) et tout x' e E', 

n--> ~, 

(3) (~:(~))m~l converge faiblement vers )~ clans R(t), g~l+ (E)), 

(4) (~ : (~) )~  1 converge darts le bidual faible (LE~,)': de L~ vers l E (L~,)'~ suivant  
u n  filtre "~ plus f i n  que le filtre de Frdchet, de sorte que, si b;,,o ddsigne le ba~ycentre de 
)~ (~o e t)), v la densitg de la patt ie  absolument continue la de 1 dans la ddcomposition 
1 = 1 a + l s ,  o n  a 

u(oJ) = bz,o = v(~o) p.p. 

DI~MONSTRATION. - Les points (1), (2), (3), (4) r6sultent du Corollaire 2.5, des 
Th6or6mes 2.7, 3.6, 2.8, respectivement. En consid6rant la restriction de (u~(,~)),~ >~ 1 
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chacun des Ap (p/> 1), on a 

cf. BALDER ([7]), donc 

b~,o = u(oJ) p.p. sur Ap. 

ba,o = u(~) p.p. sur Q 

et on a, en vertu du Th~or~me 2.8 
\ 

u(oJ) = v(o~) p.p. sur Q. 

Pour terminer signalons un exemple qui pr~sente une analogie avec le Biting 
!emma. 

EXAMPLE 3.8. - Soit T u n  espace compact mdtrisable muni  d'une probabilitd de 
Radon t~. Soit H un ensemble de fonctions [.~-mesurables dgfinies sur T ~ valeurs 
clans un espace de Banach sdparable E. Supposons que H soit compact mdtrisable 
pour la convergence simple. Alors, pour tout ~ > O, il existe un compact K~ c T avec 
~ ( T \  KD tel que HIK ~ soit compact dans l'espace de Banach C~(K~) des applications 
continues de K~ dans E muni  de la convergence uniforme. 

D I ~ M O S T R A T I O N S .  - Ce r~sultat et consequence facile du th~or~me de SCORZA-DRA- 
GON~ ([18], Theor. 3.1; [19], Theor. 1; [20], Expos~ no. 6). En effet, posons, pour tout 
u E H, tout t E T, ~(t, u) = u(t). I1 est clair que ;o est une application de T x H dans E 
telle que ~(., u) soit/z-mesurable sur T pour tout u ~ H et ?(t, .) soit continue sur H; H 
~tant muni de la convergence simple. Comme H est compact mdtrisable, on peut ap- 
pliquer le th~or~me de Scorza-Dragoni ~ ~. Pour tout ~ > 0, il existe un compact K~ 
dans T tel que t~ (T \  K~) < z et tel que ~]x, • H soit continue. I1 est classique de voir 
que H]K, est ~quicontinue, et comme l'ensemble 

{u(t): u ~ H, t ~ K~} = ~(K~ x H}  

est compact darts E, le th~or~me d'Ascoli permet de conclure. 
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Appendice. 

Pour la commodit~ du lecteur on reproduit ici un resultat  de compacit~ s~quentiel- 
1 le dfi ~ CASTAING-CLAUZURE [22] darts 2r ~ ~) 0 fi / z e s t  une mesure positive 

finie. 
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THEORI~ME. - On suppose E~ s@arable et E ayant la propridtg de Radon Niko- 
dym. Soit (F~)n>~o une suite uniformdment intdgrable dans 2c~(E) telle que pour tout 
A ~ ~ ~ N J  f~dt~ soit relativement faiblement compacte. Alors il existe: 

(1) une suite extraite (F=(~))n~ de (f~)~N telle que, pour tout A e ~ tout 
x' ~ E', la suite I ~* (x ', F=(n) (r ~(d~o) converge dans 

A 
1 (2) un filtre ~ plus f in que le filtre de Frdchet et un gldment F= �9 2c~(E) tel 

que 

(3) En consgquence, on a 

lim inf f IF=(.)ldt~ I> f IF~ Id.~) 

et, pour tout A e ~,, tout x' ~ E', 

A A 

DI~MONSTRATION Nous allons d~tailler le premier point de l'~nonc~, tandis que les 
points (2) et (3) sont d~montr~s dans CASTAING-CLAUZURE ([22], Theor. 4.1). 

On peut supposer que, pour tout A e r U I rn dt~ soit contenu dans un convexe 
n E N  A 

~(E, E') compact (m~trisable) KA de E. Soit D' une suite d~nombrable dense dans E'  
pour la topologie de Mackey z(E',E). 

0bservons d'abord la remarque suivante qui est due ~ HESS ([24], Lemme 3.3). Si 
K est un convexe ~(E, E') compact (m~trisable) de E, l'ensemble 

{C~ cfk(E): C c K }  

est compact pour la topologie de Hausdorff associ~e ~ la topologie faible ~(E, E'), la- 
quelle topologie correspond h celle de la convergence simple des fonctions d'appui sur 
D'. Ceci pos~, on proc~de de fa~on standard comme suit. Rappelons que chacune des 
Fn est r ce qui 6quivaut ~ dire que chacune des applications F~ de t7 dans 
l'espace 5<(E) des ferm~s de E est a-mesurable lorsque 5<(E) est umni de la tribu d'Ef- 
fros. Soit ~ : = ~(A~; n e N) la ~-alg~bre d~nombrablement engendr~e par la suite des 
applications (F~)n~N de t~ dans 5~(E). Par un proc6d~ diagonal, il existe une suite 

(F~(n))~N extraite de (F~)~N telle que, pour tout n e N, la suite (~ f~(~) ) converge 
dans l'ensemble compact ~i~N 

{Ce ark(E): VegAs} 

pour la topologie de Hausdorff associ~e h la topologie z(E, E'); chacune des I r~(i), 
A~ 
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i e N, ~tant convexe z(E,E')  compacte el. CASTAING-CLAUZURE ([22], Theor. 3.1., ou 
Theor. 4.1) ou CASTAING ([24], Theor. 4.1). Par suite, on a, en vertu de la remarque ci- 
dessus mentionn6e, 

Igx'eD" i-+:lim ~*(x'fy.Afl:(i)dg.) = ,  ~l~"n f <~* (x ', ZA F~(i))dg. = ~* (x', C~) 

off C~ est un convexe z(E, E')  compact contenu dans K~. Comme D' est dense pour 
~(E',E), on en d4duit (cf. CASTAING[24], Lemme 3.2) que, pour tout x' eE ' ,  on a 

lim Z* (x', f zAJ:(~)d~.) = z*(x', C~). 
i---~ ~ 

Montrons qu e, pour tout A e 53 et tout x ' e  E',  l ~n  t'*(x',fy~F:(i)d~) existe duns F~. 

En effet, soit x ' e E '  avec I[x'll <<- 1. Soits  > 0. I1 existe An tel que sup f IF~(i)id~ < 
i e N A S A ~  

car la suite (A~)~N est dense darts 53 et la suite (]Fii)i~N est uniform~ment int~grable 
duns L~ (~9, a, ~). Par suite, on a, pour tout i e N, 

Donc lim 8" (x' ,  I y~I'~(~)d~) existe pour tout x' e E '  et tout A e 53. Par suite, pour tou- 
i - - > ~  

te fonction I> O, ~tag~e 53-mesurable, h, et pour tout x ' e E ' ,  lirn ~*(~',~hl"~(i)d,a) 
i---> ~ 

existe dans R. On en d~duit, que pour toute fonetion positive, 53-mesurable et born~e, 
h, et pour tout x ' e  E',  

existe dans F~, car h est limite uniforme d'une suite de fonctions 1> 0, ~tag6e 53-mesu- 
rabies. Soit maintenant h t> 0, 5 ~- mesurable et born~e. Soit E ~ (bYe(o) l'esp~rance con- 
ditionnelle de hl~(i). On a, pour tout B e B, 

B B B 

Donc, pour tout x' e E',  

existe darts •. 
Ceci termine la d~monstration du point (1) qui est valable pour tout espace de Ba- 

nach s~parable E. 



72 CHARLES CASTAING: Mgthode de compacitd, etc. 

Passons maintenant ~ la d6monstration des points (2) et (3). Pour la commodit6 du 
lecteur, nous allons d6tailler les arguments utilis~s dans le Th6or~me 4.1 de CAS- 
TAING-CLhUZURE ([22]). En effet, posons 

lr~(~)(u) = [ ~* (u(o~), F~(i)) ~(do)) 

pour i e N, u e LE~. Alors (1;~(~))i~N est relativement compact dans l'espace des applica- 
tions sous lin~aires continues de L ~  dans R,  muni de la convergence simple car chacu- 
ne des l~.~,~ est sous lin6aire, continue (pour la norme ]1 [1~), et l'on a 

llF(,(u)l <~ [lull~su p jr ]F~(il[d,~ 

L~ pour tout i e N et tout u ~ Et. Donc il existe un filtre ~ plus fin que le ffitre de Fr6- 
chet et une application sous-lin6aire continue l: LE~---> R telle que 

1~ lro~ (u) = l(u) 

pour tout u e LE~. I1 est clair que rapplication ~ est additive au sens de CASTAING- 
L | CLAUZURE ([22], p. 355) et pour tout A e ~, tout u e E~, on a 

l(ZA U) -<- [[ul[~ sup I [F~(i)Id,u. 
i e N  A 

De sorte que la d6monstration se termine exactement comme dans celle du Th6or~me 
4.1 de CASTAING-CLAUZURE ([22]). 
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