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Méthode de compacité et de décomposition applications:
minimisation, convergence des martingales,
lemma de Fatou multivoque (*).

CHARLES CASTAING

Summary. - New results of decomposition for bounded sequences in L} and in the space of inte-
grably bounded multifunctions with non empty convex weokly compact values in a Banach
space E and its applications to problems of Minimization, convergence of martingales, Mul-
tivalued Fatou lemma are presented.

0. — Introduction.

On se propose de présenter dans ce papier quelques nouveaux resultats de décom-
position pour une suite bornée dans Lz et dans 'espace £l des multifonctions inté-
grablement bornées a valeurs convexes faiblement compactes non vides d’'un espace
de Banach séparable E. Ces résultats permettent d’cbtenir de nouveaux résultats de
minimization, de convergence des martingales, du lemme de Fatou multivoque.

1. - Notations.

Soit (2, # P) un espace probabilisé complet, £ un espace de Banach séparable.
On désigne par cfk (&) I'ensemble des parties convexes faiblement compactes non
vides de E et par Ll (F) lespace des multifonctions Fmesurables X de Q
dans cfk(E) telles que |X|: w+> sup {|Jull: 4 € X(w)} soit intégrable sur Q. Un
ensemble H dans Ll (F) est bornée (vesp. uniformément intégrable) si 'ensemble
{IX|: X e H} est borné (resp. uniformément intégrable) dans L (F). Enfin, on

(*) Entrata in Redazione il 28 dicembre 1989, in forma finale ricevuta il 26 febbraio
1991.

Indirizzo dell’A.: Département des Sciences Mathématiques, Université Montpellier II,
France.
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désigne par E; (resp. E,) le dual fort (resp. faible) de £ et pour tout K e cfk(E),
x' = 3*’, K) la fonction d’appui de K (2’ € E').

Dans toute la suite, E est supposé séparable bien que cette hypothese n’intervien-
ne pas dans tous les énoncés, on désigne par £(¥) Pensemble des convexes fermés lo-
calement faiblement compacts et ne contenant pas de droites (LCSD) et par R(E)
Pensemble des convexes fermés dont I'intersection avec toute boule fermée de E est
faiblement compacte. On a efk (E) ¢ £(E) c R(E).

2, - Troncature - Compacité - Décomposition.

Le résultat suivant et son corollaire sont inspirés des techniques de troncature de
la démonstration du Théoreéme 4.1 dans CAsTAING ([24], p. 2.14).

THEOREME 2.1. — Soit (Q, F, 1) un espace mesuré avec y. o-finie et F u-complete
(Un)n=1 Une suite bornée dans Lk (F) qui vérifie la condition d’approximation suivan-
te. Pour tout ¢ > 0, il existe une multifonction Fmesurable et intégrablement bornée
L, de Q dans cfk(E) avec O e L.(w), YoeQ et une suite (QV),»; dans F telle
que

izl Veel, Ilgwiu,(w el (),
{Vn 21, f V2 1gntt |t S <.

Alors la suite (u,),>1 est relativement faiblement compacte dans L3 (F), et il
existe une sous suite (uy)ys1 de Uy)ys1 €t U dans Li(F), tele que

Up, = U pour o(Lg(F), Lg (F)),
U, (w) € co Ls{u, (w)} ps.,
o Ls{uy, ()} = ]Dl{um (w): m =k}’ et "< désigne Uadhérence pour la topologie faible
o(E,E").
DEMONSTRATION. — Soit ¢ > 0. Soit L, et 27 qui satisfont aux conditions de ’énon-
cé. Pour tout »n =1, on a
Uy = 1912'%" + 19\@:’%”.

De sorte que la suite (1g:%,),> demeure dans 'ensemble SLle des sections intégrables
de L., qui est o(L3(F), Lg: (F)) compact. Comme on a

Iu'n - 1Q’gun ‘L‘ ¢

pour tout % =1, on conclut que (u,),, est aussi relativement o(Lj(F), Lg: (F))
compact.
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Le deuxiéme point de I'énoneé qui est plus difficile résulte des arguments de la
démonstration du Théoreme 4.1 dans CASTAING ([24], p. 2.16-2.18).

Voiei un corollaire qui intervient directement dans la suite.

COROLLAIRE 2.2. — Soit (Q, 5, 1) un espace mesuré avec u o-finie et F u-compléte,
E un espace de Banach séparable, (u,),>; une suite uniformément intégrable dans
Li(F), h une fonction strictement positive u-intégrable sur Q. On suppose que la suite
(Un)n=1 admette la propriété d'approximation suivante. Pour tout ¢ > 0, il existe une
multifonction Fmesurable L, de Q & valewrs dans R(E) avec 0 € L, (w), Yo € Q et une
suite (QF),»; dans F telles que

Vo =1, f hdu < ¢,
[Nl
Vo=l Veel, Lo (@) sy, (w) € L, ().

Alors lo suite (u,), >, est velativement s(Lg(F), Lg (F)) compacte.

DEMONSTRATION. ~ Soit % une fonction strictement positive et u-intégrable sur Q.
Comme (u,),>; est uniformément intégrable dans Lz (F, 1), pour tout ¢ > 0, il existe
¢>0 et n>0 tels que

fhdu < é=>sup f [y |du < £,
i nzlA

sup [ | dpp < .
nzl 2
[|uat > 7h]

~

En vertu de I'hypothése, il existe une multifonction Fmesurable L, | valeurs
dans R(E) avec 0 e L,(w), Vo eQ, et (QF),., dans F tel que j hdu <3, ¥n =1
et tel que u,(w) e Ly(w) pour tout » e QF. Pour tout »n =1, onQ;m

Un = Logtju, | <pm%n T Yapenpiu, < % T ju,) > 0 Un
de sorte que la suite

(]-Qif Nilu,| s nh]un)n =1

demeure dans P'ensemble Sy, des sections intégrables de la multifonction Fmesurable
intégrablement bornée @, de Q & valeurs dans efk(E) définie par

Py(w) = L(w) N yhlw) B, Vwel
ol B est la boule unité de E. Vu le choix de ¢ et n, on a, pour tout » = 1

[, — Yosrtin, th]u’n'L‘ <e
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de sorte que (u,),»; est relativement o(Lj(F), Lg (F)) compaet, en vertu du
Théoréme 2.1.

Dans le cas multivoque, on a le résultat de compacité suivant que est di a
CASTAING-CLAUZURE ([22)).

THEOREME 2.3. — On suppose E| séparable et E ayant la propriété de Radon-
Nikodym. Soit (X,),51 une suite uniformément intégrable dans Lz (F) telle que,
pour tout A e &, U1 Jr X, dP soit relativement faiblement compacte dans E. Alors il

n2

4
existe une suite (Xyplns1 extraite de (X,),s, et X, € Ll (F) telle que

Jim. f 5% (', Xy (@) Pde)  existe dans R
4
pour tout Ae F et toul &' e ', et un filtre U plus fin que le filtre de Frécheﬁ tel
que

li‘lrln J 8* (ulw), Xy () P(dw) = J &* (wlw), X, (0)) P(dew)
0 Q

pout tout u € Lg, (F).

DEMONSTRATION (cf. Appendice). — Passons maintenant & la décomposition dans
LEIJ((?) et danS £(13ﬂ{(E) (g).

Pour la commodité du lecteur on reproduit ici la version multivoque du lemme de
Slaby ([53]) car cette version intervient dans les démonstrations. Vu les définitions et
notations introduites dans § 1, le lemma de Slaby s’étend mutadis mutandis au ecas

L (F).

LEMME 24. - Soit (X,),>1 une suite bornée dans Llyg (F). Alors il existe une
sutte extraite (X, )y>1 de (X,)y»1, une suite (By)»1 dans Ftelles que: klim PB,)=1et
(15, X, k=1 est uniformément intégrable. Par suite, (15X, )i>1 convergg vers 0 en me-
sure, c’est-G-dire, pour tout ¢ >0, JE’L P{lz|X, | >} =0.

REMARQUE. — E. BALDER m’a signalé que la décomposition du type précédent pour
le cas des espaces L3 (F) a été obtenue antérieurement par GAPOSHKIN ([36], Lemme
C, p. 384).

Voici un corollaire de ce lemme qui est une version du «biting lemma» (1], [9],
(11}, [14], [15], [25D).

COROLLAIRE 2.5. — Sous les hypothese et notations du Lemme 2.4, il existe une
suite croissante (A)n»1 dans & telle que lim P(A,) =1 et une sous suite (Xnkm)m21 de
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(X k=1 telle que la suite (14, X,y ms1 S0Ut uniformément intégrable. Par suite, pour
tout entier p = 1, la restriction de (Xnkm)ma1 a A, est uniformément intégrable.

DEMONSTRATION. — Le premier point de I'énoncé a été démontré par Luu ([32]) de
Ia facon suivante. Puisqu’on a klim P(B,) =1, il existe une sous suite (By),>; de
(Bps1 telle que o

PB,)21-279, VgeN*

Pour tout entier m = 1, posons

Alors (A,,),>1 est croissante avec A,,c B, pour tout m = 1. On a

PAL) =P( Ugls S pB< S L.
g=m 7 g=m q g=m 2q
D'oy, mli_r)nm P(A,,) = 1. En vertu du Lemme 2.4, la suite (Xnm)

la suite (lgkankm)mgl est uniformément intégrable, donc (1Ame,m)m>1 Vest aussi. Vé-
rifions le deuxiéme point de I’énoncé. Soit p un entier =1 fixé. Soit £ > 0. On a

=1 Tépond & 1'énoncé car

sup J | Xy, | < sup j | X, | + sup f | X, |

mzl l<sm=sp-1 psm
4,001 X, | >1] P, 01Xy, | > 4,0 11Xy, | >8]

comme le premier terme vers 0 lorsque t— + o, le second terme est majoré par
sup j |X,,, | qui tend vers 0 lorsque t — % car (14 X, )n>1 est uniformé-
Lsmyg, n [ X, | > 1]
ment intégrable.

En utilisant le Corollaire 2.5, le Théoréme 2.3 et les arguments de la démonstra-
tion du Théoréme 3.1 dans CASTAING-CLAUZURE ([25]), on a I'énoncé suivant.

THEOREME 2.6. — On suppose E, séparable et E ayant la propriété de Ra-
don-Nykodym. Soit (X,),»1 une suite bornée dans Ll (F) telle que UJXn
A

soit relativement o(E, E') compacte. Alors il existe une suite croissante (A,,),,=1 telle
que mh_r)nm P(A,,) =1, une suite (X un)>1 extraite de (X,),>1 telle que (14 X mdm=1
soit uniformément intégrable, une suite (Xg),=1 extratte de (X,pplpz1, Xoo 0Op-
partenant & Ll (F) telles que, pour tout p = 1 fixé, tout A €A,NGF tout ' e &',
on ait

Jim 0% @', Xu) = [ 57 @', X0,
A A
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Voici d’abord une application du résultat précédent qui intervient dans I'étude
de la décomposition et de la convergence des martingales présentées dans le
paragraphe 3.

THEOREME 2.7. — On suppose E; séparable et E ayant la propriété de Radon-Ni-
kodym. Soit (X,),51 une swite bornée dans Lo (F) telle que

(1) Pour tout we @, sup | X, ()] < + .

nzl

(2) Pour tout A e &, Ul J X, est relativement o(E,E') compacte.

(8) Pour tout x'e D', o D' est une suite dans E’, dense pour la topologie de la
norme de Ej, la suite (6* (x', X,,)),=1 converge p.p. vers une fonction intégrable o,

Alors il existe X, e Liw(F) et un négligeable Ne F tel que pour tout
(w, ) e QNN X E', on ait

Jim * (', X, (@) =" (@', X ().

DEMONSTRATION. — Appliquons le notations et les résultats du Théoréme 2.6.

Il existe une suite croissante (4,,),=; dans F avec nlgnw P(4,,) =1, une suite
X ymy)n>1 extraite de (X,)p>1 et X. € Linqm (F) telle que

Jim (6@, Xy (@) Po) = [¢* @', X (@) Pldo)
A A

pour tout p =1, tout Ae A, N F et tout x'e D'. Comme nli_r)nw * (&', X, (w) = ¢, ()
p.p. et comme la restriction de (X,(,),>; 4 chacun des A, (p = 1) est uniformément in-
tégrable, on en déduit que

[5* @', Xa @) Pdo) = Jim [ 2* @', X (@) Pdo) = [ 9, () Pdes)
A

A A

pour tout p =1, tout Ae A, N J, tout x'e D"
Par suite, pour tout p = 1, tout 2’ fixé dans D',

(@', Xo (@) = g (@) = lim ¢* (2", X, ()
excepté sur un négligeable N, .. dans 4, N & Soit
Np= U, Moo
Alors N, est un négligeable dans A, N F et on a

Jim 5% @', X, () = 8* @', X (@)
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pour (w, &) (A, \N,) X D'. En vertu de la condition (1), on obtient,
nl% ¥, X, (w) =¢*(x', X, ()

pour (w, ') € (4, \N,) X E' car on a, pour tout ' E' et tout ¢’ D', tout w € 0, tout
nz=l,

o* (90’, Xn(w)) — & (6” X. (w))l S

< llx'—e'usug | X, ()] + [6%(e’, X, (@) — 3% (¢, Xoo (@) + Iz’ — &']|| X.n ()] .

Comme 'égalité nlgnw $*(x', X, (w)) = é*(x’, X,.) est vraie p.p. sur chaque A, (p=1),
on obtient finalement

Jim (@', Xy (@) =¢* @', X ()
pour (w, ') e (Q\ UIN,,) XE'

REMARQUE. - Si I'on se contente de la convergence scalairement p.p., on peut sup-
primer la condition (1) sup |X,(w)| < + ©, Vw € @ dans P'énoncé du Théoreme 2.7.

nzl

Dans ce cas, on a nlgnw *(x', X;) =¢*(x', X,.) p.p. excepté sur un négligeable
N, (x'eD’).

Voici maintenant un résultat qui établit le lien entre la déecomposition de Slaby et
la caractérisation des formes sous linéaires continues additives sur Lz , E étant un
espace de Banach réflexif séparable (c¢f. CLAUZURE ([28)), p. 111.37)). Rappelons que
toute forme sous-linéaire continue additive / sur Lg se décompose en

=1, +1

oit [, est une forme sous-linéaire continue sur Lj telle que

I () = j 8% (u(w), Nw) Pdw), Vuels,
0

ol I" est une multifonction mesurable et intégrablement bornée de Q & valeurs dans
cfk (K), et I; est une forme sous-linéaire, additive, continue sur Ly, singuliére au sens
suivant: il existe une suite décroissante (4,),>; dans F Qintersection vide telle
que

I (lA;u) =0

pour tout % € Ly et tout entier p = 1, f. CLAUZURE ([29], Theor. 3, p. I11-41). Par ail-
leurs, si (X,),>1 est une suite bornée dans £l (F), alors {X,: n = 1} est relative-
ment compact dans I'espace S(Lgz.) des formes sous-linéaire continues additives sur
Lg> muni de la convergence simple.
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En vertu des considérations précédentes et du Théoréme 2.6, on a I'énoncé sui-
vant qui établit le lien entre la décomposition de Slaby et 1a caractérisation des formes
sous-linéaires continues additives sur Lg.

THEOREME 2.8. — Soit E un espace de Banach réflexif séparable, soit (X,),-, une
suite bornée dans Llg (F).

(@) alors il ewiste: .
— une suite décroissante (B,)p=; dans F telle que P( ﬂpr) =0,
p=

— une suite (X,p)),=1 extraite de (X,),»1 telle que, pour tout p = 1, (X, | BS)
soit uniformément intégrable dans Ligm By N F),

— X.. appartenant & Loz (F) telle que pour tout p 2 1, tout A e Bf N I, tout
x' ek, on ait

i Jd‘*(x’, X, () Pldw) = j & (2, X, () Pdw).
A

A

(b) Soit | une valeurs d’adhérence de (X ))y=1 dans S(Lg') muni de la conver-
gence simple et soit | = I, + I, la décomposition de | en partie absolument continue et
partie singuliére. Soit I' la densité de 1, Alors on o

r=X, pp.

DEMONSTRATION. - (¢) Est la reprise du lemme de Biting multivoque (Théo-
réme 2.6).

(b) T existe un filtre U plus fin que le filtre de Fréchet tel que, pour tout
#eLg , on ait,
lim J 8% (u(e), Xy (@) Pldew) = ().

g

On sait que [ se décompose en
=1+

ou [, est de la forme

l,(u) = f 3* (u(w), T(w)) P(dow).

g

Yu e L, ol I' appartient & £l (F) et [, est singuliere au sens: il existe une suite dé-
croissante (4,),>; dans F d'intersection vide telle que I, (14:%) = 0 pour tout u € Lz’ et
tout p = 1. Posons

C,=A,UB,, p=1.
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On a, pour tout AcA; N & tout u e Lg.

lim [ ¢* (u(w), Xy (@) = [ * (), Iw) Pd)
A A

et pour tout Ae B, N & tout x' € K",

Tim j 8 (', X, () Pldws) = f (2", X. () P(dw).
A A

Par suite, pour tout A C; N & on a

f 3* (2", X () Pldew) = j 2* (2", Iw) P(dw) .

A A
Comme (Cy),; est croissante avec plin}n P(C;) =1, on en déduit que
* (@', Xo (@) =% (', I'(w))

p.p. sur &, pour tout ' € £'. D'oit X, =1I p.p.

Pour terminer ce paragraphe, on a le résultat suivant qui est 'analogue du Théo-
reme 2.6 pour le cas vectoriel et qui illustre les techniques de troneature et de compa-
cité dans le Théoreéme 2.1 et dans son Corollaire 2.2.

THEOREME 2.9. — Soit (Q, F, 1) un espace mesuré avec y. o-finie et F u-compléte, E
un espace de Banach séparable, : Q X E — [0, + o] un intégrande, FQ B(E)-mesu-
rable tel que 9(w,0) =0, YoeQ et tel que pour tout we, pour tout re R,
Uensemble

{Z e E: o(w, &) < r}

appartient o RE). Soit (u,),>1 une suite bornée dans Li(F u) telle que

sup | oo, U, () u(dw) < + . Alors il existe une suite (By)y>1 dans F et une sous
=1
suito (U, )n 51 telle que (1, )5, S0it velativement o(Lg(F), Lg: (F)) compacte et telle

que (1geu, Yy>1 converge vers 0 u-p.p.

DEMONSTRATION. — On va se ramener au cas p finie de fagon standard. Pour la com-
modité du lecteur, on va détailler les arguments de la démonstration. Soit % une fon-
ction strictement positive et u-intégrable. Soit v=hu. Il est clair que la suite
((A/h)| %y | )1 est bornée dans L (F v). En vertu du Lemme 2.4, il existe une suite
(Br>1 dans & avec kli_r)r; v(By) =v({2) et une sous suite (u,);>; telle que

(1,5 7" |y, | k=1 est uniformément intégrable dans L# (F v). On peut supposer que
(¢ |%n, | i1 converges vers 0 u-p.p. Mainenant on va montrer que (13 u, );>; €st re-
lativement «(L!, L ®) compacte dans L3 (5, ).

Posons v, = 1g u,,, Yk = 1. Alors (b ™! |9} ]);>1 est uniformément intégrable dans
L§ (&, v) ce qui équivaut & I'uniforme intégrabilité de (|v;|) dans L} (F; u). Soit & > 0,
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il existe n et 4 >0 tels que

v(lp(vy,) > nh]) < Vk=z1,

5
v([|u) > < £, Vk=1.
Car (B 'o(wp))is1 et (7' |vy| )= sont bornées dans LA (F v). Pour tout k=1,
on a
Vi = Ly, > 0 tpt) < v Y%+ Lo <201 st < 01 Vb T Lip,) > i Uk -
Soit B la boule unité dans E. Considérons la multifonction
o) = {x & M(w)B: p(w, 1) < nhiw)}

pour w e Q. En vertu de Ihypothése, ®(w) est convexe o(E, E') compact et la multi-
fonction @ est Fmesurable intégrablement bornée avec 0 € Hw), Vo € Q. Par cons-
truetion, on a pour tout &k = 1, pour tout w e,

1jug) < a0 0 ot < i) (@) U () € Pw) .

Done la suite (1j,, <1 (o1 <701 Vk)e=1 et relativement faiblement compacte dans
LE(F, ), done (v)ps; Vest aussi d’aprés le Corollaire 2.2. En effet, (v,);»; est unifor-
mément intégrable. Posons, pour tout k = 1,

QF =T|v,| < 2] N ley) < nhl.
Alors 1g(w)vp(w) e w), Vb= 1, Vo e Q et

wQN Q) < W{[p(wy) > nhl} + v{|v,] > Ak} < % + % e, Vk=1.

3. - Applications.

Ce paragraphe est consacré aux applications des résultats du paragraphe 2. Voici
d’abord un résultat de minimisation ‘des fonectionnelles convexes semi continues infé-
rieurement. pour la convergence en mesure.

THEOREME 3.1. — Soit E un espace de Banach séparable. Soit ¢: Q X E — [0, + ]
wmtégrande FQ B(E)-mesurable tel que o(w,0) = 0, Yw & Q et tel que pour tout o e Q,
tout re R, Uensemble

{xeE: plw, x) <7}

appartienne & RE). Soit K un ensemble convexe fermé en mesure dans L (F) tel que

sup jgp(w, w(w)) P(dw) < + . Soit I'K—>R une fonction convexe semicontinue
ueKQ
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inférieurement pour lo convergence en mesure et inf-bornée, cest-a-dire, pour tout
xe R, {ue K:I(u) < a} est bornée pour la norme de Lj(F).
Alors I atteint son minimum sur K.

DEMONSTRATION. — Posons z = ingf I(u). Soit (u,),>; une suite minimisante. On a

) ue
nli_r)x; I(u,) = z avec u, € K, Yn = 1. Comme I est inf-bornée, la suite (u,),; est bor-
née dans LZ(F) et il est clair que (u,),»; satisfait aux conditions d’applications du

Théoréme 2.9. Done il existe une suite (B;);»; dans & et une suite (thy,)y>1 extraite de
(Un)n=1 telle que (1 u, )=y Soit relativement faiblement compacte dans LA (F) et telle
que (1g:uy,);> converge vers 0 p.p. Posons v, = 15 u,, et wy = 1z.u, , Yk = 1. Alors
on a u, = v, + wy, Yk = 1. Quitte & extraire des suites convergentes, on peut suppo-
ser que (vy);>; COnverge vers u. < Lz (F) pour o(L, L) et qu'il existe ()51 avee
Uy, € CO{Vy: kb = m} telle que (f;vm) — %, p.p. Pour chaque entier m = 1, il existe done
O <k<,, avee 0P <1, X 2" =1 tel que
k=m
Uy = Z AR Vg
k=m

vm
Posons i, = > Al'wy
k=m

Vin
Uy = z )\Zbunk
k=m

2= 2 N 1u,).
k=m
On a 4, =, + W, et par convexité de I,

(+) | I(i,,) < 3, = kg‘, A I,

1l est clair que w,, — 0 p.p. lorsque m — . Donc (%,,),,=; converge vers %, p.p. car
(V) = U P.p. Or (), » 1 demeure dans K car K est convexe. Comme K est fermé en
mesure, oh a %, € K. Lorsque m — o, le second membre de () tend vers z, par suite,
onaz<slu,) < lin}n inf I(u,,) <z grice a la semi continuité inférieure de I.

REMARQUES. — 1) Au cours de la démonstration, on a obtenu une conséquence in-
téressante du Théoréme 2.9. Soit (u,), -, une suite bornée dans Li(F) qui vérifie les
conditions de I'énoncé du Théoreme 2.9. Alors il exite une suite (u, ), extraite de
(Un)n 1, UNE SUItE (Ehy )y, 51 BVEC Uy, € CO{u,, : k = m}, u. appartenant 3 Lj(F) telles
que (%), =1 CONverge p.p. Vers .

2) Récemment BALDER ([6]) a obtenu le résultat suivant. Soit (Q, F 1) un espa-
ce mesuré o-fini et H: Q X E —] — «, + o] un intégrande inf-convexe compact pour
une topologie = intémédiaire entre la topologie de la norme et la topologie o(&, E').

Soit (u,), =1 telle que sup [ H(w, u, (w)) u(dw) < + . Supposons en outre qu'il existe
nzl 0
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des fonctions measurables a:Q — 10, + ©[ et b: 2 — R telle que
H(w, %) = alw)|a]] + blew)

puor tout (w,x)e Q X E. Alors il existe une suite (u,, ), > extraite de (u,), > et une
suite (Up,)m 1 avee iy,  co {u,, : k = m}, u. appartenant & Lz (F) telle que (#y)m 1
converge p.p. Vers .

La démonstration de Balder consiste & se ramener au cas ot l'intégrande H vérifie
H(w, 7) 2 offz]) + $(w), V(a, 2) € Q X E, ol « est un nombre strictement positif et ¢ ap-
partient & L (F), et est basée sur une technique entiérement différente qui repose sur
le Théoréme de Komlos ([46]) et les extensions en dimension infinie de ce Théo-
reme ([8],[10]). Je renvoie le lecteur au preprint de BALDER ([13]) pour les
détails.

3) Le Théoréme 3.1 est connu dans le cas ou E est réflexif, ef. ([9], [16], [17],
[32], [33], [34], 147], [656]). En ce qui concerne les problémes de minimisation sur les
ensembles décomposables cf. ([13], [22], [37], [56]).

Maintenant, on présente des applications directes des Théorémes 2.6, 2.7 et 2.9 &
la décomposition et & la convergence des martingales a la limite ([64]). Dans cette vei-
ne, de nombreaux résultats de décomposition et de convergence ont été développés
dans CasTaING-Ezzaxt ([27]).

Soit (7;,), > 1 une suite croissante de sous c-algébres de F avec a(' llJ1 éfn) = & Une

suite (X,), > dans Lz (F) est une martingale & la limite (mil) au sens de TALAGRAND
([54]) si, X, e LE(F,), Yn = 1, et si, pour tout ¢ > 0, il existe p tel que, pour tout
n Z p on ait

psgsn

P| sup |X,-E%X,|> s:| <e,

ot E%(X,) est l'espérance conditionnelle de X,. Cette définition s'étend au cas
Ll (F) lorsque Ej est séparable comme suit.

Soit X € Linqm (F). Alors E%(X) est un élément de Lipg(F,) et est défini
par

S = LET(): feSHF)}

ol Sé:rq(}o est Pensemble des sélections F-mesurables et intégrables de E%(X)
et S}(F) est lensemble des sélections F-measurables et intégrables de X, cf.
VALADIER ([58]). Pour tout ' € E', on a ‘

', ERX) =E%* (% (x', X)).

Une suite (X,),s; dans £l (F) est un mil si, pour tout ¢ >0, il existe p
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tel que pour tout n = p, on ait

P[ sup h(X,, E™(X,) >¢c|<e

psgsn

ol h désigne la distance de Hausdorff sur 'ensemble cfk ().
Le théoréme suivant est un résultat de décomposition et de convergence des mils
bornés dans L3 (F).

THEOREME 3.2. — Soit ¢: Q X F — [0, + o] un intégrande F& B(E)-mesurable tel
que 9(w,0)=0, YoeQ et tel que, pour oceR*, reR*, wel, Uensemble
{2 € eB: p(w, ¥) < r} soit convexe faiblement compact. Soit (X))  un mil borné dans
L3 (F) tel que

sup [ (o, X, (@) P(de) < + 2.

n=1

Q

Alors il ea&iste X, dans LE(F) tel que (X, ~ E™X.),», converge vers 0 p.p.

DEMONSTRATION. — Comme pour tout z'e E', ({(x', X,)),>1 est un mil borné dans
Ly (F), (x’, X,)),»1 converge p.p. vers une fonction intégrable g, d’aprés TALA-
GRAND ([54], Theor. 4, p. 1193). En vertu du Théoréme 2.9, il existe une suite (X, ) ex-
traite de (X,), > et (B)y>: dans F tel que (15 X,,) converge pour (L', L) vers
X, e Lj(F) et (15:X,,) converge vers 0 p.p. Par suite, (X,), > ; converge vers X, sca-
lairement p.p. Soit E*(X.) lespérance conditionnelle de X,.. Alors (X, —
— E™(X.)), 1 est un mil borné dans L} (F) qui converge scalairement p.p. vers zéro.
Done (X, —~ E™(X,, )), >, converge vers zéro p.p. pour la norme de E d’aprés TALA-
GRAND ([54], Theor. 6, p. 1193).

CONSEQUENCE. ~ (X,,), =1 converge vers X, p.p. pour la norme de E.

REMARQUE. — Un énoncé analogue a celui du Théoréme 3.2 pour le cas des martin-
gales avec ¢(w,") inf-compacte a été obtenu par BALDER ([13]).

Voici une version multivoque du théoréme précédent.

THEOREME 3.8. — Supposons Ey séparable et E ayant la propriété de Radon-Niko-
dym. Soit (X,), > 1 un mil borné dans Ll (F) tel que { j X, dP: n = 1| soit relative-
4

ment o(E, E") compact. Alors il existe X, dans Lz (F) tel que liyrtn WX, E*X,) =
=0 p.p. '

DEMONSTRATION. — Pour tout '€ B, (¢6* (¢ ', X)), > est un mil borné dans L} (F).
D’aprés TALAGRAND ([54], Theor. 4, p. 1193), (¢*(z’, X)), > converge p.p. vers une
fonction intégrable ¢, ..
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En vertu du Théoréme 2.7 et de sa remarque, il existe X, € L (F) tel que
(X,) — X, scalairement p.p., c’est-a-dire,

o) lim ¢* =z, X,) = &*(z', X..) p.p.

i.e. excepté un négligeable N, (x'e B").
D’aprés CasTAING-EzzaxI ([27], Appendice p. 21) la relation (1) implique

@) Jim hX,, E7X.) =0 pp.

REMARQUES. — 1) La démonstration de (1)=>(2) n’est pas triviale. Il s’agit 14 d’'une
version multivoque d’un résultat de TALAGRAND ([54], Theor. 6, p. 1193).

2) Le Théoréme 3.2 et 3.3 admettent de nombreuses variantes cf. CASTAING-
Ezzaxk1 ([27)).

3) La relation nli_r)xg0 WX,, E®X,)=0 p.p. implique la convergence de (X,),»1
vers X, au sens de Mosco cf. CasTainGg-Ezzaxi ([27]).

4) La convergence faible des Amarts multivoques ([24]) et des Pramarts multi-
voques ([4]) est conséquence directe du Théoréme 2.7.

Passons maintenant au lemme de Fatou multivoque.

THEOREME 3.4. — On suppose Ey séparable et E ayant la propriété de Radon-Ni-
kodym. Soit (v,)penvu(«) une suite d’applications scalaivement mesurables de Q dans
la boule unité B' de E' telle que (| v, — ¥4, | )y » 1 converge vers 0 p.p. . Sott (X,)pen+ Une
suite bornée dans £l (F) telle que { j X, dP:n = 1} soit relativement =(E,E') com-

pact pour tout A fixé dans F On suﬁpose:
1) G* Wy, X,) Jus1 et uniformément intégrable.
(i) Il existe une multifonction mesurable L:Q — £(E) telle que

X, (w) ¢ L(w)

pour tout n =1 et fout well.
Alors il existe X.. € Ligg) (F) telle que

(a) liminf [ *@,, X,) > ja*(vm,xm)
(b) X, (w)eco Ls{X, (o)}
o Ls {X,(w)} = 1D1 (X (o) n=k) et -7 désigne Ladhérence pour o(E,E").

DEMONSTRATION. — (@) La suite (X,,), »; satisfait aux conditions d’applications du
Théoréme 2.6. Il existe une suite croissante (4,,),, = 1 dans F avec ,}E’l P(A,,) =1, une

suite X,y 1 extraite de (X,)n>1, Xo € Lonqm (F) tels que, pour tout m = 1, tout
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AeA,NJ tout x'e £', on ait
Jim [ @, X = 2767, Xo).
A A

Ceci étant, soit « > 0, choisissons un entier N, > 0 tel que

js*wm,xw)a J‘a*@w,xw)—s,
0

Ne

lim sup f 3*(v,, X,) Se.
n-—>
Ne

Pour tout n = 1, tout w e {2, on a,

&* (0, (), Xy (@) = 8% (v (), Xy (@))| < [ (@) = ve ()] X, [ (@)

Comme la restriction de (X,u),>1 & Ay, est uniformément intégrable et comme
|V, — Ve | — 0 p.p., on en déduit que

Pt J{ 1oy = Ve | [ Xy | =0
Ay,

car (|v, — Vs |)n s 1 converge vers 0 uniformément sur toute partie uniformément inté-
grable de LA (F) (ef. CastaiNG ([21], Theor. 1) pour un résultat plus général
D'otr

=0.

—> %
-Ng ANE

lim[ j & Wy X)) — j (e, X)
A,

Soit @ = lim inf [ 8% Wy, X,). On peut supposer que lim [¢*(,, X,) =aeR. Dou
Q Q

- nli_r)nm { J’ 8% (W Xy) + [ @, XY("))] z

An, A,

Tim j 2% (U, X,) — lim sup j 5 (0, Xy)” = lim [ 3* (U, X ) = <.
Ne Ve Ay,
Or la suite (14, X,), > 1 Satisfait aux conditions d’applications du théoréme de compa-

cité faible de Castaing-Clauzure (Theor. 2.3). 1] existe un filtre U plus fin que le filtre
de Fréchet et X, e Lig (F)NAy, N F) tel que, pour tout ue Lg Ay, N F), on
ait,

lim fa*(u, X)) = ja*(u, 2.).

Ay, A,
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On a ¥, (w) = X.. (w) p.p. sur Ay, car, pour tout A €Ay NF tout ' eL’, on a

Jim Jé‘*(w’,Xy(m):Ja‘*(x’,Xw).
A A

Dou

3 N3 . _— 3 Ak _— —_
o> lim f 3% @,y X)) — = lim f 5y, X)) — ¢ =
AN5 ANE

= lim Ja*ww,xm,)—s: jo‘*(vw,Xm)—sZJa‘*(vw,Xm)—zs.

Ne Ne Q

Ceci prouve le premier point de I'énoncé. Observons que la condition (ii) n’intervient
pas dans la démonstration de (a).

(b) Le point (b) résulte de CASTAING-CLAUZURE ([26]). Pour la commodité du
lecteur on en donne la démonstration. Posons $(w) = ¢0 Ls{X,, ()}, Yo € Q. Comme
X, (w) c L{w), Yn = 1, Vo € 2, la multifonction ¢ est Fmesurable et & valeurs LCSD
en vertu dun résultat de Hrss ([38], Prop. 6.39). Pour vérifier linclusion
X. (w) cP(w) p.p., i suffit, en vertu, d'un résultat de CASTAING-VALADIER ([28],
Lemme II11.34) d’utiliser les fonetions d’appui. De facon précise, si linclusion n’avait
pas lieu, il existerait 2’ e E', Ae & avec P(A) >0 tels que Pon ait pour tout
weA,

(@', Xa () > 8* (", Hw)).

Pour chaque X, il existe une section mesurable o, telle que (o,m,2')=
=*(x', X, (w)) pour tout w e Q. Appliquons le Théoréme 2.6 3 la suite (a,4))n 1. 11
existe une suite décroissante (D,,),,», dans & telle que lim P(D,,) =0, une suite
(GamyIn = 1 €xtraite de (o,(), > 1 €t o, dans L3 (F) telle que pgﬁr tout m = 1, 1p: oy con-
verge vers 1j. o, pour o(LEDEN &), LE“;r (Dg, N &)). 11 résulte du Théoreme 2.1 et de
don Corollaire 2.2, qu'on a o, (w) € €0 Ls{X 4 (w)} p.p., car g,y () € X, (w) ¢ Liw)
pour tout n = 1 et tout w e (2. Posons B,, = A}, et C,, = B,, U D,,, pour m = 1. Alors on
a lim PC,) =0 et nli_r)nw J Totmy = j 0w, Ym=1. De plus on a 0 < PA)=
NG, ONC,
= lim_ P(Q\.C,,)NA). Donc il existe C, avec P(Q\C,)NA4)>0. Or AN@Q\C,)c

CO\B,=A4,. Do
Jim [ #eL XK= [ 2@ X
ANEONG) ANE@N\G)

et

im [ @ eaw= [ @)

n—> ©

ANEONG,) ANONG,)
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car Q\C, cO2\ D,. Par suite, on a

[ @ioe= [ @ xo.

ANE@N\C) ANE©N\G)

Comme s, (w) € €0 Ls{X 4, (w)} c 0 Ls{X,y) (w)} p.p., on obtient

j (', X.) < f 5* (2, Ls{X,0 O}
AN@\C,) ANONG,)

ceci est en contradiction avec I'hypothése faite qui implique

f s*@', X)) > j (@', Ls{X, 0 O}).
AN@ONG) ANONG,)

REMARQUE. - En combinant les techniques de troncature et de compacité du Théo-
reme 2.1, et de son corollaire ainsi que celles de la démonstration du Théoréme 3.4, on
a la variante suivante.

THEOREME 3.5. - S0it (v,), « N+ U () Une suite d'applications scalairement mesura-
bles de Q dans la boule unité B' de E' telle que (|v, — Ve | )y converge vers 0 p.p.
Soit (wy), =1 une suite bornée dans Li(F) qui vérifie la condition d’approximation
suivante. Pour tout ¢ > 0, il existe une multifonction mesurable L, de Q & valeurs
dans K(E) avec 0 e L, (w), Vo € Q telle que

Vn=1 Ploe u,(w ¢l ()] <e.

On suppose que (v, Uy) )u=1 SOt uniformément intégrable. Alors il existe
%o € L3 (F) telle que

limﬂinfj(vn, Uy) = f(vm y U ),

U () € €0 Ls{u, (w)} p.p.

Considérons maintenant un espace lusinien métrisable S. Soit 1% (S) I'ensemble
des mesures de probabilité de Radon sur S, muni de la topologie étroite. Alors 91, (S)
est un espace lusinien métrisable. Désignons par R(Q, 91 (S)) I'ensemble des applica-
tions mesurables de Q dans 1L (S) et par Joag (2 X S) Pensemble des intégrandes de
Carathéodory intégrables sur Q x 8. On a le résultat de compacité dans 1%, (S) sui-
vant. Cf. BALDER ([7]).

THEOREME 38.6. — Soit I une multi-fonction mesurable de Q & valeurs fermées non
vides de S. Soit 3 un sous ensemble de R(Q, M (S)) qui vérifie les conditions
sutvantes:
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(i) Pour tout 1€ 3C on a
2o (M) = 1

pour presque tout w e Q.

(i) Pour tout ¢« > 0, il existe une multifonction mesurable de 2 d valeurs com-
pactes non vides de S, K., telle que

sup f 20 S\ K. () P(dw) < &

7\&9(9

Alors 3C est relativement séquentiellement o(3C, Jour (Q X S)) compacte, ¢’est-a-dive,
pour toute suite (1), > 1 dans 3G il existe une sous suite (A, >y de (W) =1 et un élé-
ment A e R(Q, ML (S)) telle que

2, (M(w)) =
pour presque tout we Q, et telle que pour tout fe Joag (@2 X S), on ait

Jim G, ) = 1)

On dira alors que (%), >, converge faiblement vers A dans R(Q, 91t} (S)). Le résul-
tat suivant permet de comparer les modes de convergence considérés précédem-
ment.

THEOREME 3.7. — Soit E un espace de Banach réflexif séparable, (u,), > une suite
bornée dans Li (F) telle que la suite (s, ), >, vérifie la condition de Prokhorov (i) du
Théoreme 3.6, et telle que pour tout x'e E', (&', u,))y > converge p.p. vers une fon-
ction intégrable ¢,. Alors il existe une suite croissante (A,)n>1 dons F avec

11rn P(A,,) = 1, une suite Uy )m = 1 eatraite de (uy,), =1, w appartenant & L (F), A ap-
pm”ten(mt a R(Q, ;' (E)), | appartenant ¢ (L) telle que:

(1) 14 Uiy — u pour o(Lp, Lg),
@) lim(z', u, () = @', w(w)) = ¢, (w) pour presque tout w e Q et tout &'e £,

n— 0,

B) (eu,p)m=1 cONverge faiblement vers X dans R(Q, M (),

(4) (e, )m =1 converge dans le bidual faible (Lg.); de Ly vers L e (Lg»), suivant
un filtre U plus fin que le filtre de Fréchet, de sorte que, st b, désigne le barycentre de
2, (w e ), v la densité de la partie absolument continue 1, de I dans la décomposition
l=1l,+1,ona

wlw) = b, =v(w) p.p.

DEMONSTRATION. — Les points (1), (2), (8), (4) résultent du Corollaire 2.5, des
Théorémes 2.7, 3.6, 2.8, respectivement. En considérant la restriction de (#,4n)m=1 2



CHARLES CASTAING: Méthode de compacité, etc. 69

chacun des A, (p = 1), on a

b,, = u{w) p.p. sur A,.

¢f. BALDER ([7]), done
b, = u(w) p.p. sur Q
et on a, en vertu du Théoréeme 2.8
u{w) = v(w) p.p. sur Q.

Pour terminer signalons un exemple qui présente une analogie avec le Biting
lemma.

ExampLE 3.8. — Soit T un espace compact métrisable muni dune probabilité de
Radon p. Soit H un ensemble de fonctions u-mesurables définies sur T & valeurs
dans un espace de Banach séparable E. Supposons que H soit compact métrisable
pour la convergence simple. Alors, pour tout ¢ > 0, il existe un compact K, c T avec
(TN K,) tel que H|g soit compact dans Uespace de Banach Cg(K,) des applzcatwns
continues de K, dans E muni de la convergence uniforme.

DEMOSTRATIONS. — Ce résultat et conséquence facile du théordéme de SCORZA-DRA-
GONI ([18], Theor. 3.1; [19], Theor. 1; [20], Exposé no. 6). En effet, posons, pour tout
ueH, tout t e T, o(f,u) = u(t). Il est clair que o est une application de T' X H dans ¥
telle que o(-, %) soit u-mesurable sur T pour tout u € H et ¢(f, -) soit continue sur H; H
étant muni de la convergence simple. Comme H est compact métrisable, on peut ap-
pliquer le théoréme de Scorza-Dragoni & ¢. Pour tout ¢ > 0, il existe un compact K,
dans T tel que u(T\\K,) < ¢ et tel que ¢|x «x soit continue. Il est classique de voir
que H|g est équicontinue, et comme P'ensemble

{w(t):: ueH, te K.} = ¢(K. x H}

est compact dans E, le théoréme d’Ascoli permet de conclure.

Achnowledgements. Je remercie Mademoiselle CLAUZURE (Montpellier) pour sa
participation a la rédaction de ce papier.

Je remercie E. BALDER pour des remarques trés pertinentes sur la premiére ver-
sion de cet article.

Je remercie le referee pour des critiques constructives de cet article.

Appendice.
Pour la commodité du lecteur on reproduit ici un resultat de compacité séquentiel-

le dii & CASTAING-CLAUZURE [22] dans Ligm (Q, F ) ol u est une mesure positive
finie.
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THEOREME. — On suppose E; séparable et E ayant lo propriété de Radon Niko-
dym. Soit (Ty),so une suite uniformément intégrable dans Ll telle que pour tout

Aed, nUN j I, du soit relativement faiblement compacte. Alors il existe:
€4

(1) une suite extraite (Fyplnen de Uy, e telle que, pour tout A e @, tout
x'e E', la suite jé‘* (@', Tymy () u(dw) comverge dans R,
A
(2) un filtre U plus fin que le filtre de Fréchet et un élément T'., € L, tel

que

vu € LE?':’ ah‘ﬁﬂ I 8* (u(w)’ Fm(’n) (CU)) M(dw) = J 6\* (u(w)y Foc (Cz))) M(dw)
Q o]

(3) En conséquence, on o
lim inf f |y | s = f T, | du)
_et, pour tout Ae T, tout ' e E',

Jim 6% @', Ly @) pldo) = [0 (&', I'c (@) pldo)
A A

DEMONSTRATION Nous allons détailler le premier point de 'énoncé, tandis que les
points (2) et (3) sont démontrés dans CASTAING-CLAUZURE ([22], Theor. 4.1).
On peut supposer que, pour tout A e @, UN Jl’n dp soit contenu dans un convexe
ne

o(E, E') compact (métrisable) K, de E. Soit D' une suite dénombrable dense dans £’
pour la topologie de Mackey +(E', E).

Observons d’abord la remarque suivante qui est due & HESS ([24], Lemme 3.3). Si
K est un convexe o(&, E') compact (métrisable) de K, 'ensemble

{Cectk(E): CcK}

est compact pour la topologie de Hausdorff associée 4 la topologie faible (¥, E'), la-
quetle topologie correspond 4 celle de la convergence simple des fonctions d’appui sur
D'. Ceci posé, on procéde de fagon standard comme suit. Rappelons que chacune des
I, est @-mesurable, ce qui équivaut & dire que chacune des applications I', de { dans
'espace F(E) des fermés de E est d-mesurable lorsque F(&) est umni de la tribu d'Ef-
fros. Soit B: = ¢(4,; n € N) la g-algébre dénombrablement engendrée par la suite des
applications (I',)pen de Q dans F(E). Par un procédé diagonal, il existe une suite

(Iynen €Xtraite de (I',),. telle que, pour tout » € N, la suite ( me‘)) converge
dans I'ensemble compact A, ieN

{Cecfk(B): CcKy}

pour la topologie de Hausdorff associée & la topologie «(E,E"); chacune des j Ty
A,

n
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1 e N, étant convexe o(¥,E’) compacte cf. CASTAING-CLAUZURE ([22], Theor. 3.1., ou
Theor. 4.1) ou CASTAING ([24], Theor. 4.1). Par suite, on a, en vertu de la remarque ci-
dessus mentionnée,

Vo'eD’, lim 3*(90”!%:4«[’1(@(1“) = Jim fa*(x’, x4, Lu) G = 6% (2, C,)

ou C, est un convexe (&, E') compact contenu dans K, . Comme D' est dense pour
oE',E), on en déduit (cf. CASTAING [24], Lemme 3.2) que, pour tout ' € E', on a

lim &* (x’,jmllmdu) =3¢*', C,).

1—

Montrons que, pour tout 4 € B et tout ¥'e £, lim ¢*(x’, f 4Ly du) existe dans R,

En effet, soit #' B’ avec |le'|| < L Soit & > 0. Il existe A, tel que sup [ |Ig)|du <<
teN ABA,
car la suite (4,),.n est dense dans B et la suite (|I}]);cy est uniformément intégrable

dans L% (Q, @, w). Par suite, on a, pour tout i e N,

g* (”"Jfa(i)dﬁ) —o* x,’Jsz(i)df/' } < J [5G, L) du < J o ldin < e
A A, AAA4, AAMA,

Done lim 8*(x’, [ yal';dp) existe pour tout x’' € £ et tout A e B. Par suite, pour tou-
2>

te fonction =0, étagée B-mesurable, , et pour tout «’'e E', lim 3*(x', j R dis)

11—

existe dans R. On en déduit, que pour toute fonction positive, B-mesurable et bornée,
h, et pour tout x'e E’,

lim 3*(90',tha(i)d(i)

7> ®

existe dans R, car A est limite uniforme d’une suite de fonctions = 0, étagée $-mesu-
rables. Soit maintenant # = 0, 5 mesurable et bornée. Soit E ®(hl’;) Uespérance con-
ditionnelle de Al,;. On a, pour tout Be B,

ng(h)Fa(odM = fE$(hFa(i>)dM = fhpa@df"
B B B

Done, pour tout 2’ € E',

iI_i?;lo &* (m’, J'E'Q’(h)]’a(i)l’a(i)dy) = il_i_)n}o 3* (x’,fhfm(i)dﬂ)
Q Q

existe dans R.
Ceci termine la démonstration du point (1) qui est valable pour tout espace de Ba-
nach séparable £.
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Passons maintenant a la démonstration des points (2) et (3). Pour la commodité du
lecteur, nous allons détailler les arguments utilisés dans le Théoréeme 4.1 de Cas-
TAING-CLAUZURE ([22]). En effet, posons

Zl‘a(i)(u) = ja *(ufw), T ) {dw)
q

pour i€ N, u € Lg, . Alors (Ir,)ien est relativement compact dans Pespace des applica-
tions sous linéaires continues de Lg; dans R, muni de la convergence simple car chacu-
ne des [, est sous linéaire, continue (pour la norme ||||..), et Ion a

‘lpzm (u)l S “ul.w Sup j Ira(i) |d‘u
ie N

pour tout i e N et tout u € Ly;. Donc il existe un filtre U plus fin que le filtre de Fré-
chet et une application sous-linéaire continue I: Ly, — R telle que ‘

lim 7, (u) = l(u)
u ®

pour tout u e Lg;. Il est clair que Papplication ¢ est additive au sens de CASTAING-
CrLAuzZURE ([22], p. 355) et pour tout A e d, tout u e Lg;, on a

Uaw) < |l sup J Ty [ dut
teNA

De sorte que la démonstration se termine exactement comme dans celle du Théoréme
4.1 de CASTAING-CLAUZURE ([22]).
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