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Equation h sym6trie sph6rique d'un gaz visqueux 
et calorif~re avec la surface libre (*). 
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1.  - I n t r o d u c t i o n .  

Cet article a pour but de d6montrer un th6or6me d'existence pour le syst6me 
d'6quations d'un gaz visqueux et calorif6re en mouvement sym6trique par rapport 
l'origine. Le domaine occup6 par le gaz que nous consid6rons est born6 par une surfa- 
ce rigide { I xl = rr }(rr > 0) et par une surface libre { I xl = rl (t)}(rr < rl < ~) .  Nous 
formulons le probl~me dans l'espace de dimension n. S i n  = 1, il repr6sentera le mou- 
vement monodimensionnel; s i n  = 2, il s'agira du mouvement ~ sym6trique axiale; si 
n = 3, il sera le cas de la sym6trie sph6rique proprement dite. Pour r6pondre ~ l'int6- 
r~t math6matique, notre formulation du syst6me d'6quations comprendra 6galement 
les cas oh n I> 4 avec la sym6trie sph6rique g6n6ralis6e, cas qui n'ont 6videmment pas 
de sens physique imm6diat. Nous soulignons en outre que nous d6montrons l'existen- 
ce d'une solution faible sous des hypoth6ses assez faibles, en particulier, sans suppo- 
ser la positivit6 stricte de la borne inf6rieure de la densit6 Po donn6e au moment 
initial. 

Notre travail s'appuie sur des techniques d6velopp6es dans les travaux [3], [7], 
[8], [1]. Dans [3] (voir aussi[4]), KAZHIKHOV a d6montr6 l'existence et l'unicit6 de la 
solution de l'6quation monodimensionnelle d'un gaz visqueux et calorif6re avec la sur- 
face libre sous l'hypoth6se de la positivit6 stricte de infpo. Dans [7], NIKOLAEV a obte- 
nu un r6sultat analogue ~ celui de KAZmKHOV avecla fronti6re rigide dans le cas de la 
sym6trique axiale ou sph6rique (voir aussi[2]). D'autre part, SHELUKHIN a, dans [8], 
d6montr6 l'existence et l'unicit6 de la solution de 1,6quation monodimensionnelle d'un 
gaz barotropique sous l'hypoth6se que inf~o soit non n6gatif (et non n6cessairement 
strictement positif). Enfin, PADULA, NOVOTN~ et un des auteurs du pr6sent article 
ont, dans [1], d6montr6 l'existence d'une solution faible de l'6quation monodimension- 
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helle d'un gaz visqueux et calorif~re avec la surface libre sous l 'hypoth~se que 

inf,zo/> 0 

comme chez SHELUKHIN[8]. 
La difficultfi sp~cifique que notre probl~me pose demeure dans le maniement de la 

condition aux limites sur la surface libre (voir plus bas (1.15) et (1.30)) dans l 'obten- 
tion des estimations a priori. Nous la surmontons en supposant que le coefficient ~' fi- 
gurant dans (1.4), (1.6) est  strictement positif; s i n  = 3, cette condition cogncide avec 
la positivit6 stricte du coefficient de viscosit6 volumique ~ (voir (1.1), (1.3)). 

On consid~re un gaz visquetLx et calorif~re et on d6signe par  u = (Ul, u2, us ), ~, T 
le vecteur vitesse, la densit6 et la temp~ratm'e respectivement. Si on suppose que la 
chaleur sp6cifique Cy et les coefficients de viscosit6 V, ~ et de conductibilit6 calorifique 
)/ sont constants et que la pression p e s t  d6termin6e par la relation 

p = p(,o, T) = R~T 

avec une constante positive R, alors le syst~me d'6quations r6gissant le mouvement  
du gaz est, avec la notation aj = a~j, le suivant: 

(I.i) o ~tuj + upapuj - 
=1 

3 ( 2ojp(V u))_ 
Eap6uj+aj p-g  �9 

p = l  

-~aj (V .u)  + R~j(~T) =,~fj , j = 1 , 2 , 3 ,  

(1.2) at~ + V.(~u) = 0, 

(1.3) ( ) ~Cy arT+ ~ upapT -7 f lT  + R~T(V 'u)= 
p=l  

3 @j 2 .u))aj% + ~(V u) 2 
up+apuj- oSp(v �9 , 

j , p = l  

comme on peut d6duire facilement, par  exemple, des formules (15.5), (1.3), (49.4) 

de [6]. 
Nous 6crivons le syst~me d,~quations g6n6ralis6 en dimension n (n i> 1) du syst~- 

me (1.1)-(1.3) sous la forme suivante: 

(1.4) o(a uj+ "~l ~p apUj -t- ~jUp -- -~ ~jp(V -- 
p = l  

- ~ ' a j ( V . u )  + ROj(~T) = pfj , j = l ,  ..., n ,  

(1.5) ~t~ + V-(~u) = 0,  
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= Vj, p=~ ~jup + ~puj - ~ o~ (V.u )  a~up + ; ' ( V . u )  2 . 

Nous verrons plus tard les relations entre le coefficient [ figurant darts (1.1), (1.3) et 
le coefficient ~' figurant darts (1A), (1.6). 

Pour  r~duire le syst~me d'~quations (1.4)-(1.6) ~ une forme plus simple sous l'hy- 
poth~se de la sym~trie sph~rique g~n~ralis~e en dimension n, on consid~re les coor- 
donn~es sph~riques (r, ~1, . . . ,  ~ n - 1 )  liSes aux coordonn~es (9~j) p a r  les relations 

n - 1  
(1.7) xj=rsinoSj_~ ~ cos~k j = l , . . . , n ,  

~=j 

off, par  convention, on a pos~ 

7~ 

Le mouvement ~tant suppos~ sym~trique par rapport  ~ l'origine, le vecteur vitesse u 
est parall~le au vecteur position x de sorte que 

(1.8) uj(x,  t) = ( x j / r )u ( r ,  t) pour x ~ 0.  

Alors, comme on a, pour x ~ 0, 

8xj = 

a r  
~xj 

~ r  n -  1 
 ar+ 2  rSk 

k = l  ~ X j  ~ k  ' 

n - 1  

= x j / r  = sin 3j _ 1 l-[ cos ~$ k, 
k=j  

8~k _ 1 sin~k s in~ j_ l  costs [ I  1 ~Xj r \q =J q pour j ~< k ,  q = k + l  COS~q 

n - 1  
a-$k _ l c o s ~ k  I ]  1 , 

~Xk+l  ~" q = k + l  COS ~q q 

8~k 
- 0  pour j ~ > k  + 2 ,  

aXy 

]e syst~me d'~quations (1.4)-(1.6), apr~s des calculus ~l~mentaires (et d'ailleurs un 
peu longs), se transforme en 

( 1 1 ) 
(1.9) ~(Stu + uOru) - ix 8~u + (n - 1) r 3ru  - (n - 1) ~ u + RSr(~T) = ,~f, 

1 (1.10) 3t~ + 8~(~u) + (n - 1) r ~u = 0, 
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(1.11) 

off 

, ( 1)  
,ZCv(atT + u a r T )  - za~ T - (n - 1) -~ a~T + R~T a~u + (n - 1) ~ u = 

( 1 ) 2 1 1 = ~  a ~ u + ( n - 1 ) ~ u  - 4 ( n - 1 ) ~ T u a ~ u - 2 ( n - 1 ) ( n - 2 ) V ~ - ~  U 2 

2(n - 1) 
(1.12) t~ - n ~ + ~' " 

Comme nous avons mentionnd plus haut, nous consid~rons le domaine 

{r r < r =  I xl < r  l(t)} 

avec rr > O. Sur la fronti~re {r  = rr}, nous consid~rons la condition de l 'adh6rence et 
de l 'absence de flux d'~nergie, qui se traduit  ~videmment en 

(1.13) u I r = r~ = O, 

(1.14) a~ T I~ = ~ = 0.  

D'autre part, nous consid~rons sur la fronti~re {r = r l  (t)} les conditions 

{( 1) 1 } 
(1.15) ~ O ~ u + ( n - 1 ) - ~ u  - 2 ( n - 1 )  7 - ~ u - R ~ T  Ir=rl(t)=O, 

(1.16) O~T I~=~(t) = O, 

qui correspondraient ~ l'annulation de la composante normale du tenseur  de contrain- 
te et ~ rabsence de flux d'~nergie. 

Comme dans les articles cites plus haut, il nous convient d'introduire les coordon- 
n~es lagrangiennes massiques (~, t) qui se lient aux coordonn~es (r, t) par  la 

relation 

t 

r(~, t) = ro(~) + [ ~(~, t ' ) d t ' ,  (1.17) 
o 

off 

(1.18) ~(~, t) = u(r(~, t), t ) ,  

et ro(D est  la fonction d~finie de la mani~re suivante: ~tant donn~e la densit~ ~o au 
moment t = O, nous d~fmissons ta fonction ~0(r) par  la relation 

r 

~o(r) = ~ r ~ - l ~ : o ( r ' ) d  r '  ; (1.19) 
rF 
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en supposant que ~o(') est  str ictement eroissante dans le support  de Po('), nous 
d~finissons 

(1.19)bis 

Nous supposons que 

(1.20) 

r0(~) : ~o~(~) pour 0 ~< $ ~< sup ~o(r).  

ao  

sup ~o(r) = f rn- lpo(r)dr  = 1, 
rv  

de sorte que le domaine de la variable ~ est  

(1.20)bis 0 ~< ~ ~< 1, 

ee qui n'est, eomme on voit ais~ment, pas restrietif. La relation (1.10) entraine 
que 

r(~,  t) 

a f ,~_ 
8--t r ap(r ' ,  t)dr'  = 0 

rv  

et que done 

r($,  t) r o (E) 

(1.21) I r ' - l p ( r " t ) d r ' =  I r '~ - lP~  
rr rv 

pour tout (~, t) e [0, 1] x R + .  I1 en r~sulte aussi que 

(1.22) a~r(~, t) = 1 
r(~, t) n -1  ~(r( ~, t), t) 

Gomme on voit ais~ment, les d~riv~es partielles par rapport  ~ (r, t) et celles par  
rapport  ~ ($, t) sont reli~es par  les relations 

(1.23) 8t~(4, t) = a t ~ ( r  , t) + u(r, t ) a r~( r ,  t) ,  

(1.24) 8~(~ ,  t) -- (a~r(~, t))ar~(r, t) - l - --L-  ar?(r, t), 
r n - l p  

o~ 

~(4, t) = ~(r(~, t), t) = ~(r, t) .  

Ces relations nous permet tent  de t ransformer les ~quations (1.9)-(1.11) et  les con- 
ditions (1.13)-(1.16) en des expressions  relatives aux eoordonn~es lagrangiennes mas- 
siques. Pour  simplifier la notation, nous noterons (x, t) au lieu de (~, t) et u au lieu de 
~; p e t  T d~signeront ~galement les fonctions des variables ~ et t. Le syst~me d'~qua- 
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tions dont nous allons nous occuper s'~crit alors 

(1.25) atu - r ~ - 18x (p(tzax (r,+ - lu) _ RT)) =for ,  

(1.26) Otp + p z a:c(r~- lu) = O, 

(1.27) CvatV = Za~(r 2~-2 ~axT) + p ( t t 0 x ( r  n -  l U )  --  RT)a~(P- lU)  - -  

- 2 ( n  - 1 )  Vax (r n - 2 u 2 ), 

avec les conditions 

(1.28) u Ix = o = 0,  

(1.29) r~ - 1 pax T Ix = o = 0,  

(1.30) p(~0~(r ~-  lu )  - RT) - 2(n - 1)~ r 

(1.31) r . - 1 P a x T [ x = l  = 0.  

Nous avons aussi ~ consid~rer les conditions initiales 

u} Ix:l =0, 

(1.32) ul~:o=Uo, ~1~:o=;0, Ti~=o= To. 

Dans le paragraphe 2, nous formulerons avec precision un th~or~me d'existence 
pour le syst~me d'~quations (1.25)-(1.32). Les paragraphes  3, 4, 5 seront  d~di~s aux 
estimations a priori, qui consti tueront la partie principale du present  travail. Dans le 

paragraphe 6 se conclura la d~monstration du th~or~me. 

Nous tenons ~ remercier  Prof. INGO M/)LLER (Berlin) pour  les discussions avec 

lesquelles il nous a encourages fi achever ce travail. 

2 .  - R ~ s u l t a t .  

Nous allons maintenant dnoncer un th~or~me d'existence pour le probl~me (1.25)- 
(1.32). Nous pr~cisons que r e s t ,  conform~ment ~ ce que nous avons mentionn~ plus 

haut (voir (1.17), (1.19), (1.19)bis), la fonction d~finie par  

(2.1) 

t 

r(x, t) = ro(x) + I u(x, t ' )dt '  
0 

(x, t )e[O, 1] x [O, ~[, 

avec 

(2.2) t o ( x )  = I r~ +n  ; - -  
0 

p0(x') 
d x  , ] l /n 

0 ~ x ~ l  
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avec 

(2.3) r~ > 0,  

et que, par  hypoth~se, 

(2.4) ~, R, Cy, y~ sont des constantes positives, ~ est une constante non-n6gative.  

On suppose que 

(2.5) ~o(X) ~> 0 Vx e [0, 1], ess sup po(X) < ~ ,  ~ol e L l ( O ,  1), 
0 ~ < x ~ < l  

(2.6) 3~ > 0, KA > 0 tels que pour  presque tout  x �9 [0, 1] fl existe un intervalle fer- 
m6 I(x) tel que x e I ( x ) ,  tI(x)l =~,  et po(X)~< KApo(~) pour  presque tout  

�9 I (x) ,  

Uo~L4(O, 1), (2.7) 

(2.8) 

(2.9) 

(2.10) 

(2.11) 

1/2a~Uo �9 L2(0,  1), 

To �9 L2(0,  1), inf To(x) >I 0, 

8 

f � 9  C([rr, ~ [ )  n L ~ ( [ r r ,  ~ [ ) ,  F(s) = f f ( s ' ) d s '  
r r  

n~ > 2(n - 1)~. 

On a alors le 

e L ~ ( [ r r ,  ~ [ ) ,  

TH]~ORt~ME A. - Sous les hypotheses (2.3)-(2.11), le probl~me (1.25)-(1.32), (2.1) 
avec ro ddfinie par (2.2) admet, dans ]0, t[ avec t > 0 quelconque, au moins une sol- 
ution faible, plus prgcisgment, il existe (u, p, T, r) qui vdrifie les relations suivantes 
(2.12)-(2.21): 

(2.12) 

(2.13) 

(2.14) 

(2.15) 

(2.16) 

(2.17) 

(2.18) 

u e L ~ (0, t; L4(O, 1)), 

~ e L ~  ([0, 1] • [0, t ] ) ,  

T e L  ~ (0, t; L2(0,  1)), 

r e C~ 1] • [0, t ] ) ,  pour tout t e [0, t]  fixg r(x, t) est strictement trois 
sante en x ,  

atu, ax(p(~ax(rn-lu)  - RT))  �9 L2(O, t; L2(O, 1)), 

ate, p~/2ax(rn-lu) �9 L ~ (0, t; L2(O, 1)), 

~ /28xT �9  t; L2(O, 1)), 
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(2.19) il existe deux constantes J1, J2 telles que 0 < J1 ~ J2 < ~ et que 
p(x, t) 

J1 <~ - -  <<- J2 presque partout dana [0, 1] • [0, t ] ,  
~0(x) 

(2.20) les dquationa (1.25), (1.26), (2.1), et les conditions (1.28), (1.30), (1.32)1, 
(1.32)2 sont satisfaites respectivement dana L2(0, t; L2(0, 1)), L2(0, t) et 
L2(0, 1), 

(2.21) f I [ c v T a t ~ - Z P r 2 ( ~ - l ) ( a x T ) ~ x ~ - r n - l u ( a x ~ ) ( P ( t ~ x ( r n - l u ) - R T ) ) -  
0 o 

1 
- r  ~- l u ~ ( p ( ~ a x ( r n -  lu) - R T ) )  + 2(n - 1) vr ~- 2u2 ~x~] dxdt = [ To(x) ~(x, O) dx 

o 

V~eL2(O , t ;H l (O ,  1 ) )aveca t~eL l (O , t ;L2(O,  1 ) ) , ~ ( ' , t ) = O .  �9 

Nous voulons rappeler que la condition (2.11) 6quivaut, en vertu de (1.12), ~ la 
condition 

(2.22) ~' > 0. 

Or, si le syst~me d'6quations (1.4)-(1.6) pour n = 1, 2, 3 repr6sente le mouvement mo- 
nodimensionnel ou bidimensionnel ou tridimensionnel du m6me gaz qui ob6it aux 
~quations (1.1)-(1.3), alors on a 6videmment 

~' = ( + ((2/n) - (2/3)) V (n = 1, 2, 3). 

Du point de vue physique, le principe de thermodynamique entra~ne que 

~ > O ,  ~>~0 

(voir par exemple w 16, w 49 de [6]). Done, la pr6sence de la viscosit6 garantira automa- 
tiquement la condition (2.22) (et done (2.11)) pour ]e mouvement monodimensionnel 
et pour le mouvement bidimensionnel. Pour n --- 3, la condition (2.22) eo'incide avec l a  
positivit~ striete du coefficient de visc0sit6 volumique ~. 

Pour r6pondre/~ la curiosit~ sur le coefficient ( '  pour n qualconque, on regarde t'6- 
quation (1.11), dont le second membre s'6crit encore 

2(n-  1 ) n  ~7(aru _ 1~ U] 21 § ~,(arU+(n_ 1) _~ U) 2 . 1  

Si on consid~re le cas particulier off u(r, t) = rc (au moment t) avec une costante c, 
alors on a 

1 a v u -  7 = 0 ,  
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et doric dans ce cas le second membre de (1.11) se r6duit 

( 1 )~ ~' . ~' O r U + ( n - 1 ) ~ u  = (V'u)  2 

Cette relation pour ~' dans R '~ g6n6raliserait la relation par laquelle on d6finit le coef- 
ficient de viseosit~ volumique ( darts R ~ en d~duisant sa non-n6gativit~ du prineipe de 
thermodynamique. 

3. - E x p r e s s i o n  de J = ~/P0 et  e s t i m a t i o n s  a priori  (I). 

Dans ce paragraphe et les paragraphes 4, 5, on va 6tablir des estimations a priori 
de la solution du syst~me d'6quations (1.25)-(1.32). Elles vont 8tre obtenues sous l'hy- 
poth~se que la solution est classique. Plus pr~cis~ment, on suppose que 

u, T~ C1([0, []; C~ 1])) n C~ []; C2([0, 1])), 

~ e CI([0, 1] • [0, t ] ) ,  T > 0 ,  ; > 0 ,  r(1, t) < ~ .  

On consid~re d'abord l'6quation obtenue en multipliant (1.25) par u et en l'addi- 
tionnant fi (1.27): 

1 
(3.1) at(cvT + -~ u2) = a~(rn- lU[~(lz~x(rn- Zu) - 1]) RT) - 2 ( n - 1 ) V  ~-u + 

+ Zax(r2~- 2 ~a~T) + ( f  or)u . 

En int6grant (3.1) de x = 0 ~ x = 1 et en tenant compte des conditions aux limites 
(1.28)-(1.31), on obtient 

1 1 

d 1 i(cvT   u2)= f ior u. 
o o 

Comme on a u = at  r ( v o i r  (2.1)), il vient 

1 1 

1 + 1 (%)2) 

o o 

d'ofl 

1 I(cv  
o 

(3.3) 

I 

+ f (F(r(x, t)) - F(ro (x))) dx, 
o 

1) 
+ ~ u  2 ~<K1 



84 H. FUJITA-YASHIMA - R. BENABIDALLAH: Equation d symdtrie sphdrique, etc. 

avec 

1 2 
K~ = e~ltTo IIL~<O, I) + -~ llUo IIL~<O, ~> + s~p { F(s~ ) - F ( s ~ ) l  sl ,  s2 >I rr }. 

On pose maintenant 

~(x, t) 
(3.4) J(x, t) = ~ .  

,oo(X) 

Pour obtenir une expression de J en termes de u, T, r, on remarque d'abord que (1.26) 
s'5crit encore 

(3.5) ~t l o g ~  = - ~a~ (r  ~ - 1 u ) .  

D'autre part, on d~duit de t'6quation (1.25) divis~e par r ~- t et de Ia condition (1.30) 
que 

1 

f Vu(1, t) R 1 1 ( a t u - f o r )  + 2 ( n -  1) t~r(1, t) (3.6) ,oax (r n - ~ u) = - f  ~T - t~ ~ - -  " 
x 

En substituant le second membre de (3.6) dans (3.5) et en l ' int6grant de 0 ~ t ~ l'aide 
aussi de la relation u/r  = ~t log r, on obtient 

log,o - log p o - 

t t 1 

R f p T +  1 I f  1 (~tu - ~ 
0 0 x 

l o g -  - f o r ) -  2 ( n -  1) 
r(1,  t) 

r (1,  0 ) '  

ou encore 

(3.7) J(x, t) = 

off 

exp R f r(1,  0) exp 
- - f  o J ~T r (1 ,  t----Z 

[[ ) 1 ( a t u - f o r )  
0 x ~ 

(3.8) = 2(n - 1) ~ . 

On d~duit de (3.7) que 

0t exp (;) '~-o ~T = (;) R R ~-~Texp  ~- ~T = 

0 

= ~-,ooT r(1,  t) 
1 1 ( a t u - f o r )  exp -~ 

0 x 
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d'ofl 

R R r(1, 0) ~ 1 1 
(3.9) exp pT = 1 +  ~-poT exp -~---[_l(atu-for) ds. 

0 I 0 0 x 

En substituant (3.9) dans (3.7), on obtient 

1 r(1, O) exp 1 1 (a tu- for )  (3.10) J(x, t) = ~ r(1, t) ~- ~ ' 
0 x 

off B e s t  le second membre de (3.9). 
Pour estimer la borne sup6rieure de J, on remarque d'abord que 

t t 

I 1 l ~ u  r 1 lU0-[ - ( n - - 1 ) I  1 
~ - ~ - 1  ~t  u --  , F n -  1 T n  

0 0 

U 2 " 

Done, comme on le voit ais~ment, (3.3) entraine qu'il existe une constante finie K2 tel- 
le que 

( I f t f  1 1  1 I) 
(3.11) exp ~ ~ (~tu - fo r )  <~ K2 

0 x 

pourvu que 0 ~< t < t. Comme d'autre part on a 6videmment 

B I> 1, r(1, t) I> r r ,  

on d6duit de (3.10) et (3.11) que 

(3.12) J ( x ,  t) <. ( r (1 ,  o ) / r ~ )  ~ K2 - K~ . 

On consid~re maintenant (3.10) sous la forme 

(3.13) ( r(1, 0) ) ~ 1 
r(1, t) -~ ---- A 1  + A2, 

off 

1 = - -  exp A 1  ~ o  ( ) 1 1 - fo r )  , - -j ~ (a~u 
0 x 

R 1 Otu - f o r  r(1, 0) ~ 1 Otu - f o r  
A2 = ~ -  exp - ~ -  r n 1 r(1, s) exp ~ . r n-1 ds . 

0 x 0 x 
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Comme 1/p = r '*- l a,  r (voir (1.22)), on a 

(3.14) 
1 

I 
o 

_ 1 (r(1, t) ~ -  r~) .  
n 

D'autre part, en vertu de (2.2), (3.11), on a 

(3.15) 
1 

o 

~<~.1 K2(r(1, OF - rp)  

En outre, les relations (3.3), (3.11) impliquent que 

(3.16) 

1 

R K , K ~ (  r(1, 0 ) t ~ .  
I A2~< ~ v  ~ rr ] 

0 

En vertu de (3.14)43.16), on d~duit de l'int~gration de (3.13) que 

( ) r(1, 0) (r(1, t) ~ - r~) <~ nC~, (0 <~ t ~ t)  (3.17) r(1, t) 

off C~ est ia somme des seconds membres de (3.I5) et de (3.16). Comme d'apr~s l'hypo- 
th~se (2.11) (voir aussi (3.8)) on a n > a, par des calculs ~l~mentaires on d~duit de 
(3.17) qu'il existe une constante fmie K4 telle que 

(3.18) r(1, t) ~< K4, Yt �9 [O, t ] .  

On t~che maintenant d'estimer la borne inf@ieure de T. Pour cela, on muItiplie 
l'~quation (1.27) par - T  -2, de sorte qu'on a 

( (1)) (3.19) Cyat -~ = ZSo: r2n-2~8.~ - 2 --~ ~r (8~T) - 

1 8s(r ~ - l u )  nl/2 1 2(n - 1) ~: ( ~-77~ - ~-~u) 2 -  
T 2 

( )( )2( n )~ 2 ( n - 1 )  1 a~(r~_lu)  - 1 nR + 
n ~ P T n t ~ - 2 ( n - 1 ) ~  n ~ - 2 ( n - 1 ) V  R2P" 

Encore grace fi la condition (2.11), le second membre de (3.19) est 

( (1))(  n )2 
~<Zax r 2"-2~8 ~ ~ + R2p. 

n~ - 2(n - 1) 

Donc, compte tenu de (1.31), il r~sulte de l 'argumentation bien connue sur la valeur 
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maximale que 

ou encore 

(3.20) 

off 

(3.21) 

max { T t O <~ x ~ l , O <<- t <<- t } <~ C2 , 

rain {TI0 < x ~< 1, 0 ~< t ~< t} I> 1/C2,  

1____+1( 
o-<~.<1 To(x) n ~ -  2 ( n -  1)V ' 

(3.22) KR = sup po(x). 
0~<x~<l 

4. - F o n c t i o n  M~(t) e t  e s t i m a t i o n s  a priori ( I I ) .  

Dans ce paragraphe, on va 6tablir l'estimation de la borne inf6rieure de J(x, t), qui 
s'obtiendra avec quelques estimations de u et de T. Dans ces estimations un r61e par- 
ticulier sera jou6 par la fonction M~(t )  d6fmie par 

(4.1) M~(t )  = sup po(X)l/(e +~)T(x, t) ,  
0~<x~<l 

off ~ e s t u n  nombre r6el �9 1] choisi de telle sorte que 

(4.2) (1 + 2fl)/~ > 2 n n____~l (1 + fl)2 V. 

Comme on le verra, le fair que, grace ~ la condition (2.11), on peut ehoisir un ~ �9 1] 
satisfaisant ~ (4.2) est essentiel pour le pr6sent travail. 

Rappelons qu'il s'agit ici des estimations des solutions classiques et que donc nous 
pouvons op6rer ici sans nous pr6occuper des points de discontinuit6 des fonctions clue 
nous consid~rons. 

Nous utilisons dans la suite la notation 

(4.3) 1 W = W(x,  t) = cvT(x,  t) + ~ u(x,  t) 2 . 

On d6finit d'abord 

(4.4) ~(y) = ~(x, t; y) = T(y, t) - ~ T(E, t) d~ pour y �9 I (x) .  
I(x) 
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Comme on a 6videmment 

I ,~(y)dy = 0, 
l(x) 

il existe un point 5 = 5( t )e  I(x) tel que 

(4.5) ~(~ )  = O. 

Comme on a 

3yl~(y)l(2+z)/2 ( 2 + f l )  = - - ~  I~bl~/2(sgn~b)3y~b, 

il vient 

(4.6) 
x ; q 

W ~-~ 

Grace ~ la condition (2.6), on a 

x 
1 12 I 1/2 

(4.7) I ,Zo(X) f w l _ f l [ S y ,  ~ <~ 

~o ~ x ~_ 1 J(x, t) I( ,o W~----~ 

Pour majorer sup 1/J, on rappelle la relation (3.10), d'ofi on d6duit, en vertu de (2.5), 
(3.11), (3.18), (4.1), que 

(4.8) ( ; ) J(x, t-----) <<" C3 1 + C4 M~ ( t ' )dt '  
0 

V(x, t) e [0, 1] • [0, t] 

avec deux constantes finies C~, C4. D'autre part, comme on voit ais6ment, (3.3) et 
(4.4) (rappeler aussi (4.3)) impliquent que 

x 
1/2 2_2113/2 K~/2 

(4.9) t I I~lzWI ~ <~( Cv] " 

En adjoignant (4.5)-(4.9) aux relations 

M$(t) <<. K~/(2+~) 1K1  + sup ~o(x) ~/(2+~) lq(x, t; x)] ,  
0<x<l 

3y'~ = 8y T , 
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qui sont des consequences imm~diates de la d~finition de ~ et de celle de M~? (t), on 
obtient 

(4.20) ( ft M~(t)<<.Co+C6 1+C4 M~(t ' )dt  
o 

laxTI 2 
o 

off C5 et C6 sont deux constantes fmies. 
Puisque la fonction 

t ft )1/(2 + fl) 
t ~  1+C4 M~(t ' )dt '  

o 

est non-d6croissante, en int~grant (4.10) de 0 h t on obtient 

t 
f M~(t ' )dt '  

o 

( ft )1/(2+#) it( fl )1/(2+fl) 
1 [SxTi 2 . ~ t C 5 + C  6 I + C  4 M~ (t ')dt '  z WI_------ ~ , 

0 0 o 
compte tenu des relations 

1)1/(1 +#)B(2 .#)/( 1 +#) A ~/(2 + ~) B <. d + -[ pour toutA,  B >I 0 et z > 0, 

o 
<<. t ~2(x, t ' )dxdt '  

5o 

pour toute fonction non-n~gative ~, 

on en d~duit que 

(4.11) M~(t ' )dt '  <~ C7 + C8 # W 1 ------7 
o o 

off 

1 = + Cs = 2t(2C4) 1/(1 +#)C6 (e + f l ) / ( 1  + f l )  . 

En substituant (4.11) dans (4.10) et en tenant compte de la relation 

(A + B) 1 +# ~< 2A' +# + 2B 1 +'~ pour tout A, B > 0, 
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on a, pour tout s > 0, 

(4.12) M~,(t)~ +8 <~ 2C~ +8 + 

+2C~ +8 1 + C 4  CT + Cs p W1----- ~ 
[o o 

X 

1 \(1 +8)/(2 +8) 

I ~ ~W 1-8 t~xT[2) | ~ sol+tint- (1)1+flC9..}_ 
0 

t 1 1 

( ) 1  f l 1 [0~T[2 + f 1 13xTi2 i +8Cio p - -  s p - -  
+ -/ W~_~ W , - r  

o 0 o 

avec 

C9 = 16(C~+8(1 + C4C7)) 1+8 , 

On consid~re maintenant l'~quation (3.1). 
+ (1 /2 )u2)  8, on a 

1 
(4.13) 

1+/~ 

Clo = 16(C~ +8C4Cs)1 +8. 

En la multipliant par W 8 = (cyT + 

( [ 11) _ _  ~ t W  1+8 = W z ~  r ,~-1  u ~ ( ~ a ~ ( r  , ~ - l u )  - R T )  - 2 ( n -  1)V ~ u  + 

+zWSax(r2n-~ paxT) + ( f  or)uW ~ . 

En int~grant (4.13) de x = 0 ~ x = 1 et en tenant  compte des conditions aux limites 
(1.28)-(1.31), on a 

(4.14) 

1 1 
d f wl+8 I l r2n-2~(axT)2-k + (1 +  ) zCv 

o o 
1 

I x +(1  +fl)fl~ Wl_fl 
o 

9 

T2n-2~U2(~xU)2 ' E Ik ,  
k = l  

off 

1 

11 = - (1 + fl)flCvtZ f 
0 

1 r ~ _ 1 ~ u (8~ T) ax (r  ~ - i u)  
W 1-8 

1 
/ 2 =  ( l + ~ ) ~ c v R  ] 1 r~_l;uTaxT,  

o 
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1 f l  
I~ = - ( n  - 1 ) ( 1  + ,3)fl~ W1 _fl 

o 

- -  r n - 2 U 3  ~xU , 

1 

1 4 - - ( 1  + ~ ) ~ R  f ~ r  n l ~ T u 2 a x u  
W 1 -fl 

0 

1 

I 5 = 2(n - 1)~(1 +fl)flCy ] 1 rn_2u2axT, 
W 1 - 8  

0 

1 
I 1 r n_ /~ = 2(n - 1 ) ) 7 ( 1  + , ~ ) f l  

o 

2 u a ~ x u  , 

1 

f 1 rn_Xpu(axT)$x(rn_lu) 17 = -- (1 +/~)~X W1 _-------~ 
o 

1 

f 1 rn_2u2~T, I s  = ( n  - 1 ) ( 1  + f l ) f lZ  W1 _----~ 
o 

1 

19 = (1 +fl)  f ( f o r ) u W  ~ . 
o 

Or, compte tenu de la relation 

1 <~2~__~ 
W 1 -fl  lUl 2-2fl ' 

on a 

/T 1 

1 

1 f 1 ~ 2 n -  2 [_~ ~ (1 +fl)fl~Cv ~ W~i--~_ ~ ', ~%T)2 + 
o 

1 

1 t~2 21-~ ~ (ax(r u)) , +(1  + fl)flCv ~ rer z(n-~) ~r2Z(n -1 ) lu l2 f l  n-1  2 

0 

1 1 

1 f 1 r 2 n _ 2 ( a z T ) 2 + ( 1  + t3)~cvR2 2 1 - 8  f tr2 ~< "~ (1 -~- ~ ) ~ C  V [~ W 1------~ Z ,z lul2~T 2 , 
o o 
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1 t 

1 1 r2~-2u2(axu)2+(n-1) 2 ~-~ (1 +fl)flt~ - -  [ I~< ~( l+f l ) f l t~  ~ W~--- ~ ~r 2 , 
0 0 

1 1 

i4 ~ -41 (1 2c [~)~t f ~ W 11-------'~ r2~_2u2(axU)2 + (l + ~)~ l l?221_~ f pl,~t12~T2 
0 0 

1 
1 I 1 r2., - 2 (a~ T) 2 + 

0 

1 

1 ~2f __1 I 
+24-Z(1 +fl)fl(n - 1) 2 Cv ~ ~r 2 

0 

ul 2(1+z) , 

1 I 6 ~  < ~ ( 1  

1 

I 1 r2n-2u2(a~u)2 + 
+ ~ ) ~  ~ g 1------7 

0 

1 

1 ,;~f ~ lul~(~ +2s-~(1 +fl)fl(n - 1) 2 ~ ,zr2 
0 

+8) 

1 I7~  < ~ ( 1  

1 

I 1 r 2~ - e (a~ T) 2 + 

0 

+22-z(  1 + fl)flX 
CVF~Z(n - 1) 

1 

I ~zr 2~(n- 1) lul 2~(~x(rn-lu))2, 

0 

1 

1 I 1 r2n - 2 (a~ T) 2 + 18 ~< ~ (1 +/~)~ZCv ~ W1--- ~ 
0 

+ ( n -  1) 2 22-z(1 +fl)f lZ 1 

1 

___1 lu12~l 
I Pr 2 

0 

+Z)  

I~ ~< - -  

1 

1 2 - f l  + (1 + fl)(sup Ift)2K1 +fl jl W 1+~ 
0 
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Donc, on d6duit de (4.14) qu'il y a des constantes finies Cll, C12, C13, C14 telles 
que 

1 1 

df l+  1 f (4.15) ~- + ~ (1 + Z)Zxcv 
0 0 

1 r2~-2(a~T) 2~< 
W 1 ----U 

1 

~< Cll f 
0 

1 

,or2~(n-l) lU]2~(~x(rn-lu)) 2 + C12 f to [Ul 2z T 2 + 

0 

1 1 

+C13 f 1--~- lu12(l+z)+C14+~ f W 1+~. 
o ?r2 o 

Pour tirer de (4.15) ~ l'aide de (4.12) une estimation utile, nous avons besoin enco- 
re d'une in~galit~ s'obtenant de (1.25). Pour cela, nous allons d'abord ~tabilir la rela- 
tion suivante: 

(4.16) sup 
O~<x~<l 

r ( (1  + 2fl)(n - 1) - 1)/2 l u [ 1 + ~ 

fl )1/2 1 1) lUl2fl(~x(rn-lu))2 . (1 + Z) ~-~ ?r 2~(~- 
0 / 

On a en effet 

r ( (1  + 2f l ) (n-  1 ) -  1)/2 l u l l  +fl _ 

X 

1 f ~x ( ( ? , n -  1 ~./2 lul) 1+~) ~< 
0 

1( 
<(I+Z)  r- ~ ,or2fl(n- 1 ) l U l 2 f l ( ~ x ( r r ~ -  l U ) ) 2  

0 0 

et d'autre part 

X 

0 

(voir (1.22)). On en d~duit (4.16). 
1 

f 1 est unfform~ment born~e (voir (1.22), (2.3); si n = 1 Comme ?r(1 + (1 + 2~)(n- 1)) 
0 
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alors voir aussi (3.18)), on a en vertu de (4.16) l'in6galit6 

1 1 

I ~ lu12(l+fl)~C15 ff ~r2/~(n-1) lU[2fl(~x('Fn-lu))2 
o ~r2 o 

avec une eonstante finie C1~. Par suite, (4.15) se r6duit 

1 1 1 
d I W I + ~  1 I 1 2~ -~ ~ IW~+~ - -  r ( ~ T )  ~ C ~  + t~ + (4.17) -~  + ~ (1 + fl)flZCv ~ WI_~ 

0 0 0 

1 1 

+C12 f ~ l u l ' T  + (Cll + c13c15)  f ~r 2~!~- I)lui2~(G(r~-,u))2, 
0 0 

D'autre part, on remarque que 

0x (~F(1 +2fl)(n- 1)UlUt2fl) _~ (1 + 2fl) r 2z(~- 1)[ut2Z ax(r ~- lu) ' 

2 f i ( n -  1) 
1 Ot(r2[~(n-1) tUl2+2~)-- 2(1 +fl) r 2~(~-l)ulul 2~ atu= 2(1 +fl) 

Done, si on int6gre de x = 0 ~ x = 1 l'6quation (1.25) multipli6e par r 2~(~- 1)ulu]2Z en 
tenant compte des conditions (1.28), (1.30), on a 

(4.18) 

1 
d - ~  I ?,2fl(n-1) I 

0 

1 

ul 2+2~ + 2(1 +/3)(1 + 2fl)/z I r2Z(~-1)P lul2~(O~(r~-lu))2= 
0 

1 1 

= 2 f l ( n -  1) I r2Z(~-1)-lulu]2+2z + 2(1 +fl)(1 + 2fl)R ] r2~(n-1)~T]ul2~ax(rn-lu)+ 
0 0 

1 

+2(1 +~) ] (f~ + 4(1 +fl)(n - 1 ) ) 7 [ r  ( l + 2 z ) ( n -  1 ) - 1  l u [ 2 + 2 z ] ] x = l  . 

0 

On remarque d'abord que, en vertu de (4.16), on a 

1 

2(1 + ~)(1 + 2fl)t~ I r2Z('~- 1)~ lul2Z(ax(r~ - lu))2 _ 
0 

1 
-4(1  + ~ ) ( n -  1)v[r ~ lu] 2+2z] I~=1 >/Y1 j r2~(n-  1)P l u l 2 ~ ( a x ( r n -  lu) )2  , 

0 
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off 

(4.19) y l =  2(1 +/7)[(1+ 2/7)~- 2 n n----J-1 (1 +/7)2 ~7] > 0, 

la positivit6 de y~ 6tant une cons6quence de (4.2). On a d'autre part 

1 

2/7(n-  1) f r2z(~-~)-lulul 2+2~ <~ 
o 

1 

i f  7 Y1 ?,2fl(n- 

0 

1 

1)~ D lul2n(a~(r n- lu))2 + C16 I r2Z(n- 1)lul~(~ +8) 

o 

1 

2(1 +77)(1 + 2/7)R f r 2~(~ 
o 

- 1 ) p T [ u  12~ ax (r ~-  lu)  

1 1 

~< 41 Y, f r2~(n_,)~ lul~n(a,(r~_iu))~ + C,~ ~ ~.<~_% lui.T ~ 
o o 

1 1 

2(1 +/7) I (f~ + .  ~ c,~ + C19 J" r 2 f l (n -  1 ) l u l ~ + ~  
o o 

avec 

1 2 1 KlrT~, C16 = 8  ~-~1/7 ( n -  1)2(1 +/7) 2 1 C17 = 4  ~ (1 +/7)2(1 + 2/7)2 R 2 , 

Cls = (sup I f l ) K  2~(n-1) , C19 = (1 + 2fl)(sup I f  i). 

Donc, (4.18) se r6duit ~i 

(4.20) 
1 1 

df ul2+2  1 f 
o o 

1)~ lUl2fl(~x(~,n- lu))2 

1 1 

~ C17 f r2'B(n-1)~lut2flT2-t-(C16-t-C19) f r2~(~-1) lu[2+2~-t-C18. 
0 0 

En multipliant maintenant (4.20) par 4(1/71)(Cll + C1~ C15) et en l'adjoignant h 
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(4.17), on a 

(4.21) tJ I 1 d WI+~ + r~(~_ 1)lul~+~ 

0 

1 

f _ _  2n- 2 2 1 r (a~T) + 

0 

1 

4.74 f r2~(n- 
0 

1 
1)/a]uI2fi(~x(Tn-lu))2 < C2o f r2fl(n-1)]UI2+2fl 4. 

0 
1 ! 

+c21f ~[u12flT2+fl f Wl+Z+C22 
o o 

avec des constantes positives finies 72, 72, 74, C2o, C21, C22. Comme on a 

1 1 
f ~lul 2~T~ ~ K8K~/(2 +Z)M~(t) 1 +Z f lul ~ T~Z ~< 75M~(t) 1 +~ 

0 0 

avec / 

Y5 = 2 ~ C v  (1 ~)K1KaK~/(2 +~) , 
on d6duit de (4.12) que l'on a 

1 1 
f f x r2n-2(OxT)2+ (4.22) ~lul2~ T~ < ~7~ rr2nl 2 ~: W---i--~_ ~ 

0 0 
t 1 

1 1 1 r2~_2(O~T)2+75 2C~+r sl+pC9 4. ~ 75 Clo ~ ~ W1 _------~ 
o o 

pour tout z > 0. On peut choisir en particulier 

1 1 rr2~ _ 2 

En substituant ~ = ~1 dans (4.22) et en l'adjoignant ~ (4.21), on obtient 

d [ j l  i1 ] fl 1 1 - 2  (4.23) W1+~ + 7~ r2Z('~-l) lul 2+2~ 4- -~ 73 P - ~  r2n (a~T) 2 + 
0 0 

1 1 
"~74 f r2~(n-1)plUl2fl(~x(Tn-lu))2 ~ C2o f ~2fl(n-1)[U12+2f14- 

0 0 
t 1 1 

f f  1~2~-2,~ f W  ~ +C24 ,~ W 1-~ r t ~ T )  z + 3  
0 0 0 

+~+ C25, 
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01~1 624 et C25 sont deux constantes finies. En appliquant enfin le lemme de Gronwall 
(4.23), on volt qu'il existe un nombre fmi Ks tel que 

1 1 

(4.24) sup fr2Z(n-1) lU,2+2Z+ sup f w l §  
O<~t<~t 0 O~t~-t 0 

i t 1 
-F f f ~0 W 11-----7 r2n-2(~xT)2 + f f ~r2Z(n_i),u,2Z(ax(rn-lu))2~K5 

0 0 0 0 
Finalement on d6duit de (4.11) et de (4.24) (voir aussi (2.3)) que 

(4.25) f M~(t)dt <~ K6 
0 

avec une constante finie K6. Or, si on majore l'int6grale de M~(t) dans (4.10) par  
(4.25), il en r6sulte que 

1 

f 1 (0~ T) 2 M~(t)2+~<-4C~+~+4C~+'~(1 +C4K6) ~ WI_---- ~ , 
o 

d'ofi, grace ~ (2.3), (4.24), 

(4.26) f M~(t) 2 +~ dt <<- K7 
o 

avec une constante finie KT. 
Les relations (4.8) et (4.25) entrainent enfin que 

1 [O<~x<~l, 0<t<<.~}<~Ks ' (4.27) sup J ( ~ ,  t) 

o~ 
Ks= C3(I + C4K ). 

5. - Es t ima t ions  a priori (III).  

On multiplie d'abord l'~quation (1.25) par  u. En l 'int6grant de x = 0 ~ x = 1 et en 
tenant compte des conditions (1.28), (1.30), on a 

1 i 1 1 

1 d f u 2+~ f p(a~(rn_~u))2=R f~TSx ( r~_ lu )+ f ( fo r )u+  (5.1) 2 dt 
0 0 0 0 

+2(n  - 1)r~rn-2u 2 I~=! �9 
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D'une mani~re analogue ~ la d6duction de (4.16), on v6rifie ais6ment que 

fl )1/2 
(5.2) sup r (~-2)/2[u] < 1 p(a~(r~_lu))2 . 

O~x~<l ~ 0 

En posant 

(5.3) ~'6 / z - 2  n n l  = - - ~ / > 0  

(voir (2.11)), on d6duit de (5.1) et de (5.2) que 

(5.4) 

1 1 1 1 

l dt f u2+76 f P(a~(rn-lu))2<<'R f ~Ta~(r~-lu)+ f ( f o r ) U .  
0 0 0 0 

Or, comme, en vertu de (3.3), (3.12), (4.1), on a 

1 1 

f l I~(ax(rn-1u))2+C26M~(t)' R ~Ta~(v~-lu) <<- -~Y6 
0 0 

1 

I 1 (sup [ f [ )2  ( f  or)u <~ -~ 
0 

+ K1 

avec une constante finie C26, l'in~galit~ (5.4) se r6duit 

1 1 

-f  I d u 2 + ~'6 ~(ax(r u)) <. 2C26M~(t) + (sup I f l )  2 + 2K~. 
dt 

0 0 

En int6grant cette in6galit6 de t = 0 g t = t et en rappelant  (4.25), on voit qu'il existe 
une constante finie K9 telle que 

(5.5) f 
0 0 

On va maintenant consid6rer l'int6grale de x = 0 ~ x = 1 de l'6quation (1.25) multi- 
pli~e par  

r ~ - 1 ~ x  ( ~  ([A~x (?,n - 1 u )  - RT)).  

Pour l 'exprimer sous une forme convenable, on remarque que 

( a t u ) r  n -  1 = (at(r(n-2)/2u))rn/2 n - 2 rn-2u2 
2 
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1 

I (~ t  ( r ( n  - 2)/2 U ) )  r n/2 c~ x ( ~  ([x~  x ( r  n - 1 u )  - RT)) = 

o 

1 1 f nI ox r -2u  = - ( a t ~ ( r n - l u ) ) ~ ( ~ a x ( r n - l u ) - R T ) +  ~ ))~(~ a x ( r n - l u ) - R T ) +  

0 0 

+(n - 1 )  ~7[a t ( r  n - 2 u 2 ) ]  Ix = 1 , 

i 1 

- i (at ~x ( r n -  1 u)) ~ ([xax (r n-  l U )  -- R T )  - 1 d I J 2[~ dt P(~cax(rn-lu)  - RT)2 + 
o o 

1 1 

1I I + ~ (atF)(~.Ox(r n _ lu)  _ RT)2 _ R~u (atT)p(~.~x(r n-  ~u) - R T ) .  

o o 

Grace  ~ ces re la t ions,  l ' in t~grale  de x = 0 h x = 1 de l '~quat ion (1.25) mult ipl i~e p a r  

r ~ - i ax (p(t~ax (r ~ - 1 u) - RT) )  s 'dcrit ,  si on r e m p l a c e  atp et  at T p a r  les seconds  m e m -  
b re s  de (1.26) e t  de (1.27), sous  la f o r m e  suivante:  

If 1 j 1 d lu )  R T )  2dx  2(n  1)~ r n - 2 u 2 ] x  1 + (5.6) 2- d---t ,z (/~a~ ( r  ~ - - - - = 
0 

1 6 

I l • H k  + [ r n - l o x ( P ( ~ O x ( r n - X u ) - R T ) ) ] 2  = 2 k=X ' 

0 

o~ 

1 

I 1  u 2 r n -  l a x ( 6 ( [ x a x ( r n _  l U )  - R T ) )  H1 = - ( n  - 2 )  T 

o 

1 

He = n I (a=(r~-2u2))P(~O~(r~- lu)  - R T ) ,  
o 

1 

H3 = - -~ 1 + -~v U ) ) ~ 2 ( [ x a x ( r n - l u )  --  RT)2 

o 
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1 

RZ I ( ~ x ( ~ ( ~ x ( ? ' n - l u )  -- RT) ) ) r2~  H~=2~ 
o 

- 2 ~ T ,  

1 

H~ = 4 ( n - 1 )  "R---~'L'vb~ I ~ ( ~ x ( ' F n - l u ) - R T ) ~ x ( r n - 2 u 2 ) '  

0 

1 

H6 = - 2  I ( f  ~ 
o 

- 1 ax (~ ([xa x (rn - 1 U) -- RT)). 

On introduit maintenant 

(5.7) 

1 

1 I A(t) = -~ ~([~a~(r ~ 
o 

- l u )  -- RT) 2 dx - 2(n - 1)vr  ~ Sue Ix=l + 

(n + . )  
+t~a (n - ~) YA , 

off 

(5.8) 
R2K~ 

I r A -  2 n ~ 2 cvr~ 

et ~ -- 2(n - 1)V/~ comme dans (3.8). D'une mani~re analogue ~ la d~duction de (4.16) 
(ou (5.2)), on a, compte tenu de (3.3), 

X X 111 lr(~-~)/2ul =-~ 7 ( ~ z ( r ~ - l u ) - R T ) +  - ~  T <. 
o o 

1 )1/2 
<. 1 r p(t~ax(rn- lu) - RT) 2 

nl/2~ J 

RK1 + - -  
~rF/2 Cv ' 

d'ofl 

(5.9) sup r ' - 2 u  2 <~ 
o~<x~<l 

1 

~< ~ ( 1 + ~ )  ~(t~O~(r~- lu)-RT)2+ 1 +  •A 

o 

V~> O. 
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Si on pose ~ = ( n -  ~)/2a dans (5.9), (a 6tant comme dans (3.8)), on a 

1 

2(n_l))Trn_2u2]x=l  < " n+___~ f -1 I n + a )  2n[z ~(~8~ (r ~ u) - RT)  2 + [xa [ 
o 

Donc, en rappelant la d6finition de A(t) (5.7), on obtient 

1 

n -- ot ~ ~ ( [ Z ~ x ( r n _ l u  ) _ RT)2 <<. A ( t ) .  (5.10) 
2n, u J 

o 

Si on pose z = 1 dans (5.9), fl r~sulte de (5.9) et de (5.10) que 

(5.11) sup r~- 2u 2 <. 4 A(t) + 2~" a �9 
o.<x<.l ~ ( n -  a) 

Pour majorer Hs, on va utiliser aussi la relation 

1~(~8~(r~-lu) - RT)I <<. sup 
O ~ x ~ l  

YA. 

1 

O~<x~<linf I~([Zax(r~-lu) - R T ) I  + I 
0 

~ (KRK~) ~/2 ~(~Ox(r~-lu) - RT)2 + 

+_ 1 [ rn_ l sx (~( l zSx(rn_ lu)_RT))]2  
r ~ -  I 

d 

Alors, & l'aide de (5.2), (5.10), (5.11), on a 

8=(p(~Sx(r~-lu) - RT))  I <. 

1 1 

if f H1<<- -4 [ r ~ - l a x ( ~ ( t z S ~ ( r ~ - l u ) - R T ) ) ]  2+C27 ~(a~(r~-lu))2,  
o o 

1 

H2 <<- C2sA(t) 1/2 I P(8~(r~- lu))2 ' 
o 

1 f ( j l  )1/2 
Ha <~ -~ [rn-lox(~([zOx(rn-lu) -- RT))] 2 + C29A(t)  [ ~ ( O x ( r n - l u ) )  2 

0 

+ 

1 

+C3oA(t) f ~(Sx(r ~- lU))2 , 
o 
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1 1 

H4~-~1 f [r~_lax(~(f~a~(r~_lu)_ RT))]2 + C31 f ~T2n_2(~xT) 2 
o o 

1 

H5 <~ C.32A(t) 1/2 I 
o 

( a ~ ( r  ~ -  l u ) )2  , 

1 

if H 6 ~ < ~  [r  ~ 
o 

- 1 a~ (~(/za~ (r ~-  1 u) - RT)) ]  2 + 2(sup I f  I) ~ , 

off C27, ..., Cs2 sont des constantes finies. Grace ~ ces relations et ~ la d6finition de A(t) 
(5.7), on d6duit de (5.6) que 

1 1 
d A(t)+ f[~Fn-l~x(~(~x(rn-lu)-RT))]2~C33 f ~(~x(rn-lu)) 2"~- (5.12) ~-~ 

o o (fl ) fl 
+C34 1 +  p ( 0 x ( r n - l u ) )  2 A(t)+C35 ;r2~-2(OxT)2+2(suplfl) 2 , 

o o 

01~1 C33 , C34 , C35 sont des constantes f i n i e s .  

On consid~re maintenant l'int6grale de x = 0 ~ x = 1 de l'6quation (3.1) multipli6e 
par W= cvT+ ( 1 / 2 ) u  2. Compte tenu des conditions aux limites (1.28)-(1.31), on 
a 

1 1 1 

1 d f W2 +zCv I pr2n-2(axT)2 +~ f pr2n-2u2(axU) 2= (5.13) 2 d-~ 
o o o 

1 1 
= - ( n - 1 ) #  f rn-2u3~xU-C V f ~rn-lu([l.~x( rn lu ) -RT)OzT+ 

o o 

1 1 

+2(n-1)~TCv f rn-2u2azT + 2(n-1)~T f rn-~u3axu 
o o 

+ 

1 ! 1 

o o o 

On rappelle que, grace h l 'hypoth~se (2.3) et h l'estimation (3.18), il existe des 
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1 

-Y. f ~ r2~-2u(a~T)a~u = 
o 

1 

= - Z  ,:r'~-l(a~ T) -~ 
o 

+ - ~ R u T - ( n - 1 )  ' ~ u  ) <. 

<. 
1 1 

1 I 2 f -~ ZCv 6r 2~ (axT) 2 + C39A(t) ~(a~(r ~-1u))2 + 
o o 

(/ )( + C~o p ( ~  (r n 1 u))2 W 2 + C41 
o o 

1 )( 
f p ( a x ( r  n -  l u ) ) 2  

o 

4 
~ ( n  - ~)  

A(t) + 2~,a) : 

1 1 

I 1 ~sup,i,~2Kl+fW2 ( f  or )uW < - -~ 
o o 

off C~6, ..., C41 sont des constantes finies. 
Grace ~ ces in~galit4s, on d4duit de (5.13) que 

1 1 1 

(5.15) -~ + g ZCy ( ~  T) e + -~ 
o o o 

<. 

1 ((j ) ) j  
<~C42A(t) I ~ ( O x ( r n - l u ) ) 2 +  C43 ~(Ox(rn- lu))  2 + 2  W 2 +  

o 

1 

+ C44 f P (~x ( Tn - 1 u ) )2  _~_ (sup I f I) 2 K1 
o 

avec des constantes finies C42, C43, C44. 
En multipliant (5.15) par 4C3~ et en l'adjoignant ~ (5.12) multipli~e par Zcv, on 

obtient 

(5.16) jl] ~-~ zcvA(t) + 4C35 W 2 

1 

+ ZCv I [rn- lax(~( tzax(r~- lu)  - R T ) ) ] 2  + 
o 

1 

+ zcvC35 f 
o 

1 1 

I f n 1 2  6r2n-2(a~T) 2 + 2t~C35 ~r2~-2u2(a~u)2 <~ C45 p(ax(r u)) + 
o o 
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(s ) ))j +C46 1 +  ~(O, ( rn - lu ) )  2 A(t)+4Ca5 C4a ~(a~(r~-lu))e + 2  W2+C47 
o o 

off C45, C48, Ca7 sont des constantes fmies. 
Si on applique le lemme de Gronwall h (5.16) en utilisant (5.5) et si on rappelle 

(4.3), (5.10), alors on volt qu'fi existe un nombre fini Klo tel que 

1 1 

I( 1)2 (5.17) sup ~(~8,(r~-lu)-RT)2+ sup cvT+ ~ u  2 + 
O~t~-t 0 O<.t<~t~ 

1 t 1 

§ f I ~ - ~ ( ~ ( . ~ - ~ ,  -~,,~+ f f ~ -~(~ ,~  
0 0 0 0 

-4- f f ~r2n-2u2(~xU)2<~Klo. 
0 0 

Si on exprime 8tu par (1.25), de l'estimation (5.17) et de la condition (2.10) il r6sul- 
te que 

(5.1s) II(~tu,2 
o o 

~< 2/z2Klo + 2t(sup I f ] )  2 . 

De (5.17) r6sulte 6galement l'estimation 

(5.19) 

1 

s u p _  ~ (a x (rn - l u ) ) 2  ~< ~-2 K m  1 + -~y 
o<~t<~t~ 

(voir (3.12), (3.22)). 

6. - D ~ m o n s t r a t i o n  du t h ~ o r ~ m e  A. 

Dans ce paragraphe on va d6montrer le th6or~me A. Pour cela, on va 6tablir d'a- 
bord l'existence et l'unieit6 de la solution sous l'hypoth~se de la r6gularit6 des don- 
n6es. Plus pr6cisement on suppose que 

(6.1) uo, T0eC2+~([0,1]) ,  p0~Ci+~([0 ,1]) ,  f~C2([rF, ~ [ )  a v e c 0 < v < l ,  

(6.2) inf ~:0(x) > 0, inf To(x) > 0. 
0~<x~<l 0<x~<l  



106 H. FUJITA-YASHIMA - R. BENABIDALLAH: Equation ~ symgtrie sphdrique, etc. 

On suppose en outre les conditions de compatibilitY: 

[ 1 
(6.3) uo I~=o = 0, ~x;oS.~(r~-~uo) - 2(n - 1)~ 

(6.4) ~ To Ix = o, 1 = 0, 

Uo - R;oTo][~:~ = 0, 

off r0 est d~finie comme dans (2.2). On a alors la 

PROPOSITION 1. - Sous les hypotheses (2.3), (2.4), (2.10), (2.11), (6.1)-(6.4), pour 
tout t e]0, oo [ donnd arbitrairement, le syst~me d'dquations (1.25)-(1.27) avec les con- 
ditions (1.28)-(1.32), oh res t  ddfinie par les relations (2.1), (2.2), admet dans l'inter- 
valle [0, t ]  une solution (u,~, T) et une seule et on a 

(6.5) u, TeC2+~'1+~/2([0, 1] x [0, t ] ) ,  ~ e C1+~'1+~/~([0, 1] x [0, t ] ) .  �9 

D ] ~ M O N S T R A T I O N .  - Elle suit l'id~e de la d~monstration du th~or~me 2 de [3], dans 
lequel Kazhikhov a dfimontrfi un analogue r~sultat pour n = 1 et avec la condition de 
la surface libre (1.30) m~me ~ l'extr~mit~ x = 0. 

En effet, s i n  ~< 3, il r~sulte imm~diatement de[9],[10] (voir aussi[2]) qu'il existe 
un nombre tl > 0 tel que le probl~me admet  dans l'intervalle [0, t l]  une solution 
(u, p, T) et une settle dans la m~me classe que (6.5) (off on doit remplacer  t par  tl ). Pour 
g6n~raliser ce r~sultat de l'existence et l'unicit6 de la solution locale au cas off n t> 4, il 
suffit de remplacer dans la d6monstration des travaux cites ci-dessus les expressions 
relatives au syst~me des coordonn~es {xl, x2, x3 } par celles relatives ~ {xl, ..., x~ }. 
On v~rifie ais~ment que la d~monstration rapport~e au syst~me des coordonnfies 
{Xl, ..., x~ } avec des modifications ~videntes reste vraie. 

Or, comme tl reste positif pourvu que les normes de uo, To, ~ o, f dans les espaces 
indiqu~s dans (6.1) ainsi que sup (1/~ o(X) + 1~To(x)) res tent  finies et que les bor- 

0 < x ~ < l  

nes infdrieures de .~ et de T sont str ictement positives (voir (3.20), (4.27), (6.2)), pour 
d~montrer la proposition il suffit d'~tablir la norme finie de la solution (u, ;, T) dans 
les espaces indiqu~s dans (6.5). 

On consid~re d'abord ~ J .  En vertu de (3.10) (voir aussi la d~duction de (3.11)), on a 

(6.6) 1 u r ~ Uo + 
_ _ j  1 _ ~  

a~J  = t~ 
o 

R e I ( r ( 1 , 0 ) ) =  1 
+ ~ J ~ o  T r(1, s) - - ~ _ ~ u - - -  

o 

) - R J - ~ ( O ~ p o )  r r (1,  s) 
o 

n - l u  2 _ f o r l  + 
r n ] 

1 /( 
r~_ 1 Uo+ 

o 

+-+~ + 

+ -  R--JB~ /z ) r(1, s) ~ ' 
o 
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off 

( ff 1 1 
= ~(x,  s) = exp -~ ~ (atu - f o r )  

0 x 

Grace ~ (2.3), (2.10), (3.11), (3.12), (4.25), (5.2), (5.19), (6.1), (6.2), tous les terms sauf 
le dernier terme du second membre  de (6.6) sont born~s uniform~ment. D'autre part, 
grace h (2.3), (4.27), (5.]7), on a i(j ; 

I ~o a~T < C4s Vt e[O, t]  
o 

avee une constante finie C4s. Done, eompte tenu de la relation 

axp = (a~J)po + J a ~ o  

et des relaitions (3.12), (6.1), il r~sulte de (6.6) que 

1 

(6.7) s u p  ~ (axz(x, t)) 2 dx <<. C49 
O<~t<t~ 

avec une constante finie C49. 
Les relations (4.27), (5.17), (6.2), (6.7) entrainent qu'on a 

(6.8) f I (ax~)2(ax(rn-lu) - RT)2 <<. 
o o 

o 

avec une eonstante finie C5o. Grace ~ la condition (6.2), on d~duit de (5.17), (6.8) 
que 

(6.9) 0 2 ( r n - l u )  e L2(]0,  1[•  t [ ) .  

D'autre part, grace aux relations (1.26), (2.1), (2.3), (3.18), (4.27), (5.17), (6.2), il 
n'est pas difficile de d6duire d'une mani~re usuelle de l'int6grale de x = 0 ~ x = 1 de 
l'6quation (1.27) multipli6e par 0~ (r  2~ - 2pa~ T) que 

(6.10) axTeL| 1)), 2 axT, atTeL2(]O, l[• 

En outre, en d~rivant (1.26) par rapport  ~ x et en tenant  compte de (6.7), (6.9), on 
obtient 

~ x ~ t p  e L 2 ( ] 0 ,  1[ • ]0, t [ ) .  

sup p 2 (t~ax (r n - 1 U) - RT) 2 <. C~o 
O<~x~O 
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I1 s'ensuit que 

(6.11) e C1/2([0, 1] x [0, t ] ) ,  J = ~/~o e C1/2([0, 1] x [O, t ] ) .  

Si on multiplie par atu la ddriv~e par rapport  f i t  de (1.25) et si on l'int~gre de x = 0 
x = 1, alors, compte tenu de (1.28) et de (1.30), on a 

1 1 

1 d I (atu)2+ ~ I ~(a~(r~-la~u))2 dx - 2(n - 1)v[r~-2(atu)2] I =1 = 2 dt 
o o 

1 1 

= - ( n - 1 ) , ~  I ~ ( ~ x ( r n - l a t u ) ) a x ( r n - 2 u 2 ) +  R I [ ~ ( a x ( T n - l a t u ) ) a t T -  

o o 

1 

-- f (ax (?,n - 1 at U))(~t p)(~ax (Tn 

0 

- 1 u )  - R T )  + 

1 1 

+ ( n - 1 )  I r~-2u(atU)ax(~([zax(rn-lu) - RT)) + f ( f '  o r ) u a t u -  
o o 

- 2 ( n -  1)~[r  ~ - s u 2 a t  u]l~=l �9 

Comme dans la d~duction de (5.4), on a 

1 

o 

1 

- 1 a t  U ) ) 2  __ 2(n - 1) ~7[r n - 2 (at u) 2 ] Ix = 1 I> ]'0 I ; (a~ (r n - 1 at u)) 2 , 
o 

off ~'0 est un nombre positif d~fini par (5.3). Donc, en utilisant des estimations d~jh 
~tabli~es, on peut ais~ment obtenir 

atueL~(O,t;L2(O, 1)), ,ol/2ax(rn-latu) eL2(]O, l [ x ] 0 ,  t [ ) ,  

et, en vertu de (1.22), (2.3), (6.2), 

ata~:ueL2(]O, 1[ x ]O, t [ ) ,  

ce qui entra~ne 

(6.12) u~C1/2([0, 1] x [O, t ] ) .  

D'autre part, si on multiplie par at T la d~riv~e par rapport  ~t t de (1.27) et si on l'in- 
t~gre de x = 0 ~ x = 1, alors par une procedure usuelle on peut en t irer sans peine les 

relations 

atTeL~(O,t;L2(O, 1)), ~l/2r'~-lataxTeL2(]O, l [ •  
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et donc 

(6.13) T e  C1/2([0, 1] • [0, t ]) .  

En outre, si on consid~re la fonction 

(6.14) O(x, t) = (c3xT) r(1,  s) ~ '  
0 

oh ~ est eomme dans (6.6), et si on majore les diff6renees 

IO(x, or) - O(x, v) l = (8~T) r(1,  s) ~ ' 

t 

IO(e, t) - o(v ,  t)l = r(1 ,  s) 8x((O~T)@) , 

en utilisant des estimations obtenues plus haut, on peut obtenir facilement 

(6.15) O e  C1/z([0, 1] • [0, t ] ) .  

A l'aide de (6.12)-(6.15), on d6duit de (6.6) que 

O~Je  C1/2([0, 1] x [0, t ] ) .  

Par  cons6quent, en vertu de (6.1), on a 

(6.16) 3,p e C1/2([0, 1] x [0, t ] ) . -  

En  outre, il r6sulte imm6diatement de (2.1), (6.12) que 

(6.17) r e  C1/2([0, 1] x [0, t ] ) .  

Les relations (6.12), (6.16), (6.17) 6tant 6tablies, on peut conclure la d6monstra- 
tion de la m~me mani6re que darts [3] w 5. C'est-a-dire que, en consid6rant (1.27) com- 
me 6quation lin6aire en T, on en tire 

]lT][c2+2v*,l*~" < C51 + C52( I ]~xU] lc  o + 1) I[a~u]lc2~.,~ �9 

avec deux constantes finies C51, C52 et v* = (1/2)ra in(v,  1/2), puis, en consid6rant 
(1.25) comme 6quation lin6aire en u, on en tire 

l lu l l~+ -  ,+~- < c~  + c~(iia~ull~o + 1 ) t G u l i ~ -  . . .  

En vertu de (6.12) et des propri6t6s d'interpolation, on en d4duit que 

u, TE C2+2~*'1+~*([0, 1] x [0, t ] ) .  

Si v ~< 1/2, alors 2v* = v e t  donc la proposition est d6montr6e. S iv  > 1/2, alors en r6- 
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p~tant la procedure analogue on atteindra la relation (6.5). La proposition est d~mon- 
tr~e (pour les d~tails, voir [3]). �9 

DI~MONSTRATION DU TH]~OR~ME A. - Elle suit l'id~e de la d6monstration du th~o- 
r~me 4 de[l].  

Comme dans la d~monstration du th~or~me 4 dell] ,  on construit une suite 
{Uok, ~ok, Tok} satisfaisant aux conditions suivantes (6.18)-(6.30): 

Uok, TokeC2+~([0,1]) ~:0keCl+~([0,1]),  Vk, 0 < ~ < 1 ,  (6.18) 

(6.19) 

(6.20) 

(6.21) 

(6.22) 

(6.23) 

(6.24) 

(6.25) 

(6.26) 

(6.27) 

(6.28) 

inf Pok(X) > 0 Vk, 
0~<x~<l 

s u p (  sup ~ok(X))< : r  
k~>l 0~<x~<l 

Po et routes les Pok satisfont ~ la condition (2.6) avec les m~mes constantes 
~, Ka,  

KAPok(X) >I po(X) pour presque tout x e [0, 1] Vk, 

sup IlUok HL4(o, 1) < 
k>~l 

sup H(pok) 1/20~uo~H.(o, 1)< 
k>~l 

k~>l 

inf Tok(X) > 0 Vk, 
0~<x~<l 

Uok I~ = o = 0, Vk, 

1 [s l u 0 k  ) --  2(n - 1) 7 ro--k u~176176 x=l =0 Vk, 

(off rok est d~finie comme dans (2.2)), 

(6.29) 0~ Tok Ix = o, 1 = 0 Yk, 

(6.30) 
t uok-->Uo, Tok---> To dans L2(0, 1), 

Uok--->uo, ~:ok---)~: o presque partout dans [0, 1], 

1/~ ok --~ 1/p o dans L 1 (0, 1). 

On pose en outre 

(6.31) fi  = f  * Sk, off ~k est une fonction r~gularisante dont le support est con- 

[ 1 1 ]  e t f e s t c o n v e n a b l e m e n t p r o l o n g ~ e  sur ] r r - l ,  r r [ .  tenu dans k ' k 
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D'apr~s la proposition 1, pour tout k, il existe une solution classique (uk, pk, T~.) 
du probl~me (1.25)-(1.32), (2.1)42.2) avec les donn6es (u0k, P0k, T o k , f i )  et une seule. 
En outre, les conditions (6.18)-(6.31) garantissent que les estimations a pr ior i  des pa- 
ragraphes 3, 4, 5 sont valables pour routes les solutions (uk, ~k, Tk) sans que les cons- 
tantes figurant dans les estimations sauf C2 figurant dans (320)-(3.21) d~pendent de k. 

Comme dans[1], grace ~ (2.5), (2.6), on construit une suite {Z m } de parties 
de [0,1] telle que 

(6.32) 

E ~ = U I f f ,  Iff : intervalles fermes c [ 0, 1] 
j = l  

2: un nombre fini ind~pendant de m, 2: "~ r Z ~ + 1, 

On rappelle d'abord que 

(6.33) 0 < K8 -1 ~ Jk ~< Ks < oo, Jk = Pk/P ok 

(voir (3.12), (4.27)). Grfice ~ (6.22), (6.32), (6.33), on a 

inf (inf{pk(x, t) l x ~ E  ~, 0 ~< t ~< t}) > 0" 
k~>l 

donc, grace h (1.22), (2.3), (3.3), on d~duit de (5.19) que 

(6.34) sup ( sup II2~ukllL2(~,~)) < ~ . 
k~>l 0~<t<~ 

Comme d'autre part IlUkIIL~(O,~;L2(~))et HatUalIL~(O,~;L2(0,1))sont unfform~ment bor- 
n6es (voir (3.3), (5.18)) et que l'injection de W ~ ( Z  "~) dans C ~  m) est compacte, d'a- 
pros le lemme de compacit6 ([5], chap. 1, Th.5.1) et la procedure diagonale on a 

(6.35) V{uh} c {uk}, 3{uh~} c{uh} tel que u~ converge dans LP(O, t; C ~  fo: 

et dans LP(O, t; H 1 ( 2 : ~ ) )  faible pour tout m ,  

off nous pouvons choisir p convenablement grand. 
D'une mani~re analogue, on d~duit de (5.17) que 

sup II < 
k~>l 

D'autre part, compte tenu de (5.2), (5.17) et de la relation 

,o(,u~ (r ~ - 1 u)  - R T )  a~ (r n - 1 u)  = 

-= ax[~(~zax(rn-  l u )  -- R T ) r  n -  l u ]  - (ax (p ( f z~x ( rn -  l u )  - R T ) ) ) r n -  l u ,  
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il n'est pas difficile de d~duire de (1.27) que 

sup Ila  Vkll  (o, , )  < 
k ~ l  

Par  suite, encore d'apr~s le lemme de compacit~, on a 

(6.36) Y{Th} r {Tk}, 3{Thj} c{Th} tel que T~j converge dans L2(0,  t; C ~  fo 

et dans L2(0, t; H1(2:~))  faible pour tout m .  

On remarque maintenantr  que, grace ~ (2.5) et (6.22), il existe une fonction conti- 
nue/~ d~finie sur [0,1] telle que fl(0) = 0 et que 

x '  

JI 1 
ok (x") 

x 

pour tout (x, x ' ,  8) e [0, 1] • [0, 1] • [0, 1] avec Ix - x '  I ~< 8 et pour tout k. Or, corn- 
me uk et Pk satisfont ~ (1.26) et que rk est d~finie par (2.1), on a, comme on le v~rifie 
sans peine, 

(6.37) rk (x, t) = 1 d x '  . r~ + n pk(x ' ,  t) 
0 

Comme on a ~ k = ,o ok Jk, on d~duit de (6.33) et de rexistence d'une fonction ,~ mention- 
n~e ci-dessus que 

(6.38) 3/~* e C ~  1]) telle que ~ ( 0 ) = 0  et que ] r k ( x , t ) - r k ( x ' , t )  I <<.~*(8) 
pour tout (k, x, x ' ,  8) e N • [0, 1] • [0, 1] z [0, 1] avec I x -  x ' t  ~< 8. 

D'autre part, en vertu de (2.3), (3.18), (5.2), (5.19), on a 

sup (sup{ l uk(x, t) 110 ~< x ~< 1, 0 ~< t <~ t } )  < 
k~>l 

I1 s'ensuit qu'il existe une constante finie C55 telle que 

(6.39) Irk(x, t) - rk(x,  t ' ) l  <<. C.~5 It - t ' l  

pour tout (k, x, t, t ' )  e N • [0, 1] • [0, t ]  • [0, t ] .  

Grace ~ (6.38), (6.39), on peut appliquer le th~or~me d'Ascoli-Arzel~ ~ toute sous- 
suite de {rk} pour en extraire une sous-suite convergente darts C~ 1] • 

• [o, ~]). 
I1 r~sulte de ceci et de (5.17), (6.35), (6.36) qu'il existe une sous-suite de 

{(uk, Pk, Tk, rk)} et un triplet (u, T, r) tels que les relations (6.40)-(6.48) mentionn~es 
ci-dessous soient v~rifi~es. Nous notons encore k rindice de la sous-suite pour simpli- 
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tier la notation. 

(6.40) uk converge vers  u dans LP(0, t; C~ fort et dans LP(0, t; Hi(Sin)) 
faible pour tout  m (1 < p < ~ ), 

(6.41) uk---> u presque par tout  dans [0, 1] • [0, t]  et dans L ~ (0, t; L 4 (0 ,  1))  

faible*,  

(6.42) atuk converge vers atu dans L2(0,  t; L2(0,  1)) faible, 

(6.43) Tk converge vers T dans L2(0, t; C~ fort et darts L2(0,  t; HI (z r~ ) )  

faible pour  tout  m ,  

(6.44) Tk-~ T presque par tout  dans [0, 1] • [0, t]  et dans L ~ (0, t; L2(0,  1)) 
faible* , 

(6.45) rk converge v e r s r  dans C~ 1] • t ] ) ,  

(6.46) p k ( ~ x ( r n - l u )  -- RT) converge vers un A, dans L2(0,  t; H i ( 0 ,  1)) faible, 

(6.47) pk3xTk converge vers un A2 dans L2(0,  t; L2(0,  1)) faible, 

(6.48) p~/2ax(rn-lu k) converge vers A~ dans L ~ ( 0 ,  t; L2(0,  1)) faible*,  

(6.49) p~/2azT~ converge vers un A4 dans L2(0,  t; L2(0,  1)) faible. 

On remarque  d'abord que, en vertu de (6.41), (6.45), on a 

t 
(6.50) r(x, t) = ro(x) + ~ u(x, t ' )d t '  presque par tout  dans [o, 1] X [o, ~]. 

o 

En outre, en vertu de (3.12), (3.18), (6.20), il existe r > 0 tel que, pour  tout  k, on 
ait 

I> ~ ( x -  y) V(x, y, t) e [0, 1] • [0, x] • [0, t ] ,  
1 

rk (x, t) - rk (y, t) = r~ - ~ p--~ 
y 

et donc, grace ~ (6.45), on a 

(6.51) r(x, t) - r(y, t) >I s(x - y) V(x, y, t) ~ [0, 1] • [0, x] • [0, t ] .  

D'autre part,  il r~sulte de (6.13) et de (6.45) que 

(6.52) fk or~--~for dans C~ 1] • [0, t ] ) .  



114 H. FUJITA-YASHIMA - R. BENABIDALLAH: Equation ~ symdtrie sphdrique, etc. 

Donc, en rappelant que (6.45) implique que 

rk(1, t) ~ r(1, t) ' 

et en tenant eompte de (6.41), (6.44) (volt aussi la d~duetion de (3.11)), on voit ais~- 
ment que le second membre de (3.10) relatff ~ uk, ~ ok, Tk, rk, converge presque par- 
tout dans [0, 1] x [0, t] vers la m~me expression relative/~ u, Po, T, r. Ceei signifie 
que 

(6.53) Jk ~ J presque partout dans [0, 1] x [0, t ] ,  

off J e s t  d~finie par rexpression (3.10) relative ~ u, ~ 0, T, r. Grace ~ (6.33), il est ~vi- 
dent qu'il existe deux eonstantes J1, J2 telles que 

(6.54) 0 < J 1  ~< J ~< Je < ~ presque partout dans [0, 1] • [0, t ] .  

On d~finit maintenant 

(6.55) ~ = J~ o �9 

On volt ais~ment que 

(6.56) Pk--*~ presque partout dans [0, 1] • [0, t] et darts Ls(]0, 1[• t])  fort 
pour tout s e [1 ,  ~r 

I1 n'est pas difficile de v~rifier de la m~me mani~re que dans [1] que 

(6.57) A1 = p( tzax(r~- lu)  - RT)  dans L2(0, t; H i (0 ,  1)), 

(6.58) A2 = paxT dans L2(0, t; L2(0, 1)), 

(6.59) As = ~ / 2 a x ( r ~ - l u )  dans L ~ (0, t; L2(0, 1)), 

(6.60) A4 = ~l/2a~T dans L2(0, t; L2(0, 1)). 

On consid~re maintenant l'~galit~ 4vidente (voir (1.28)) 
1 

fl ~(t)u~(O,t)dt= ~(t) r- ~ rk(x,t)~-auk(x,t)+ 
o o 

x - -  1_ po(x)~/e O~(r~(x, t) ~-1 u~(x, t ) ) } d x d t  = 0 + 
o (x) ~/~ 

off ~ est une fonetion arbitrairement choisie de L~(0, t). A l'aide de (6.41), (6.45), 
(6.48), (6.59), on peut passer ~ la limite pour k --~ ~ dans cette relation, de sorte qu'on 
obtient 

(6.61) u l ~ o  = 0 dans L2(0, t ) .  

o 
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Si on tient compte aussi de (6.46), (6.57), on peut passer de mani~re analogue ~ la 
limite dans l'~galit~ 

o 

~(t) ~ k ( ~ 8 ~ ( r ~ - i u k ) - R T k ) - 2 ( n - 1 ) ~ - ~ k u  ~ 1 (t)dt= 

= ~ f +{~(~O:(r~- lu~) -  RTk) + xO:(~( lzS:(r~- lu~)-  RT~) ) }dxd t -  
o o 

-t 1 

lu  k + ~l/2a:(r~- - 2 ( n  - 1) 7 + rk(1, t) n r ~ -  - -  l u k )  
o o P ~/2 

de sort qu'on obtient 

[ 1]1 (6.62) p(t~O~(r ~- lu) - RT) - 2(n - 1)~ -~ u = 0 dans L2(0, t). 
X = I  

On d~duit imm~diatement de (6.42), (6.45), (6.46), (6.52), (6.57) que 

(6.63) (1.25) est v~rifi~e dans L2(0, t; L2(0, 1)). 

Comme on le voit ais~ment, les relations (6.62), (6.63) entrainent que 

1 

~-~T+R 1 ~ ~ t ' l  1 ~ x ( r n -  l u )  - --~ rn_l ( S t u - ~ ~  =1 Ulx 0 
x 

dx dt = O, 

dans L2(0, t; L2(0, 1)), 

(voir (3.10), (6.55) et l'explication qui suit (6.53)), il vient 

atp = - ~ 8 ~ ( r  ~ - l u )  

Mais, grace ~ (6.54), (6.55), (6.59), 
L = (0, t; L2(0, 1)), c'est-h-dire que 

le 

(6.64) ~ t ~  2 n - = - p  a~(r lu) 

dans Lz(0, t; L2(0, 1)). 

second membre de (1.26) appartient 

dans L : (0, t; L2(0, 1)). 

Nous constantons facilement que les conditions initiales (1.32)1, (1.32)2 sont v~ri- 
fi~es au moins dans L2(0, 1). Donc, jusqu'ici nous avons d~montr~ que (u, ~, T, r) v~ri- 

s'~crit 

( ; ) R 1 1 ( 8 t u - f o r )  d x ' -  1 - : T u I : = I  
x 

off ~ est d~fini par (3.8). Cela ~tant, comme la d~riv~e par rapport ~ t de 
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fie les relations (2,12)-(2.20) (voir (6.41), (6.42), (6.44), (6.45), (6.46), (6.48), (6.49), 
(6.50), (6.51), (6.54), (6.55), (6.57), (6.59), (6.60), (6.61), (6.62), (6.63), (6.64)). 

Pour achever la d~monstration, il ne nous reste donc qu'~ mont rer  que (u, p, T, r) 
v~rifie m~me (2.21). 

Il est clair que l'6galit~ int~grale de (2.21) est v~rifi~e par (uk, Pk, Tk, Rk). I1 suffit 
donc de passer ~ la limite dans cette relation. On consid~re d'abord l'int6grale 

o 0 

Tout comme dans [1], on peut choisir un sous-domaine 2: ~ (voir (6.32)) et une fonction 
test  ~ e L4(0, t; H 1(0, 1)) jouissant des propri~t~s 

~t~ E L~(0, t; L2(0,  1)), z(., t )  = 0, s u p p ~ ?  r  , 

de sorte que la contribution de l'int~grale sur [0, 1] \S ~ soit aussi petite qu'on veut. 
D'autre part, grace ~ (6.40), (6.45), (6.46), (6.57), l'int~grale 

f I r~- l~k~x(~k(~tOx(r~- lUk)-  RTk)) 
0 Z m 

tend vers la m~me int~grale relative ~ (u, p, T, r), quand k tend vers + co ; il en r6sulte que 

iA(k)-  f [ Rr)) pour 
o 0 

(pour les d~tails, voir[1]). 
D'autre part, grace ~ (6.30), (6.40), (6.45), (6.46), (6.47), (6.57), (6.58), on volt ais6- 

ment  qu'on peut passer ~ la limite pour k -o ~ dans tous les  autres termes de l'~galit~ 
int~grale de (2.21). 

A la fin, comme dans [1], ~tant donn~ que rensemble des fonctions test  ~ jouissant 
des propri~t~s mentionn~es ci-dessus est dense dans l'espace des fonctions test  d~fini 
dans (2.21), on voit sans peine que l'~galit~ int~grale de (2.21) est v~rifi~e pour routes 
les foncions test  indiqu~es dans (2.21), ce qui ach~ve la d~monstration du theorY- 
me. [] 
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