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ABSTRACT: Berravanrry-function and Forp-Wavrorp-formula. HoxENDORE (1966) has
attempted to apply the relation between the parameters of the Forp-WaLrorp-plot and
the BErTALANEFY-function, formulated by TavLor, to the somewhat difficult calculation of
the parameters of the latter function. Working with values, calculated in this manner,
demonstrated that they are not mathematically optimal. A careful analysis of the Forp-
Warrorp-formula revealed, that it contains a third parameter which allows, in a simple
manner, the derivation of the BerTaLansry-function. The relation between the parameters of
the two functions is complicated by the fact that the regression line of the Forp-WAaLFORD-
formula is adjusted to the minimum of the linear differences between observed and calculated
values, while the optimal description of growth requires the minimum of the percentual
deviations.

EINLEITUNG

In der Fischerei-Biologie hat man sich sehr intensiv mit der Moglichkeit einer
mathematischen Beschreibung von Wachstumsvorgingen befafit. Das unbegrenzte und
nach der larvalen Entwidklung anscheinend durch keine Unstetigkeit komplizierte
Wachstum der Fische lif8t es als besonders gut geeignetes Beispiel fiir das Studium von
Wachstumsvorgingen erscheinen. Auf die Vielzahl der vorgeschlagenen Funktionen
méchte ich hier nicht eingehen und mich vielmehr auf das Problem der Beziehung zwi-
schen der Forp-Warrorn-Darstellung und der BerrTaranrery-Funktion beschrinken.
Beide Funktionen haben sich als sehr gut brauchbar erwiesen und sind auch in weiterem
Umfang angewandt worden. Die weitgehende Ubereinstimmung der zahlenmifiigen
Ergebnisse hat BeverToN & Hovt (1957) sowie TayLor (1958) veranlaflt, die mathe-
matische Beziehung zwischen beiden Funktionen zu kldren.

Die von Forp (1933) und spiter von WALFORD (1949) aufgedeckte Konstanz der
Wachstumsraten in aufeinanderfolgenden Jahren beruhet auf einer einfachen Darstel-
lung der Lingenwerte, auf deren Wiedergabe dieses Verfahren beschrinkt ist. Man
ordnet hierbei auf normalem Millimeterpapier den auf der Abszisse abgetragenen ein-
zelnen Lingenwerten jeweils den nichst hsheren Lingenwert als Ordinate zu. Es ergibt
sich, daf die auf diese Weise bestimmten Koordinatenpunkte zumeist in sehr guter
Niherung auf einer Geraden liegen. Mathematisch liegt dieser Beziehung nach Forp
(1933) die Funktion zugrunde:

ln+~1=ﬂ+b’ln (1)
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wenn | die Linge darstellt und » das Alter in Jahren. In der Bezeichnung der Para-
meter ¢ und b folge ich der Formulierung von HoxeNDORF (1966).

Die Anwendung dieser Wachstumsdarstellung ist nicht auf das Fischwachstum be-
schrinkt, sondern kann zum Beispiel auch auf das Siugetierwachstum angewandt wer-
den, wie schon Warrorp (1949) gezeigt hat.

Will man Gewichtsdaten auswerten, so mufl man aus ihnen die dritte Wurzel

3 —
ziehen und diese Gewichtslingen {‘/—w} in die Darstellung oder Berechnung ein-

setzen. Diese Gewichtslingen geben nicht die wirkliche Linge wieder, kinnen aber
durch einen geeigneten Faktor in Lingenwerte umgewandelt werden. Das Verfahren
fordert allerdings, daf ein isometrisches Wachstum vorliegt, was im allgemeinen auch
in guter Niherung zutrifft. Die Forn-Warrorp-Darstellung setzt Mefireihen mit kon-
stanten Altersabstinden voraus. GurLanp & Hovrt (1960) haben das Vorgehen bei
ungleichmifligen Zeitabstinden beschrieben.

Auch die BerTaranery-Funktion:

Yo = Lo (11— e—K(i—la)) 2

gestattet nur die Darstellung von Lingenwerten. Gewichtswerte miissen — wie bei der
Forp-Warrorp-Darstellung — in Form von Gewichtsldngen eingesetzt werden. Bei
dieser Funktion bereitet die Parameterberechnung gewisse Schwierigkeiten. Aus diesem
Grunde versuchten BeEverTON & Hovrt (1957) den entscheidenden Parameter dieser
Funktion ~ Loo — auf dem Umweg iiber die WaLrorp-Darstellung zu ermitteln. Das
von ihnen vorgeschlagene graphische Verfahren liefert seiner Natur nach nur Nzhe-
rungswerte, Giinstiger ist der schon von Tavror (1958) vorgeschlagene Weg Lo auf
Grund der Bezichung

a
1—% G)
aus der FOrRD-WaLrorRD-Formel zu errechnen. Man erhilt auf diese Weise den Maximal-
wert dieser Funktion. Fiir den Parameter X der BErTaLANFFY-Funktion stellte TayLor
die Beziehung auf:

Loy =

b = e—X 4)

In neuester Zeit hat nun HouenDORF die von TAYLOR (er zitiert diesen Autor
nicht) postulierte Beziehung zwischen den Parametern der beiden Funktionen eingehen-
der zu belegen versucht und auf Grund dieser Werte einige Beispiele durchgerechnet.
An einem Beispiel hat er sein Vorgehen niher erliutert und dadurch auch den mathe-
matisch weniger versierten Biologen zugingig gemacht.

Er geht hierbei von der Berechnung der Regressionsgeraden der FOrD-WALFORD-
Beziehung aus, deren Parameter nach seinem Vorschlag ohne Anwendung von Funk-
tionstabellen verhditnismiflig einfach exakt berechnet werden kdnnen. Die Forb-
WaLrorD-Parameter rechnet er dann nach den Gleichungen (3) und (4) zu den Ber-
TALANFFY-Parametern um.
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RECHNERISCHE AUSWERTUNG

Zur ersten Testung des von HoHENDORF vorgeschlagenen Verfahrens benutzte ich
ein von v. BERTALANFFY (1934) durchgerechnetes Beispiel, nimlich die Zahlenreihe von
Derjavin (1922) fiir das Lingenwachstum des minnlichen Stdrs (Acipenser stellatus).
Hierbei ergab sich, dafl die von v. BerTaLaNFrY eingesetzten Parameter eine wesent-
lich bessere Wiedergabe liefern als die nach HonenpORF errechneten Parameter (Tab. 1).
Offensichtlich erfiillt also die von Honenporr vorgeschlagene Parameter-Bestimmung
nicht die Forderung nach einer mathematisch optimalen Lsung.

Tabelle 1

Vergleich der nach dem Verfahren von HoHENDORFE (1966) berechneten Wachstumswerte von
Acipenser stellatus ($) mit den Ergebnissen von v. BERTALANFFY (1934)

Alter | Meflwerte Werte von /o Werte nach /s
(Jahre) {cm) v.BErRTALANFFY Abweichung Houenporr  Abweichung
L, = 21,10 Lo = 203
L = 201,1 L = 2096
K = 006 K = 0056
1 21,1 21,1 + 0,00 20,3 — 3,79
2 32,0 30,6 — 4,38 30,6 — 4,38
3 423 41,5 —1,89 40,4 — 449
4 51,4 50,8 — 1,17 49,6 — 3,50
5 60,1 59.5 —1,00 58,3 — 2,99
6 68,0 67,8 - 0,29 66,7 —1,91
7 753 75.5 + 0,27 74.5 — 1,06
8 82,3 82,8 + 0,61 81,9 — 0,49
9 89,0 89,7 1+ 0,79 88,8 — 0,22
10 953 96,2 + 1,10 95,4 + 0,11
11 101,6 102,3 + 0,69 101,6 * 0,00
12 107,6 108,1 0,46 107,5 — 0,09
13 112,7 113,5 + 0,71 113,2 + 0,44
14 117,7 118,6 + 0,62 118,4 + 0,59
15 122,2 123,4 + 1,00 123,4 -+ 1,00
16 126,5 127,9 + 1,11 128,1 + 1,26
17 130,9 132,2 -+ 0,99 132,5 + 1,22
18 135,3 136,2 0,67 136,7 + 1,03
19 140,2 140,0 — 0,14 140,7 + 0,36
20 145,0 143,5 -— 1,03 144,5 — 0,34
21 148,6 146,9 — 1,14 148,1 — 0,34
22 152,0 150,0 — 1,32 151,4 — 0,39
sp = 11,39 %, sp=1213%

Man kann das auch sehr gut an dem von HoreNDORF berechneten Beispiel des
Ostsee-Steinbutts (Scophtalmus maximus) demonstrieren. Die von ihm benutzten Da-
ten fiir das Lingenwachstum dieses Fisches lassen sich sehr gut nach dem Forp-War-
FORD-Verfahren darstellen. Einen wesentlich besseren Anschlufl an die gegebenen Daten
erhilt man aber, wenn man fiir den Ausgangswert (I;) 10,5 cm wihlt an Stelle des
Meflwertes von 10,6 cm. In diesem Falle berechnet sich die Standardabweichung
sp = 1,52%,. Aus den Werten von Houenporr ergibt sich dagegen 2,44 %o. (Mein
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Wert fiir sp liegt aus dem Grunde etwas héher als der von HoHENDORF errechnete, da
ich abweichend von seinem Vorgehen bei der Berechnung 3 Freiheitsgrade abziehe.)

Bei der engen Beziehung zwischen BertaLanrry-Funktion und Warrorp-Formel
war aber anzunehmen, daf} auch durch sie eine bessere Wiedergabe der Mefldaten mog-
lich sei, als sie HOHENDORF erreichte. Aus diesem Grunde habe ich zur Kontrolle die von
v. BERTALANFFY (1934) beschriebene graphische Methode zur Bestimmung von Lo
angewandt, wobei ich die nach der Warrorp-Berechnung ausgeglichenen Werte zu-
grunde legte. Hierbei hatte ich den Eindrudk, als ob ein etwas hoherer Wert als
33,3 cm glnstiger sei und wihlte als Grundlage fiir die weiteren Berechnungen 33,5 cm.
Man kann den hierzu gehdrigen Wert fiir # nach Gleichung (3) berechnen und in die
Warrorp-Formel einsetzen. Mit den auf diese Weise gefundenen Werten kann man
dann die Giite der Wiedergabe priifen. Ich variierte L., in Stufen von 0,1 ¢m, und
auch hierbei erwies sich rechnerisch 33,50 fiir L, als optimal, das heift, es ergab sich
eine minimale quadratische Abweichung. Diese Berechnungen erfolgten auf der Basis
des 5-Wertes 0,7682, wie er sich aus der Berechnung von HourNpoRF ergab. Ich habe
ihn nicht mehr variiert, da ein solches Vorgehen einen sehr hohen Rechenaufwand er-
fordert, der nur mit Hilfe eines Computers rationell durchgefiihrt werden kann. Eine
Programmierung wire aber fiir den vorliegenden Einzelfall wenig sinnvoll gewesen.

Fiir 74 schldge Houenporr eine Methode vor, die mathematisch zwar richtig
ist, aber aus dem Grunde zu unbefriedigenden Werten fithrt, weil sie durch abwei-
chende Meflwerte beeinflufit wird und exakte Werte fiir die beiden Parameter voraus-
setzt, Auf dem Wege liber Ly, dessen Wert mit Kenntnis von /;,  und b leicht zu er-
rechnen ist, ermittelte ich nach der Formel:

InLe—In(Le—L
np= i = L ©)

1p zu 0,426. Fir die praktische Arbeit an der Rechenmaschine ziehe ich {ibrigens Ly
als dritten Parameter vor. Der Wert von 7y erwies sich bei Berechnungen als sehr
kritisch,

Die von mir auf diesem Wege erhaltenen BERTALANFFY-Parameter erheben nicht
den Anspruch auf mathematische Genauigkeit, erreichen aber trotzdem einen wesent-
lich besseren Anschluf} an die Mefldaten, als die von HouenDoRF errechneten Werte.
In Tabelle 2 sind die erhaltenen Werte einander gegeniibergestellt und die eingesetzten
Parameterwerte gegeben.

Die Ansicht von HoHENDORF, von den FOrRD-WaLrorD-Parametern ausgehend
auf relativ einfache Weise zu den mathematisch exakten Parametern der BERTALANFFY-
Funktion kommen zu k6nnen, ist nicht zutreffend. Sein Vorgehen fithrt zu Niherungs-
werten, liefert aber keine mathematisch einwandfreie L8sung. Sein Vorschlag fiir die
Berechnung der WaLrorD-Parameter erscheint dagegen niitzlich, da man auf diesem
Wege die Unschirfe, die allen Wachstumsdaten anhaftet, ausschalten und die errech-
neten Zahlen weiteren Auswertungen zugrunde legen kann. Bei der meist guten An-
niherung der FORD-WarLrorRD-Werte an gegebene Mefireihen erscheint die hiermit ge-
gebene Moglichkeit zur Ausgleichung statthafl.

Die Tatsache, dafl die von HoHENDORF vorgeschlagene Berechnung der BErTA-
LaNrFFY-Parameter aus der WaLrorp-Formel zu einem unbefriedigenden Ergebnis
fiihrte, zwang zu einer genaueren Durchleuchtung der mathematischen Grundlagen. Als
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wesentlichste Erkenntnis ergab sich, daff die FOrRD-WaLrorD-Funktion einen dritten
Parameter enthilt, den HOHENDORF ebensowenig erkannte, wie die fritheren Autoren.
Bei der iiblichen Anwendung wird der dritte Parameter mit dem Anfangswert in die
Berechnungen eingefiihrt.

ABLEITUNG DER BERTALANFFY-FUNKTION AUS DER
FORD-WALFORD-FORMEL

Die Forp-WaLrorD-Formel (Gleichung 1) ist die Gleichung einer Geraden, in der
b die Steigung wiedergibt und a4 ihren Schnitt mit der Ordinate im Nullpunkt. 4 ist
aber nicht identisch mit Lg. Der Wert fiir Ly ergibt sich zu:
lz —a

Ly= b (6)

Mit dem Wert 10,5 fiir [; und 0,7682 fiir & und 7,7653 fiir a wire Ly = 3,56 cm.
Von a ausgehend konnen wir zu Ly kommen, wenn wir mit dem Faktor ¢ = 0,4584
multiplizieren.

Setzen wir den Parameter ¢ in die ForpD-WaLDORF-Formel ein, so erhalten wir:

Ly=a-c

li=a+a b-c

bb=a+a-b+ab?-c etc

Li—a-(+b+b+b..... b bt ba-brec %)

Die Klammer enthilt die schon von Forp (1933) erkannte fallende geometrische Reihe
von b fiir 5 < 1. Der dritte Parameter tritt nur im letzten Glied zusammen mit a als
Faktor auf, so daf wir es auch als b2 - Ly formulieren kdnnen. Da der Wert von &
mit steigendem Exponenten immer geringer wird, vermindert sich damit auch immer
mehr der Einflufl von c, bezichungsweise von Ly, auf die erreichte Gréfle und wird im
Grenzfall zu 0.

Mathematisch sollte es moglich sein, aus der Differenz zwischen den Mefiwerten
und der ohne ¢ berechneten Reihe den Wert fiir ¢ zu berechnen. Die geringen Differen-
zen zwischen den beiden Reihen werden aber so stark durch die Unschirfe der Mefi-
werte beeinfluflt, daff man kein befriedigendes Resultat erhilt. Zunichst bleibt kein
anderer Weg offen, als den in /; enthaltenen Parameter Ly durch empirische Variation
von /; zu ermitteln, um den besten Anschluf} an die iibrigen Mefidaten zu erhalten. Im
vorliegenden Fall habe ich [; in Stufen von 0,1 cm variiert. Die Summe der Quadrate
der prozentualen Abweichungen ergab ein Minimum bei etwa 10,5. Dieser Wert liegt
sehr nahe bei dem gemessenen Wert fiir /; und ergibt eine wesentlich bessere Niherung
an die Mefidaten als der von HoHENDORF errechnete Wert von 11,01. Die Erreichung
einer hoheren Genauigkeit erschien mir wenig sinnvoll, da auch die Mefiwerte nur eine
Stelle nach dem Komma angeben.

Durch den Umstand, daf} fiir » = oo der Einflufl von L, gleich O wird, bleibt
die Formulierung von Tavror giiltig.

Lo =13 )
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(Nicht zutreffend ist aber die frither von Forp und WarLrorp und neuerdings wieder

von BUckmANN (1967) aufgestellte Beziehung L, = n 14 b)

Mit der Einfithrung des dritten Parameters ergibt sich die Moglichkeit einer ein-
fachen und ibersichtlichen Ableitung der BerTaransry-Funktion aus der Forp-War-
rorD-Formel., Als Ausgang wihlen wir die Formulierung der Gleichung (7). Da n der
Anzahl der zugrunde gelegten Perioden entspricht, setzen wir an seine Stelle v und
auflerdem an Stelle der Klammer die Summenformel fiir die geometrische Reihe von b:

1— b

lzza'm‘f‘b”'lm (7a)

2 5 kénnen wir nach Gleichung (3) L. setzen und erhalten dann

an Stelle von

in Ubereinstimmung mit der BERTALANFFY-Funktion den Bezug auf die Maximalgrofie:

=L -(1—07)+br- Ly
Aufldsung der Klammer gibt:

Iz = Loo—Loo'b’ -+ b"Lo

= Loo — b7 (Loo — Ly} ®)

Das ist aber nichts anderes als die urspriingliche Form der Berraranrry-Funktion,
wenn wir e—X¢ entsprechend Tavror Gleichung (4) an Stelle von &7 setzen. Diese
einfache Ableitung macht noch einmal deutlich, daf} die Forp-Warrorp-Formel drei
Parameter enthilt, wobei Ly oder auch L; als Parameter fungiert. Sein Wert beein-
fluflt entscheidend die Ergebnisse und mufl daher mdglichst exakt bestimmt werden.

Da HoHENDORF nicht erkannte, dafl auch die Warrorp-Funktion drei Parameter
enthilt, hatte er auch sein VergleichsmaR sp nicht richtig formuliert, wenn er bei des-
sen Berechnung nur zwei Freiheitsgrade abzieht. Auch bei der Warrorp-Formel miis-
sen — ebenso wie bei der BErTaLANFEY-Funktion oder meinem eigenen Vorschlag — bei
der Berechnung der Standardabweichung drei Freiheitsgrade beriicksichtigt werden.

Wenn schon bei der relativ einfachen Lingenberechnung die Parameter von Ho-
HENDORF nicht zu wirklich befriedigenden Ergebnissen fithren, so gilt das in besonde-
rem Mafle bei der von ihm durchgefiihrten Gewichtsberechnung. Da in diesem Falle
die Resultate in der dritten Potenz in das Endergebnis eingehen, machen sich kleinste
Abweichungen iiberaus stark bemerkbar.

Houenpory demonstriert sein Verfahren am Beispiel des Ostsee-Lachses (Salmo
salar) (Tab. 3). Beim Lingenwachstum fithren die von ihm errechneten Parameter zu
sehr guten Werten. Benutzt man sie, um auf dem Weg iiber die allometrische Langen-
Gewichts-Beziehung die zugehdrigen Gewichte zu berechnen, so kommt man zu einer
nennenswert besseren Anniherung an die gegebenen Daten, als sie HOHENDORF er-
reichte. Aus diesem Grund habe ich dieses Beispiel noch einmal durchgerechnet. Hierbei
erhielt ich allerdings auch andere Parameterwerte fiir die Gewichtslingen als HonEN-
DORF einsetzte. Die graphische Kontrolle bestitigte die Richtigkeit der von mir be-
nutzten WALFORD-Parameter, die in Tabelle 3 angegeben sind. Es war zu erwarten, daf§
in diesem Falle der dritte Parameter nicht unberiicksichtigt gelassen werden darf, da
Lg sehr stark von a differiert. Graphisch wurde fiir Lg ein Niherungswest von 0,3 ge-
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funden. Durch Variation von Ly ergab sich ein erstaunlich guter Anschlufl an die drit-
ten Wurzeln der Gewichte mit Ly = 0,265. Da in diesem Falle 4 nahezu gleich 1,000 ist,
sind in diesem Falle ¢ und Ly praktisch identisch. Die aus diesen drei Parametern errech-
neten Gewichtslingen ergeben auch bei den Gewichten kaum Differenzen gegeniiber
den MeBldaten. Die Auswertung von HoHENDORF ergab demgegeniiber sehr starke Ab-
weichungen (Tab. 3). Auf die Bestimmung der BErTaLaNsry-Parameter habe ich in
diesem Fall verzichtet, sie diirften eine dhnlich gute Niherung liefern. Offensichtlich ist
auf dem schon von BErTALANFFY (1934) vorgeschlagenen Weg auch eine sehr gute Wie-
dergabe von Gewichtsdaten méglich.

Berechnet man aus der Gewichts-Lingen-Beziehung das Maximalgewicht des Ost-
seelachses, so ergibt sich hierfiir als Niherungswert 31,64 kg. Nimmt man dagegen als
Ausgangspunkt die Maximalgrte des Lingenwachstums, so erhilt man auf dem Wege
{iber die allometrische Funktion ein Maximalgewicht von 43,68 kg. Die beiden Wege
zur Berechnung des Maximalgewichtes weichen also sehr stark auseinander. Auch die
anderen Parameter der Lingen- und Gewichts-Funktionen lassen keine klaren mathe-
matischen Beziehungen erkennen, worauf schon Honenpors hinwies. Hier liegt ein
deutlicher Vorzug bei der von mir vorgeschlagenen Funktion (KrUGER 1965), in welche
die allometrischen Parameter eingesetzt werden kdnnen.

DISKUSSION

Die Ausfithrungen des letzten Abschnittes haben gezeigt, dafl mit der Einfithrung
des dritten Parameters Ly (= a - ¢) der Zusammenhang zwischen der FOrRD-WALFORD-
Formel und der BerTaLANFFY-Funktion sich sehr einfach demonstrieren Iifit. Hierbel
wird auch der von Tayror formulierte Zusammenhang der Parameter beider Funk-
tionen klar ersichtlich. Trotzdem komplizieren einige Umstinde die mathematische
Beziehung zwischen den Parametern beider Funktionen.

Die erste Komplikation ergibt sich durch das Vorhandensein des dritten Para-
meters. Bei der {iblichen Anwendung der FOrp-WaLroRD-Formel ist er in dem An-
fangswert I; enthalten und wird durch ihn in die Berechnungen eingefithrt. Nun ver-
sucht HorenDORF auf dem Umweg iiber die BertarLansry-Funktion den Wert von I;
zu berechnen. Hierbei begeht er aber den Fehler, daf} er in seiner Ableitung {seine
Gleichung 4) fiir /; den Parameter a4 der Warrorp-Funktion in die BERTALANFFY-
Funktion einsetzt. Auf diesem Umweg kommt er dann zu einem zwar von a abwei-
chenden Wert fiir I;, der aber in keiner Weise optimal ist. Er kann es schon aus dem
Grunde nicht sein, da seine Warrorp-Parameter nur fiir die der Berechnung zugrunde
gelegten Wachstumsreihe optimal sind, nicht aber fiir eine Reihe mit einem abweichen-
den Anfangswert. Auf diese Weise indert er den Wert des dritten Parameters ¢, der
in funktioneller Beziehung zu /; steht.

Die theoretisch gegebene Moglichkeit, den Wert fiir ¢ aus den Mefidaten zu be-
rechnen, scheitert an ihrer unvermeidlichen Unschirfe. So bleibt nur die Moglichkeit,
rein empirisch durch Einsetzen verschiedener Werte fiir /; den Wert zu ermitteln, der
die geringsten quadratischen Abweichungen von den Mefiwerten liefert. Hierdurch hat
man bei gegebener Steigung & einen Niherungswert fiir /; gefunden und kann von
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ihm ausgehend den Niherungswert fiir Ly = a - ¢ berechnen. Nun variiert man a, um
gegebenenfalls eine noch bessere Anniherung an die Mefidaten zu erreichen. Auf die-
sem Wege konnte die mittlere quadratische Abweichung von den Daten des gegebenen
Beispiels fast auf die Hilfte gegeniiber der Auswertung von HoHENDORF reduziert
werden. Von den von HoHENDORF berechneten Parametern habe ich nur den Wert fiir
& ibernommen. Ob er optimal ist, konnte ich aus technischen Griinden nicht mehr
priifen.

Noch ein anderes Versehen ist Honennorr unterlaufen. Die Forp-Warrorp-For-
mel stellt eine lineare Funktion dar, und die von ihm angewandte Regressionsberech-
nung liefert daher die Parameter fiir eine minimale lineare Abweichung von den Mef-
werten. Die Giite der Wiedergabe priift er aber an der prozentualen Abweichung. Die
Regressionsgerade fiir die relativen Abweichungen fillt aber nicht mit der fiir die
linearen Abweichungen zusammen. In dieser Hinsicht sind logarithmische Funktionen
giinstiger. Die WaLrorp-Formel richtet sich vor allem nach den Werten der héheren
Groflenklassen, wihrend bei der relativen Beurteilung die Wiedergabe der kleinen
Groflenklassen entscheidend ist. Es spricht fiir die sehr exakte Steuerung des Wachs-
tumsvorganges, wenn auch bei einer linearen Formulierung die errechneten Zahlen in
so guter Niherung den Wachstumskurven folgen. Solange aber keine mathematische
Losung gefunden ist, die bei der Forp-Warrorp-Formel die relativen Abweichungen
zum Minimum macht, kann man ihre Parameter nur als Niherungslosung fiir die
Parameter der BERTALANFFY-Funktion betrachten, von denen ausgehend die exakten
Parameter nur empirisch durch iterative Berechnung gefunden werden kinnen.

Wir sahen, dafl ein rein rechnerisches Vorgehen an verschiedenen Punkten kein
befriedigendes Resultat lieferte. Die stets gegebenen Abweichungen biologischer Mefi-
werte von den mathematisch exakten Werten lassen nur bei der erforderlichen Kritik
rein formale Berechnungen zu. Die vom theoretischen Kurvenverlauf abweichenden
Meflwerte beeinflussen die Berechnung in schwer kontrollierbarer Weise und gestatten
daher zumeist nur die Gewinnung von Niherungswerten. Von ihnen ausgehend kann
man dann aber schrittweise durch systematische Knderung der Parameter zu Werten
kommen, die einen besseren Anschluf} an gegebene Daten liefern.

Die Biomathematik erfordert fiir brauchbare Lésungen im allgemeinen die An-
wendung von Niherungsverfahren. Das bedingt eine hiufige Wiederholung recht kom-
plizierter Rechenoperationen und erfordert daher einen groflen Zeitaufwand. Die
modernen Elektronenrechner sind unentbehrliche Hilfsmittel, um biomathematische
Probleme anzugreifen und zu I8sen. Computer-Programme sind fiir die BERTALANFFY-
Funktion zum Beispiel von Fasens (1965) und Rapway (1966) entwickelt worden.
Es wiire glinstig gewesen, wenn HOHENDORF sie zur Kontrolle seines Verfahrens heran-
gezogen hitte.

Die grundsitzliche Moglichkeit, tierische Wachstumsdaten durch ein mathemati-
sches Modell zu reproduzieren, kann heute nicht mehr {ibersehen und bestritten werden,
nachdem mehrere praktisch gleich leistungsfihige Losungen vorliegen.

In der vorliegenden Untersuchung konnte in sehr einfacher und iibersichtlicher
Weise die Identitdt von Berraransry-Funktion und Warrorp-Formel bestitige wer-
den. Ich selbst habe eine neue Wachstumsfunktion vorgeschlagen (Kriicer 1965), die
offensichtlich in weitem Bereich der BerraLanery-Funktion parallel verliuft. Auch
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hinsichtlich der rechnerischen Werte kommt sie in der Giite der Wiedergabe von Wachs-
tumsdaten der BerTaLanrry-Funktion zum mindesten gleich. Hierauf wies ich schon
frither hin, und Houennorr bestitigte diese Parallele. Mathematisch beruht sie aber
auf grundsitzlich anderer Basis.

Es liegen also jetzt zumindest zwei Funktionen vor, die fiir praktische Zwecke zur
Wiedergabe des Fischwachstums geeignet erscheinen. Nicht beriicksichtigen will ich hier
die ebenfalls oft zitierte GompERTZ-Funktion. Sie wurde nur relativ selten angewandt,
da bei ihr die Parameterbestimmung und damit auch ihre Beurteilung schwierig ist. Die
Entscheidung iiber die Eignung einer Wachstumsfunktion liegt also nicht mehr bei der
Giite der Wiedergabe von Mefireihen, sondern bei thren mathematischen Eigenschaften
und dem Aussagewert der einzusetzenden Parameter.

Mein Vorschlag besitzt vor der BERTALANFFY-Funktion zwei wesentliche Vorziige.
Zum ersten schliefit sie auch fiir die Lingenwerte einen Wendepunkt ein, wie er theo-
retisch zu erwarten ist. Noch wesentlicher ist der zweite Vorzug, dafl nimlich ihre
Parameter in mathematisch festgelegter Beziehung zur allometrischen Funktion stehen.
Hierdurch gestattet die neue Funktion auch eine direkte Auswertung von Gewichts-

} .
daten, ohne dafl man den Umweg iiber die Gewichtslinge (Vw) einschlagen mufl.

Noch entscheidender wird dieser Vorzug bei der Bearbeitung physiologischer Probleme
(KrticEr 1967).
Die BErTALANFFY-Funktion und mein eigener Vorschlag:
Ymaz
Y = 1
N rT¢
zeigen mathematisch einen sehr dhnlichen Aufbau. Beide enthalten eine Maximalgrofle
als Parameter, welcher sich der Organismus bei unbegrenztem Wachstum nihert, ferner
einen Geschwindigkeitsparameter, der die Steigung der Wachstumskurve wiedergibt
und einen additiven Zeitwert 75 bzw. £. Ein direkter Vergleich der Parameter ist
allerdings nicht moglich. Der Maximalwert liegt bei meiner Funktion wesentlich hoher
als bei der BerTaLansFY-Funktion. Durch den gréfleren Abstand von den Mefdaten
lZuft er aber nicht so leicht Gefahr, unterhalb von real vorkommenden Maximalgroflen
zu liegen, wie es HoneENDORT fiir den Nordseesteinbutt angibt.

Alle Parameter, die wir bei unseren Berechnungen einsetzen, stellen zunichst rein
mathematische Zahlenwerte dar, und es erscheint mir wenig sinnvoll, ihre biologische
Deutung zu stark zu bewerten. Ihre biologische Interpretation bleibt eine sekundire
Aufgabe.

Den Geschwindigkeitsparameter stellt in der BErTaLANFFY-Funktion der Exponent
. K dar. Seine Bezichung zur Wachstumsgeschwindigkeit ist aber nicht so einfach, wie
es Honenporr (1966) annimmt, Das zeigt sein Beispiel fiir das Lingenwachstum des
Nordseebutts (Scophthalmus maximus) (seine Tabelle 5).

Er findet fiir die Miannchen des Nordseebutts fiir K den Wert 0,2690 und fiir die
Weibchen 0,2594. Demnach wiirden die Minnchen schneller wachsen als die Weibchen.
In Wirklichkeit wachsen letztere in dem beobachteten Zeitraum von 8,3 cm auf
60,82 cm heran, die Minnchen dagegen nur auf 53,5 cm. Das Wachstum der Weibchen
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ist also eindeutig stirker. Die Ursache fiir diesen Widerspruch liegt darin, dafl K die
Geschwindigkeit bestimmt, mit der sich das Wachstum dem Endpunkt nihert. In den
Wert fiir K geht die Maximalgrofle ein, und diese ist bei beiden Geschlechtern sehr
unterschiedlich. Sie betrigt nach Homenporr fiir die Mannchen 53,88 cm und fiir die
Weibchen 62,17 cm. Da man beim Wachstumsvergleich auf der Basis der BERTALANFFY-
Funktion den Wert fiir L, bei verschiedenen Arten oder Geschlechtern nicht konstant
halten kann, bildet X keinen eindeutigen Ausdruck fiir die Wachstumsgeschwindigkeit.
Der b-Wert der Forp-WarrorD-Formel bietet in dieser Beziehung eine ghinstigere
Vergleichsbasis, da er vom Anfangswert I; ausgeht, der bei beiden Geschlechtern gleich
ist. Der b-Wert betrigt in diesem Falle flir die Minnchen 0,7642 und fiir die Weib-
chen 0,7715. Er gibt das Verhiltnis der Wachstumsgeschwindigkeit also besser wieder.

Wihrend die Geschwindigkeitsparameter der BerTaLanrry-Funktion und der
WaLrorD-Funktion einen exakten Vergleich zulassen, ist ein solcher nicht mit dem Ge-
schwindigkeitsparameter meiner Funktion méglich, da hier die Wachstumsgeschwin-
digkeit durch zwei Parameter ausgedriickt wird: log N und &.

Der dritte Parameter, den die Berraranrey-Funktion und mein eigener Vor-
schlag enthalten, ist mathematisch gesehen die Zeitspanne, wihrend der sich der Or-
ganismus von der Dimension 0 zu der ersten gemessenen Linge entwickelt hat. Da
aber Larven- und Embryonalentwicklung offensichtlich bei beiden Funktionen nicht
von den Parametern des postlarvalen Wachstums erfafit werden, stellt dieses ,pri-
patale“ Alter einen rein rechnerischen Wert dar, der von der mathematischen Inter-
pretation der Wachstumskurve bestimmt wird. Dadurch, daf} die BERTALANFFY-Funk-
tion keinen Wendepunkt enthilt, fillt sie in dem prinatalen Bereich wesentlich stirker
ab, und es ergeben sich hierdurch geringere Werte fiir das prinatale Alter, als bei
meiner Funktion. Die 7p-Werte liegen daher eher in der Dimension des prinatalen
Alters, aber auch HoHENDORE ist in dieser Deutung sehr zuriickhaltend,

Die Bedeutung des £-Wertes meiner Funktion liegt vor allem darin, dafl er die
Kriimmung der relativen Wachstumskurve kennzeichnet, er ist mathematisch also ein
Kriimmungsparameter, Sein Vorzug ist ferner, dafl er wenig kritisch ist und bei schnel-
ler wachsenden Fischen in vergleichbarer Grofenordnung liegt. Hierdurch wird ein
Vergleich von Wachstumsgeschwindigkeiten durch den Geschwindigkeitsparameter er-
leichtert. An anderer Stelle werde ich dariiber berichten. Bei der BerTaLaNFrFY-Funk-
tion ist 7y sehr kritisch und die Beziehung zur Kurvenkriimmung nicht so eindeutig.

Die Parameter der Forp-Warrorp-Funktion bleiben in ihrer mathematischen
Deutung noch niher zu analysieren. Anderungen des Parameters ¢ bedingen eine Ver-
schiebung der Werte auf der Regressionsgeraden, wihrend Anderungen des Wertes
von a die Regressionsgerade parallel zu sich verschieben. In welcher Weise die Wachs-
tumskurven hierdurch beeinflufit werden, ist nicht ohne weiteres zu {ibersehen.

Meine Ausfithrungen und mathematischen Begriindungen haben gezeigt, dafl der
an sich gegebene Zusammenhang zwischen den Parametern der BERTALANFFY-Funktion
und der Forp-WaLForD-Formel nicht in so einfacher Weise fiir die Bestimmung der
BErTALANFFY-Parameter ausgewertet werden kann, wie es HOHENDORF vorschligt.

Wenn HoHENDORF (1966) in seiner Zusammenfassung behauptet, ,durch die Ver-
wendung dieser linearen Beziehung als Rekursionsformel fiir die BERTALANFEFY-Funk-
tion kann ein einfaches und leicht anwendbares Verfahren zur exakten Bestimmung
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der Parameterwerte und Wachstumswerte auf rein rechnerischem Wege angegeben
werden®, so konnte das nicht bestdtigt werden. Zur Klirung des Zusammenhangs zwi-
schen der BerTALaNFFY-Funktion und meinem eigenen Vorschlag war ich an einer
wirklich exakten Bestimmung der BERTALANFFY-Parameter interessiert. Leider erfiillt
der Vorschlag von HoHENDORF nicht diese Forderung. Wenn man den auf mechani-
schen Tischrechnern mithsamen Weg iterativer Berechnungen vermeiden will, bleibt —
wenigstens vorliufig — die graphische L8sung, wie ich sie zur Ermittlung von Lo an-
wandte, ein wichtiges Hilfsmittel. Daneben erleichtert die Ausnutzung der Beziehun-
gen zur FOrRD-WaLForD-Funktion die Parameterberechnungen. Ich hielt es fiir wichtig,
meine Erfahrungen mit dem Vorschlag von HoHeNpORE zu verdffentlichen, um kiinf-
tige Benutzer iiber die Grenzen dieses Verfahrens und seine Anwendbarkeit zu unter-
richten. Vollkommen ungeeignet ist sein Verfahren zur Berechnung von [;. Mathe-
matisch richtig ist nur der eingegebene Anfangswert. Fiir eine bessere prozentuale An-
niherung mufl der optimale Wert fiir Ly beziehungsweise ¢ als dritter Parameter be-
stimmt und angegeben werden.

Die Bearbeitung biomathematischer Fragen deckt immer wieder bei den verschie-
densten Autoren fehlerhafte Formulierungen auf, Nur mit dem Bemiihen, auf mathe-
matisch einwandfreier Basis rechnerisch einen mdglichst guten Anschluff an gegebene
Mefidaten zu erreichen, wird es méglich sein, mathematische Verfahren bei der Er-
forschung der Lebenserscheinungen einzusetzen. Von groben Niherungen kdnnen wir
keinen Fortschritt unserer Erkenntnis erwarten.

ZUSAMMENFASSUNG

1. Zur Charakterisierung des Wachstums von Fischen hat HoHENDORF (1966) ver-
sucht, die von TavLor formulierte Beziehung zwischen den Parametern der Ber-

TaLANFFY-Funktion und der Forp-Warrorp-Formel: L., = 1—f-§ und K = —Inb

zur Berechnung der BerraLanrry-Parameter auszunutzen. An Hand der mathe-
matischen Bearbeitung einiger Beispiele wird gezeigt, daf sein Verfahren nicht zu
Parametern fithrt, die als exakt zu bezeichnen sind.

2. Die Forp-WaLrorD-Formel enthilt einen dritten Parameter ¢, der mit /; in die Be-
rechnung eingefithre wird.

3. Der dritte Parameter gestattet in sehr einfacher Weise die Ableitung der Ber-
TALANFFY-Funktion von der Forp-WarLrorp-Formel und bestitigt die von TayLor
aufgestellte Beziehung zwischen den Parametern.

4. Es werden die Griinde untersucht, aus denen sich bei Anwendung des Verfahrens
von HouENDORY nur Niherungswerte ergeben.

5. Hierbei ist die Tatsache entscheidend, daf} die Parameter der Regressionsgeraden der
Forp-WaLrorp-Formel die linearen Differenzen zwischen den berechneten und den
gemessenen Werten zum Minimum machen, wihrend bei der Wachstumsberechnung
das Minimum der prozentualen Abweichungen gesucht wird.
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