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Summary. We prove Lp majorations for the suprema of  the intersection local 
time of  two planar Brownian motions. We deduce a sufficient condition on the 
correlation o f  two Brownian motions for their i.l.t, to be continuous. 

R6sum6. On prouve des majorations en norme Lp pour le suprema des temps 
locaux d'intersection de deux mouvements browniens plans, renormalis6s ou 
non. On en d6duit une condition suffisante sur la corr61ation entre deux brown- 
iens pour que leur t.l.i, soient continus. 
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0 Introduction 

Soient (flu, u > 0) et (ill, v > 0) deux W-mouvements browniens plans issus 
de 0. Pour 6tudier les recoupements des trajectoires de (ft,, u < t) et (fi~, 
v < s) on introduit les temps locaux d'intersection de fi et if ,  soit le processus 
index6 par IR 2, (c~(x, t, s), x E 1R 2) (Volt Geman et al. [5], Mathieu [9], Rosen 
[12] ou Yor [17]). Formellement, c~ est d6fini par l'intdgrale: 

t s 

( , )  ~(x, t, s )  = f d u f d v ~ x ( p u  - ~'v) 
0 0 

off 6x ddsigne la masse de Dirac au point x. 
On peut donner un sens /~ l 'expression ci-dessus en rempla~ant la masse 

de Dirac par une suite de fonctions fzr telle que la mesure fN(X)dx converge 
vers 6x quand N tend vers +oo.  I1 faut cependant 6tre pr6cautionneux quant 

t s 
au choix de fN pour obtenir la convergence de fo dufo dVfN(flu- fl~). 

Une foix l 'existence des temps locaux d'intersection 6tablie, diff6rents au- 
teurs ont 6tudi6 les propri6tds de r6gularit6 de c~(x, t, s) en x. Geman et al. 
[4] ou Yor [17] ont montr6 que si fl et /3 ~ sont ind@endants alors pour 
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tous t, s=>0 et tout c < 1, presque sfirement, la fonction x---+ c~(x, t, s) est 
h61d6rienne d 'exposant c. I1 n 'en  est pas de m~me pour les temps locaux 
d'auto-intersection d 'un mouvement  brownien plan. En effet si fl = fi~ alors 
~(x, t, s) ---+ + c o  quand x ---+ 0. I1 faut alors renormaliser ~. Plus prdcisement, 
on montre que le processus y(x, t, s) = e(x, t, s) - lE[~(x, t, s)] admet un pro- 
longement continu en x 1 0. De plus ~ est p.s. h61d6rien d 'exposant c en x, 
pour tout e < 1. 

Afin de mieux comprendre ce dernier r6sultat, nous nous sommes int6ress6s 
aux situations interm~diaires entre le cas p e t  fl' ind6pendants et le cas p = fl' 
en consid6rant les t.l.i, de couples de mouvements browniens corr616s. Deux 
questions se posent alors: existe-t-il un analogue du r6sultat de renormalisa- 
tion, et sous quelles conditions sur la corr61ation entre 13 et fl~ les t.l.i, ont- 
ils les m6mes propri6t6s de r6gularit6 que darts le cas ind6pendant? Nous 
avons donn6 dans Mathieu [9] une r6ponse positive & la premi6re ques- 
tion. L 'une  des motivations du travail pr6sent6 ici est d'6tudier la seconde 
question. 

Darts la suite de cet article nous nous placerons darts le cadre suiv- 
ant: (~2 , (~ ,  t > 0),IP) est un espace de probabilit6s filtr6. On note ~ = 
Zoo .  Soient (flu, u > 0) et (fir, v > 0) deux Z - m o u v e m e n t s  browniens plans 
issus de 0 i.e. pour tous t > s > 0, f i t -  fls et f l~ -  fl~' sout ind6pendants 
de ~ .  

On notera Rt,~ = [0, t] • [0, s]. 
Darts Mathieu [9] nous avons donn6 une construction des t.l.i, de fl et 

fl', (~(x, t, s), xEIR 2, t --__ 0, s >= 0). Nous avons not6 que ~(x, t, s) peut prendre 
la valeur +o~ et n 'est  pas toujours continu. C'est  n6anmoins la version la plus 
r6guli~re de la densit6 &occupation du champ al6atoire (flu - fir, (u, v) ERt, s). 
Nous avons @alement prouv6 que le processus ~(x, t, s) - lE[c~(x, t, s)II - 
fl~,, u == 0)], d6fini pour ~(x, t, s) < +c~,  admet un (unique) prolongement 
continu (et fini) ~ ~2 ,  soit ?(x, t, s). Nous appelons ? le temps local 
d'imerseetion renormalisd (t.l.i.r.) de fl et flq 

L 'objet  de cet article est de d6crire les propri6t6s de r6gularit6 des t.l.i, ou 
t.l.i.r, de fl et fl' ~ travers certaines in@alit6s maximales. Nous chercherons 
donc des estimations en norme Lp de quantit6s du type: 

7(x, t, s) - y(y, t, s)  
supx, y 

Ix-y1 

OU 

~(x, t, s) - ~(y, t, s) 
SUpx, y Ix  - y I ~ 

pour e E]0, 1[. En fait, comme c'est  en g6n6ral le cas pour les in6galit6s en 
th6orie des martingales, il ne serait pas naturel de se restreindre /t des temps 
t et s d6terministes. De m~me que dans Mathieu [9], nous aurons recours 
/t la th6orie des in6galit6s pour des proeessus arr6t6s ~ des temps al6atoires 
queleonques (Voir Barlow et al. [2], Bismut-Yor [3], Mathieu [8] ou Yor [15]). 
Rappelons qu 'on d6signe par temps alOatoires les variables fg-mesurables 
positives. 
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Theoreme 0.1 pour tous q > 0, t/ > 2, e E]0, 1 [, 3 E]0, 2 - e[, il existe une 
constante, C, ind4pendante du choix de fl et fl~, telle que, pour tout couple 
de temps al~atoires (K, L), on ait: 

IE[  sup s u p ( ' ( x ' t ' s ) - ~ ( Y ' t ' s ' )  q] L,<=x,s<=L,:,,, ] x - y  Y < CIIL(2-~-a>q/Zll'~llK(a/2)qll'~ " 

En gBn~ral c~(., t, s) est/L valeurs dans IR+. I1 est donc exclu que les temps 
locaux d'intersection verifient eux-m~mes les in6galit6s ci-dessus. Cependant 
nous montrons que si fl et f~ sont ind6pendants, ou seulement "peu li6s", alors 
c~(., t, s) est continu (et fini) et satisfait les in6galit6s du th6orbme 0.1. 

Theoreme 0.2 Soit F E f#. Supposons qu'il existe m > O, tel que, IP. p.s. sur 
F et pour presque tout u >= O, on ait: 

2 d(fll, fl~) d(f2, f2) ~ m 
du du 

Ators: 
(i) pour tous t, s >= O, le processus x ~ c~(x, t ,s)l[r est fini et continu. 
(ii) Pour tous q > 0, I1 > 2, ~ E [0, 1[, 6 C]0, 2 - e[, il existe une constante 
C (ddpendant de F) telle que, pour tout couple de temps aldatoires (K,L),  on 
ait: 

U,__<K,,-<_L~,y ] x - - y  Y I r  < CII L~2 ~-~q/allnllK(6/a~qll,. 

(iii) Pour tous p > 0, t/ > 2, e C [0, 1[, il existe une constante C, telle que, 
pour tout couple de temps alkatoires (K,L ), on air: 

II sup K, Z)Hrllp _-< cIIgl- ll,pllZ'll,e. 
x 

Remarquons que si fi et fit sont ind6pendants, alors 

du du 

et le th6or~me s'applique avec F ---- ~2. 
Mais les hypotheses du th6or~me sont aussi v6rifi6es avec F -- Q si, par 

exemple, f l l e t  f~ sont ind6pendants, et f12 = f~. 
Par ana]ogie avec les in6galit6s obtenues par Baflow et Yor [1] pour les 

temps |ocaux d'un mouvement brownien r6el, nous appelerons les in6galit6s 
des th6or~mes 0.1 et 0.2 In~galitds Barlow-Yor. Ces in6galit6s impliquent 
6videnment les propri6t~s de r6gularit~ h61d6rienne de 7 on c~ mais elles sont 
plus pr6cises et pr6sentent un inter& en soi dans la mesure off elles expriment 
en quel SellS les temps locaux d'intersection sont contr616s par les normes des 
browniens arr~t6s (flit, t <= K)  et (fi~, s _-< L) dans les espaces de Hardy Hp. 
Dans le cas ind6pendant il est possible de pr6ciser les in6galit6s du th6or~me 
0.2 soit en remplaqant les temps al6atoires par des temps d'arr& (Voir 4), soit 
en remplaqant les puissance de L par des puissances de logL (Voir 3.2). 

L'article est organis6 de la facon suivante: la fin de cette introduction est 
consacr6e/t des rappels sur les in6galit6s pour des processus arr~t~s/~ des temps 



86 P. Mathieu 

al6atoires, Dans la pattie 1 nous 6tablissons les lemmes techniques dont nous 
aurons besoin. La partie 2 est la dhmonstration du th6or6me 0.1. bans  la pattie 
3 nous montrons le thdor6me 0.2 puis 6tudions le cas ind6pendant. Finalement, 
la pattie 4 est consacr6e h des in6galit6s Barlow-Yor pour les t.l.i, de deux mou- 
vements browniens ind6pendants arr&6s h des temps d ' a r r& Remarquons qu'il  
aura 6t8 n6cessaire d'btablir d 'abord des in6galit6s pour des temps quelconques 
avant de pouvoir pr6ciser les rdsultats pour des temps d'arr6t. Mentionnons 
que les t.l.i, de deux mouvements browniens ind6pendants ~ valeurs darts IR 3 
satisfont des inbgalit6s Barlow-Yor (Voir Mathieu [10]). 

O. 1 Lemmes  prbliminaires 

Nous rappelons ici quelques rhsultats connus sur les in6galiths en th6orie des 
martingales. Nous commen?ons par 6noncer deux lemmes g6n6raux: 

Nous ferons appel au lemme de Garsia Rodemich Rumsey (en abr6g6 
G.R.R.) tel qu' i l  est formul6 darts Barlow Yor [1, p. 203] (Cs aussi Meyer 
[11]): 

L e m m e  0.3 (G.R.R.) .  Soit  (U(a) ,  a E IR a) une flamille de variables al4atoires 
fi valeur dans un espace de Banach. On suppose que p.s. la fonct ion a ~ U(a)  
est continue. Supposons qu'il exis te  c~ > d, Y > 0 et Ha, ~, tels que pour tous 
a et b, on ait: 

IE[l u ( a )  - u ( b )  ?] =< H~<.~ I a - b t ~ 

alors, pour c E [0, (c~ - d) /7[etr  > O, on a: 

IE sup < ~4 ,,~o .~ ~ 

De plus il est possible de ehoisir: 

1 

c ~ - e T - d  

off ca est une constante universeUe ne d6pendant que de d. 
Rappelons le r6sultat sur les in6galit6s A temps quelconques que nous utiliserons 
(Cf. Barlow Jacka Yor [2] ou Mathieu [8] pour la preuve). 

Lemme 0.4 Soient (At, t > 0), (Bt, t > O) deux processus croissants continus 
dl droite, tels que, pour tout t, At et Bt soient ~-mesurables,  et Ao = Bo = O. 
On suppose qu'il exis te  Po > 0 tel que, pour tout p > Po, il existe Cp E IR+, 
tel que, pour tout temps al~atoire L on ait: 

IE[Ar p] ~ cp[IBPlloo. 

Alors, pour tous r/ > 1, q > 0, il existe une constante C~,q telle que, pour 
tout temps alOatoire L, on ait: 
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D'apr6s la proposition 2.4.1 Bartow Jacka Yor [2], on pent choisir 

Cq, q = crl, q (inr~>~0,,>~./( . 1)C q/p) 

ot~ c~, q est une constante ne d6pendant plus que de r/ et q. 

Les in6galit6s sur les martingales dont nous aurons besoin sont les in6galit6s de 
Burkholder-Davis-Gundy (B.D.G.) et celles de Bar low-Jacka-Yor  (B.J.Y.): 

M d6signe une martingale continue r6elle issue de 0. 

Inbgalitks B.D.G. Pour tout p > 0, il existe une constante Cp, telle que pour 
tout temps d'arrSt T on ait: 

II sup I Mt [lip ~ c~l[ <V~-~II~ 
t<T 

De plus, pour p > 2, on peut choisir Cp < cPp p/2, ofl c est une constante 
universelle (Cf. Burkholder [4] et Barlow Yor [1]). 

InOgalitbs B.J.Y. Pour tous p > 0, r/ > 1, il existe une constante Cp,,, telle 
que pour tout temps al6atoire L on ait: 

II sup I Mt I lip ~ Cp,,,H~>Lllp~ 
t<L 

(Voir Barlow et al. [2]) 

Notations. 

O n  no te ra  Xt* = SUPu<= t [ flu [ et  Y* = SuPv<s I fllv 1. D a n s  la  sui te  Cp, Cp, c . . .  
d6signent des constantes dont la valeur est susceptible de changer de ligne en 
ligne. On s 'est  eflbrc6 d'indiquer en indice de quels param6tres elles d6pendent. 

1 Quelques in6galit~s 

Nous avons regroup6 dans les quatre lemmes qui suivent des in6galit6s sur 
certaines fonctionnelles du mouvement  brownien. 

Soient c E [ 0 ,  l [ , p  > 0, g E l 0 ,  1 - c / 2 [ .  Pour h E N ,  on pose o n =  
1 - 2  n. 

Lemme  1.1 On pose 

~ ( s )  = SUpz ~ l Y - z  12~ 

Il existe une constante, C~,p, telle que, pour tout s >= 00 on ait: 

~p(S) < C 1 ps p(1-~) 

Ddmonstration. Soit n E N ,  tel que ~, > e. D'apr~s l'in6galit~ de Cauchy-  
Schwarz, on a: 

~p(S) ~ SP(I- -~nl )~  ~n _1(S) . 
~/TE'Gtl 
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I1 suffit donc de mont re r  le l emme  pour  c = e~. On proc6de par r6currence:  
c o m m e  ~~  = s p, l ' in6gal i t6  est vraie  pour  n = 0. D 'apr~s  la formule  d ' I t6 ,  

1.  pour  c > g. 

I / ~  - z 1 2 - ~  - I z 1 2 - ~  

- 2(1  - ~ ) f  /~;  
o I ~ - - - ; - i  :~ 

Donc  

+ 2(1 - ~)2fa~ 1_ 
o I ~  ~1 ~ 

~;r ~ ~,~sup (~ Ill ~:-~ 12-2~- I~ 12-:~1~ 1 
2' 

[i 
=< c~  ~ sup �9 [I/~; I ~ - ~ ]  + �9 ( ~ ,  ) 

z 

2c - -1  

i.e. S',+~ = ,p(S p(1 on+l) ~p (S) < C~ + ~p/2(s)). On en d6duit  le lemme.  

L e m m e  1.2 On pose  

t@(t, s )  --- SUpz ]E L\u<=tsup 0 I/~"-/~-zlz~J ] 

Pour  tout tl > O, tel que r + t 1 < 1, il ex i s te  une constante,  C 2 telle que, e, rl, p~ 
pour  tout t > s > O, on ait: 

~gp(t, s)  < C2, q, pSP(1-e-tl)t ~p 

D~monstrat ion.  Soient  x, y E 1R 2. 

z I x - z - Y l  2~ y - z - Y l  2~ 

C p ,  e , q  I X - -  y 12r/p . . .  

. . .  SUpz I x - z - / ~ '  t2(e+") ~)1 x - z - / ~ '  12(c+") 

<= Cp, e,, I x  - y 12"p s p(1-e-")  

d ' apr6s  le l emme  1.1. 
Donc,  d ' apr6s  G.R.R.,  pour  tout  t emps  al6atoire K:  

sup IE sup l dv  - f z -  ,6'~i2;t 

[c ! dv  dv  
< sup lE sup [x - z - fl~] 2c z \lxl<=x;: o ! - z7/~'~12~ 

~C. t "~ X *  2 t l P s p ( l - - e - - r l )  
~_ ~ p ,  e~ r I K oo  
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Le lemme 0.4 nous autorise fi remplacer dans l 'expression ci dessus iI(Xs~)2~P H oo 
par H(X~)2"PH2. Or [](X~.)znPI]2 =< CpIIK"PH3 d'apr~s BJ .Y.  D'o/1, en choisis- 
sant K = t: 

i n . - ~ - n [ , i  2< l - z -a~ .V  < ) ] < C o + z kku<t  0 0 

D'apr6s le Iemme 1.1 

[ ( ;  sup IE dv ) P ]  < Cp, e. qSP(1-e) < Cp, e.,lt.psP(l-r 
z I -z- /~[ '12e]  J = = ' 

On en d6duit le lemme. 

Lemme  L3  On pose 

4~p(t, s) = sup IE I t f d u  f du 
z L\o o I / 7 . - ~ - z l  =~ " 

I1 existe une constante, C~, p, telle que, pour tout t, s >= O, on air: 

~ep(t, S) < C 3 psPt p(1-e) 

D6monstration. I1 suffit de montrer le lemme pour e = en. C'est  6vident pour 
e = 0, et, s i e  E [�89 1[, de m6me que pour le lemme 1.1, d'apr6s la formule 
d'It6: 

r/s~, zl  ~-2< z l~ -~<l  4)p(t, s) < Cp sup IE dv liB, -/~'o - - IB'~ + 

F/sAt t ) 

I~m ~ ' - - -~  ~ j / )  J 

Or 

E , zl 2-2  zl2_2 1)  ] 
< Ce,~sPt pO-~) 

et, d'apr6s Cauchy-Schwarz 

F/sAt # Z 

I/7= - / ~ '  - zl=~) I )  

< c~ spi~m i r f d~fau I_ 
= [ t,o ~ l n . - ~ '  zl =~=~-') ' 
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(On a utilis~ pour la seconde in6galit6 l ' ind@endance de / ~ - / ~  et /~ pour 
u > v, et la version des in6galit6s B.D.G. donnde dans le corollaire 12 de 
Jacka-Yor [7].) 
Donc 

~9 %(t, S)  ~ Cp, e( tP(1-e)s  p "4- sP/2 02~/21(t, s ) )  . 

On conclu par r6currence sur 8n. 

L e m m e  1.4  Soien t  c E [0, 1[ et  6 c]O, 1 - c /2[ .  
I l  ex i s t e  une  cons tante ,  C 4 telIe que, p o u r  tous t > s > O, on ait: ~, ~, p ~ -- __ 

sup IE d u  dv  ~ 2 p/2 < C~ 4, 6, p Sp(1-g-(EI2))tSp 
-~o-zll+~JJ ] z ~ o  [ 8 .  ~ ; -  = 

D d m o n s t r a t i o n .  Soit e C] 1,2/(1 + e)[. 
On a: 

E 

s P ( 1 - ~ - I )  . . .  

�9 ~ ~o ~ o ~ I ~ -  ~'~-zl ~1+~ 

sup _ fi~ _ zlc~(l+c ) 

< s P ( 1 - e  -1  ) 
�9 o~Uo/~Jz I~ ~'~ zl~(,+~)j j 

" " l I E  [ ( s u p ( i l f l u - f l K v d V - ~ z l ~ ( l + e ) ) ( 2 / e ) - l )  

= sP( I  --c~- 1 ) Vlpp((2 /cO_ 1) k / ' " (~ /2) ( l+e) / t ,  s)O(~/2)(l+e)(t, S) 

Cs P( l - e -  ~ ) s( P/2 )( ( 2/~ ) -  l )(1-&/2 )( l +e ) -  q ) t q( P /2 )( ( 2/~ ) -  i ) s( P/2 ) l ( p/2 )( ~ - (  ~/2 )( I +e ) ) 

= Cs(P/2)(-~((2/~)-l)+(e/2)(l+e)+l-e)l(P/2)OT(2/~)-l)-(~/2)(l+e)+l) 

d'apr6s les lemmes prdc6dents, q a 6t6 choisi tel que q + (~/2)(1 + e )  < 1, 
r / > O .  
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Posons 6(t/, c 0 = �89 0 - 1) + (c~/2)(1 + c) + I - e). On remarque 
que quand t / ~  0 et e--+ 2/(1 + c ) ,  alors 6 ( t / , e ) ~  0. I1 est donc posible de 
choisir t/ et c~ tels que c5(~/, c~) < 6. 

2 Inegal i tes  B a r l o w - Y o r  pour les T . L . I . R .  

La preuve du th~or~me 0.1 repose sur la fonnule de Tanaka-Rosen: 
P.p.s., pour tous x E 1R z, t, s > O, nc~(x, t, s )  = -2~2(x,  t, s)  + T~ t, s)  avec 

T~ t, s) = ~ (x ,  t, s) + ~;'(x, t, s) - ~i(x, t, s) - -  ~ ' l ( X ,  t, s ) ,  

c q ( x , t , s ) =  dfi.; f dv f l . - f l ~ - x  
o o 1 ~ = ~ = ~ 2  , 

, flu - f l ~ - x  
~l(X, t, s) = rift'u; f du 

o o 1 ~ : ~ : 2 1 2  ' 

tAs 
~;(x, t, ~) : f du l o g l f l ,  - fl'.  - x l ,  

0 
tAs 

e'2'(x, t, s) = f du loglfl~ - fi; - x l ,  
0 

et 
t/ks 

~2(X, t, S) = f d u l o g l f l ~  - fl; - x [ .  
0 

Dans la preuve que nous avons donn6 de cette formule dans Mathieu [9] nous 
avions admis le r6sultat du lemme 1.4. La d6monstration de la formule de 
Tanaka-Rosen est donc maintenant complbte. 

o~2(x, t, s )es ta( f l ,  - fl'~, u > 0)-mesurable, donc 

T(x, t, s )  = v~ t, s )  - �9 [T~ t, s)II  ,~(fl. - Y.)]  
Pour montrer le th6orbme 0.1, il suffit donc de prouver les in6galitbs Bar low-  
Yor pour To: 

T h e o r e m e  2.1 pour tous q > 0, t/ > 2, c E]0, 1[, b C]0, 2 - c[, il existe une 
constante, C, ind@endante du choix de fl et fl~, telle que, pour tout couple de 
temps albatoires (K, L ), on ait: 

IE [  sup s u p ( T ~  q] 
Lt<=K,s<=L x*y ~ -- ~ < CllL<2-~-a>q/all~llK(a/x)qll~ " 

Remarques. de m~me que da~s Mathieu [8], on montrerait que le th6orbme 2.1 
implique l'in&galit& pour tous q > 0, t/ > 1, 0 > 0, e C [0, 1[, 6 E]0, 2 - e[, 
il existe une constante, C, ind@endante du choix de fi et fi', telle que, pour 
tout couple de temps aldatoires (i, K,L) ,  on ait: 

I E [  sup s u p (  T~ t' s) - T~ t' = Lt<=K,s<=Lx~=y ]-x~Y-~ s ) )q]  < C''L(2-e-6)q/2K(6/2)q 

(1 + IlogK] ~ + ]logLl~ . 
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Ddmonstration. La d6monstration s'articule autour de l'in6galit6 suivante: pour 
t E I R + , s E I R + , x E I R  a , y E ~ d  et e E [ 0 ,  l [ , 6 E ] 0 , 2 - e [ , p  > P0, on a: 

V 1,0 x, <= i x - , i  (,  ) 
L tt < t, s t <s J 

s(P/2)(2-e-6)t(P/2)6 . 

(a) Montrons que les diff6rents termes de la formule de Tanaka-Rosen pour 
7 ~ v6rifient (*): 
Soient x et y dans IR 2. 
(i) Soient t _-> 0, s > s'.  

IE sup I~l(x, t ' ,  s )  - ~ ( y ,  t ' ,  s ) l  - sup I~l(X, t', s') - ~ ( y ,  t', s')l 
\ e  _<t t' ~t 

l dv ~ . u - r v - X  
__<IE sup I f  rift.; ~ Z - ~ 7 ~ 2  1 f l s  p 

L s t  <=tt <=t s t u A s  t I J u  - -  k ' v  - -  1 

CplE [ ~ f d u l s  f dVl~u ~ v : ~ ] 2  lf lu__fl :__y]2 ]2 

par B.D.G. 

<__ C~,plx- yl~PlE [ fdu(  f dv 1 

car a 1212 
< c~, ~, plX - yt~P(s - S') p(1-(e+6)/2)tfip/2 

pour tous 6 r 2 - r d 'apr6s le lemme 1.4. 
De G.R.R., on d6duit: 

{( IE sup ICq(x, if, St) -- ~Xl(y, if, S')l 
\ d  __<t, s t ~s 

N CE, 6, pl x -- Y[ epsp(1-(e+a)/2)tap/2 

pour2 < p(1 - (e + 6 ) / 2 ) .  
I I  (ii) On cherche maintenant ~ 6valuer c~ 2 . 

~I11 _ _  II sup 2ix, {, s ' )  c~2(y, t ', s ' ) f  
t t < t , J  <=s 

/ tA~ 1 
--< C ~ [ x -  y[S sup { f d v  
- ~'__<~ ' , o  IP~ - Y,, - x l  ~ 

1 )~ /2 ]  

e 1 1 
b < Ccla _ bl ( la~s  + {b~T~) 

ib12 = 

+ f d v  1 
o 1 1 3 ~ - 1 3 ; , - y l  ~ " 
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Za Soit ( t, a E IR+, t E IR+) une version bicontinue des temps locaux de Ifi[. On 
notera L~ = supa L] 
Alors 

t dv t dv 
f l /~o_~,_~l  ~ < of 0 = II/%1 - I/~' + x l  I ~ 

<__ f da L~ 
~+ [a-  [f~ - x  I 1~ 

x,* da 
<__ L ;  f I .  - l~' - xl I ~ o 
<= C LTIX,*[ ~-~ . 

D'ofl, compte tenu de l'in6galit~ IE[(L~)q] < Cq t q/2, Vq > 0 (Cf. Barlow Yor 
[1]: corollaire 5.2.1.) 

I I  _ _  0~111 ] ~. ]E sup [a2(x,t',s ') 2tY, t ' , s ' ) f  < Cplx -y leP( tAs )  (p/2)(2-~) 
L t, <=t, ~, <~ 

Les calcu]s pour los autres termcs de T-R(2) sont sernb]ables. 
Des r6sultats de (i) et (ii), on d~duit (*). 
(b) Montrons que (*) implique le th6or~me: Soient c El0, 1[, 6 ~]0, 2 - e[ 
Soient c '  ~]e, 1[, 6' El0, 2 - e'[. Soit P0, tel que (*) soit v&ifi6e pour e' ,  6' 
et P0 > 2/(e '  - e). Alors pour p > P0, on a e  < e'  - (2 /p )  

On applique G.R.R. ~ (*): pour tout r > 0, t => 0, s > 0: 

t'<=t,s'<~,lxl<r, lyl<r,x+y ~ -- "~ 
<= Cp, e, el, g~ rPU-e)s(P/2)(2-el-61)t(P/2)61 

Posons qS(t) = t + (Xt*) 2 + (Yt*) 2. 
On a, pour tout couple de temps al6atoires (K, L): 

IE sup (y~ t , s ) - 7 ~ y ,  t , s ) )  p] 

r=<llKIl~,s_-< Iltlloo, Ixl, lyl <3lF ~ l l o o , x ~ =  y ]X -- y[ e 

=< Cp, c, ~,, 6, I lZll~ =<2-c'-65>11K1]~/2)6' IIq~(K v Z)lt~/2x~'-~> 

<_% Cp,~,j,6,114)(Z)ll~/2X2-~'-6' ll4)(K)li~/2)qll4)(g)ll~ 

Sill~b(L)lloo > II~b(K)ltoo, on chois i t  c5 = eS'. 

SillqS(L)lloo < [l~b(K)llo~, on chois i t  cY = ~5 + ~ - c ' .  
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Dans tous les cas, on a: 

, __< x, , __< L, Ixl, iyI_-<3V~TKvL>~,~ 1 7 - - ~ 7  

< c IIO(L)II~/2><2-~-a>IIO(K)II~/2)a ( l )  

Par ailleurs, le support  de ~(., t, s) est contenu dans la boule centr6e de rayon 
qS(t V s), donc, s i x  > 2~/q~(t V s), alors 

2t}, 
y~ t, s )  = - du log[fl~, - fl~, - x  I 

TC 0 

et 

,<K,s<=L, Ixl, l y l > 2 ~ , x S e y  ~ ~ " ~  

[ ' )J __< CIE sup 
Ix[ > 2 ~  du Iflu -=fllu -- XI g 

K A L  1 
<-- C]E (-O(K V L) e/2 )p 

< CIE[dp(K A L) p(1-(e/2))] 

(2)  

(1)  et (2) impliquent: 

(Notez  que si Ixl ~ 2v/r et lyl ~ 3v/~b(K V L ) ,  alors il existe z tel 

que 2 v / q S ( K V L  ) < [z] < 3 x / q b ( K V L  ) et I x - z l  < I x -Y l ,  l Y - Z l  -<_ i x -  
Yl. Alors 

17~ t, s ) - ? 0 ( y ,  t, s)] < I x - yle( sup 
V~ t, s ) - v~  t, s) 

IX - -  Z] c 
+. . .  

sup 70(y, t, s)  - 7~ t, s)  ).) 

k~l > _ _ 2 ~ ) ; , y  l y  - z l  ~ 

Notons que d'apr6s B.J.Y, IIqS(L)[jq ~ Cq,,TliLllq, 7, pour q > 0 et t/ > 1. 
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Donc, d'apr6s le lemme 0.4: 
pour tout p > 0, t/ > 1, il existe Cp,,,~,~, telle que pottr tous temps 

al~atoires K, L: 

]E t<=K,s<=L,x-~ySUp ( 7 ~ 1 7 6  6I[L(p/2)(2-e-~)[I ~ [ x  - y[e = 

II 4)( K )(p/2 )6 II ~ 

(On a appliqu6 le lemme 0A pour un temps K fix6 

On applique maintenant une seconde lois le lemme 0.4 en tenant compte de la 
valeur de la constante donn6e darts l'6nonc~ du lemme: 
pour tous q > 0 , 0  > 1 

]E t' s) - 7~ t' s) ) q 1 
Lt<=K,s<L,x+y 

Cp, q, rh O, e, 6 [I L(p/2)(2-e-6)I[~ q/p> 

II(K)(q/2)all o . 

Donc, pour tous q > 0, 0 > 2, en choisissant t / =  0 -  1, 

II(K)(q/2)a[] o . 

3 ln~galit6s Barlow-Yor pour les T.L.I. (Non Renormalises) 

D'apr6s les r6sultats de Mathieu 9, il est exclu que les t.l.i, v6rifient les 
in6galit6s Barlow-Yor en g6n6ral mais nous allons montrer que, sous certaines 
conditions sur la covariance de fl et fl', on peut obtenir les in6galit6s Bar low- 
Yor pour 7. 

3. l Condition suffisante pour que les t. l.i. v&ifient Ies indgalitgs Barlow-Yor: 
preuve du thkorOme 0.2 

On note: 

fl(b/) = (ill(U), fl2(bt))et f (u) = (fl'i(u), fi~(u) ) 
hi(u) = 1 d(fll, fl'l)u d(fl2, fl12)u 

du h 2 ( b / )  = 1 du 

l (d ( f ld f2 )u  d(f ldf~)u ) h l ' 2 ( u )  = - - 5  - ~  " 

Alors h 2 < hlh2 < 1, 0 < hi, 0 < h2. F v6rifie les conditions du th60r6me: 1,2 = = = 
IP.p.s. sur F et pour presque tout u, hi(u) + hz(u) ~ m > 0. 
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De m~rne que pour le thdor~me 2.1, il nous suffit de montrer que, pour 
tout p > p0, e E [0, 1[,/~ C]0, 2 - c[: 
(,) 

F "1 

[ sup -<_ Ix- yl IE s (P/2) (2-e-a) tP(6/2)  
L ff <=t,s t <=s J 

On sait d6ja que y0 v&ifie (*), il ne reste qu'h montrer que: 

I sup 1~2(x , { , s ' ) -0 :2 (y , t ' , s ' ) lP l l r l  <= Cp,~,a I x -  IE y j e p  s (p /2 ) (2 -e -a ) tp (6 /2 )  
Lt, <t,s' <=s J 

Cela d+coulera du lemme: 

Lemme 3.1 Sous tes hypoth2ses du the6rkme. 

5 Soient p > 0, e E [0,1[. II existe une constante C p,~, telle que, pour tout 
t > O ,  on ait: 

sup I E [ (  i du ) P ]  51p(l_(e/2)) 
x [flu --  fllu --  X[ e ]IF ~ Cp, e 

D6monstration. D'apr~s la formule d'It6 : 

I/3, - / 3 1  - ~ 1 2 - ~  - Ixl ~ - ~  

t 
(2 r  ' �9 ' = - - G ) ,  & - G - x ) l ~ .  - / 3 "  - ,~1 

0 

t d u  

x [lfl~ -/3~ - x l 2 ( h f f  u) + h2(u)) - c((/31(u) - fi~l(u) - xl )2hf fu)  

+ 2(flffu) - fl'l(u) - xl )(fl2(u) - f2(u)  - x2 )hl,2(u ) 

q- (fl2(U) -- fi~(U) --  x 2 ) 2 h i ( u ) ) ] .  

Soit c > 0 tel clue, IP.p.s. sur F et pour presque tout u, on ait: 

C ~ h l (U ) q- h2(u ) - Sh l (U) ;  c ~ h l ( u  ) @ h2(u ) - E'h2(u) 

et 

e 2 --  C(hl  q- h2)(2  - s  q- (h i  q- h2 -}- - g h l ) ( h l  q- h2 q- - e h 2 )  - g2h2,2 > 0 . 

(Ce qui est possible avec nos hypoth6ses.) 
Alors, sur F: 

I/% - fi'~ - x l 2 ( <  + h i ) -  ~ ((fi~(u)-/3'~(u) - x l ) 2 h l  + - - -  

+ 2 ( i l l (U)  -- fi"l(U) -- x l ) ( f l 2 ( u )  -- f i~(u) -- x2)hl ,  2 + . . .  

-~ (fi2( u ) -  f i t2(u) - x 2 ) 2 h 2 )  > clf lu - fllu - - X l  2 
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Donc,  sur F 

On a 

t du I" 
Jo I ~  - ~" - xl ~ 

c ( l &  - ~;  - xl  2 - ~  - Ixl 2 - ~  - ( 2  - e )  

t 

f ( d ( ~  - y.);  ~ -/~'~ - x ) l ~  - ~'. - xl-~) .  
o 

[ ( f~ ,  - fl; - x l  2 - ~  - I ~ f : - ~ )  ~] =< G , ~ ( t ~ I  < : - ~ ) ;  + t p(~-(~/:)))  

d ' ap rbs  B.D.G.  
Et: 

(d (~ , ,  ' ' - x - / L ) ; / ~ .  - / L  - ~ ) l / ~ .  - / ~ ' .  ] - ~  

<_ G,e(tP/aIE [(Xt*)P(1-r ] q- tP/2lxlPO -e)) 

<~ Cp, E(t p(1-e)/2 -F tp/21xlp(l-e) ) 

<~ Cp, e([x[ (2-e)p q- tp(1-(e/2))) 

Doric: 

I/~. - ~" - x l  ~ ~ 

d 'oh ,  pour  tout t emps  al6atoire K:  

x x ]IF 

< 

d ' a p r &  B.D.G.  

CGp(lXl (2-e)p -[- tP(1-(e/2))) 

sup IE ]/~u - ]~" - x] ~ l i t  
Ixl <2tl v'K+X~ +Y~ II~ 

1~l>=2jl.m+x; + r ; , ~  I ~  - ~" - xt ~Hr 

=< G,~ [ [ v ~ + x ~ + Y ~ [ I g 2 - ~ ) +  �9 I I v ~ + x ~ + ~ l G  
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On d6duit alors du lemme 0.4 et de B.J.Y. que 

sup IE < [I Kp(1-(~/2)) 112 _/3, xl~n; =G,~ X 

Fin de la preuve du th4orOme 0.2: 
On a: 

IE[  sup [eZx, tl, s') - ~2(y,t',s')lPlIr] 
L t, __<t,s, __<s 

<= G'Plx-YFpsupmz 1/3. - / 3 '  - z F  ~r 

< C~,plx _ y[ep( t As)(1 (e/2))p 

d'aprbs le lemme C.1. 

( , )  est donc 6tablie. Le lemme de Kolmogorov implique que le processus 
x ~ ct(x, t, s) admet une version continue. On d6duit de (*) les in6galit6s 
(ii) de m~me que pour le th~or~me 0.1. De plus ]P.p.s., le support de ~(.,K,L) 
est compact. Les in~galit6s (iii) d6coulent donc des in6galit6s (ii) pour ~ = 0. 

3.2 PrOcision sur les in4galitOs Barlow Yor dans le cas ind@endent 

Nous pr6cisons un peu les in6galit6s du th6orbme 0.2. 
On suppose dans ee paragraphe que /3 et/31 sont ind@endants. 

Theoreme 3.2 Pour tous q > 0, q > 1, e E [0, 1[, il exite une constante, C, 
telle que pour tous temps alkatoires, L, on ait: 

IE supsup < C(1 + [l(log+t)3q[l~) 

DOmonstration. De m~me que pour le thdor6me 0.2., il suffit de montrer que: 
pour tous e E [0, 1[, p > p(e) ,  r > r(c),  t > t(e): 

]E[sup sup ( ~ ( x ' s ' l ) - ~ ( Y ' s ' l ) ) P ]  < Q p ( l o g r + l o g t ) 3 p  (1) 

L,= <, Ixl,lyl<r,x.y y x - - y  = ' 

En effet, (1) implique, grace au thdor6me 0.2, que, pour p > p(e) ,  et tout 
temps al6atoire, L, on a: 

lE [ sup sup ( ~(x's' l ) Z c~(y's' ~ P] 
Ls<=Lx,y \ I ~ -  yl ~ 1)/ 

< Q,p log t ~  + l~ + 

y .  \ 3  

log + ~ ) 
rte ) / 

p) 
+ L A t ( e ) + L A T r ( c )  oo 

off T4z ) = inf{t; Art* > r(e)  ou Yt* > r(c)} . 
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Apr6s avoir remarqu~ que, pour q > 0, t/ > 1 (Voir Mathieu [8]): 

II~og + x[ll~ =< c~..,dl~ + Io~ + z,/Iq,, 

il suffit d 'appliquer le lemme 0A pour conclure. 

Pour montrer (1), nous avons besoin d' informations sur les constantes qui 
apparaissent dons los dift6rents lemmes de 1. Puis il faudra reprendre los calculs 
de la preuve du lh6orbme 2.1, et 6valuant /t chaques &apes la constante. Les 
calculs sont longs mais sans difficult6s. Nous ne donnons pas les d6tails ici et 
pr&6rons renvoyer le lecteur fi Mathieu 10. 

4 In6galit6s pour des temps d'arr~t 

Nous nous sommes jusqu'A pr6sent int6ress6s ~ des in6galit6s pour des proces- 
sus arr~t6s ~ des temps aldatoires quelconques. Dans certains cas particuliers, 
il est possible de prouver des r6sultats plus pr6cis en arr&aut nos processus 
des temps d'arr6t. Cela ne semble cependant pas toujours possible. 

Soil e E [0,1[. On d6sire maintenant exhiber une famitle de couples de 
temps al~atoires, J ' ,  te~Ie que, pour toug p > O, il existe une consta~te Cp, 
telle que, si (T ,S )  E J ,  on aft: 

( ~(x,t,s) -- ~(Y,t,s) ) P 1 sup \ ~_- ~- __< c~ E [(sr)~/~-~] 
~<S,t<_T,x~:y 

(1) 

Posons 
~z(x,t,s) -- o:(y,t,s) 

at, s = sup 
x , y  I x -  yl ~ 

Les calculs de Barlow-Yor suggbrent de prendre pour J ,  l 'ensemble des 
couples de temps d'arr&, et, pour 6tablir (1), d'6valuer des quantit6s du type: 

re )p ] IE sup at, s -  sup at, s -  sup at, s +  sup at ,~  IlS~v, (2) 
l ks<&t<T s<a,t<T s<S,t<r s<=a,t<r 

off ( L S )  E .7, ( z ,a )  ~ g ,  T > ~, S >= a p.s. et IE[ II] d6signe t 'esp6tance con- 
ditionnelie. 
puis d 'appliquer le lemme (4.3) de Bar low-Yor  [1], donl l '6nonc6 est: 

Lemme 4.1 (Barlow-Yor) .  Soient A ,B ,  C trois processus continus, adaptbs et 
croissants, avec A0 = 0, B0, Co _-> 0. 

On suppose qu'il existe k > 1 tel que, pour tous temps d'arr6t S, T, tels 
que S <= T p.s., et pour tout F E ~ s :  

IF. [(AT - As)kllF] <= ] lBkr lIFl [oo[ ]C~rlIF]]oo  . 

Alors, pour tout p > 0, il existe une constante Cp telle que pour tout temps 
d'arr6t T, on ait: 

IE[(AT) p] ~ CplE[(BTCT)P]. 
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Le calcul de (1) mbne naturellement fi consid6rer: 

off Rt, s = [0, t] x [0,s], (~a,b(x.B), a,b E IR+, x ~ IR d, B borelien de (IR+) 2) 
d6signe les temps locaux d'intersection des mouvements browniens (fi~+~- 
fla, U > O) et ' - f l ~ , u  = = (flb+~ > 0) calcul6s pour (u,v) ~ B 

aa, e(B) = sup 
x , y  Ix - yl ~ 

Or il n'est pas stir que, conditionnellement ~ ~vG,~ f l ,+~-  fi~ et fi'~+~ -fi~ '  
soient encore des mouvements browniens. 

Pour 6chapper fi cette difficult6, on supposera que .,% = Nt V N~, off ~qt 
et N~t sont deux filtrations ind@endantes telles que fi (resp fi') soit un 
(resp N')-mouvement brownien et on prendra pour Y,  l 'ensemble des couples 
(T,S) ,  tels que J -  (resp S) soit un temps d'arr& pour N (resp ~ ' ) .  Alors, pour 
(~,~) E J-, conditionnellement ~ ~,~w, flu+~ - fi~ et fl~+~ - fl" sont encore des 
mouvements browniens ind6pendants. Remarquons que, si l 'on ne suppose plus 
fi et fi' ind6pendants mais seulement d6finis dans la m~me filtration, il n 'est  
plus possible de choisir J -  comme ci-dessus. 

4.1 Indgalitbs Bar low-  Yor pour les t.l.i, arr6t& gt des temps d'arr6t 

Theoreme 4.2 Sous tes hypothbses ci-dessus i.e. ~ et ~ '  sont deux filtrations 
inddpendantes tetles que fl (resp flJ) est un (Y (resp ~ ' )  mouvement  brownien, 
alors pour tous q > 0, e E [0, 1[, 6 E]0,2 - e[, il existe une constante C telle 
que, pour tout ~ (res ~' ) - temps  d'arr6t T(resp S),  on ait: 

IE [ sup sup ( ~ ( x ' t ' s ) -  ~(y , t , s )%] [s(q/2)(2_e_6) ] [T(q/2),6] 

On utilisera le lemme 4.5, lui m6me cons6quence de la version suivante du 
lemme de Barlow-Yor: 

Lemme 4.3 Soient ~ et ~ ' ,  deux filtrations satisfaisant les conditions 
habituelles. On suppose ~ et ~ ind~pendantes. Soit owt = .~t V ~ .  soit 
(At, t E IR+) un processus continu, croissant, Y-prdvisible,  tel que A0 = 0, 
et que, quels que soient q > 1, t E IR+, IE[A q] < oo. 

On suppose que il existe ~ > 0 tel que, pour tout q > 1, il existe Cq, 
telle que pour tout T,S,fr d'arr~t tels que T > S , et F E ~Ys: 

1E[(AT - As)qlIF] < cqIIT~lIFlloo . 

Alors pour tout q > O, il existe une constante Cq, telle que pour tout ~- temps  
d'arrYt T: 

�9 [(Ar) q] __< G~[( r~)q] .  
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Dkmonstrat ion.  Soit q => 1 
On pose: 

A~ = lE[(At)qll~oo] = IE[(At)qll.~t]. 

Alors A: t e s t  continu et croissant. 
On a: 

m[A~ - A~IIF] 

= IEfA~ - A~IIF ] 

<= CqlE [(AT -- AS)AqT-1NFJ 

< Cq(IE[(Ar - As)gl[F]O/q)(IE[(Ar)qllFl)l-d/q) 

<= Cq[[T=][FH~I[A~TIIF[[~ -(Vq) . 

Donc, d'aprbs le lemme de Barlow-Yor: il existe, pour tout p > 0, une con- 
stante C?,q telle que: 

En particulier: 

IE[(Ar) q] =< CqlE [T~(A'r ) ~-(a/q)] 
= < Cq(lE[(T)~q])(1/q)(]E[AtT]) l-(1/q) 

Quel que soit t E IR+, IE[(AtAT) q] < o<3 donc: 

IEE(AtAT) q] <= CqlE[(t A T)~q] . 

On fait tendre t vers oc. 
D'o/l: 

IE[(Ar) q] <= CqlE[(r)~q]. 
Le lemme est donc d6montr6 quand Q => 1. 

Le cas q < 1 s 'en d6duit par des lemmes classiques (Cf. Meyer [11], ou 
Revuz-Yor  [12], par exemple). 

R e m a r q u e  4.4 On montre, grfice au lemme 4 Barlow Yor 1, qu 'on peut choisir 
C~ <-_ cqCq, off Cq est une constante universelle ne d@endant que de q. 

Lemme 4.5 Soient  ~ , ~ ' , j  c o m m e  clans le l emme  4.3. Soit  (At, s, s > 0, 
t > 0), un processus continu, tel que At, s soit fYt V fCs-adaptO, et ait tous ses 
m o m e n t s  finis, et, p.s.,  pour  tous t > t t, s >__ s:, u ---+ Au, s - A~,s, et  
v -+ At, v - A t , , v  sont  croissants et  Ao.s = At,0 = 0. 

On suppose qu'il  ex is te  ~ > 0 , ~  > 0 tels que, pour  tous q > 1, il 
ex is te  une constante Cq, telle que, pour  tous f# (resp fq:)-temps d'arrYt 
T >= z (resp S _~ ~r), F E ~ V ~ ,  on air: 

IE[(Ar, s - Ar - Ar,~ + Ar ~ CIIs~qlIFIt~IIT~qHFII~ 
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Alors,  pour  tous q > O, il exis te  une constante,  C, teIle que pour  tous 
T (resp S), N (resp f~ ')- temps d'arr~t, on ait: 

Ddmonstrat ion.  Fixons T => z, deux g- temps d'arr~t, et F E N~. On se place 
sous la probabilit6 conditionnelle saehant F.  On notera alors IE y e t  FII. lip 
l 'esp6rance et la norme Lp associ6es. 

Posons A~ = Ar, s -  A~,~. A est croissant, eontinu, et NT V N~s-adapt6. De 
plus, A v6rifie les hypoth6ses du lemme 4.3: pour tous S > a, N'- temps d'arrSt, 
G E N  / ~ ,q  => 1, o n a :  

IEF[(2s -- j~)qll G] < cqF[llIGa~qllooSlllIcT~q[Ioo. 

Donc pour tous q >= 1, il existe Cq, telle que pour tout S,N~-temps d'arr~t: 

]Ee[(As) q] = IE[(AT, s - A~,s)q][F] 

< Cq l l l lFZ~q l loo lE[a~q  ] . 

On applique une seconde fois le lemme 4.2, en tenant compte de la remarque. 
d'ofi: pour tous q >= 1, il existe une constante Cq, telle que, pour tous T 
(resp S), ~ (resl z N~)-temps d'arrSt, on air: 

IE[ (AT, s ) q] <= CqlE[S~q]IE[ T~q] . 

D~monstrat ion du thkorbme 4.3. On applique le lemme 4.5, avec: 

At, s = sup a d s  

I1 suffit pour cela de remarquer que, si T -> z (resp S => a)  sont deux N 
(resp Nr)-temps d'arrat, on a: 

Ar, s - A~,s - Ar,~ + A~,~ < sup c~,~(R t's) . 
s<=S-a,t<T-z 

Or les deux mouvements browniens fl~+~ - / ~  e t / ~ + ~ - / ~  sont ind6pendants 
entre eux, et ind~pendants de N~ V N~. 

Done a~,o(R t,s) est ind6pendant de N~ V N~, e t a  m~me loi que at.s. Donc, 
pour tous p > 0, s E [0, 1[, 6 El0,2 - s[, il existe Cp,~,~, telle que, pour tous 

V t .  t > O,s > O, F E N~ N~. 

IE[(Ar, s - A~,s - Ar,~ + A~,v)P]IF] 

Fc ] __< sup IIF 
[ . \ s<S-a , t<T--z  

[[c )" ]] < IE IE sup a~,~(R t's) IIf~ V ~,~ IIF 
\s<=I(S-~)~Fll~,t<=II(T ~)~FII~ 
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Cp, e, all( S - -  G)]IFII(Po~/2)(2-e--g~)II(T -- "C)]][F[}~/2)a 

d 'apr6s  le th~or6me 3.2 

=< Cp, e,a ][SRF [] ~/2)(2-e-a)]l  TIIF I1~/2)6 
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