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Summary. In the situation o f  the classical mean motion, we have n planets 
moving in the plane, planet k § 1 being a satellite of  planet k. A classical 
result then states that planet n has a mean motion, i.e. its mean angular speed 
between time 0 and time t has a limit when t---+ cx~. We show in this arti- 
cle that any real gaussian dynamical system can be interpreted as the limit 
o f  this situation, when n ~ ~ .  From a given nonatomic probability measure 
a on [0,~], we construct a transformation T of  the complex brownian path 
(Bu)0_<u_<l which preserves Wiener measure. T is defined as the limit o f  a 
sequence Tn, where Tn acts as the motion of  2 n planets. In this way we get a 
real gaussian dynamical system, whose spectral measure is the symetric prob- 
ability on [ - n ,  ~] obtained from a. The transformation T can be inserted in 
a flow (T t ) tE~,  and the "orbits" t ~ Zt : B1 o T t still have almost surely a 
mean motion, which is the mean of  a. 

Mathemat i c s  Subjec t  Classification: 28D99, 60J65 

1 Le mouvement moyen "classique" 

La situation classique du calcul du mouvement moyen a pour origine l'6tude 
du mouvement des plan6tes. Dans une vision (tr6s) simplifi6e de l'univers, on 
imagine n astres qui se d6placent darts un plan dont l 'origine est la Terre. 
L'astre 1 d6crit autour de la Terre une orbite eirculaire de rayon a h  fi une 
vitesse angulaire al; de mani~re g6n6rale, l'astre k + 1 tourne autour de l'astre 
k fi une distance ak+l de celui-ei, et avec une vitesse angulaire ~k+l. On 
s'int6resse au mouvement de l'astre n par rapport ~t la Terre. 
Si on repbre chaque point du plan par une affixe complexe, la position de 
l'astre n fi l 'instant t est 

z ( t )  = a le  i(~lt+~I) §  § anei(~nt+~) , 
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off les fik sont les angles rep~rant les astres les uns par rapport aux autres 
l'instant t = 0. 
Pour un choix g6n6ral des ak et des ilk, z( t)  ne s'annule jamais. On peut doric 
6crire la position A l'instant t sous la forme 

z(t)  = p(t)e ie(t) 

off p(t) > 0, et t ~ ~o(t) est une fonction r6elle continue (en fait, de classe 
C ~ ) .  

C'est  Lagrange [3] qui pose le premier la question du mouvement moyen: 
(~o(t) -  (p(O))/t repr6sente la vitesse angulaire moyenne entre l'instant 0 et 
l 'instant t. Lagrange se demande si cette moyenne a une limite lorsque 
t tend vers l'infini. Le mouvement moyen, lorsqu'il existe, est alors 
m = limt--.+oo qo(t)/t. 

Hartman tilt le premier ~ montrer l 'existence du mouvement moyen dans le 
cas g6n6ral. Weyl a ensuite 6tabli une fommle pour ce mouvement moyen, 
qui avait 6t6 conjectur6e par Wintner:lorsque les ek sont rationnellement 
ind6pendants, le mouvement moyen existe et vaut 

m = PlCq + " "  + pn~n 

Off les Pk sont des coefficients positifs ne d~pendant que des rayons ak. Plus 
exactement, soient 0x,. . . ,  0k-l ,  0k+l, . . . ,  0n n -- 1 variables al6atoires ind6pen- 
dantes, de loi uniforme sur [0, 2~] �9 Pk est alors la probabilit6 que la somme 

at ei01 + � 9  + a k _ l e  iOk-1 q- ak+lei~ + � 9  + an eiO'~ 

soit de module inf6rieur A ak. On a de plus le r4sultat remarquable suivant: 

Pl + ' " +  pn : 1. 

Ainsi, m est une combinaison lin4aire convexe des vitesses angulaires. Intuitive- 
ment, la formule de Wintner peut se comprendre ainsi: l 'astre k ne contribue 
au mouvement moyen que lorsqu'il est assez pros de la Terre pour toumer 
autour ! 

Le lecteur curieux pourra trouver tous les d~tails concernant les r4sultats 
de ce paragraphe dans [2, 5, 6]. 

On va maintenant 4tablir l 'existence d 'un mouvement moyen dans une autre 
situation, qui peut s'interpr6ter eomme la limite du cadre pr6chdent lorsque le 
nombre n de plan~tes tend vers l'infini. La courbe obtenue en reliant chaque as- 
t r ek  ~t l'astre k + 1 ressemble alors 6trangement/~ une trajectoire brownienne...  

2 Une transformation de la trajectoire brownienne 

Notons (f2, d ,  #) l 'espace canonique du mouvement brownien complexe issu 
de z6ro, sur l'intervalle de temps [0, 1]: 

- ~2 est l 'ensemble des applications continues de [0, 1] dans 112, qui s'annulent 
en u = 0. Pour co c ~2 et 0 < u < 1, on note Bu(co) la position de la 
trajectoire co A l'instant u. 
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- # est la mesure de Wiener sur fL 
- ~ est la tribu bor61ienne compl6t6e pour #. 

Soit a une mesure de probabilit6 sur [0, rc], suppos6e diffuse i.e. pour tout 
x E [0, ~], a({x}) = 0. Pour tout x E [0, rc], posons 

f ( x )  def a([0, x]) ; 

l 'application f est alors continue et croissante de [0, ~z] sur [0, 1]. 

2.1 Ddcouper, tourner et recoiler 

Pour tout entier n > 0, on ddfinit une transformation T. de (f2, sg ,# )  de la 
fa9on suivante: 

~l~By(a~/4) 

Bf(./2) 

Bf(~/4) 

oT~ 

B 0 - -  0 

c ~ ~ B 1  o T2 

F i g .  1. Action de T2 sur une trajectoire continue. 
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-Pour k E { 0 , . . . , 2  " -  1}, on fixe un r6el c~ appartenant ~ l ' intervalle 

j/cn d d f  

- Soit co E f2: la trajeetoire co est "coup6e" en 2 ~ morceaux, correspondant 
aux intervalles de temps f ( J ~ )  . . . . .  f ( J } , - 1 ) .  Le morceau correspondant /t 
f ( J ~ )  est toum6 de l ' angle  ~ .  La trajectoire T,(co) est obtenue en recollant 
bou t / t  bout les nouveaux morceaux. 

Plus pr6cis6ment, notons pour tout k c {0 . . . . .  2" - 1 } 

d d f  
Rnk = ]J f ( ( k + l ) / 2 n r o  - -  B f((k/2*')rc)  �9 

Soit u un r6el dans [0, 1], et k tel que u E f ( J~ ) .  On a alors 

k--I [  n 

B u o T n =  ~ e  JR~ + - . 
j=0 

Sous /~, (Bu o T~)0<u_<~ est encore un mouvement brownien complexe issu de 
zdro, et doric Tn preserve la mesure #. 

De la mSme mani6re, pour tout r6el t on peut d6finir la transformation T~, 
(T~)tc~ est alors un obtenue en rempla~ant l 'angle c~ k par tc~. La famille t 

groupe de transformations de ~2 pr6servant #. 

2.2 D@nition de la transformation T 

Consid6rons la pattie ~20 de ~ d6finie par 

21 / 
co ~ ~ / 2  LR~(co)[ 2 ~ 2 . 

k = 0  n---*oo 

La mesure a 6tant diffuse, on a 

0 

Par une propri6t~ classique du mouvement brownien 1, on a donc /~(f20) = 1. 

Proposition 2.1 Pour tout co E f2o, la suite des trajectoires (Tn(CO))nEN con- 
verge uniformOment par rapport ~ u sur [0, 1] vers une trajectoire con- 
tinue et issue de zdro, notre T(co). Sous I~, (Bu o T)o<_u<_~ est encore un 
mouvement  brownien, et donc T prdserve la mesure #. Enfin, pour tout 
co C f2o, T(co) E f2o. 

Preuve. Soit u un r~el dans [0, 1], et k tel que u E f ( J ; ) .  Pour tout x r6el, 
notons [x] la patt ie enti6re de x, et posons I = [k/2]. On a alors 

1 Voir par exemple [4] 



Mouvemem moyen et syst~me dynamique gaussien 49 

[B,, o T n + l  - B .  o T,,[ 

k--1 ian.+l n+ l  io: n+l 
= j~=oe' R'j e k (Bu-Bf((k/2,,+')re)) 

l--1 n 
i~ n e i~ (B.  --~_,e JRj - - Bf(l/2nre)) 

j = 0  

k - - l l  ic~n+l 
<= jFo e J - e'~/21 B f ( ( ( j + l ) / 2 , , + l ) r e )  - Bf(j/2,,+lre ) 

i n+l . n Bu 
+ e ~ - e ~ [ / 4  2] - -  Bf((k/(2n+l ))re) 

k-1 r~ 2 ~ , 
<= "= ~ B f(((j+i)/(2 "+1))re) - B f((j/2n+l)re) + - -  B f((k/2n+l)re) 

<= k+1) 

I i@10 Bf(((j+l)/2n+l )TO) 2 B,, -- Bf((k/Zn+l)r 0 2 -- B f((j/2n+l )r 0 + 

Or, comme la trajectoire est uniform6ment continue sur [0, 1], on a pour n 
assez grand 

B. B f((k/2n+l )tO 2 - < 1 .  

De plus, comme co C g20, on a aussi pour n assez grand 

k-1 Bf((j/2n+l) n) 2 
j~=o B f(((j+l)/2n+l)re) - ~ 3 . 

Ainsi, pour n assez grand ("assez grand" d6pendant de co, mais pas de u), on a 

1 
]Bu o Tn+l - -  Bu o T,,] <- 2~2n/2 , 

ce qui suffit fi montrer la convergence uniforme de la suite de trajectoires 
(Tn(co)). La trajectoire limite T(co) est forcrment continue et issue de zrro. 

En utilisant des rrsultats classiques sur la convergence en probabilit6 des 
variables alratoires gaussiennes, on obtient immrdiatement clue (B, o T)0_<~_<l 
est un processus gaussien centrr. De plus, la convergence ayant lieu aussi dans 
L 2, on montre facilement que ce processus est encore tin mouvement brownien. 
Montrons enfin que pour tout co E Q0, T(co)E g20. En utilisant la majoration 
obtenue ci-dessus, on trouve 

2n--1 ~ 2 =  1/2 
IR~ o T - R~ o T.I <_- o. 

k=0 p >_n 2 P n ---+ oo~ 
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On en d6duit 

2 ~z - -  1 2 >~ - -  1 I 

Y0 I" l: 
2 n - - 1  n 2 n - - I  T . [ 2  

2 n - -  1 

__< sup(IR ~ o T I + [R~I ) ~ R,~ o T - R~ o T,, I 
k k=o 

>0. [] 
/'t - -+ O ~  

Darts la suite, on se restreindra donc /t I 'espace probabilis6 (O0, d ,  #). 

Proposit ion 2.2 Soit 7 la mesure de probabilitk symktrique sur [-7c, ~z] d~finie 
par 

7(A) def cr(A N [0, 7~]) + ( - A  N [0, 7z]) 
2 

Alors (f2o, sg, t ~, T)  est un syst~me dynamique gaussien r&l de mesure spec- 
trale 7. 

Preuve. Soit g f l  le sous-espace gaussien de L2(#) engendr6 par la famille 
(B,)0_<u_<l, et notons /t la mesure de Lebesgue sur [0, 1]. II existe un iso- 
morphisme entre 2/gl et L2([0,1], 22), qui fait correspondre 11[0,~1 ~t B,. De 

mani~re g~n~rale, si f ~ L2([0, 1],22), on note f i  o f ( u ) d B ~  t '6t6ment de • l  
correspondant. 

Pour tout u E [0, 1 ], et tout n E N ,  on a alors par d4finition de T~ 

od 

1 u 

B,  o T, = f~[o,ulcp,(v)dB~ = f~o,(v)dB~, 
0 0 

2r~ - [ 
+ . d d f  ~ i a  n .  . . 

p , t v )  = ~ e kltf(jT.)tV ). 
k = 0  

Or, on v6rifie facilement la convergence presque sfire et dans L2(22) de q~n 
vers e iq', off 

ff(v)d=~finf{t E [0, ~z]/a([0, t]) = V}. 

On a donc 
u 

Bu o T = lira Bu o T~ = f e  i~'(~) dB~. 
n-+ cx~ 0 

1 

Par suite, pour tout X C fig1, si X = f f ( u )  dBu, alors 
0 

1 

X o T = fei ' l ' ("lf(u)dBu. 
0 
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Soit ,Xf2 le sous-espace gaussien de L2(p) engendr6 par la famille (~,,)0_<~_< 1.On 
v6rifie imm6diatement que it '1 et --g~02 sont orthogonaux, et 2/{'2 est aussi iso- 

morphe ~ L2(22). Si 2 = f~ f ( u ) d ~ ,  on obtient de m6me que ci-dessus 

1 
2 o T = f f ( u ) e  -~0(") dg~,. 

0 

Finalement, notons w de=fafl | 3(f2. ~/f est un sous-espace gaussien, et tout 
X E ~ f  s'6crit de manibre unique sous la forme 

X = I f ( u )  d B , +  fg (u )  d N .  
0 0 

off f et g sont dans L2(2).). Pour tout p ~ /g ,  on a alors 

1 1 
X o T p = f f ( u ) e  ~p~'(u) dB~ + fa(u)e  -ip~(") d-~.. 

0 0 

Remarquons que pour toute fonction h mesurable bom6e de [0, zc] dans t12, on 
a l'6galit6 

1 

fh(O(v) )  dv = f h ( t )  da( t ) .  
0 0 

En effet, on le v6rifie facilement lorsque h est une indicatrice d'intervalle, et 
cela suffit pour montrer que a est la mesure image de 2 par @. 
Posons maintenant 

1 ddf 
X0 B = ~(  I +~-1) ---- 9~e(B1) 

et pour tout p C 2g 

1 1 1 
X p  d6~---fx 0 o T p = -~ fo eif'4"(u) dB~ + 2 o 

On a alors 

2 /L2(2~) 2' I-e-iP~'~ 2 /L2(25.) 

1 
1 I I fe_ip~,O) = - f e  'p~(~) du + du 
20 20 

---- ~ f e zpt da(t)  + e -'pt dot(t) 

---- f e zpt dy( t ) .  

Ainsi, ]e processus (Xp)p~g est un processus rdel gaussien stationnaire, de 
mesure spectrale ~. 
II reste maintenant /t montrer que la tribu engendrde par les Xp est ~ tout 
entiere, Pour cela, il suffit de voir que l 'espace ~V engendr6 par les Xp est 
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tout entier. Or, ~ est isomorphe ~ L 2 ( [ - n , n ] , 7 ) ,  Xp correspondant / t  #io.. 
Pour tout u E [0, 1], soit F ,  E ~U correspondant g 2.~[0,~,(,)]. On a alors 

<F~, Xp)L2(~,) = (2.~[0,~(,)], #P}L%t) 

~(u) 
= f e - i p sda ( s )  

o 
U 

= fe-~p~'(S)ds 
o 

On a donc pour tout Y E ~U 

(F~, Y)L2(~) = {B~, YiL2(fl) 

et done F= est la projection orthogonale de B~ sur r De plus, IIFuiI 2 = 2u 
--  IiUull 2, d'ofl Fu = Su. 

3 Insertion de T dans un flot et mouvement moyen 

Pour tout co E ~20 et tout rdel t, on peut d6finir aussi Tt(co) comme la limite 
uniforme sur [0, 1] des trajectoires (Tt(CO))nEN. De m6me, T t e s t  une transfor- 
mation de ~0 pr&ervant  la mesure #. On a T 1 = T, et on devine facilement 
que pour tous %els s e t  t, T s+t = TSo  T t. (La d6monstration est laiss6e au 
lecteur courageux. . . )  
On appellera orbite de co la fonction qui ~ tout r6el t associe 

Zt(co) d6~-f Bl o Tt(co) . 

Proposi t ion 3.1 Pour  tout  co E (2o, l 'orbite de co est  de classe C ~ et  pour  
presque  tout  co E Qo, elle ne passe  pas  par  l'origine. 

Preuve.  Fixons a~ E (20. Alors pour tout n E N ,  la fonction 

2 /~  - -  1 

t ~-+ Zn,t defB 1 =  o I t = 2_, e ~r 
k=O 

est clairement de classe C ~ ,  la d6riv6e p-i~me en t &ant 

2 n - -  l 
.p~ n~p ita~nn Z (p) E l  (c~k) e t% 

k=0 

Soient e et fl dans [0, ~], et t E IR. On a l ' indgalit6 

~Pe it~ _ flPeitp ~ o:Pe it~ _ o~Peitl ? + ~Pe itfl _ flPeitfi 

<= ~zPlt]l ~ -- fl] + I ap -- fiPl 

<= (ItIT; p 4- pT;P-1)l~z - [31 . 
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En utilisant cette in6galit6, et en effectuant des calculs similaires A ceux faits 

darts la Proposition 2.1, on montre de la m~me faqon la convergence de Z (p) n,t 
uniformOment par rapport 5 t sur tout compact de IR, ce qui prouve que 
l 'orbite de co est bien de classe Coo. 

La seconde partie de la Proposition 3.1 d6coule alors du lemme suivant: 

Lemme 3.2 Soit (Xt)o<_t<_l un processus gaussien cornplexe stationnaire, Xo 
Otant de loi N2(0, 1 ). Supposons que t ~ Xt soit presque s~trement de classe 
C 1. Alors presque sftrement (Xt) ne passe pas par l'origine. 

Preuve. Par Fubini, on a 

1 1 

On a donc presque sfirement 

< + ~  (1) 

Or, il est facile de voir que pour tout co v6rifiant (1) et pour lequel t ~-+ Xt(co) 
est de classe C1,Xt(co) ne peut pas s'annuler. [] 

Bien stir, le Lemme 3.2 prouve aussi que presque stirement, les applications 
t ~-+ Z,,t ne passent pas par l 'origine. On peut donc 6crire pour presque tout 
coE f20 

Zt : p t e  *~t et Z n ,  t = Pn, te iA"'t 

off Pt et Pn, t sont strictement positifs, et t H A t ,  t w+ An, t sont des fonctions 
r6elles continues (en fait, de classe C~176 

Proposi t ion 3.3 Pour presque tout co, le mouvement  moyen existe, et il ne 
dkpend pas de co," i.e. il existe un rkel m tel que 

1 p.s. 
- A  t ~ m . 
t t--,+c<~ 

De plus, on a 

m = f x  d a ( x ) .  
o 

Preuve. Pour presque tout co (en fait, pour t ous l e s  co dont l 'orbite ne passe 
pas par 0), on a 6crit Zt =-pte iA', off toutes les fonctions sont de classe Coo. 
D6rivons par rapport /t t: 
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~ Z t =  ~ P t  eiAt+ i ~ A t  Zt 

. . . .  + i  
g Pt d ~At 

De mSme, on a presque sfirement 

n,t = ~ m  Zn, t " 

p.s. p.s.  

Or, on sait que Z~,t > Zt, et que (d/dt)Z,,g > (d/dt)Zt.  On a doric 
n----+ o o  n ~ o o  

d A p.s. d 
"'' A ,  

Soient V e t  (V.) .~N les variables al~atoires d6finies par 

//d~f d d~f d A 
=27 ,,,,=0. 

L 1 

Lemme 3.4 Pour tout n C N ,  V, E L t ( # ) ,  V E LI(#)  et V~ - > V. 
I'l----+00 

p.s. 
En effet, puisqu 'on sait d6j/t que Vn > V, il suffit de prouver que la famille 

n-----~ o(~ 

(V~) , ,~  est uniformSment intSgrable. Pour cela, montrons que cette famille est 
bornde darts L p pour tout p tel que 1 < p < 2: 

Remarquons que 3~e(R~) et ~m(R~) sont deux variables r~elles gaussiennes 
centr6es ind6pendantes, de variance G(J~). Posons 

2/7 - l 
2 d e T  v - ,  n ~ T i j n , ,  

k = 0  

2 ~ gC~ c a r  2 On a bien stir 0 < s n = s~ est une combinaison lin~aire convexe des 
e]c, et on peut ~crire 

2 jz -- 1 2 *7 -- 1 
o:~R~ =- s~B1 -Jr- ~ (0: kn _ Sn2 _)Rk'n 

k = 0  k = 0  
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On v6rifie alors facilement que Yn ~f  Z ~ " ~  1 (e~ 2 - s ~ ) R  k est ind@endant de B1. 
On a donc 

Iv.[ < ~ . +  

d'ofi  

IIv.llp =< s~ + _-< ~ +  rJY.IIp 

Mais la variance de Yn est toujours major~e par 2~z, et comme p < 2, on a 
II1/Blllp < +oo.  On en d6duit IIv./l -< Kp, o~ Kp ne d@end pas de n, et le 
Lemme 3.4 est dtabli. 

Puisque V E L 1, on peut appliquer le th6or~me de Birkhoff au flot (T t) pour 

prouver que presque sfirement ( I / t ) f o  V(T'~c~ a une limite quand t --+ +eQ, 

not6e V(og). Or 
t 

f V(Uco) d'c = At - Ao 
o 

et donc 
At p.s _ 
- -  > V(co).  
t t~+c~ 

De plus, la mesure a 6tant diffuse, on sait que la transformation T = T 1 est 

ergodique (voir [1]). On a donc F(co)  ~.p=s. IE[V]. 
I1 reste maintenant ~ calculer le mouvement moyen m = IE[V]. Grfice au 

Lemme 3.4, on a bien stir 

m = l i m  ]E{Vn].  
n----e O0 

Mais on a vu que 

On a donc 

= .~m i s~ + ilE[Y~]IE 1 

2 

2 Enfin, on v&ifie facilement que s, ~ f o x  dot(x). Ainsi, m est bien la 

moyenne de a. [] 

R 6 f 6 r e n c e s  

1. Comfeld, I.P., Fomin, S.V., Sinai, Ya.G.: Ergodic Theory (Grundlemen Math. Wiss. 245) 
Berlin Heidelberg New York: Springer 1982 

2. Jessen, B., Tomehave, H.: Mean motion and zeros of almost periodic functions. Acta 
Math. 77, 138-279 (1945) 



56 T. de la Rue 

3. Lagrange, L.: Th~orie des variations s6culaires des 616ments des plan6tes I e t  11. In: 
(Euvres 5(pp. 123-344) Nouveaux M~moires de l"Acad~mie de Berlin 1781 

4. Levy, P.: Le mouvement brownien plan. Am. J. Math. 62, 487-550 (1940) 
5. Steinberg, S.: Celestial Mecanies. New York Amsterdam: Benjamin 1969 
6. Weyl, H.: Mean motion. Am. J. Math. 60, 88%896 (1938) 


